
Kef�laio 7

SÔgklish akolouji¸n
metr simwn sunart sewn

7.1 SÔgklish kat� shmeÐo kai omoiìmorfh sÔgklish

Orismìc 7.1.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic.
(a) Lème ìti fn → f kat� shmeÐo µ− σ.π. an up�rqei Z ∈ A me µ(Z) = 0 ¸ste:
fn(x) → f(x) gia k�je x ∈ X \ Z. Dhlad ,

Gia k�je x ∈ X \ Z kai gia k�je ε > 0 up�rqei n0(ε, x) ∈ N ¸ste:
gia k�je n ≥ n0, |fn(x)− f(x)| < ε.

(b) Lème ìti fn → f omoiìmorfa µ− σ.π. an up�rqei Z ∈ A me µ(Z) = 0 ¸ste:
fn → f omoiìmorfa sto X \ Z. Dhlad ,

Gia k�je ε > 0 up�rqei n0(ε) ∈ N ¸ste: gia k�je n ≥ n0 kai gia
k�je x ∈ X \ Z, |fn(x)− f(x)| < ε.

(g) Lème ìti h {fn} eÐnai omoiìmorfa Cauchy µ − σ.π. an up�rqei Z ∈ A me
µ(Z) = 0 ¸ste:

Gia k�je ε > 0 up�rqei n0(ε) ∈ N ¸ste: gia k�je m,n ≥ n0 kai gia
k�je x ∈ X \ Z, |fn(x)− fm(x)| < ε.

Apì touc orismoÔc eÐnai fanerì ìti an fn → f omoiìmorfa µ− σ.π. tìte fn → f
kat� shmeÐo µ − σ.π. EpÐshc, an h {fn} eÐnai omoiìmorfa Cauchy µ − σ.π. tìte
fn → f omoiìmorfa µ− σ.π.

Prìtash 7.1.2. (a) An fn → f kai fn → g kat� shmeÐo µ− σ.π., tìte f = g
µ− σ.π.

(b) An fn → f kai fn → g omoiìmorfa µ− σ.π., tìte f = g µ− σ.π.

Prìtash 7.1.3. (a) An fn → f kai gn → g kat� shmeÐo µ − σ.π., tìte, gia
k�je t, s ∈ R, tfn + sgn → tf + sg kat� shmeÐo µ− σ.π.

(b) An fn → f kai gn → g omoiìmorfa µ − σ.π., tìte, gia k�je t, s ∈ R,
tfn + sgn → tf + sg omoiìmorfa µ− σ.π.
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Prìtash 7.1.4. (a) An fn → f kai gn → g kat� shmeÐo µ − σ.π., tìte
fngn → fg kat� shmeÐo µ− σ.π.

(b) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M kai |gn| ≤ M µ − σ.π.
gia k�je n ∈ N. An fn → f kai gn → g omoiìmorfa µ − σ.π., tìte fngn → fg
omoiìmorfa µ− σ.π.

(g) An afairèsoume thn upìjesh ìti oi {fn}, {gn} eÐnai omoiìmorfa fragmènec
µ− σ.π., tìte (b) den isqÔei genik�.

7.2 SÔgklish kat� mèso

Orismìc 7.2.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic.
(a) Lème ìti fn → f kat� mèso an

∫

X

|fn − f | dµ → 0.

(b) Lème ìti h {fn} eÐnai Cauchy kat� mèso an gia k�je ε > 0 up�rqei n0(ε) ∈ N
¸ste: gia k�je m,n ≥ n0,

∫

X

|fn − fm| dµ < ε.

Prìtash 7.2.2. An fn → f kai fn → g kat� mèso, tìte f = g µ− σ.π.

Prìtash 7.2.3. An fn → f kai gn → g kat� mèso, tìte, gia k�je t, s ∈ R,
tfn + sgn → tf + sg kat� mèso.

Parat rhsh 7.2.4. An fn → f kat� mèso, tìte h {fn} eÐnai Cauchy kat�
mèso.

Je¸rhma 7.2.5 (Riesz). An h {fn} eÐnai Cauchy kat� mèso, tìte up�rqei
metr simh sun�rthsh f : X → R ¸ste

∫

X

|fn − f | dµ → 0.

Epiplèon, up�rqei upakoloujÐa {fkn} thc {fn} ¸ste fkn → f µ− σ.π.

Pìrisma 7.2.6. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. An

∫
X
|fn−f | dµ → 0, tìte up�rqei upakoloujÐa {fkn}

thc {fn} ¸ste fkn → f µ− σ.π.

Prìtash 7.2.7. (a) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M µ− σ.π.
gia k�je n ∈ N. An fn → f kat� mèso, tìte |f | ≤ M µ− σ.π.

(b) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M kai |gn| ≤ M µ−σ.π. gia
k�je n ∈ N. An fn → f kai gn → g kat� mèso, tìte fngn → fg kat� mèso.

7.3 SÔgklish kat� mètro

Orismìc 7.3.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic.
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(a) Lème ìti fn → f kat� mètro an, gia k�je ε > 0,

µ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) → 0.

(b) Lème ìti h {fn} eÐnai Cauchy kat� mètro an gia k�je ε, δ > 0 up�rqei
n0(ε, δ) ∈ N ¸ste: gia k�je m,n ≥ n0,

µ({x ∈ X : |fm(x)− fn(x)| ≥ ε}) < δ.

Parat rhsh 7.3.2. An f, g : X → R eÐnai metr simec sunart seic, tìte, gia
k�je a, b > 0 isqÔei

µ({x : |f(x) + g(x)| ≥ a + b}) ≤ µ({x : |f(x)| ≥ a}) + µ({x : |g(x)| ≥ b}).

Prìtash 7.3.3. An fn → f kai fn → g kat� mètro, tìte f = g µ− σ.π.

Prìtash 7.3.4. An fn → f kai gn → g kat� mètro, tìte, gia k�je t, s ∈ R,
tfn + sgn → tf + sg kat� mètro.

Parat rhsh 7.3.5. An fn → f kat� mètro, tìte h {fn} eÐnai Cauchy kat�
mètro.

Je¸rhma 7.3.6. An h {fn} eÐnai Cauchy kat� mètro, tìte up�rqei metr simh
sun�rthsh f : X → R ¸ste fn → f kat� mètro. Epiplèon, up�rqei upakoloujÐa
{fkn} thc {fn} ¸ste fkn → f µ− σ.π.

Pìrisma 7.3.7. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. An fn → f kat� mètro, tìte up�rqei upakoloujÐa {fkn}
thc {fn} ¸ste fkn → f µ− σ.π.

Prìtash 7.3.8. (a) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M µ− σ.π.
gia k�je n ∈ N. An fn → f kat� mètro, tìte |f | ≤ M µ− σ.π.

(b) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M kai |gn| ≤ M µ−σ.π. gia
k�je n ∈ N. An fn → f kai gn → g kat� mètro, tìte fngn → fg kat� mètro.

7.4 Sqedìn omoiìmorfh sÔgklish

Orismìc 7.4.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic.
(a) Lème ìti fn → f sqedìn omoiìmorfa an gia k�je δ > 0 up�rqei A ∈ A me
µ(A) < δ ¸ste fn → f omoiìmorfa sto X \A.
(b) Lème ìti h {fn} eÐnai Cauchy sqedìn omoiìmorfa an gia k�je δ > 0 up�rqei
A ∈ A me µ(A) < δ ¸ste h {fn} na eÐnai omoiìmorfa Cauchy sto X \A.

Prìtash 7.4.2. An fn → f kai fn → g sqedìn omoiìmorfa, tìte f = g
µ− σ.π.

Prìtash 7.4.3. An fn → f kai gn → g sqedìn omoiìmorfa, tìte, gia k�je
t, s ∈ R, tfn + sgn → tf + sg sqedìn omoiìmorfa.

Parat rhsh 7.4.4. An fn → f sqedìn omoiìmorfa, tìte h {fn} eÐnai Cauchy
sqedìn omoiìmorfa.
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Je¸rhma 7.4.5. An h {fn} eÐnai Cauchy sqedìn omoiìmorfa, tìte up�rqei
metr simh sun�rthsh f : X → R ¸ste fn → f sqedìn omoiìmorfa. Epiplèon,
fn → f µ− σ.π.

Pìrisma 7.4.6. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. An fn → f sqedìn omoiìmorfa, tìte fn → f µ− σ.π.

Prìtash 7.4.7. (a) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M µ− σ.π.
gia k�je n ∈ N. An fn → f sqedìn omoiìmorfa, tìte |f | ≤ M µ− σ.π.

(b) Upojètoume ìti up�rqei M > 0 ¸ste |fn| ≤ M kai |gn| ≤ M µ − σ.π.
gia k�je n ∈ N. An fn → f kai gn → g sqedìn omoiìmorfa, tìte fngn → fg
sqedìn omoiìmorfa.

7.5 SÔgkrish twn diafìrwn tÔpwn sÔgklishc

Je¸rhma 7.5.1 (Egoroff). 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw
fn, f : X → R metr simec sunart seic. An µ(X) < ∞ kai an fn → f µ − σ.π.,
tìte fn → f sqedìn omoiìmorfa.

Je¸rhma 7.5.2. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. An fn → f µ−σ.π. kai an up�rqei g : X → [0,∞] ¸ste
|fn| ≤ g gia k�je n ∈ N kai

∫
X

g dµ < ∞, tìte fn → f sqedìn omoiìmorfa.

Je¸rhma 7.5.3. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. An fn → f sqedìn omoiìmorfa, tìte fn → f kat�
mètro.

AntÐstrofa, an fn → f kat� mètro, tìte up�rqei upakoloujÐa {fkn} thc
{fn} ¸ste fkn → f sqedìn omoiìmorfa.

Je¸rhma 7.5.4 (anisìthta Chebyshev–Markov). 'Estw f : X →
[0,∞] metr simh sun�rthsh. Gia k�je ε > 0 isqÔei h anisìthta

µ({x ∈ X : f(x) ≥ ε}) ≤ 1
ε

∫

X

f dµ.

Je¸rhma 7.5.5. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. An fn → f kat� mèso, tìte fn → f kat� mètro.

AntÐstrofa, an fn → f kat� mètro kai an up�rqei g : X → [0,∞] ¸ste
|fn| ≤ g gia k�je n ∈ N kai

∫
X

g dµ < ∞, tìte fn → f kat� mèso.

Je¸rhma 7.5.6. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw fn, f : X → R
metr simec sunart seic. Upojètoume ìti µ(X) < ∞. Ta ex c eÐnai isodÔnama:
(a) fn → f kat� mètro.

(b)
∫

X
|fn−f |

1+|fn−f | dµ → 0 ìtan n →∞.

(g) K�je upakoloujÐa thc {fn} èqei upakoloujÐa pou sugklÐnei sthn f µ-sqedìn
pantoÔ.


