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Ασκήσεις 5.

1. ΄Ασκηση 2 σημειώσεων ΑΓ.

2. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση στο και g : [a, b] → [a, b] παραγωγίσιμη.
Να υπολογιστεί η παράγωγος της συνάρτησης

h(x) =
∫ g(x)

a
f(t)dt .

3. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b} μία διαμέριση του [a, b] και f : [a, b]→ R
συνεχώς παραγωγίσιμη. Να δειχθεί ότι

n−1∑
k=0

|f(xk+1)− f(xk)| ≤
∫ b

a
|f ′(x)|dx

4. ΄Εστω f συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [0, 1] με f(0) = 0. Να δειχθεί ότι

|f(x)| ≤
( ∫ 1

0
f ′(t)2dt

)1/2

, για κάθε x ∈ [0, 1] .

5. ΄Εστω f συνεχώς παραγωγίσιμη στο [a, b]. Να δειχθεί ότι η ακολουθία
αn =

∫ b
a f(x) cos(nx)dx είναι μηδενική.

6. Να βρεθεί για ποια β ∈ R υπάρχει το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ ∞
2

dx

x(lnx)β
.

7. Να βρεθεί για ποια α ∈ R υπάρχει το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ ∞
0

(
x

x2 + 1
− α

x+ 2
)dx

8. ΄Εστω f : [0,+∞)→ [0,+∞) γνήσια αύξουσα συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση με
f(0) = 0. Να δειχθεί ότι∫ x

0
f(t)dt+

∫ f(x)

0
f−1(t)dt = xf(x) , για κάθε x > 0.

9. ΄Ασκηση 9 σημειώσεων ΑΓ.

10. Αποδείξετε το κριτήριο του Dirichlet για γενικευμένα ολοκληρώματα: αν οι συναρ-
τήσεις f, g : [0,∞) → R είναι συνεχείς, η παράγουσα της f είναι φραγμένη και η g
είναι φθίνουσα και limx→+∞ g = 0, τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫+∞
0 f(x)g(x)dx

υπάρχει. [Υπόδειξη. Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε το κριτήριο του Cauchy για
σύγκλιση συναρτήσεων: ΄Εστω q : [0,∞)→ R. Το όριο limx→+∞ q(x) υπάρχει αν και
μόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει K > 0 ώστε αν x1, x2 > K τότε |q(x1)− q(x2)| < ε.]

11. Αποδείξτε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
1

sinx
x
dx υπάρχει.


