
Apeirostikìc Logismìc II (2010�11)

UpakoloujÐec kai AkoloujÐec Cauchy � Ask seic

Om�da A'. Erwt seic katanìhshc

Exet�ste an oi parak�tw prot�seic eÐnai alhjeÐc   yeudeÐc (aitiolog ste pl rwc thn ap�nthsh
sac).

1. an → +∞ an kai mìno an gia k�je M > 0 up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) pou eÐnai megalÔteroi
apì M .

2. H (an) den eÐnai �nw fragmènh an kai mìno an up�rqei upakoloujÐa (akn
) thc (an) ¸ste

akn
→ +∞.

3. K�je upakoloujÐa miac sugklÐnousac akoloujÐac sugklÐnei.

4. An mia akoloujÐa den èqei fjÐnousa upakoloujÐa tìte èqei mia gnhsÐwc aÔxousa upakoloujÐa.

5. An h (an) eÐnai fragmènh kai an 6→ a tìte up�rqoun b 6= a kai upakoloujÐa (akn
) thc (an)

¸ste akn → b.

6. Up�rqei fragmènh akoloujÐa pou den èqei sugklÐnousa upakoloujÐa.

7. An h (an) den eÐnai fragmènh, tìte den èqei fragmènh upakoloujÐa.

8. 'Estw (an) aÔxousa akoloujÐa. K�je upakoloujÐa thc (an) eÐnai aÔxousa.

9. An h (an) eÐnai aÔxousa kai gia k�poia upakoloujÐa (akn) thc (an) èqoume akn → a, tìte
an → a.

10. An an → 0 tìte up�rqei upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste n2akn → 0.

Om�da B'

11. 'Estw (an) mia akoloujÐa. DeÐxte ìti an → a an kai mìno an oi upakoloujÐec (a2k) kai
(a2k−1) sugklÐnoun sto a.

12. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Upojètoume ìti oi upakoloujÐec (a2k), (a2k−1) kai (a3k) sugklÐ-
noun. DeÐxte ìti:

(a) lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

a3k.

(b) H (an) sugklÐnei.

13. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Upojètoume ìti a2n ≤ a2n+2 ≤ a2n+1 ≤ a2n−1 gia k�je n ∈ N kai
ìti lim

n→∞
(a2n−1− a2n) = 0. Tìte h (an) sugklÐnei se k�poion pragmatikì arijmì a pou ikanopoieÐ

thn a2n ≤ a ≤ a2n−1 gia k�je n ∈ N.

14. 'Estw (an) mia akoloujÐa kai èstw (xk) akoloujÐa oriak¸n shmeÐwn thc (an). Upojètoume
oti xk → x. DeÐxte oti o x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).

15. DeÐxte ìti h akoloujÐa (an) den sugklÐnei ston pragmatikì arijmì a, an kai mìno an up�rqoun
ε > 0 kai upakoloujÐa (akn

) thc (an) ¸ste |akn
− a| ≥ ε gia k�je n ∈ N.

16. 'Estw (an) akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n kai èstw a ∈ R. DeÐxte ìti an → a an kai mìno
an k�je upakoloujÐa thc (an) èqei upakoloujÐa pou sugklÐnei sto a.

17. OrÐzoume mia akoloujÐa (an) me a1 > 0 kai

an+1 = 1 +
2

1 + an
.

DeÐxte ìti oi upakoloujÐec (a2k) kai (a2k−1) eÐnai monìtonec kai fragmènec. BreÐte, an up�rqei,
to lim

n→∞
an.



18. BreÐte to an¸tero kai to kat¸tero ìrio twn akolouji¸n

an = (−1)n+1

(
1 +

1
n

)
,

bn = cos
(πn

3

)
+

1
n + 1

,

γn =
n2((−1)n + 1) + 2n + 1

n + 1
.

19. 'Estw (an), (bn) fragmènec akoloujÐec. DeÐxte oti

lim inf an + lim inf bn ≤ lim inf(an + bn)
≤ lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn.

20. 'Estw an > 0, n ∈ N.
(a) DeÐxte oti

lim inf
an+1

an
≤ lim inf n

√
an ≤ lim sup n

√
an ≤ lim sup

an+1

an
.

(b) An lim an+1
an

= x, tìte n
√

an → x.

21. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. DeÐxte oti

lim sup(−an) = − lim inf an kai lim inf(−an) = − lim sup an.

22. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. An

X = {x ∈ R : x ≤ an gia �peirouc n ∈ N},

deÐxte ìti supX = lim sup an.

23. Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n
≥ 1

2
,

deÐxte ìti h akoloujÐa an = 1 + 1
2 + · · · + 1

n den eÐnai akoloujÐa Cauchy. Sumper�nate ìti
an → +∞.

24. 'Estw 0 < µ < 1 kai akoloujÐa (an) gia thn opoÐa isqÔei

|an+1 − an| ≤ µ|an − an−1|, n ≥ 2.

DeÐxte ìti h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.

25. OrÐzoume a1 = a, a2 = b kai an+1 = an+an−1
2 , n ≥ 2. Exet�ste an h (an) eÐnai akoloujÐa

Cauchy.

Om�da G'

26. 'Estw m ∈ N. BreÐte mia akoloujÐa (an) h opoÐa na èqei akrib¸c m diaforetikèc upakolou-
jÐec.

27. 'Estw (an) mia akoloujÐa. An sup{an : n ∈ N} = 1 kai an 6= 1 gia k�je n ∈ N, tìte up�rqei
gnhsÐwc aÔxousa upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste akn → 1.

28. 'Estw (an) akoloujÐa jetik¸n arijm¸n. JewroÔme to sÔnolo A = {an : n ∈ N}. An
inf A = 0, deÐxte ìti h (an) èqei fjÐnousa upakoloujÐa pou sugklÐnei sto 0.

29. OrÐzoume mia akoloujÐa wc ex c:

a0 = 0, a2n+1 =
1
2

+ a2n, a2n =
a2n−1

2
.



BreÐte ìla ta oriak� shmeÐa thc (an). [Upìdeixh: Gr�yte touc dèka pr¸touc ìrouc thc akolou-
jÐac.]

30. 'Estw (xn) akoloujÐa me thn idiìthta xn+1 − xn → 0. An a < b eÐnai dÔo oriak� shmeÐa thc
(xn), deÐxte ìti k�je y ∈ [a, b] eÐnai oriakì shmeÐo thc (xn). [Upìdeixh: Apagwg  se �topo.]

31. (a) 'Estw A arijm simo uposÔnolo tou R. DeÐxte ìti up�rqei akoloujÐa (an) ¸ste k�je
x ∈ A na eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).
(b) DeÐxte ìti up�rqei akoloujÐa (xn) ¸ste k�je x ∈ R na eÐnai oriakì shmeÐo thc (xn).

32. 'Estw (an) mia akoloujÐa. OrÐzoume

bn = sup{|an+k − an| : k ∈ N}.

DeÐxte ìti h (an) sugklÐnei an kai mìno an bn → 0.

33. 'Estw a, b > 0. OrÐzoume akoloujÐa (an) me a1 = a, a2 = b kai

an+2 =
4an+1 − an

3
, n = 1, 2, . . .

Exet�ste an h (an) sugklÐnei kai an nai, breÐte to ìriì thc.


