
4 Omoiìmorfh sunèqeia

UpenjumÐzoume ton orismì thc sunèqeiac:

Orismìc 4.1 Mia sun�rthsh f : A → R (ìpou A ⊆ R) eÐnai suneq c
sto A an:

Gia k�je ε > 0 kai gia k�je t ∈ A up�rqei δ > 0 ¸ste
an s ∈ A kai |t− s| < δ tìte |f(t)− f(s)| < ε.

To δ sun jwc exart�tai ìqi mìnon apì to ε all� kai apì to t:

Par�deigma 4.1 f : [0, +∞) → R me f(x) = x2.

H f eÐnai suneq c sto pedÐo orismoÔ thc. Ac jumhjoÔme thn apìdeixh:
An dojeÐ ε > 0 KAI t ∈ [0, +∞), y�qnoume gia èna kat�llhlo δ > 0. EÐnai

bolikì na anazht soume δ < 1 (an up�rqei k�poio δ > 0 pou na ikanopoieÐ ton
orismì 4.1, k�je mikrìtero jetikì δ epÐshc ja ton ikanopoieÐ, �ra ja up�rqei
kai k�poio δ ∈ (0, 1)). An t¸ra |s− t| < δ < tìte |s| < |t|+ δ < t + 1, opìte

|f(s)− f(t)| ≤ |s− t|.|s + t| < δ(|s|+ |t|) < δ(2t + 1)

epomènwc gia na exasfalÐsoume ìti |f(t)− f(s)| < ε arkeÐ na dialèxoume

δ ≤ min{ ε

2t + 1
, 1} (1)

kai h apìdeixh èqei oloklhrwjeÐ.
ParathroÔme ed¸ ìti den up�rqei jetikì δ pou na ikanopoieÐ thn anisìthta

(1) gia k�je t ∈ R (afoÔ to dexÐ skèloc thc teÐnei sto 0 kaj¸c t → ∞).
M pwc ìmwc up�rqei èna δ > 0 pou ikanopoieÐ ton orismì 4.1 (me dedomèno
ε > 0) gia k�je t? 'Oqi. GiatÐ an up rqe, tìte gia k�je t > 0 jètontac
s = t + δ ja eÐqame

|f(s)− f(t)| = (t + δ)2 − t2 = 2tδ + δ2 < ε

pr�gma adÔnato, efìson kaj¸c t → ∞ èqoume ìti 2tδ + δ2 → +∞ ìpoio
kai na eÐnai to δ (arkeÐ na eÐnai jetikì), opìte den eÐnai dunatìn na isqÔei
2tδ + δ2 < ε gia k�je t > 0 (p�re p.q. t = ε

δ
).

Ac parathr soume ìti sto par�deigma autì to pedÐo orismoÔ thc f den
eÐnai fragmèno.

Par�deigma 4.2 f : (0, 1) → R me f(x) = 1
x
.
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'Opwc kai sto prohgoÔmeno par�deigma, mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti h f eÐnai
suneq c s�ìlo to (0, 1), all� kai p�li den up�rqei eniaÐo jetikì δ pou na ika-
nopoieÐ ton orismì 4.1 gia k�je t ∈ (0, 1) (me dedomèno ε > 0). ParadeÐgmatoc
q�rin, an tn = 1

n
kai sn = 1

2n
(n ∈ N) tìte, en¸ h diafor� |tn− sn| = 1

2n
teÐnei

sto 0, h diafor� |f(tn)− f(sn)| = n den mikraÐnei.
S�autì to par�deigma to pedÐo orismoÔ thc f eÐnai fragmèno, all� ìqi

kleistì.

[ShmeÐwsh An nomÐzeic ìti to prìblhma me to teleutaÐo par�deigma eÐnai ìti
h f den eÐnai fragmènh, mporeÐc na peiramatisjeÐc me thn g : (0, 1) → R ìpou
g(x) = sin 1

x
.]

Par�deigma 4.3 f : A → R me |f(s)− f(t)| ≤ 2|s− t| gia k�je s, t ∈ A.

Ed¸, gia k�je ε > 0 kai t ∈ A, an dialèxoume δ = ε
2
(anex�rthto tou t!!), tìte

gia k�je s ∈ A kai |s− t| < δ ja èqoume |f(s)− f(t)| < 2δ = ε.

'Otan h {epitrept  metabol } δ exart�tai mìnon apì to ε, eÐnai dhlad 
omoiìmorfh s�ìlo to pedÐo orismoÔ thc sun�rthshc, tìte aut  lègetai omoiì-
morfa suneq c:

Orismìc 4.2 An A ⊆ R, mia sun�rthsh f : A → R lègetai omoiìmorfa
suneq c sto A an:

Gia k�je ε > 0 up�rqei δ = δ(ε) > 0 ¸ste
an t, s ∈ A kai |t− s| < δ tìte |f(t)− f(s)| < ε.

Parathr seic 4.4 (a) An mia sun�rthsh eÐnai omoiìmorfa suneq c sto A
tìte bebaÐwc eÐnai suneq c, all� to antÐstrofo den isqÔei p�nta, ìpwc eÐdame
sta pr¸ta dÔo paradeÐgmata.
(b) Se antÐjesh me thn apl  sunèqeia, h omoiìmorfh sunèqeia eÐnai olik 
ènnoia, anafèretai dhlad  s�olìklhro to sÔnolo A ki ìqi se k�je shmeÐo tou
qwrist�.
(g) Ston orismì 4.2, ta s kai t èqoun isodÔnamouc rìlouc. Dhlad  sthn
omoiìmorfh sunèqeia upeisèrqontai kat� k�poion trìpo {dÔo metablhtèc}.

Prìtash 4.5 MÐa sun�rthsh f : A → R eÐnai omoiìmorfa suneq c an kai
mìnon an gia k�je zeÔgoc akolouji¸n (xn), (yn) tou A me xn − yn → 0 isqÔei
f(xn)− f(yn) → 0.

Apìdeixh 'Estw ìti h f eÐnai omoiìmorfa suneq c. JewroÔme èna zeÔgoc
akolouji¸n (xn), (yn) tou A me xn − yn → 0. An dojeÐ ε > 0, up�rqei δ > 0
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¸ste gia k�je x, y ∈ A me |x − y| < δ na isqÔei |f(x) − f(y)| < ε. AfoÔ
xn − yn → 0, up�rqei no ∈ N ¸ste gia k�je n ≥ no na isqÔei |xn − yn| < δ,
opìte |f(xn)− f(yn)| < ε. DeÐxame ìti f(xn)− f(yn) → 0.

'Estw antÐstrofa ìti h f den eÐnai omoiìmorfa suneq c. Up�rqei tìte
ε > 0 ¸ste kanèna δ thc morf c 1

n
(n ∈ N) na mhn eÐnai kat�llhlo gia ìla ta

shmeÐa tou A. Ja up�rqoun dhlad , gia k�je n ∈ N, shmeÐa xn, yn tou A me
|xn − yn| < 1

n
all� |f(xn)− f(yn)| ≥ ε. 'Eqoume ètsi èna zeÔgoc akolouji¸n

(xn), (yn) tou A me xn − yn → 0 (efìson |xn − yn| < 1
n
gia k�je n) all�

f(xn)− f(yn) 9 0. 2

H omoiìmorfh sunèqeia eÐnai jemeli¸dhc ènnoia. Ed¸ ja qrhsimopoi soume
mìnon to akìloujo basikì

Je¸rhma 4.6 An h f eÐnai suneq c se kleistì kai fragmèno di�sthma [a, b],
tìte eÐnai omoiìmorfa suneq c.1

Apìdeixh 'Estw ε > 0. Ja deÐxoume ìti up�rqei kat�llhlo δ > 0 ¸ste gia
k�je zeÔgoc shmeÐwn t, s ∈ [a, b] me |t − s| < δ na isqÔei |f(t) − f(s)| < ε.
Upojètoume ìti den up�rqei tètoio δ > 0 kai ja katal xoume se �topo. H
upìjes  mac shmaÐnei ìti kanèna δ thc morf c 1

n
(n ∈ N) den eÐnai kat�llhlo

gia ìla ta shmeÐa tou [a, b]. Up�rqoun dhlad 

tn, sn ∈ [a, b] me |sn − tn| <
1

n
all� |f(tn)− f(sn)| ≥ ε.

'Eqoume ètsi dÔo akoloujÐec (sn), (tn) sto [a, b]. AfoÔ h (sn) eÐnai fragmènh,
apì to Je¸rhma Bolzano - Weierstrass (!) èqei mia upakoloujÐa (skn) pou
sugklÐnei, èstw sto s. Efìson a ≤ skn ≤ b gia k�je n, èqoume a ≤ s ≤ b.
JewroÔme t¸ra thn antÐstoiqh upakoloujÐa (tkn) thc (tn). ParathroÔme ìti

|tkn − s| ≤ |tkn − skn|+ |skn − s| < 1

kn

+ |skn − s| −→
n→∞

0

�ra h (tkn) sugklÐnei kai aut  sto s.
'Omwc h sun�rthsh f eÐnai suneq c sto shmeÐo s, �ra f(skn) → f(s) kai

f(tkn) → f(s), opìte |f(skn)− f(tkn)| → 0. Autì ìmwc èrqetai se antÐfash
me thn anisìthta |f(tkn)− f(skn)| ≥ ε, pou isqÔei gia k�je n ∈ N. 2

1To par�deigma 4.3 deÐqnei ìti mia sun�rthsh mporeÐ na eÐnai omoiìmorfa suneq c, qwrÐc
to pedÐo orismoÔ thc na eÐnai kleistì   fragmèno.
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