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Θ1. (α) Παρατηρούµε ότι 2nπ
3 = 2kπ ⇔ n = 3k. Θεωρούµε τις υπακολουθίες

a3k = sin
2(3k)π

3
= sin(2kπ) = 0→ 0,

a3k+1 = sin
2(3k + 1)π

3
= sin(2kπ +

2π

3
) = sin

2π

3
=

√
3

2
→
√
3

2
,

a3k+2 = sin
2(3k + 2)π

3
= sin(2kπ +

4π

3
) = sin

4π

3
= −
√
3

2
→ −

√
3

2

Επειδή οι υπακολουθίες (a3k), (a3k+1), (a3k+2) περιλαµβάνουν όλους τους όρους
της (an), έχουµε ότι K = {−

√
3
2 , 0,

√
3
2 } και lim inf an = −

√
3
2 , lim sup an =

√
3
2 .

[Η απόδειξη ότι το K δεν περιέχει άλλα στοιχεία περιλαµβάνεται και ϐαθµολο-

γείται στο Θ1(ϐ).]
(ϐ) ΄Ενα x ∈ R λέγεται οριακό σηµείο µιας ακολουθίας (an), αν υπάρχει

υπακολουθία (akn) µε akn → x. ΄Αρα, εξ ορισµού, {α, β} ⊆ K.
΄Εστω x ∈ K. Τότε υπάρχει (akn) µε akn → x. Η (akn) έχει άπειρους δείκτες

κοινούς µε τουλάχιστον µία από τις υπακολουθίες (a2n) και (a2n−1), έστω την
(a2n). Αυτοί οι κοινοί δείκτες ορίζουν υπακολουθία (akln ) και της (akn) και της
(a2n). ΄Αρα akln → x και akln → α. Από το µονοσήµαντο του ορίου α = x.

Οµοίως, αν η (akn) έχει άπειρους δείκτες κοινούς µε την (a2n−1), τότε x = β.
Σε κάθε περίπτωση, x ∈ {α, β} και K = {α, β}.

Θ2. (α) Αφού f Lipschitz-συνεχής, υπάρχει K > 0 σταθερά µε

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ R.

΄Εστω ε > 0. Θέτουµε δ = ε/K. Τότε, για κάθε x, y ∈ R µε |x− y| < δ, είναι

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y| < Kδ = ε,

άρα η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
(ϐ) (⇒) ΄Εστω ότι η f είναι (παραγωγίσιµη και) Lipschitz-συνεχής, µε σταθερά

K > 0. Θεωρούµε τυχόν ξ ∈ R. Τότε

|f ′(ξ)| =
∣∣∣∣ limx→ξ f(x)− f(ξ)x− ξ

∣∣∣∣ = lim
x→ξ

|f(x)− f(ξ)|
|x− ξ|

≤ lim
x→ξ

K|x− ξ|
|x− ξ|

= K

και η f ′ είναι ϕραγµένη.
(⇐) ΄Εστω ότι |f ′(x)| ≤ K, ∀x ∈ R. Αν x 6= y, από το ΘΜΤ του ∆Λ, υπάρχει ξ

µεταξύ των x και y, µε f(x)− f(y) = f ′(ξ)(x− y), άρα

|f(x)− f(y)| = |f ′(ξ)| · |x− y| ≤ K|x− y|,

και η f είναι Lipschitz-συνεχής.
(γ) ΄Εστω xn = log(2nπ) και yn = log(2nπ + π

2 ). Τότε

xn − yn = log(2nπ)− log(2nπ +
π

2
) = log

2nπ

2nπ + π
2

→ log 1 = 0,



ενώ
f(xn)− f(yn) = sin(2nπ)− sin(2nπ +

π

2
) = 0− 1→ −1,

άρα η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R.
Θ3. (α) Γνωρίζουµε ότι για n ≥ 3, ( n

√
n) ↓ και n

√
n→ 1. ΄Αρα (βn) = ( n

√
n− 1) ↓῾

για n ≥ 3 και βn → 0.
Επειδή η

∑∞
n=1 αn συγκλίνει, η ακολουθία µερικών αθροισµάτων της (αn)

είναι ϕραγµένη. Από το κριτήριο Diriclet η
∑∞
n=3 αnβn συγκλίνει. Επειδή η

σύγκλιση µιας σειράς δεν επηρεάζεται αν προσθέσουµε ένα πεπερασµένο πλήθος
αρχικών όρων στην ακολουθία, η

∑∞
n=1 αnβn συγκλίνει. ΄Αρα και η

∞∑
n=1

αn
n
√
n =

∞∑
n=1

αn[(
n
√
n− 1) + 1] =

∞∑
n=1

αnβn +

∞∑
n=1

αn

συγκλίνει σαν άθροισµα σειρών που συγκλίνουν.
(ϐ) Παρατηρούµε ότι an = 1

n(n+1) =
1
n −

1
n+1 και για την (bn) = (1/n) έχουµε

b1 = 1 και bn → 0. ΄Αρα
m∑
n=1

an =

m∑
n=1

(bn − bn+1) = b1 − bm+1 −→
m→∞

1− 0 = 1

δηλαδή
∑∞
n=1 an = 1. Επειδή 1

n2 <
2

n(n+1) , για n ≥ 2, από το κριτήριο σύγκρισης
η
∑∞
n=1

1
n2 συγκλίνει και

∞∑
n=1

1

n2
<

∞∑
n=1

2

n(n+ 1)
= 2

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 2.

(γ) Παρατηρούµε ότι ∀ n ∈ N είναι 0 < 1/n < π/2. ΄Αρα

0 < 1− cos
1

n
=

1− cos2 1
n

1 + cos 1
n

=
sin2 1

n

1 + cos 1
n

< sin2
1

n
<

1

n2
.

Επειδή η
∑∞
n+1

1
n2 συγκλίνει σαν αρµονική σειρά τάξης p = 2 > 1, από το

κριτήριο σύγκρισης η
∑∞
n=1(1− cos 1

n ) συγκλίνει.
Θ4. ΄Εστω m ≥ n. Τότε

|αm − αn| =
∣∣∣∣∫ m

n

cosx

x2
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ m

n

| cosx|
x2

dx ≤
∫ m

n

dx

x2
=

[
− 1

x

]m
n

= − 1

m
− (− 1

n
) =

1

n
− 1

m
≤ 1

n
.

Από την ανισότητα που αποδείξαµε προκύπτει ότι η (αn) είναι Cauchy, άρα συγ-
κλίνουσα. ΄Εστω limn→∞ αn = α. Θέτουµε bn =

∫ n
1

sin x
x dx. Τότε,

bn =

∫ n

1

(− cosx)′

x
dx =

[
− cosx

x

]n
1

−
∫ n

1

(− cosx) · (1/x)′dx

= −cosn

n
+ cos 1−

∫ n

1

cosx

x2
dx = cos 1− cosn

n
− αn.

2



΄Επεται ότι
lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(cos 1− cosn

n
)− lim

n→∞
= cos 1− α.

Ισχυριζόµαστε ότι το limn→∞ bn = cos 1 − α συµπίπτει µε το ΓΟ
∫∞
1

sin x
x dx.

Πράγµατι, για κάθε x ∈ R, ισχύει [x] ≤ x < [x] + 1, όπου [x] το ακέραιο µέρος
του x. Για x > 1, έχουµε∣∣∣∣∣

∫ x

[x]

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x

[x]

| sin t|
t

dt ≤
∫ x

[x]

dt

t
= [log t]x[x] = log x− log[x]

= log
x

[x]
≤ log

x

x− 1

΄Αρα

lim
x→∞

∣∣∣∣∣
∫ x

[x]

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ ≤ lim
x→∞

log
x

x− 1
= log 1 = 0

και ∫ ∞
1

sinx

x
dx = lim

x→∞

∫ x

1

sin t

t
dt = lim

x→∞

(∫ [x]

1

sin t

t
dt+

∫ x

[x]

sin t

t
dt

)

= lim
n→∞

∫ n

1

sin t

t
dt+ lim

x→∞

∫ x

[x]

sin t

t
dt = cos 1− α+ 0

Επίσης, η συνάρτηση g(x) = sin x
x , x ∈ (0, 1] επεκτείνεται σε συνεχή στο [0, 1]

µε g(0) = 1, άρα το ΓΟ
∫ 1

0
sin x
x dx υπάρχει. Εποµένως και το ΓΟ

∫∞
0

sin x
x dx

υπάρχει, και ∫ ∞
0

sinx

x
dx =

∫ 1

0

sinx

x
dx+

∫ ∞
1

sinx

x
dx.

Θ5. (α) Παρατηρούµε ότι

f(x) =
2x

x2 − 1
=

1

x+ 1
+

1

x− 1
=

1

1− (−x)
− 1

1− x
.

Για την γεωµετρική σειρά γνωρίζουµε ότι
∑∞
n=0 x

n = 1
1−x , για x ∈ (−1, 1). ΄Αρα

f(x) =
1

1− (−x)
− 1

1− x
=

∞∑
n=0

(−x)n −
∞∑
n=0

xn

=

∞∑
n=0

[(−1)n − 1]xn = −2
∞∑
n=1

x2n−1.

(ϐ) Για x = 0, η σειρά συγκλίνει. Για x 6= 0 ϑέτουµε

an =
1 · 2 · 3 · · ·n

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)
x2n−1 6= 0
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και εφαρµόζουµε κριτήριο λόγου:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1·2···n·(n+1)
1·3···(2n−1)(2n+1) |x|

2n+1

1·2·3···n
1·3·5···(2n−1) |x|2n−1

=
n+ 1

2n+ 1
x2 → 1

2
x2.

Οπότε :
Αν 1

2x
2 < 1⇔ |x| <

√
2, η σειρά συγκλίνει.

Αν 1
2x

2 > 1⇔ |x| >
√
2, η σειρά αποκλίνει.

΄Αρα R =
√
2.

Θ6. (α) Θέτουµε h = f − g και τότε

h(x) =

{
0, x ∈ [a, b] \ {xo}
f(xo)− g(xo) 6= 0, x = xo

Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι h(xo) > 0. Πρέπει νδο η h εί-
ναι R-ολοκληρώσιµη και το ολοκλήρωµά της είναι 0. Αρκεί νδο η h είναι R-
ολοκληρώσιµη σε καθένα από τα διαστήµατα [a, xo] και [xo, b] και τα επιµέρους
ολοκληρώµατα είναι 0.

Το δείχνουµε για το [a, xo], µε xo ∈ (a, b]: ΄Εστω ε > 0. Θεωρούµε c ∈ (a, xo)
µε xo − c < ε/h(xo) και ϑεωρούµε και την διαµέριση P = {a < c < xo} του
[a, xo]. Τότε

0 ≤ U(h, P )− L(h, P ) = (M0 −m0)(c− a) + (M1 −m1)(xo − c)
= (0− 0)(c− a) + (h(xo)− 0)(xo − c) = h(xo)(xo − c) < ε

δηλ. ισχύει το κριτήριο Riemann για την h στο [a, xo]. Επιπλέον, επειδή για κάθε
διαµέριση Q του [a, xo] είναι L(h,Q) = 0, παίρνουµε∫ xo

a

h(t)dt = sup
Q
L(h,Q) = 0.

(ϐ) Αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχουν τα ΓΟ
∫ 1

0
f(x)dx και

∫ 2

1
f(x)dx. Πα-

ϱατηρούµε ότι∫ 1

0

f(x)dx = lim
y→0+

∫ 1

y

f(x)dx = lim
y→0+

∫ 1

y

dx
4
√
x3

= lim
y→0+

[4 4
√
x]1y

= lim
y→0+

(4− 4 4
√
y) = 4

και ∫ 2

1

f(x)dx = lim
y→1+

∫ 2

y

dx
4
√
(x− 1)3

= lim
y→1+

[4 4
√
x− 1]2y

= lim
y→1+

(4− 4 4
√
y − 1) = 4.

Κατά συνέπεια,∫ 2

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx+

∫ 2

1

f(x)dx = 4 + 4 = 8.
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