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Κάθε Νόρµα Προκύπτει ως Συνάρτηση Στάθµης (Συναρτησοειδές Minkow-
ski) ΄Εστω X ένας γραµµικός χώρος µε νόρµα· υποθέτουµε δηλαδή ότι ο X έχει
την δοµή ενός διανυσµατικού χώρου και είναι εϕοδιασµένος µε µία νόρµα ∥ ∥.
΄Εστω

K := {x ∈ X : ∥x∥6 1} .

Το K είναι τότε κυρτό και κλειστό, από τις ιδιότητες της νόρµας. Πράγµατι, αν
x, y ∈ K και λ ∈ [0,1], τότε

∥λx + (1−λ)y∥6 ∥λx∥+∥(1−λ)y∥ (τριγωνική ανισότητα)
λ∥x∥+ (1−λ)∥y∥ (οµογένεια και λ,1−λ> 0)
6λ+ (1−λ) = 1,

και άρα λx + (1−λ)y ∈ K · δηλαδή το K είναι κυρτό. Επίσης, αν xn ∈ K , n ∈ N,
και xn → x ∈ X , τότε ∥x∥ = limn→∞∥xn∥, από την συνέχεια της νόρµας, και αϕού
∥xn∥ 6 1 ∀n ∈ N, πρέπει και ∥x∥ 6 1, δηλαδή x ∈ K · εποµένως το K είναι και
κλειστό. Η συνέχεια της νόρµας είναι συνέπεια της τριγωνικής ανισότητας : για
x, y ∈ X , η τριγωνική ανισότητα δίνει ότι,

∥x∥ = ∥x − y + y∥6 ∥x − y∥+∥y∥ και ∥y∥ = ∥y −x + x∥6 ∥y −x∥+∥x∥,

και αυτές οι δύο µαζί δίνουν την ανισότητα∣∣∥x∥−∥y∥∣∣6 ∥x − y∥,

που δίνει άµεσα την συνέχεια της νόρµας. Τέλος, 0 ∈ int(K ), αϕού

U (0, 1
2 ) := {

x ∈ X : ∥x∥ < 1
2

}
είναι µία ανοικτή περιοχή του 0 που περιέχεται στο K .

Το σύνολο {t > 0: x ∈ tK } είναι µη κενό για κάθε x ∈ X και ισούται µε το
διάστηµα [∥x∥,∞)· πράγµατι, για t > 0,

x ∈ tK ⇐⇒ t−1x ∈ K ⇐⇒ ∥t−1x∥6 1 ⇐⇒ t−1∥x∥6 1 ⇐⇒ ∥x∥6 t .

΄Επεται ότι
gK (x) = inf{t > 0: x ∈ tK } = ∥x∥·

δηλαδή η νόρµα ∥ ∥ προκύπτει ως συνάρτηση στάθµης (συναρτησοειδές Minko-
wski) gK για κάποιο K κλειστό κυρτό και µε 0 ∈ int(K ). Προϕανώς το K είναι και
συµµετρικό:

x ∈ K ⇐⇒ ∥x∥6 1 ⇐⇒ ∥−x∥6 1 ⇐⇒ −x ∈ K ,

αϕού για µια νόρµα έχουµε ότι ∥−x∥ = |−1|∥x∥ = ∥x∥.
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Κάθε Νόρµα από Εσωτερικό Γινόµενο Προκύπτει ως Συνάρτηση Στήριξης
΄Εστω X ένας γραµµικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο· υποθέτουµε δηλαδή ότι
ο X έχει την δοµή ενός διανυσµατικού χώρου και είναι εϕοδιασµένος µε ένα
εσωτερικό γινόµενο 〈 , 〉, το οποίο επάγει την νόρµα

∥x∥2 := 〈x, x〉 x ∈ X .

΄Εστω
B := {x ∈ X : ∥x∥6 1} ,

και
K := {

y ∈ X : 〈x, y〉6 1 ∀x ∈ B
}= ∩

x∈B

{
y ∈ X : 〈x, y〉6 1

}
·

το K είναι κυρτό και κλειστό ως τοµή κλειστών ηµιχώρων. ΄Οτι κάθε ηµίχωρος

H−(x,1) := {
y ∈ X : 〈x, y〉6 1

}
είναι κυρτό είναι άµεσο: αν y1, y2 είναι στοιχεία αυτού του ηµιχώρου, δηλαδή αν
〈y1, x〉6 1 και 〈y2, x〉6 1, και αν λ ∈ [0,1], τότε

〈λy1 + (1−λ)y2, x〉 =λ〈y1, x〉+ (1−λ)〈y2, x〉6λ+ (1−λ) = 1,

και άρα λy1+ (1−λ)y2 ανήκει επίσης στον ηµίχωρο H−(x,1). ΄Οτι κάθε ηµίχωρος
H−(x,1) είναι κλειστό είναι επίσης άµεσο: αν yn, n ∈N, είναι µία ακολουθία στον
ηµίχωρο H−(x,1), αν δηλαδή 〈x, yn〉6 1 ∀n ∈N, τότε

〈x, y〉 = lim
n→∞〈x, yn〉6 1,

από την συνέχεια του εσωτερικού γινοµένου, και άρα y ανήκει επίσης στον ηµίχω-
ϱο H−(x,1)· το ότι το εσωτερικό γινόµενο είναι συνεχής συνάρτηση έπεται άµεσα
από την ανισότητα Cauchy–Schwarz:

|〈x, yn〉−〈x, y〉| = |〈x, yn − y〉|6 ∥x∥∥yn − y∥ (n→∞)−−−−−→ 0.

Τέλος, το K είναι επίσης φραγµένο : αν y ∈ K , και y ̸= 0, τότε επειδή x := y/∥y∥ ∈ B ,
πρέπει

1> 〈x, y〉 = 1

∥y∥〈y, y〉 = ∥y∥.

΄Εστω τώρα
hK (x) := sup

y∈K
〈x, y〉 x ∈ X ,

η συνάρτηση στήριξης του K · η συνάρτηση αυτή είναι καλά ορισµένη γιατί, για
x ∈ B έχει κανείς ότι 〈x, y〉6 1 για κάθε y ∈ K , και άρα το σύνολο

{〈x, y〉 : y ∈ K
}

έχει άνω φράγµα το 1 και εποµένως έχει καλά ορισµένο supremum hK (x), και
hK (x)6 1, για x ∈ B . Για αυθαίρετο x ̸= 0 γράϕει κανείς

〈x, y〉 = ∥x∥
⟨

x

∥x∥ , y

⟩
6 ∥x∥ ·1 = ∥x∥ ∀ y ∈ K ,
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αϕού x/∥x∥ ∈ B , και άρα το σύνολο
{〈x, y〉 : y ∈ K

}
έχει άνω φράγµα το ∥x∥ και

εποµένως έχει καλά ορισµένο supremum hK (x), και hK (x) 6 ∥x∥. Για x = 0
προϕανώς hK (0) = 0 αϕού 〈x, y〉 = 〈0, y〉 = 0 για κάθε y.

Αν τώρα x ∈ B , τότε
〈x, y〉6 ∥x∥∥y∥6 1 ∀ y ∈ B ,

και άρα x ∈ K · έπεται ότι hK (x) > 〈x, x〉 = ∥x∥2 = 1 = ∥x∥. Για αυθαίρετο x ∈ X ,
γράϕει κανείς x ′ := x/∥x∥ και τότε x ′ ∈ B και άρα

〈x ′, y〉6 ∥x ′∥∥y∥6 1 ∀ y ∈ B ·

εποµένως x ′ ∈ K , και άρα

hK (x)> 〈x, x ′〉 = 〈x, x〉 1

∥x∥ = ∥x∥.

Αποδείχθηκε δηλαδή ότι hK (x) = ∥x∥ για κάθε x ∈ X . Η νόρµα ∥ ∥ προκύπτει
δηλαδή σαν συνάρτηση στήριξης hK µε το K κυρτό, κλειστό και φραγµένο. Το
K είναι επίσης συµµετρικό γιατί η σϕαίρα B είναι συµµετρική: αν y ∈ K , τότε
〈x, y〉6 1 ∀x ∈ B , και άρα

〈x,−y〉 = 〈−x, y〉6 1 ∀x ∈ B ,

αϕού x ∈ B ⇒−x ∈ B · έπεται ότι −y ∈ K . Τέλος, παρατηρεί κανείς επίσης ότι το sup
στον ορισµό της hK είναι max εν προκειµένω: hK (x) = 〈x, y〉 για y := x/∥x∥ ∈ K ,
για κάθε x ∈ X .

Κάποια Πολικά ΄Εστω K = conv({v1, . . . , vn}) ένα πολύτοπο· σύµϕωνα µε την
΄Ασκηση 9 του 4ου Φυλλαδίου, το πολικό του K είναι το πολύεδρο

K o =
n∩

i=1

{
x ∈Rd : 〈x, vi 〉6 1

}
.

Το σύνολο
{

x ∈Rd : 〈x, vi 〉 = 1
}=: H(vi ,1) είναι το υπερεπίπεδο κάθετο στο διάνυ-

σµα vi και σε απόσταση 1/∥vi∥ από την αρχή των αξόνων· πράγµατι, το σηµείο
x = vi /∥vi∥2 ανήκει στο H(vi ,1) και η νόρµα του (δηλαδή η απόστασή του από την
αρχή των αξόνων 0) είναι 1/∥vi∥, ενώ κάθε άλλο σηµείο του H(vi ,1) έχει νόρµα
(δηλαδή απέχει από την αρχή των αξόνων)

∥x∥2 =
∥∥∥∥x − vi

∥vi∥2 + vi

∥vi∥2

∥∥∥∥2

=
∥∥∥∥x − vi

∥vi∥2

∥∥∥∥2

+
∥∥∥∥ vi

∥vi∥2

∥∥∥∥2

+2

⟨
x − vi

∥vi∥2 ,
vi

∥vi∥2

⟩
>

∥∥∥∥ vi

∥vi∥2

∥∥∥∥2

+2

⟨
x − vi

∥vi∥2 ,
vi

∥vi∥2

⟩
= 2

⟨
x,

vi

∥vi∥2

⟩
−

∥∥∥∥ vi

∥vi∥2

∥∥∥∥2

= 2〈x, vi 〉 1

∥vi∥2 − 1

∥vi∥2
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= 2

∥vi∥2 − 1

∥vi∥2 (αϕού 〈x, vi 〉 = 1 για x ∈ H(vi ,1))

= 1

∥vi∥2 .

Εποµένως το πολικό του πολυτόπου K είναι ένα πολύεδρο µε έδρες υπερεπίπεδα
H(vi ,1) κάθετα στα ευθύγραµµα τµήµατα που συνδέουν τις κορυϕές vi µε την
αρχή των αξόνων και σε απόσταση 1/∥vi∥ από την αρχή των αξόνων. Αν 0 ∈ int(K ),
τότε το πολύεδρο K o είναι φραγµένο και άρα είναι επίσης πολύτοπο.

Για παράδειγµα, στις δύο διαστάσεις d = 2, το τρίγωνο µε κορυϕές (0,2),
(−2,−2), (2,−2) έχει για πολικό το τρίγωνο που φράσσεται από τις ευθείες 2y = 1,
−2x −2y = 1, 2x −2y = 1, που είναι το τρίγωνο µε κορυϕές (−1, 1

2 ), (1, 1
2 ), (0,−1

2 ),
ενώ το τρίγωνο µε κορυϕές (2,0), (0,2), (2,2), που δεν περιέχει την αρχή των
αξόνων 0, έχει για πολικό το µη φραγµένο πολύεδρο που φράσσεται από τις
ευθείες 2y = 1, 2x = 1, 2x +2y = 1 και περιέχει το 0. Σηµειωτέον ότι το K oo στην
τελευταία περίπτωση δεν είναι το τρίγωνο K , αλλά το τετράγωνο conv({(0,0)}∪K ).
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Μερικά ακόµη παραδείγµατα. Το πολικό της ευκλείδειας σϕαίρας B2(0,r ), µε
κέντρο το 0 και ακτίνα r > 0, είναι η ευκλείδεια σϕαίρα B2(0,1/r ), µε κέντρο το 0
και ακτίνα 1/r . Το πολικό της ℓ1 σϕαίρας

B1(0,r ) =
{

x ∈Rd :
d∑

i=1
|xi |6 r

}

µε κέντρο το 0 και ακτίνα r > 0 είναι η ℓ∞ σϕαίρα

B∞(0,1/r ) =
{

x ∈Rd : |xi |6 1

r
∀ i ∈ {1, . . . ,d}

}
,

µε κέντρο το 0 και ακτίνα 1/r , και αντιστρόϕως. Για p ∈ (1,∞), το πολικό της ℓp

σϕαίρας

Bp (0,r ) =
{

x ∈Rd :
d∑

i=1
|xi |p 6 r p

}
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µε κέντρο το 0 και ακτίνα r > 0 είναι η ℓq σϕαίρα

Bq (0,1/r ) =
{

x ∈Rd :
d∑

i=1
|xi |q 6 1

r q

}
,

µε κέντρο το 0 και ακτίνα 1/r , και αντιστρόϕως, όπου q ∈ (1,+∞) ο συζυγής
εκθέτης : p−1 +q−1 = 1.
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