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1. ΄Εστω K ανοικτό, κυρτό και µη κενό υποσύνολο του Rd, και f : K → R
κυρτή συνάρτηση. ΄Εστω x ∈ K και u ∈ Rd r {0}. ∆είξτε ότι το σύνολο I :=
{t ∈ R : x+tu ∈ K} είναι κυρτό σύνολο, και η συνάρτηση g(t) := f(x+tu),
t ∈ I, κυρτή συνάρτηση.

2. ΄Εστω K κυρτό και µη κενό υποσύνολο του Rd, και f : K → R κυρτή
συνάρτηση. ∆είξτε ότι το σύνολο στάθµης Fr := {x ∈ K : f(x) ≤ r} είναι,
για κάθε r ∈ R, κυρτό (πιθανώς κενό). ∆είξτε επίσης µε παράδειγµα ότι το
αντίστροϕο δεν ισχύει· υπάρχει δηλαδή συνάρτηση f για την οποία το Fr

είναι κυρτό για κάθε r ∈ R, αλλά η f δεν είναι κυρτή.

3. ΄Εστω K ⊆ Rd κυρτό και µη κενό και n ∈ N.

(α) ∆είξτε ότι αν f : K → [0,∞) κυρτή, τότε x 7→ [f(x)]n είναι κυρτή.

(ϐ) ∆είξτε µε (αντιπαράδειγµα) ότι το (α) δεν ισχύει εν γένει αν παραληϕθεί
η υπόθεση f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ K.

4. ΄Ενα κυρτό υποσύνολο K του Rd µε τουλάχιστον δύο σηµεία λέγεται κυρτός
κώνος µε κορυϕή την αρχή των αξόνων αν x ∈ K ⇒ λx ∈ K ∀λ ∈ [0,∞).
΄Εστω n ∈ N φυσικός αριθµός· µία συνάρτηση f : K → R, ορισµένη σε έναν
κυρτό κώνο K, λέγεται οµογενής ϐαθµού n αν f(λx) = λnf(x) για κάθε
x ∈ K και λ ≥ 0. ∆είξτε ότι αν η f είναι κυρτή και οµογενής ϐαθµού n, και
f(x) > 0 για κάθε x ̸= 0, τότε η συνάρτηση x 7→ [f(x)]1/n είναι κυρτή.

5. ∆είξτε ότι µία συνεχής συνάρτηση f : K → R, ορισµένη σε ένα µη κενό
κυρτό K ⊆ Rd, είναι κυρτή ανν f(1

2
x + 1

2
y) ≤ 1

2
f(x) + 1

2
f(y) για κάθε

x, y ∈ K.
(Σηµείωση: αυτό δεν ισχύει χωρίς την υπόθεση της συνέχειας της f .)

6. (Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων.) ΄Εστω (x1, y1), . . . , (xn, yn) σηµεία του R2,
µε τουλάχιστον δύο xi διάϕορα µεταξύ τους. ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδική ευ-
ϑεία y = ax+ b ‘σε ελάχιστη απόσταση’ από τα σηµεία (x1, y1), . . . , (xn, yn)·
δηλαδή δείξτε ότι η

∑n
i=1[yi − (axi + b)]2 έχει µοναδικό ολικό ελάχιστο ως

προς a, b.

7. ΄Εστω K µη κενό ανοικτό και κυρτό υποσύνολο του Rd και f : K → R
κυρτή. ∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε x ∈ K και u ∈ Rd, το όριο

D+
u f(x) := lim

t↓0

f(x+ tu)− f(x)

t

υπάρχει.
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(ϐ) Για x ∈ K σταθερό, η συνάρτηση Gx(u) := D+
u f(x), u ∈ Rd, είναι

κυρτή και ϑετικά οµογενής (δηλαδή Gx(λu) = λGx(u) για κάθε u ∈ Rd

και λ ≥ 0).

(γ) Για x ∈ K σταθερό, υπάρχει v ∈ Rd τέτοιο ώστε D+
u f(x) ≥ ⟨v, u⟩

∀u ∈ Rd.

(δ) Αν ∂f(x) το υποδιαϕορικό της f στο x, τότε

∂f(x) =
{
v ∈ Rd : D+

u f(x) ≥ ⟨v, u⟩ ∀u ∈ Rd
}
.

(ε) ∆είξτε επίσης ότι D+
u f(x) ≥ D−

u f(x), όπου D−f(x) := −D+f−u(x),
για κάθε x ∈ K. (Η κατά κατεύθυνση παράγωγος Duf(x) της f στο x
υπάρχει όταν D+

u f(x) = D−
u f(x).)

8. ΄Εστω K ⊆ Rd µη κενό, κυρτό και ανοικτό, f : K → R κυρτή συνάρτηση,
και x ∈ K. ∆είξτε ότι το υποδιαϕορικό ∂f(x) της f στο x είναι µη κενό,
κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rd.

9. (α) Βρείτε το υποδιαϕορικό ∂f(0) της συνάρτησης f(x) := ∥x∥2, x ∈ Rd,
στο 0.

(ϐ) Οµοίως για την συνάρτηση f(x) := ∥x∥1, x ∈ Rd.

[Υπενθύµιση: ∥x∥p :=
(∑d

i=1|xi|p
)1/p

για x ∈ Rd και p > 0, και ∥x∥∞ :=

maxi∈{1,...,d}|xi|.]

10. ΄Εστω K µη κενό ανοικτό και κυρτό υποσύνολο του Rd και f : K → R
διαϕορίσιµη συνάρτηση. Τότε η f είναι κυρτή ανν

⟨∇f(x)−∇f(y), x− y⟩ ≥ 0 ∀ x, y ∈ K.
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