
1 σ-�lgebrec kai mètra

Orismìc 1.1 An Ω 6= ∅ sÔnolo, mia �lgebra uposunìlwn tou Ω eÐnai
mia oikogèneia A ⊆ P(Ω) pou perièqei to Ω kai eÐnai kleist  wc proc sumplh-
r¸mata kai peperasmènec en¸seic (�ra kai peperasmènec tomèc), dhlad 

• Ω ∈ A

• sumplhr¸mata: A ∈ A ⇒ Ac ∈ A

• en¸seic: A, B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A

Mia �lgebra uposunìlwn S tou Ω lègetai σ-�lgebra an epiplèon eÐnai klei-
st  wc proc arijm simec en¸seic (�ra kai arijm simec tomèc), dhlad 

• {An : n ∈ N} ⊆ S ⇒
⋃∞

n=1 An ∈ S

To zeÔgoc (Ω,S) lègetai metr simoc q¸roc.

Orismìc 1.2 Q¸roc mètrou eÐnai mia tri�da (Ω,S, µ) ìpou:

• Ω 6= ∅ sÔnolo,

• S ⊆ P(Ω) mia σ-�lgebra uposunìlwn tou Ω kai

• µ : S → [0, +∞] èna mètro, dhlad :

– µ(∅) = 0

– arijm simh prosjetikìthta: an {An : n ∈ N} ⊆ S kai
An ∩ Am = ∅ gia n 6= m tìte µ(

⋃∞
n=1 An) =

∑∞
n=1 µ(An).

ParadeÐgmata 1.1 (1) Ω=deigmatikìc q¸roc, S=endeqìmena, µ=pijanìthta.

(2) Ω = Rd   mia mp�la, µ= {mègejoc apl¸n uposunìlwn} (d = 1: m koc,
d = 2: embadìn, d = 3: ìgkoc), S= ìla ta uposÔnola pou {èqoun mègejoc}:
ed¸ h S prosdiorÐzetai apì to µ.

Parat rhsh 1.2 H tom  σ-algebr¸n eÐnai σ-�lgebra.
Sunep¸c an A ⊆ P(Ω), up�rqei h mikrìterh σ-�lgebra σ(A) pou perièqei

to A.
Ta stoiqeÐa thc σ-�lgebrac pou par�getai apì ta anoikt� sÔnola s�èna

metrikì (  topologikì) q¸ro onom�zontai sÔnola Borel.

1



L mma 1.3 An D ⊆ P(Ω) eÐnai �lgebra sunìlwn, tìte

σ(D) =m(D),

ìpou m(D) eÐnai h monìtonh kl�sh pou par�getai apì thn D, dhlad  h mi-
krìterh oikogèneia pou perièqei thn D kai eÐnai kleist  wc proc arijm simec
en¸seic auxous¸n oikogenei¸n kai arijm simec tomèc fjinous¸n oikogenei¸n.

Prìtash 1.4 An (Ω,S, µ) eÐnai q¸roc mètrou kai A, B ∈ S me A ⊆ B,
tìte

(i) µ(A) ≤ µ(B)
(ii) An epiplèon µ(A) < ∞, tìte µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

Sqèdio apìdeixhc µ(B) = µ(B \ A) + µ(A).

Parat rhsh Sto (ii) h upìjesh µ(A) < ∞ den mporeÐ na paraleifjeÐ:
par�deigma B = N, A = 2N   A = {n ∈ N : n ≥ 7}.

Prìtash 1.5 An (Ω,S, µ) eÐnai q¸roc mètrou kai An ∈ S, tìte
µ(∪nAn) ≤

∑
n µ(An).

Sqèdio apìdeixhc Ta k�noume xèna jètontac Bn = An \ ∪i<nAi.

Prìtash 1.6 'Estw (Ω,S, µ) q¸roc mètrou kai An ∈ S.
(a) An (An) aÔxousa, tìte µ(∪nAn) = limn µ(An).
(b) An (An) fjÐnousa kai µ(A1) < ∞, tìte µ(∩nAn) = limn µ(An).

Parat rhsh Sto (b) h upìjesh µ(A1) < ∞ den mporeÐ na paraleifjeÐ:
par�deigma Ω = N, An = {k ∈ N : k > n}.
Sqèdio apìdeixhc (i) Ta k�noume xèna jètontac Bn = An \ An−1.

(ii) QrhsimopoioÔme to (i) sthn (A1 \ An)n kai thn Prìtash 1.4.

Prìtash 1.7 'Estw (Ω,S) metr simoc q¸roc kai µ èna peperasmèna pros-
jetikì1 mètro sthn S.

(i) Upojètoume ìti gia k�je {An} ⊆ S aÔxousa, isqÔei µ(∪nAn) = limn µ(An).
Tìte to µ eÐnai mètro (dhl. σ-prsjetikì).

(ii) Upojètoume ìti gia k�je {Cn} ⊆ S fjÐnousa me ∩nCn = ∅, isqÔei
limn µ(Cn) = 0. Tìte to µ eÐnai mètro.

1dhl. µ(∅) = 0 kai an A,B ∈ S eÐnai xèna tìte µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)
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Sqèdio apìdeixhc 'Estw {Bn : n ∈ N} ⊆ S xèna an� dÔo. Na deÐxw ìti

µ(
∞⋃

n=1

Bn) =
∞∑

n=1

µ(Bn)

me dedomèno ìti
µ(

N⋃
n=1

Bn) =
N∑

n=1

µ(Bn)

gia k�je N ∈ N.
(i) Efarmìzoume thn upìjesh sta An = ∪i≤nBi.
(ii) Efarmìzoume thn upìjesh sta Cn = ∪i≥nBi. :

µ(
⋃
i≥1

Bi) = µ(
n⋃

i=1

Bi) + µ(
∞⋃

i=n+1

Bi) =
n∑

i=1

µ(Bi) + µ(Cn+1) →
∞∑
i=1

µ(Bi) + 0.

Orismìc 1.3 'Ena mètro µ ston metr simo q¸ro (Ω,S) lègetai

• peperasmèno, an µ(Ω) < ∞.

• mètro pijanìthtac, an µ(Ω) = 1.

• σ-peperasmèno, an up�rqei arijm simh oikogèneia {An : n ∈ N} ⊆ S
me ∪An = Ω kai µ(An) < ∞ gia k�je n.

Orismìc 1.4 'Estw (Ω,S, µ) q¸roc mètrou. 'Ena uposÔnolo N ⊆ Ω lège-
tai µ-mhdenikì an up�rqei A ∈ S me A ⊇ N kai µ(A) = 0.

O q¸roc (Ω,S, µ) lègetai pl rhc ìtan ta mhdenik� sÔnola eÐnai metr -
sima.

K�je q¸roc mètrou èqei pl rwsh:
OrÐzoume ton (Ω,Sµ, µ̄) wc ex c:

Sµ = {A ⊆ Ω : ∃E, F ∈ S me E ⊆ A ⊆ F kai µ(F \ E) = 0}

kai

µ̄ : Sµ → [0, +∞]

A → sup{µ(B) : B ∈ S, B ⊆ A} (= µ(E) = µ(F )).

Prìtash 1.8 H Sµ eÐnai σ-�lgebra pou perièqei thn S kai to µ̄ eÐnai pl rec
mètro sthn Sµ pou epekteÐnei to µ.

Parathr seic 1.9 To µ̄ eÐnai h monadik  epèktash tou µ sthn Sµ.
To mètro µ eÐnai pl rec an kai mìnon an S = Sµ.
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