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'Askhsh 7.1 (KN:8-1) 'Estw (X,S, µ) q¸roc peperasmènou mètrou kai
fn, f metr simec sunart seic. ApodeÐxte ìti fn → f µ-sqedìn pantoÔ an kai
mìnon an gia k�je ε > 0 èqoume

lim
n

µ(Aε
n) = 0 ìpou Aε

n = {x ∈ X : sup{|fm(x)− f(x)| : m ≥ n} ≥ ε}.

'Askhsh 7.2 (KN:8-2) 'Estw (X,S, µ) q¸roc mètrou kai fn, f metr si-
mec sunart seic. An gia k�je ε > 0 h seir�

∑
n µ([|fn − f | ≥ ε]) sugklÐnei,

apodeÐxte ìti fn → f µ-sqedìn pantoÔ.

'Askhsh 7.3 (KN:8-3) Qrhsimopoi¸ntac to Je¸rhma Egorov d¸ste mia
�llh apìdeixh tou Jewr matoc Kuriarqhmènhc SÔgklishc se q¸rouc pepera-
smènou mètrou. [Upìdeixh: 'Askhsh 5.4]

'Askhsh 7.4 (KN:8-5) 'Estw (X,S) metr simoc q¸roc kai µ to arijmh-
tikì mètro sthn S. Pìte mia akoloujÐa metrhsÐmwn sunart sewn sugklÐnei
kat� mètro?

'Askhsh 7.5 (KN:8-9) 'Estw (X,S, µ) q¸roc mètrou, fn, f, gn, g metr -
simec sunart seic kai λ ∈ R. An fn → f kai gn → g kat� mètro, apodeÐxte
ìti fn + λgn → f + λg kat� mètro.

'Askhsh 7.6 (KN:8-10) 'Estw (X,S, µ) q¸roc mètrou, fn, f pragmati-
kèc metr simec sunart seic ¸ste fn → f kat� mètro. An φ : R → R eÐnai
omoiìmorfa suneq c sun�rthsh, apodeÐxte ìti φ ◦ fn → φ ◦ f kat� mètro.

'Askhsh 7.7 (KN:8-11) 'Estw (X,S, µ) q¸roc peperasmènou mètrou kai
fn, f, gn, g metr simec sunart seic. An fn → f kai gn → g kat� mètro,
apodeÐxte ìti fn · gn → f · g kat� mètro. D¸ste par�deigma pou na deÐqnei ìti
to sumpèrasma den isqÔei p�nta se q¸rouc �peirou mètrou.

'Askhsh 7.8 (KN:�) 'Estw (X,S, µ) q¸roc peperasmènou mètrou kai fn ∈
L1(µ) omoiìmorfa fragmènec (dhl. up�rqei M ∈ R ¸ste |fn(x)| ≤ M gia
k�je n ∈ N kai x ∈ X). An fn → f µ-sqedìn pantoÔ, apodeÐxte ìti f ∈ L1(µ)
kai ìti ‖fn − f‖1 → 0.

'Askhsh 7.9 (KN:�) 'Estw (X,S, µ) q¸roc mètrou kai fn, f ∈ L1(µ).
(i) An fn → f omoiìmorfa sto X, eÐnai al jeia ìti ‖fn − f‖1 → 0? An
µ(X) < ∞?
(ii) An ‖fn − f‖1 → 0, deÐxte ìti gia k�je g metr simh kai fragmènh isqÔei
fg ∈ L1(µ) kai

∫
fngdµ →

∫
fgdµ. IsqÔei to antÐstrofo?


