
5 SuneqeÐc Sunart seic

'Estw X, Y uposÔnola tou R kai f : X → Y mia sun�rthsh. H f eÐnai
suneq c s�èna shmeÐo xo tou pedÐou orismoÔ thc an h tim  f(xo) mporeÐ na
proseggisjeÐ me aujaÐreth akrÐbeia an p�rei kaneÐc timèc f(x) se shmeÐa x
arket� geitonik� sto xo. O akrib c orismìc eÐnai o ex c:

Orismìc 5.1 'Estw X, Y uposÔnola tou R kai f : X → Y mia sun�rthsh.
H f lègetai suneq c s�èna shmeÐo xo ∈ X an gia k�je (aujaÐreto) ε > 0
up�rqei (kat�llhlo) δ > 0 ¸ste:

an x ∈ X kai |x− xo| < δ tìte |f(x)− f(xo)| < ε.
H f lègetai suneq c sto X an eÐnai suneq c se k�je xo ∈ X.

Parathr seic 5.1 (a) H sunèqeia thc f sto xo mporeÐ na diatupwjeÐ kai
wc ex c: An dojeÐ opoiad pote z¸nh

Zε = (f(xo)− ε, f(xo) + ε)

gÔrw apì thn tim  f(xo) mporoÔme na broÔme mia geitoni�

Γδ = (xo − δ, xo + δ) ∩X

tou xo pou na apeikonÐzetai olìklhrh mèsa sth z¸nh Zε, dhlad  tètoia ¸ste
f(Γδ) ⊆ Zε.

(b) H sunèqeia èqei ènnoia mìnon se shmeÐa xo tou pedÐou orismoÔ thc f
(bl. p.q. to Par�deigma 5.5).

(g) O arijmìc δ exart�tai en gènei kai apì to ε kai apì to xo.

(d) An up�rqei èna δ > 0 pou ikanopoieÐ ton orismì tìte k�je δ′ me 0 <
δ′ < δ epÐshc ton ikanopoieÐ.

Efarmìzontac ton orismì mporeÐc na apodeÐxeic ìti oi akìloujec sunart seic
eÐnai suneqeÐc:

Par�deigma 5.2 f : R → R me f(x) = 3 gia k�je x.

EÐnai suneq c se k�je xo ∈ R. (Ed¸ to δ den exart�tai oÔte apì to ε oÔte
apì to xo.)

Par�deigma 5.3 f : R → R me f(x) = x gia k�je x.
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EÐnai suneq c se k�je xo ∈ R. (Ed¸ to δ exart�tai apì to ε all� ìqi apì to
xo: k�je δ me 0 < δ ≤ ε ikanopoieÐ ton orismì.)

Par�deigma 5.4 f : R → R me f(x) = 5x2 + 6 gia k�je x.

EÐnai suneq c se k�je xo ∈ R.
Apìdeixh An dojeÐ ε > 0, jèloume na prosdiorÐsoume èna kat�llhlo δ > 0
¸ste na ikanopoieÐtai o orismìc. 'Estw δ > 0. An |x− xo| < δ tìte

|f(x)− f(xo)| = 5|x2 − x2
o| = 5|x− xo|.|x + xo| < 5|x + xo|δ.

ArkeÐ loipìn na broÔme δ > 0 ¸ste 5|x + xo|δ < ε gia ìla ta x sth geitoni�
Γδ = (xo − δ, xo + δ) tou xo. Den bl�ptei th genikìthta na periorÐsoume
kat�arq n to x se mia geitoni� pl�touc p.q. 1 ( gia na dieukolÔnoume tic pr�-
xeic) kai argìtera mporoÔme na to periorÐsoume akìma perissìtero (an�loga
me to ε). Autì shmaÐnei ìti anazhtoÔme δ metaxÔ 0 kai 1. ParathroÔme ìti an
|x − xo| < 1 tìte |x| < |xo| + 1 opìte |x + xo| ≤ |x| + |xo| < 2|xo| + 1. An

loipìn dialèxoume èna δ ∈ (0, 1] pou na ikanopoieÐ δ ≤ ε

5(2|xo|+ 1)
tìte gia

k�je x me |x− x0| < δ ja èqoume 5|x + xo|δ < 5(2|xo|+ 1)δ ≤ ε, �ra

|f(x)− f(xo)| = 5|x− xo|.|x + xo| ≤ 5(2|xo|+ 1)δ < ε.

Dhlad  sto sugkekrimèno par�deigma o orismìc thc sunèqeiac ikanopoieÐtai

gia k�je δ me 0 < δ ≤ min{1, ε

5(2|xo|+ 1)
}. Ed¸ to δ pou br kame1 exart�tai

kai apì to ε kai apì to xo.

Par�deigma 5.5 f : R\{0} → R me f(x) = 1
x
gia k�je x 6= 0.

EÐnai suneq c se k�je xo tou pedÐou orismoÔ thc.
Apìdeixh ParathroÔme pr¸ta ìti, efìson xo 6= 0, an epilèxoume to x ¸ste

|x − xo| < |xo|
2
, tìte |x| > |xo|

2
(trigwnik  anisìthta), opìte (bebaÐwc x 6= 0

kai) ∣∣∣∣1x − 1

xo

∣∣∣∣ =
|x− xo|
|x|.|xo|

< 2
|x− xo|

x2
o

.

1MporeÐ na apodeiqjeÐ (ìpwc ja doÔme se epìmeno kef�laio) ìti den up�rqei sto par�-

deigma autì δ > 0 pou na mhn exart�tai kai apì to xo.
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Epomènwc an dojeÐ ε > 0, epilègontac δ me 0 < δ ≤ min{ |xo|
2

, x2
o

2
ε} ja èqoume,

gia k�je x me |x−xo| < δ (opìte to x ja an kei autom�twc sto pedÐo orismoÔ
thc f) ìti

|f(x)− f(xo)| =
∣∣∣∣1x − 1

xo

∣∣∣∣ < 2
|x− xo|

x2
o

< 2
δ

x2
o

≤ ε . 2

MporoÔme na epekteÐnoume th sun�rthsh aut  s�ìlo to R ¸ste na eÐnai
pantoÔ suneq c? 'Oqi:

Par�deigma 5.6 fc : R → R me fc(x) =


1
x
, x 6= 0

c, x = 0
.

H fc den eÐnai suneq c sto 0, ìpoia ki an eÐnai h tim  tou c.

Par�deigma 5.7 g : R → R me g(x) =


sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0
.

H g den eÐnai suneq c sto 0.
(Ta dÔo aut� paradeÐgmata apodeiknÔontai eukolìtera qrhsimopoi¸ntac

thn Prìtash 5.9.)

Par�deigma 5.8 h : R → R me h(x) =


x sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0
.

H h eÐnai suneq c sto 0.
Apìdeixh 'Estw ε > 0. Up�rqei tìte δ > 0 (m�lista, mporoÔme na p�roume
δ = ε) ¸ste gia k�je x me |x− 0| < δ na isqÔei

|h(x)− h(0)| =
∣∣∣∣x sin

1

x

∣∣∣∣ ≤ |x| < ε

(efìson | sin θ| ≤ 1 gia k�je θ ∈ R).

Prìtash 5.9 MÐa sun�rthsh f : X → Y eÐnai suneq c s�èna shmeÐo xo ∈
X an kai mìnon an gia k�je akoloujÐa (xn) pou sugklÐnei sto xo, me xn ∈ X
gia k�je n, h akoloujÐa (f(xn)) sugklÐnei sto f(xo).
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Apìdeixh Upojètoume ìti h f eÐnai suneq c sto xo. 'Estw (xn) akoloujÐa
sto X me xn → xo. Ja deÐxw ìti f(xn) → f(xo). 'Estw ε > 0. Jèlw na
deÐxw ìti up�rqei no ∈ N ¸ste |f(xn) − f(xo)| < ε gia k�je n ≥ no. AfoÔ
h f eÐnai suneq c sto xo, up�rqei δ > 0 ¸ste2 f(Γδ) ⊆ Zε. All� xn → xo,
�ra up�rqei no ∈ N ¸ste |xn − xo| < δ gia k�je n ≥ no. Autì shmaÐnei ìti
gia k�je n ≥ no èqoume xn ∈ Γδ (ef�ìson xn ∈ X ex upojèsewc) kai �ra
f(xn) ∈ Zε, dhlad  |f(xn)− f(xo)| < ε.

Gia to antÐstrofo, upojètoume ìti h f den eÐnai suneq c sto xo. Up�rqei
tìte k�poio ε > 0 ¸ste (gia k�je δ > 0, �ra kai) gia k�je δn thc morf c
δn = 1

n
na mhn isqÔei ìti f(Γδn) ⊆ Zε , opìte mporoÔme na broÔme xn ∈ Γδn

me f(xn) /∈ Zε. Dhlad  èqoume xn ∈ X kai |xn − xo| < 1
n
gia k�je n, opìte h

akoloujÐa (xn) sugklÐnei sto xo, all� |f(xn)−f(xo)| ≥ ε, opìte h akoloujÐa
(f(xn)) den sugklÐnei sto f(xo). 2

TonÐzoume ìti gia na deÐxoume ìti h f eÐnai suneq c sto xo prèpei na
deÐxoume ìti f(xn) → f(xo) gia opoiad pote akoloujÐa (xn) apo to X pou
sugklÐnei sto xo. Gia na deÐxoume ìti h f den eÐnai suneq c sto xo arkeÐ na
broÔme mia akoloujÐa (xn) apo to X pou na sugklÐnei sto xo, all� h (f(xn))
na mhn sugklÐnei sto f(xo) (na sugklÐnei alloÔ,   poujen�).

ApodeÐxeic twn paradeigm�twn 5.6 kai 5.7 JewroÔme thn akoloujÐa

(xn) =

(
1

πn + π
2

)
. Oi ìroi thc brÐskontai ìloi sto pedÐo orismoÔ twn sunar-

t sewn, kai h akoloujÐa teÐnei sto 0, all� h akoloujÐa (fc(xn)) = (πn +
π

2
)

den sugklÐnei sto c kai h akoloujÐa (g(xn)) = ((−1)n) den sugklÐnei sto 0.

Prìtash 5.10 'Estw X ⊆ R kai xo ∈ X. An oi sunart seic f, g : X → R
eÐnai suneqeÐc sto xo, tìte

1. H sun�rthsh f + g eÐnai suneq c sto xo.

2. Gia k�je λ ∈ R, h sun�rthsh λf eÐnai suneq c sto xo.

3. H sun�rthsh f.g eÐnai suneq c sto xo.

4. An epÐ plèon g(x) 6= 0 gia k�je x ∈ X, tìte h sun�rthsh
f

g
eÐnai (kal�

orismènh sto X kai) suneq c sto xo.

2Qrhsimopoi¸ touc sumbolismoÔc thc Parat rhshc 5.1.
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H apìdeixh eÐnai �mesh sunèpeia twn antistoÐqwn idiot twn twn orÐwn ako-
louji¸n.

Gia par�deigma, gia na deÐxw ìti h
f

g
eÐnai suneq c sto xo, arkeÐ na deÐxw

ìti, gia k�je akoloujÐa (xn) pou sugklÐnei sto xo, me xn ∈ X gia k�je n, h

akoloujÐa

(
f

g
(xn)

)
sugklÐnei sto

f

g
(xo). All� afoÔ oi f kai g eÐnai suneqeÐc

sto xo, èqoume f(xn) → f(xo) kai g(xn) → g(xo) apì thn Prìtash 5.9.

Epiplèon isqÔei ìti g(xn) 6= 0 gia k�je n. Kat� sunèpeia to phlÐko

(
f(xn)

g(xn)

)
twn akolouji¸n (orÐzetai kai) sugklÐnei sto phlÐko

f(xo)

g(xo)
twn orÐwn touc.

Par�deigma 5.11 H sun�rthsh Dirichlet f(x) =


1 x ∈ Q

0 x /∈ Q
eÐnai asuneq c se k�je xo ∈ R.

Pr�gmati, xèroume ìti (ìpoio kai na eÐnai to xo) up�rqei akoloujÐa (xn) me
xn ∈ Q gia k�je n ¸ste xn → xo, kai up�rqei akoloujÐa (yn) me yn /∈ Q gia
k�je n ¸ste yn → xo. 'Eqoume f(xn) = 1 gia k�je n, �ra f(xn) → 1, en¸
f(yn) = 0 gia k�je n opìte f(yn) → 0. Epomènwc h f den mporeÐ na eÐnai
suneq c sto xo, giatÐ an  tan ja èprepe na isqÔoun oi isìthtec limn f(xn) =
f(xo) = limn f(yn), en¸ isqÔei limn f(xn) 6= limn f(yn).

Prìtash 5.12 O periorismìc mi�c suneqoÔc sun�rthshc eÐnai suneq c:
'Estw xo ∈ Y ⊆ X ⊆ R kai f : X → R mia sun�rthsh. An h f eÐnai
suneq c sto xo, tìte o periorismìc thc sto Y , èstw g = f |Y , eÐnai suneq c.

To antÐstrofo den isqÔei p�nta: Mia asuneq c sun�rthsh eÐnai dunatìn
na èqei suneq  periorismì.

Apìdeixh An dojeÐ ε > 0 prèpei na broÔme δ > 0 ¸ste
x ∈ Y ∩ (xo − δ, xo + δ) ⇒ |g(x)− g(xo)| < ε.

All� h f eÐnai suneq c sto xo, �ra up�rqei δ > 0 ¸ste
x ∈ X ∩ (xo − δ, xo + δ) ⇒ |f(x)− f(xo)| < ε.

An ìmwc x ∈ Y ∩ (xo − δ, xo + δ) tìte x ∈ X ∩ (xo − δ, xo + δ) kai �ra
|g(x)− g(xo)| = |f(x)− f(xo)| < ε.

'Ena par�deigma asuneqoÔc sun�rthshc me suneq  periorismì eÐnai h su-
n�rthsh Dirichlet, èstw f . 'Estw xo ∈ Q. O periorismìc f |Q eÐnai h stajer 
sun�rthsh 1, �ra h f |Q eÐnai suneq c. 'Omwc h f eÐnai asuneq c sto xo. 2
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EÐnai fanerì apì ton orismì thc sunèqeiac ìti h sumperifor� mi�c sun�r-
thshc f {makri�} apì to xo den ephre�zei thn sunèqei� thc sto xo: autì pou
endiafèrei eÐnai h sumperifor� thc {topik�}, se mia (osod pote mikr ) geitoni�
tou xo. Pr�gmati:

Prìtash 5.13 (Topik  idiìthta) 'Estw xo ∈ X ⊆ R kai f : X → R
mia sun�rthsh. An up�rqei θ > 0 ¸ste o periorismìc thc f sto X ∩ (xo −
θ, xo + θ) na eÐnai suneq c sto xo, tìte h Ðdia h f eÐnai suneq c sto xo.

Apìdeixh An Ω = X ∩ (xo − θ, xo + θ) kai g = f |Ω tìte, apì thn upìjesh,
gia k�je ε > 0 up�rqei δ1 > 0 ¸ste gia k�je x ∈ Ω ∩ (xo − δ1, xo + δ1) na
isqÔei |g(x)− g(xo)| < ε.

'Estw δ = min{θ, δ1}. An x ∈ X ∩ (xo−δ, xo +δ) tìte x ∈ (xo−θ, xo +θ)
kai �ra x ∈ Ω. EpÐshc x ∈ (xo−δ1, xo +δ1) �ra |g(x)−g(xo)| < ε. All� afoÔ
h g eÐnai o periorismìc thc f sto Ω èqoume |f(x)−f(xo)| = |g(x)−g(xo)| < ε.

DeÔterh apìdeixh Apì thn Prìtash 5.9, an (xn) eÐnai tuqaÐa akoloujÐa stoi-
qeÐwn tou X pou sugklÐnei sto xo, prèpei na deÐxoume ìti h akoloujÐa (f(xn))
sugklÐnei sto f(xo). AfoÔ xn → xo, up�rqei no ∈ N ¸ste xn ∈ (xo−θ, xo+θ)
gia k�je n ≥ no. Epomènwc gia k�je n ≥ no to xn an kei sto pedÐo orismoÔ
Ω thc g, h opoÐa eÐnai suneq c sto xo. 'Epetai apì thn Prìtash 5.9 ìti h
akoloujÐa (g(xn))n≥no sugklÐnei sto g(xo). All� g(xn) = f(xn) ìtan n ≥ no

kai g(xo) = f(xo). Epomènwc kai h (f(xn)) sugklÐnei sto f(xo) (afoÔ h
(f(xn))n≥no sugklÐnei sto f(xo)). 2

Pìrisma 5.14 (1) K�je poluwnumik  sun�rthsh p eÐnai suneq c se k�je
xo ∈ R.

(2) K�je rht  sun�rthsh f = p
q
(ìpou p, q eÐnai polu¸numa) eÐnai suneq c

sto pedÐo orismoÔ thc X = {x ∈ R : q(x) 6= 0}.

Mia suneq c sun�rthsh f den eÐnai kat�an�gkhn fragmènh s�ìlo to pedÐo
orismoÔ thc. Je¸rhse gia par�deigma tic sunart seic f(x) = x2   g(x) = 1

x
.

MporoÔme ìmwc, gÔrw apì k�je shmeÐo tou pedÐou orismoÔ, na broÔme mia
(endeqomènwc mikr ) perioq  sthn opoÐa o periorismìc thc f eÐnai fragmènh
sun�rthsh:

Prìtash 5.15 'Estw xo ∈ X ⊆ R kai f : X → R. An h f eÐnai suneq c
sto xo, tìte up�rqei δ > 0 kai M > 0 ¸ste gia k�je x ∈ X ∩ (xo − δ, xo + δ)
na isqÔei |f(x)| ≤ M).
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Apìdeixh An dojeÐ ε > 0, apì ton orismì thc sunèqeiac sto xo up�rqei
δ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ X ∩ (xo − δ, xo + δ) na isqÔei |f(x) − f(xo)| < ε
opìte |f(x)| < |f(xo)| + ε. Dhlad  o arijmìc M = |f(xo)| + ε ikanopoieÐ
f(Γδ) ⊆ [−M, M ]. 2

'Otan isqÔei to sumpèrasma thc Prìtashc, ìtan dhlad  up�rqei δ > 0
¸ste to sÔnolo f(Γδ) na eÐnai fragmèno, lème ìti h f eÐnai topik� fragmènh
se mia perioq  tou xo.

Prìtash 5.16 'Estw xo ∈ X ⊆ R kai f : X → R suneq c sto xo.

• An f(xo) > 0 up�rqei perioq  Γδ = X ∩ (xo − δ, xo + δ) tou xo ¸ste
f(x) > 0 gia k�je x ∈ Γδ.

• An f(xo) < 0 up�rqei perioq  Γδ tou xo ¸ste f(x) < 0 gia k�je x ∈ Γδ.

Apìdeixh Jètoume ε = 1
3
|f(xo)|: eÐnai jetikìc arijmìc. Apì thn sunèqeia

thc f sto xo up�rqei δ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ Γδ na isqÔei

−1

3
|f(xo)| < f(x)− f(xo) <

1

3
|f(xo)|.

An f(xo) > 0 h anisìthta f(x)−f(xo) > −1
3
f(xo) dÐnei f(x) > 2

3
f(xo) > 0 gia

k�je x ∈ Γδ en¸ an f(xo) < 0 h anisìthta f(x)−f(xo) < 1
3
|f(xo)| = −1

3
f(xo)

dÐnei f(x) < 2
3
f(xo) < 0 gia k�je x ∈ Γδ. 2

Parat rhsh 5.17 H epilog  tou ε = 1
3
|f(xo)| eÐnai aujaÐreth: opoiad -

pote jetik  tim , gn sia mikrìterh apì |f(xo)|, ja arkoÔse gia thn apìdeixh.
Me thn epilog  aut  deÐxame ìti an f(xo) > 0 up�rqei perioq  Γδ tou xo

¸ste gia k�je x ∈ Γδ na isqÔei (ìqi apl¸c f(x) > 0 all�) f(x) > 2
3
f(xo).

Epilègontac p.q. ε = 1
10
|f(xo)| mporoÔme na broÔme perioq  Γδ′ ¸ste an

f(xo) > 0 na isqÔei f(x) > 9
10

f(xo) gia k�je x ∈ Γδ′ .

Prìtash 5.18 'Estw xo ∈ X ⊆ R kai f : X → R mia sun�rthsh. An h f
eÐnai suneq c (sto xo) tìte h sun�rthsh |f | eÐnai suneq c (sto xo).

Apìdeixh Jètoume g = |f |. Gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste gia k�je
x ∈ X ∩ (xo − δ, xo + δ) na isqÔei |f(x)− f(xo)| < ε. All�

|g(x)− g(xo)| = | |f(x)| − |f(xo)| |
(∗)
≤ |f(x)− f(xo)| < ε

(h (*) eÐnai sunèpeia thc trigwnik c anisìthtac) pr�gma pou deÐqnei ìti h g
eÐnai suneq c sto xo. 2
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Prìtash 5.19 (SÔnjesh suneq¸n sunart sewn) 'Estw xo ∈ X ⊆
R, èstw f : X → R mia sun�rthsh kai èstw g : Y → R mia �llh sun�rthsh
me f(X) ⊆ Y . An h f eÐnai suneq c (sto xo) kai h g eÐnai suneq c (sto
f(xo)), tìte h g ◦ f : X → R eÐnai suneq c (sto xo).

Apìdeixh 'Estw ε > 0. Ja broÔme δ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ X me |x−xo| <
δ na isqÔei |g(f(x))− g(f(xo))| < ε.

H g eÐnai suneq c sto yo = f(xo), �ra up�rqei θ > 0 ¸ste an y ∈ Y kai
|y − yo| < θ na isqÔei |g(y)− g(yo)| < ε. (1)

H f eÐnai suneq c sto xo �ra up�rqei δ > 0 ¸ste an x ∈ X kai |x−xo| < δ
na isqÔei |f(x)− f(xo)| < θ.

All� ta y = f(x) kai yo = f(xo) an koun sto f(X) ⊆ Y kai |y − yo| =
|f(x)− f(xo)| < θ, �ra apì thn (1) èqoume |g(f(x))− g(f(xo))| < ε.

DeÔterh apìdeixh: 'Estw (xn) tuqaÐa akoloujÐa me xn ∈ X ¸ste xn → xo.
Jètoume yn = f(xn). H sunèqeia thc f sto xo deÐqnei ìti h akoloujÐa (yn)
sugklÐnei sto yo = f(xo). All� apì th sunèqeia thc g sto yo èqoume t¸ra
g(yn) → g(yo).

Epomènwc gia k�je akoloujÐa (xn) me xn ∈ X ¸ste xn → xo deÐxame ìti
(g ◦ f)(xn) = g(f(xn)) → g(f(xo)). 2
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