4  2UVapTHOoEL

Av XY ebvar 800 un xevd ohvoha, o ouvdetnor and 1o X oto Y elvon uia
avuieTolyion, mou avTioToyilel oe xdde otolyeio tou X, éva koL pova-
oux6 cToyelo Tou Y. Aev umdpyel xavévag TEPLOPLOUOS GTNY AVTIO TOl oM
outy. Apxel xdde otoryeto Tou X va €yer plo xon povadixt| «exdvay oTto Y.
Anhadyy ouvdptnon etvar éva olvoro f and Stetaypéva Ledyn' (z,y) ue

TewTo oTolyelo x € X xou deltepo ototyelo y € Y, mou ixavorotel Ti¢ e€1g
0Lo mpoUnoUEoELC:

(o) I x&Ye x € X undpyer y € Y dote (z,y) € f xa

(B) Auté o y eivon povodxd, dnhadh av (z,y1) € f xau (z,y2) € f

T0TE Y1 = Yo.

Av z € X, 1o yovadixo y € Y yia 10 onofo woylel (z,y) € f oupPorilouye
f(x) o ypdgouue ouvidwe f+ X — Y yio va dnhwoovye 6t 1 f elvor pla
cuvdptnon oand to X cto Y.

Av f: X — Y elvon wo ouvdptnon, To X ovoudletar nedio oplopon xo
10 Y medlo Tipedv e f. Nty TpaylaTixdTNTA Wol cUVERTHOoT aroTeAE(Ton
and telo avtixeipeva: (1) to medio opiopol X (and 6mou «Zexwdely 1 ouvdp-
o), (1) To 1edio Ty Y (6mou «xatahfyely) xar () Ty <avtiotolyony
eVOc xan povadixol onueiou f(z) tou Y oe xdde onueio x tou X.

20Ovolo TieY B ewxdva g f elvon To olvoro

f(X)={yeY : vndpyerz € X dote f(z)=y} ={f(z):ze X} CY.

H ouvdpton f Ayetow ent av f(X) = Y, onhadh av vy xdde y € Y
untdpyet xdnoto (evdeyouévwe modd) € X wote f(z) = v.

H ouvdptnon f Myeton 1-1 av xdde y € f(X) elvou 1 ewxdva povadikot
x € X, dnhodry av yio xdde z1, 22 € X ye 21 # 29 éyovue f(z1) # f(xa), 4
tood0vaa, av ond TC oyéoelc (x1,y) € f xa (z2,y) € f énetu 61t 1 = 9.

Av f: X =Y xau g: W — Z eivar ouvapthioet, xat av f(X) C W, t6te
n obvleon go f: X — Z oplletan wg e&g
x L ofxecw %z
v —  fla) — g(f(z))

13nad” éva uTOGUVOLO ToL XoPTEGLAVOL Yivouévou X X Y




OnhadY

(go f)(z) =9g(f(z)  (z€X).
Av X etvar Tuyado olvolo, i TawToTLX ouvdpetnon idx 1 X — X opiletan
w¢ e&hc: idx(z) =2, v e X.

ITpbtaon 4.1 Eoww f: X — Y jua ovvdptnon. Téte
Trdpyerg: Y — X oote go f = idx av ka1 uévov av n f eivar 1-1.

ATnodelly Av undpyel TéTol ouVdETNOY ¢, TOTE avayxaoTxd 1 f Yo elvan
1-1. Hpaypotxd, av z1,x2 € X xou f(x1) = f(z2), tote g(f(21)) = g(f(x2))

dpa
x1 = g(f(21)) = g(f(22)) = 22.

Avtiotpoga, av 7 f elvon 1-1 Tt Ymopd vo oplow wiar xaTdAANAT g: TNy
ewova f(X), opllow my g wc e€hc: Eotw y € f(X). Téte undpyer v € X
oote f(z) =y, xou dev undpyel dhho otoyelo Tou X ye authy TNV WLHTNTAL
Opilw howmdv g(y) = x. Xto abvoho Y\ f(X), 0pilw v g auvdaipeta: enhéyn
tuyado z, € X xar vy xdde y € Y\ f(X) ¥étw g(y) = x,. And Vv xatacxevy
ebvon pavepd 6Tl go f = Idx. o

T mapdderypa oy f: Ry — Rtz — 22 pnopd va oplow ¢ : R — Ry and
VY avy >0
16 avy <0
By 1ot Yo x4de x € Ry, g(f(z)) = g(2?) = Va2 =z, apot z > 0.

Hapatfpnoe duwe 6TL 1) g dev txavonoel 1 oyéon f o g = idr. Ipdyuatt,
av y < 0 téte f(g(y)) = f(16) = 256 # y.

Enfong, dev undpyet povov uia, ohhd TOAAES CUVUPTACELS g TOU IXAVOTIOLOUY
™ oyéon go f = idg,.

Autéd oupPaiver enedn 1 f dev ebvou el

Tov TOno g(y) = (BePaiwe nemhoyy Tou 16 eivon audaipeTn).

‘Eotw f: X — Y pla ouvdptnon. 'Onwg ebva Yvwo 16, urdpyer pia ovvdp-
ton g : Y — X nov ikavoroiel ka1 Ti§ 0V0 oyéoels fog = idy kaigo f = idx
av ka1 uévov av n f evar 1-1 ka1 ent. H ouvdptnomn autr, dtav undpyet, etvor
wovooxy|. Ovoudletar 1 avtioteogn g f xou cupfolieto fL

Kortaypenotixd Yo ypnotponoolue to olpforo f~1 btav 1 f ebvor 1-1, yia
v avtiotpogn e ouvdptnone f: X — f(X):

Ogiopdg 4.1 Av n f efvar 1-1, téte n avziotpoen ovvdpTnon [~
opiletar oto otvoro tudy f(X) ws e€&rg:

FhafX) = X flz) »
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AnAadry yia kdde y € f(X), n run f~1(y) evar o povadixde aprdpoc z € X
mov ikavoroiel tn oxéon f(x) =y.

Mebtaon 4.2 Avn f: X — Y efvar 1-1, tdte opilerar n f~1: f(X) = X
Kai

(1) (fTlof)(z)=x yuakddex e X (bnkadr f~' o f =idx) xai
() (fof Ny =y yarddeye f(X) (bnkadn fo [~ =idsx))

‘Eotw f: X — Y wa ouvdptnon,.

Ye xde A C X avuiotoiyolue v ewxova tou A oo Y, mou evan to
oUVONO

f(A)={yeY: undpyer x € A dote f(x)=y}={f(z)eY 2 e A}.

Ye xde B C Y avuctoyolue Ty avilotpogn ewxodva tou B 610 X,
Tou givat To cUVOAO

[ (B)={re€X: f(z) € B}

(Enueiwoe 61 to f1(B) elvon évar unostvoho tou X, Bev elvan v yéver 1) exdva
Tou B péow xdmolog ouvézpmcng?)

ITpbtaon 4.3 Eotww f: X — Y jua ovvdptnon.

(i) Av Ay C Ay C X tdre f(Ar) C f(A).

(1) Av Ay, Ay €elvar vrootvola tov X téte f(A; U As) = (A1) U f(Asg).
(111) Av Ay, As elvar vroodvoda tov X téte f(A; N Az) C f(A1) N f(A2).

Ioétnta wyvea érav n f elvar 1-1, aAAd éx1 ev yéver.
(iv) Av By C By CY tére f~1(By) C f~1(By).
(v) Av By, By efvai utootvoda tovY téte f~H(BiUBy) = f~1(B)Uf1(By).
(vi) Av By, By efvai vtootvoda tovY téte f~1(BiNBy) = f~H(By)Nf1(By).
(vii) Av BCY tére f~Y(Y \ B) = X\ f~YB).

ZAv BéPaa 1 f etvar 1-1 ka1 B C f(X), t61e w0 f~1(B) ebvon 1) eixéva tou B péow g
ouVdETNOTG ft



(viti) Av A C X tére A C f~1(f(A)). Iodtnta wydel drav n f elvar 1-1, aAAd
ox1 €v yével.

(iz) Av B CY tére f(f1(B)) C B. Iodtnta wyle étav n [ efvar enl, aAAd
ox1 €v yével.

2

HMopadeiypota 4.4 Ta o (iii), ndpe n.y. f: R —R pe f(z) = 2 ka1 A) =

[—1,0], A2 = [0,2].
Ta o (viii), tdpe A = [—1,1] ondre f(A) = [0,1] kar f71(f(A)) = [-1,1] # A.
Ia vo (iz), av B = [—4,1] tére f1(B) = [-1,1] dpa f(f~1(B)) =1[0,1] # B.

Oplopog 4.2 Av f: X — R kai g : X — R elvar ouvaptrioes téte opilovue
TI oUvapTHoEIS

o f+g: X —Rénov (f+g)(x)=f(z)+ g(x) ya kdde z € X.

o f-g: X —=Rénov (f-g)(x)=f(x) g(z) ya kdlec x € X.

o Eikdrepa av A € R opidovue tnv ovvdptnon Af : X — R and ) oyéon
(Af)(x) = Af(x) ya kdle x € X.

o Av g(x) # 0 ya kie x € X opilovue tnr / : X — R andé ) oyéon
9

(g) (z) = % yia xife z € X.

o Avce R, norallepn ovvdprnon c: X — R opiletar ané tn oyéon
c(z) = ¢ ya kdle x € X

o Fidikérepa n undevikny ovvdptnon 0 : X — R opiletar and
oxéon 0(z) =0 ya kdle x € X.

Av f: X = R kar g : X — R elvar 500 ovvaptijoer, Ua Aéjie éti
f<g ar f(z) <g(x) yua kibe x € X.
Hapatnpolue ot 1 oyéon auth| ebvar GyEor ueptnc (xon Gyt o)\Lxr’]g) OLdTang.
Anhadry umogel va uny toylet ovte 1 f < g obte 1 g < f. T mopdderypo av
fg:R—=Rue f(z) =2 xa g(z) = 2° &poupe f(3) > g(3) eve f(2) < g(2).

Oplopog 4.3 Foww X CR ka1 f: X — R e ovvdptnon.
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(i) H f Aéyetar av&ovoa av: x,y € X,z <y = f(x) < f(y).
(it) H f Aéyerar yvnoiowg avéovoa av: x,y € X, x <y = f(z) < f(y).
(1)) H f Aéyetar oOivovoa av: z,y € X, x <y = f(x) > f(y).
(iv) H f Aéyetar yvnoing edivovoa av: z,y € X, x <y = f(z) > f(y).
(v) H f Ayetar povérovn av elvar atéovoa 1j pivovoa.

(vi) H f Aéyetar yvnoiwg povdrovn av eivar yynoions adéovoa 1j yvnoiwg
pOivovoa.

(vii) H f Aéyetar dvew gpayuérvn av to f(X) eivar dvor ppayuévo advoro,
av 6nAadn) vrdpyet M € R dote ya kdde x € X va woyva f(x) < M.

(viii) H f Aéyerar kdtw @payuévn av wo f(X) eivar kdww gpaypévo ovvolo,
av 6nAadn) vrdpyer L € R dote ya kdde x € X va woyvea f(x) > L.

(ix) H f Ayetar ppayuévn av eivar dvo kai kdtow gpaypévn, wodlvapa av
vrdpyer K € R dote ya kdle x € X va wyvea |f(x)] < K.

ITpétaon 4.5 Eoww X CR ka1 f: X — R yvnoiws povdétorn ovvdptnon.
Téte

(1) H avtiotpogn ovvdptnon f~1: f(X) — R vndpyer

(v) H [~ efvar yynoiog atéovoa av ka1 pdvor av n f elvar yynoios atéovaa.
(1) [ elvar yvnoiog plivovoa av kai udvov av n f etvar yvnoiwg pdivovaa.

4.1 ExJstixég Yuvaptroceilg

‘Eotww a > 0. X16y0¢ authc Tne mapayedpou eivan va oplcouue xatdAinla, yio
x40e € R, évay mpoyuatind aprdud a® wote va eaxohoudoly va 1oy bouv oL
WOOTATES TWV BUVALENY ToU YVweiloupe 6Tay o T elvon axépatog.

(1) Bow z € N. Tw z = 0, ¥wuge o = 1. Tw z > 0, Vétoupe
a* =a-a...a(x gopéc). Hopatnpolpe 6t a"™™ = a"a™ 6tav n,m € N.
1
(2) BEow z € Z, x < 0. Oétoupe t61€ a* = il TORAUTNEOVUE OTL 1
oyéon a™t = q"a™ e€axohoudel va oy Vel 6tay n, m € Z.
(3) Bow =X 6tou n € N, n > 1. Téte ¥étoupe® a” = {/a.

3Z¢poupe 6Tl Yoo %8s VeTind aprdpd a umdpyer povadxde Vetde aprdude b pe Ty
WiotnTa b = a* ypdyouye b = {a.



(4) Avzx =
a* = (Ya)".

Hapatnpolue €dw oL

m 7 2 z I4 Z
e omouvm € Z xow n € N, n # 0 elvon Tuy@dy prntog, 9étouue

Av =1 e (Vo)™ =(Va)™

m m
n sl

(Anédeitn: Aoxnon). 'Etol o opopde tou a” e€aptdron uévov ond tov pntod x
xL Oyt OO TOV TEOTO YPAPHS TOU WG XAAGUATOC.
Enfong napatnpolue étu 1 oyéon atm = a"a™ 1wy beL xa yLo enTolg exté-
TEC:
Av p,geQ, tétc aPt = alal. (1)

(Anddaén: Aoknon).
‘Eyouue topa oploel pLor aneixovion
fa:Q—>Q:qg—d
1 omola (Aéyw e (1)) wavonotet ) oyéon

Av p,qeQ, tte fulp+q) = fulp)falq). (2)

To mpdPAnua Tpa elvar va emekteivoupe 11 cuvdpTnoT ot and o Q oTo
R, va oplooupe dnAadY| gLor anetxovion

Jgo - R—R
TETOL WO TE
9a(q) = a’ 6tav o g etvan ENTOC.

Oa emTOyoLUE TNV ENEXTUOT) oUTY adloTotwvTag TNy TukvdtnTa tou Q oto R.
A¢ mapatrpoovye 6Tt 1) mepintwon 0 < a < 1 avdyetow oty nepinTwon
a > 1, epéooy a? = e 6mou b = 1/a. Eniong, av a = 1 t61€ a? = 1 yia

xde ¢ € Q, ondte opilovpe g.(z) = 1 yia xdde x € R. Apxel howndv va
neploptoVolue otny mepintworn a > 1.

IMopatrenon 4.6 Ava > 1, ouwvdptnon f, elvar yrnoiong adéovoa.



ArnbdeEn Egdcov a > 1, yia xdde Yetind pntéd r éyovpe * fo(r) = a” > 1.
Yuvenwg av p,q etvar entol xouw p > ¢ 1ot VéTOovTAg T = p — ¢ > 0 xou
YENOWOTOIWYTAC TNy oyéan (2) éyouue

fap) = falr +q) = fa(r)falq) > fa(q). O

H emuunty enéxtaon o otnpydel oto emduevo Afuua, mou amoteiel
yevixeuorn g yvwotrc Ipdtaong lim at/m = 1. Yradeponotoue oo €€¥g

Evay mpayoTixd apudud a > 1.

Afppa 4.7 Av (q,) €ivar akokovdia pntdv pe g, — 0, téte to dpo lim a®

n
vrdpyel ka1 wovtar ue 1.

Anodeln Enedy  —|gn| < ¢ < gn] xu 1 f, eivon adZouoa, €youue

1
alqn|

— g laml < i < al]

oLVETWG apxel va delfouue 6Tt alinl — 1.

1 1
Av g, # 0 xou |q,| < 1 67 ﬁ > 1 onéte t0 axépono Yépoc m, = [ﬁ}
dn An
elvot €vag QuoLx6g apldudg dLopopeTnog and to 0:

1 1 1
O<m, <—<m,+1 doa 0 < <|gn| < —. 3
|G| i my, + 1 4 My, 3
"Eyoupe howndv, apol 1 f, civar adouoa,
1 <drl < Qe (4)

onote, VETovtag d,, = am%z — 1 > 0 Bploxouvue
a=(1+d,)™ > 14+ mud, >myd,
dpor (Suwvuuxd avémtuypa ¥ avioétnta Bernoulli)

d, 1
0< — < —.
a My,

Avg=m/n>0tbea>1=am>1= (@) > 1 Bubt av (a™)/" < 1 téte da
ebyope a™ < 1).



‘Eotw todpa € > 0 xou € < 1. Agot g, — 0, undpyet n, GoTe yia xde n > ng
vaoyet [gn| < 5. Téte, av yev ¢, = 0 éyouue a® = 1 dpa %" =0<e€ v
1 €

av g, # 0 t61€ oand v (3) (ool |g,| < e < 1) éyouue - <3 dpar ®

nt1
dy,

1
— < — <e
a My,

o
ActZape hownby 611t — — 0, ondte amn — 1 dpa altl — 1 ané v (4).
a

INpoétaoy 4.8 Fow x € R. Av (p,) kat (p),) evar axodoviies pnrdr mov
ovykAivouy ka1 o1 6V0 0To T, TOTE
. ’ ,
(i) o1 axohovdies (aP) Kar (aP») ouykAivour kai
.. . . /
() lim aP» = lim aP».
n n

Anédeidn Eivar yvwot6 bt undpyet avéovoa axorovdia (r,,) and entolc dote
Tn — T.

Egboov 1 f, eivar abouoa, n axohoudio (™) eivar adouoa.

LoyvpiCouar 6Tt etvan dvey ppoaryuévr. pdyuatt, av mdpouue évay omolovdh-
TOTE PNTO q > T, TOTE 1y, < q dpa a’™ < a? yuo xdie n.

‘Eretar hotndy 6t 1) axorouvdia (a™ ) cuyxhiver oe xdnotov mpaypotixd apti-
uo, éotw 0.

Ou deflw 6Tt yia kdle axohovdia (p,) eNTdY TOU CLYXAYEL GTO T, 1) AXO-
Aoudio (aPr) ouyxhiver, xou pdhota 610 (So 6.

Hpdyportt, 91w g, = py — 7y %ot TOEATNEG 6TL 1) (¢,) CUYXAVEL 6TO T — 2 =
0. Enoyévwe and to mponyoluevo Afppo éneton 6Tt 1) (a?) ouyxhiver oo 1.
Xenowrnowdvrag tapa Ty (1) €youue

a" =a""ma™ — 10 = 0. O




