8 llagdywyocg
Optowde 8.1 Fow a < b, f : (a,b) — R pua ovvdpnon ka1 ¢ € (a,b).

Aépe oni ny f efvar mapaywyioun oto ¢ av vrdpyel to dpio

i L@ = @

Tr—cC Tr — C

€ R.

To dpio avtd Aéyetar mapdywyos tng f oto ¢ kar ovppolilerar f'(c) 1

df
@(C)

Ioodvvapa n f éyea mapdywyo f'(c) ovo ¢ av ya kdle € > 0 vrdpyer 6 > 0
WwoTE

fx) = f(e)

. — f'(o)| < e.

av x € (a,b) ka1 0 < |z —c|<§ tdte

O¢tovtac h = x — ¢ TpoxITTEL OTL:

H napdywyoc f'(c) undpyet av xou ubvov av 1o 6pto
et )~ (o
h—0 h

undpyet xat ot ye f'(c).

Mopoadeiypata 8.1 (1) Av X e R kat ¢ : R — R pe ¢(x) = X ya kdOe =
tite n ¢ elvar mapaywyionun o€ kdde x, € R kar ¢'(z,) = 0.
(2) H owvdptnon g : R — R pe g(z) = z ya kdle x elvar napaywyioun oe
kdle x, € R ka1 ¢'(x,) = 1.
(3) H owdptnon h : R — R pe h(z) = |z| ya xde x etvar napaywyion
o€ kdle x1 > 0 ka1 b (xy) = 1. Eivar mapaywyioun oe kdle o < 0 ka
h'(z2) = —1. Opws n h dev elvar mapaywyion ozo 0.

Anodewviouue 1o (3): Avzy > 0 tdte atny nepoyn (0, 221) Tou 21 €youde

h(x) = x xou emouéveg %Z(lm) =1y xéde x € (0,2z1) \ {21} dpa t0 plo

lim %Z(lm) umdpyet xa toottar ye 1. Me tov (B0 tpdmo amodewvietar ot
T—T1
h/(l’g) = —1.

Av e&etdoouye buwe ta xhdoyata k(x) = %g(o) = % o€ Lol TEPLOY N
Tou 0, mapatnpolue ot k(z) = 1 dtav = > 0 eved k(z) = —1 étav = < 0.
Enopévec 10 6oto lim 2010 §ey yrsover (tar Thevpxd Gptar lim h@)-h(O)

M < e 20 z—0 ex e e 20+ z—0
X h%l %g(o) LTy OUY Xt Efvat BlopopETIXG.).

x—0—



(4) H owdptnon w : R — R pe w(z) = 22 ya kdbe x eivar rapaywyioun oe
kdOe z, € R ka1 w'(z,) = 2x,.
r av x>0

(5) H owvdptnonu : R — R érov u(z) = { 2 gy oz 20 efvar mapaywyi-

oun o€ kdle x, # 0, éy1 6uws kai oo 0.

[ var amodei€oupe o (5), napatnpolue 6Tt av x, < 0 T6TE 6NV TEPLOYT
(22,,0) ToU T, éyoupe u(x) = 2* xou emopévee yo xédde x € (2x,,0) \ {z,}

w(z)—u(zo) u(z)—u(zo)

€ OUUE = 2+ x, dpa 10 6eto lim UTAEYEL % toOUTAL UE

T—To

2z,. Me tov B0 1p6T0 amodetxvietar 6Tt av z, > 0 t61€ v/(x,) = 1.
‘Ouwe

u(z) —u@0) [ 1 ar >0
x—0 x av x <0

(=)

enouévec to Gpto lim “HPO Sy yrgover (tar mhevpxd oo lim u@)=u(©)
o plo I == ex P L

o lim 8= rgeyouy xon efvon Bao eTXd)
z—0 ex pop :

z—0—

, , 2 av x>0 )
(6) H owdptnonv: R — R drovv(x) = 2 gy oo vamapayoyt
oun oe kdle z, € R.

[a tny mopdywyo oto 0, €youue

v(z)—v0) [ 2* av >0
r—0 | z ar <0

doa oty meEpinTOOT AUTH TO OO liH(l) % umdipyet ot toovton ye 0: TTpdy-
—v(0
vatt!, vy x&de € [—1,1] éyoupe LS() < |z|. Egboov howndv 10
x —

—v(0
lim |z| undpyet xau eivon 0, To lim v(@) —v(0)
x—0 e .

Elxoha anodeviet xavelc 6t v'(z) = 322 av > 0 xou v'(z) = 2z av x < 0.

umdpyet xou etvon 0.

(7) H owvdptnon f : R —= R pe f(x) = /|z| elvar mapaywyioun oe kdde
z, € R extés tov 0: Av z, > 0 tdte f'(z,) = %m, av x, < 0 téte

f(x,) = ﬁ\lm_ol’ eved n f'(0) dev undpyer.

VAN andden: tar mhevpnd dptor umdipyouy xou ebvor (oo pe 0.



Anbdeiln:
Av z, < 0 167€, yio va Bpolye 1o dpio lim Li(x") apxel va teptoploouye
T—To o

7 4 7 7 4
TO T OE UL TEQLOYT) TOU Ty, OTTOTE APXEL VA 198(1)@7]00\)“8 z <0 ue x 75 To- Tére

(V=0 — V=) (Vg + /=) = () — (~2) = & — ,, 43 oL

) = fla) VT e
P OV Y | O Y ) R Y Rl N o

10 bpto lim v/—x umdipyel xon 1oolToL UE v/ —X, Yiotl, OTWS €yel amodety Vel
e exX o YTl X X
T—To

o€ mpomnyoUUeVY mapdypago, 1 f elvon ouveyhc oo z,.) Enopévec n f'(z,)

’ ’ 1 ’ ¢ / ! 1
UTEEYEL X0t LOOUTOL UE . Ouolwe, av x, > 0 detyvouvue 61t f'(z,) = ——.

eX pe 5 7=+ Opolws, av z, xvoupe ot f'(xo) = S
‘Ouwe, av z, = 0, yia xdde x # 0 €youye

fa)— ) [ L v as0 g w0
a0 B L av <0

z—0 gy 2 <0 Val

il

ETOUEVKC TO Hplo xowe To o Tebvel ato 0 dev undpyet, yiotl av € (0,1) tote
—f(mr):g(o) >leveav e (—1,0) tote —f(az:é(o) < —1.

ITpértaoy 8.2 (ITapathenorn Kapgadeodwper) Eotw a < b,

f:(a,b) = R pa ovvdptnon ka1 z, € (a,b). H f elvar napaywyloun oo x,
av ka1 uévov av vrdpyer ovvdptnon ¢ : (a,b) — R rmou efva

(i) owvexns oo x, Kkai

(i1) wcavoroet ¢(x) = LE=LEe) v4 xqOe 2 € (a,b)\{,}.

T—To

Téte éxouue f'(x,) = P(x,).

An6oely Eotw ou n f ebva napaywyiowrn oto x,. OpiCoupe t6T€ T GU-
vaptnon ¢ : (a,b) — R and tov tino

f(@)—f(xo)
v T F T,
Cb(l‘) = { T—To #

fl(xy) av x=x,

H ¢ elvor ouveyhc oto z, epbdoov 10 dpo lim ¢(x) undpyer xon oolvTar ue

T—To
O(zo).

AvticTpoga av UTdpyEl GUVEETNGT, ¢ OTWE TNV EXPWVNOTY TOTE, EPOGOV
N ¢ elvon cUVEYTC GTO T,, TO 6plO JEE ¢(x) undpyer xar wwobTon PE P(x,).
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AXNG yioo xdde © € (a,b), v # x,, égoue o(z) = f(x) — f(xo)
T — 1,

TO éPLO 1im M
r—to T — T,

TapAY Yo 6T0 T, XU 1) TUdY YOS TG 1000TOL E TNY TYLT auTol Tou oplou,

drpd) f'(z) = $la,). O

Anhod,

umtdpyet xot toolTon YE @(z,). Emopévee 1 f elvo

Igétaocy 8.3 Fow a < b, f: (a,b) — R a ovvdptnon xar z, € (a,b).
Av n f elvar mapaywyioun oto x, téte ) [ eivar ovveyns oto x,.

A7édeiEn And v nopatrenon Kapaeodwer| undpyet ouvdptnom ¢ : (a,b) —

R mou etvor cuveyric 610 z, WoTE

f(@) = [(wo) = o) (z — o)

v xde x € (a,b)\{z,}. Epboov n ¢ eivar cuveyric oo z,, T0 6plo

lim ¢(z)(z—x,) undpyet xaw wwolta pe ¢(z,)-0 = 0. Anad¥ to 6pto lim f(z)
T—To T—To
untdpyet xou toovton Ye f(x,). Autd onuaiver, dnwe éyoupe amodellet, dtu n f
elvot cLVEYTiC 6TO T, O

IMagathenon 8.4 To avtiotpogo Oev 1wyVer: pa ovvexns owvdptnon dev
elvar mdvta mapaywyioun. ‘Eva mapddeypa evar n h(z) = |z| (napdderyua

8.1(3)).

Ocdenua 8.5 Fow a < b, f,g : (a,b) — R oo owaptijoes kat z, €
(a,b). Troléroupe dut o1 f, g elvar mapaywyioyues oo x,. Téte

(a) H f + g elvar napaywyioun oto z, ka1 (f + g)' (z,) = f'(x,) + ¢'(x,).
(B) Av A € R, n \f elvar mapaywyionun oo z, kar (Af) (x,) = Mf'(x,).

(y) H f - g elvar mapaywyioun oo x, kai

(f - 9)' (o) = f'(o)g(wo) + [ (wo)g' (o).

(6) Av g(x) # 0 ya kdOe x € (a,b) tére n g efvar tapaywylon oo T, kal

i , 2.) = f/(xo)g(xo) B f(xo)g/(xo)
(g) (re) (g(,))? '




An6deln Ta (o) xou (B) érovian dpeca and Tic LOTNTES TV 0piwV.
[ 1o (), éyouye

(00 = U low) _ py0le) =slon) | )= S
To 6o lim M xou lim M umdeyouy €& unoléoeng.
T—To T — X, T—To T — T

Enione, lim f(z) = f(z,) ywtin f ebvon ouveyric oo z, and tny tponyoluevn
T—To
TpoOTAoT). Apa, and TIC LOLOTNTES TV 0plwy,

L 9)@) — (fg)(w)

T—To T — o

= [(20)g (o) + g(x0) [/ (o)

Téhog, yio 1o (0) apxel va dellouue 6L 1) % elvor mapaywylown oo , xan €yl

/ 7 _g,(xo) 7 ’
ToEdywYo (o1 Ye PEAE (xou vor eqappéoouye 1o (Y)). Eyouue
|
lim g(x) g9(xo) — lim <g(xo) - g((L’) 1 ) _ —g'(x ) 1
=% T — Lo T—%o Tr— 12 g(x)g(mo) g<xo)2

agol lim g(z) = g(z,) ywti n g ebvon ouveyhc oto z,. O

T—To

To enduevo Hoptopa Bertidver to (8) Tou Oewphpotoc:

ITégwopa 8.6 Eotwa < b, f,g: (a,b) — R 6o ovraptioes ka1 z, € (a,b).
YroOéroupe én o1 f, g efvar mapaywyioges oto x, ka1 6t g(z,) # 0. Tote n
ouvdpTnon § (opiletar o€ pna mepoyn tov T, Kai) elvar tapaywyioiun oTo T,

M€

(f)' (2,) = F'(@0)9(0) — f(0)g'(x0)

g (9(z,))

ATnodelln Agol 1 g ebva mapaywyiown, eval cuveyHS GTO T, XL ETEWN
g(z,) # 0, undpyel wa TEPLOYT TOU Z,, €0Tw (a', V'), wote g(x) # 0 v xdde
x € (a,b). Sy mepoyn (@/,0') n ouvdptnon % opiletar xat UnopoUue Vo
£QapUOCOUPE 10 (§) Tou Oewpruatoc.

IMépropa 8.7 (1) Kdle nolvwvuukry ovvdptnon elvar napaywyion oe kdde
z, € R.

(1) KdOe pntry ovvdptnon eivar tapaywyioun oe kdde onpeio tov mediov opi-
ouov .



Ocedpenua 8.8 (Kavovag aiucidag) FEotwa < b ka f : (a,b) — (¢, d),
g : (c,d) — R 600 ouvaptioas. Av n f elvar tapaywyloun oo x, € (a,b) ka
n g eivar mapaywyioun oo f(x,), téte n go f elvar tapaywyioun oo x, kai

(g0 f)(wo) = g'(f(x0)) - (o)
Arndbdelr Oélouuce va delloupe 6Tt T0 6pL0

o 9@ — gl (o)

T—To T — T,

undpyet xau wolton Ue ¢'(f(z,)) - f/(w,).
Av ypddouue y = f(z) xow yo = f(x,), €yovue, pe tnr mpoiinédeon du to
Y — Yo O€v undeviletai,

g(f(x)) —g(f(xo)  9(y) — g(wo) f(x) — f(w,)

A Y —Yo L= Zo

Av uropoloaue va eacpaiicouvue 6TL 1 tpolnovest) autr Yo ixavonoteiton yia
x&de x # x, ToTE Yo pmopoloaUe Vo TdpOUUE Gpla 6TV TEAEUTalo GYETT) XL
vo. xatohhloupe oto emduuntéd arnotéheoua. 'evixd ouwe 1 mpolndleon auth
oev txavonoteltar. Xenowonowwvtag Ty Hopatrpnon Kagadeodwer|, unopoiue
vaor CETEPACOUUE AUTH T1] DUOXOA(aL:

Avti yio 1o «mpofhnuotindy xhdoua % VewpolUE TN oUVAETNOT

9(¥)—9(¥o)
Y :(c,d) = R o6mov Y(y) = { y=yo v Y # Yy,
9W) v y=y,

Tou ebvol GUVEYHC G0 Yy, 0o 1) g elvon Tapaywylown oTo y,. To mheovéxtnua

etvon 6T M 9 optleton mavtol oo (¢, d) (dpa xar Yo y = o).
Eotw v € (a,b)\{z,}. Av f(2) £ f(z,), Wte ¥(f(x)) = LD/ a)),

T f(x)—f(wo)
AP EYOUNE
9U @) =g @) _ 1) L@ = f (@) (1)

T — T, T — T,

Av e f(x) = f(x,) téHTE 200 T0t B0 Pén e (1) pndevilovton. Anhadih
(1) wyler yua xéde = € (a,b)\{z,}.

Hopatnpotue todpo 61t 10 bpto xodde & — x, oty (1) undpyer: Hpdypatt,
f(@)—f(zo)

T—To

T0 6pt0 lim undpyel xau toolton Pe f'(z,). Enlong, n f ebvan ouveyrc

T—To

oT0 z, (Yl elvan mapaywylown) xa 1 ¢ ebvon cuveyrhc oo y, = f(z,), dpa
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1 oOwean Toug 1 o f elvon cuveyfic 6To T, xou GUVETADS To dpto lim P (f(x))

T—To

undpyet xat 1ottt Ue Y (Yo) = ¢'(¥o) = ¢'(f(z,)). Emopévorc tehixd
ing LAV =D 50,y 10) = e ).

TT, T —x,
‘Aoxnor 8.9 Na Bpelel to AdOos otov akérovo ouAdoyioid:
«Eotw f: R — R e

_ 1 ar x pntég
flo) = { —1 av x dppnros

Av g = f? téte g(x) = 1 ya kdle x € R ka1 emopévag ¢'(x) = 0 ya kdde

x. And wov kaviva tng alvoidag éyovue ¢'(x) = 2f () f'(x) xar dpa (apol
f(z) # 0 ya kde x) éyovpe f'(x) =0 ya kdOe x.»

Ocdenua 8.10 Fow f : (a,b) — R oweyns ka1 1-1 ka1 éotw z, € (a,b)
oo omoto vrdpyer n f'(z,). Oérovue y, = f(z,).

(1) Av ['(wo) # 0 zéze n (f7) (o) vrdpyer kar (f71)(yo) =

() Av f'(z,) =0 tére n (f 1) (yo) dev vndpyer.
Ano6dedn (1) Hopatmpolue mpoto 6ty exova f((a,b)) ebvar idotnuo (Oew-
ENUOL EVOLOUECOY TWMY) X0t UIAG ToL Vo TO SLdo T, YLt OTeS EYOUUE omo-
oetet, agol n f ebvor ouveyhc xou 1-1, ebvon yvnolwg wovotovn xon emouévng

oev umopel va malpvel oUTE UEYIo TN 00TE EALYLOTY TYT OE avoIXTO SLdc TNHOL.
O¢touue? (¢, d) = f((a,b)) x

g:f‘lz(c,d)—>(a,b)

xot Yo = f(x0). Eotww e > 0. Oéhouye va Bpolue & > 0 dote yio xdde
y € (c,d) ue 0 < |y — yo| < & va toyle

f(@o)

9W) —9ly,) 1
Y—"Y f/(xo)

<e€.

Av y € (¢, d) ¥touge © = g(y) € (a,b) xou mapatneolUe OTL oV Y # Y,
10T T # T,. 'Eyouue howndy

9W) —9) v —xo 1

Y—"%Y Y—"%Y Yt *

T—To

23ev amoxhelovton oL TEQITTOOES ¢ = —00 A d = +00
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ANna

Y= Yo _ f(.ﬁlf) _f(xo) N f/(xo)-

T — To r— X, T—To

1
Egécov howndv f'(z,) # 0, to 6po lim =

UTEO(QXEL pidei] leovTol p.&: 7 )
T—To

Yo
Enoyévwe undpyel § > 0 dote i xdde x € (a,b) ue 0 < |z — z,| < 6 va
toy Ve
1 1

i’:—ij’) f'(@o)
Ouwe n g = f1 etvon ouveyg, 6mwe €youde amodellel. Enouyéveg umdpyet
d > 0 wote yio xde y € (¢,d) e |y — yo| < vaoyder [9(y) — g(yo)| < 0,
Snhadn |z — 2, < 6. Xuvende yia xdde y € (¢,d) ye 0 < |y — yo| < €youue
0 < |z —2,| < 60 xou emouévwe Tehxd

<e€.

9w —9y) 1 | 1 1 |,
Y= Yo f/(xo) M f/(xo) ‘

(v) Av 7 napdyoyoc ¢'(f(x,)) undpyet, téte (ool 1 f'(z,) undpyer €€ uno-
Véoewe) and Tov xavéva g ahuoidoc 1 mapdywyog e ovvieons go f 6o
T, VoL UTdPYEL X

(g0 ) (o) = g'(f(wo))-f'(xo)- (2)

A& go f ebvon 1 TauToTINY) GUVETNON (go f)(x) oo (go f)(z,) =
eTopévwe and v (2) anoxheieton vo oylel f'(z,) =

IMépropa 8.11 Av f: (a,b) — R kat av f'(x) # 0 ya kdO¢ x € (a,b), tdze
1

n [ etvar mapaywyionun oo wedio opopot s kar (f7H (f(z)) = Ok




IMTapdywyog cuvdenon.
IMTapdywyor avetepns TAENS

Optowde 8.2 Foww f: (a,b) — R napaywyioun oe kdde x € (a,b). Opile-
Tal tdte pia ovvdpTnon
f i(a,b) > Rz — f/(x).

Av n owdptnon g = f' elvar ka1 avty mapaywyioun oo (a,b), n tapdywyds
s g : (a,b) — R ovoudlerar n bevtepn mapdywyog s f oo (a,b) kar
ouuPorilerar f.

Eraywyird, av éxer opiodel n n-ooth tapdywyos f™ : (a,b) — R g f Kar
efvar tapaywyioun ovvdptnon oo (a,b), téte n rapdywyos s ™ opilerar
ovo (a,b), ovoudlevar n (n + 1)-tdéng mapdywyos g f oo (a,b) ka
oupfodilerar f+Y).

Mia ovrdptnon mov éyer tapdywyo tdéng n Aéyetar n gopés mapaywyioun.
Mua owvdptnon f: (a,b) — R Aéyetar anepiéprora mapaywyioun oo
z, € (a,b) av vrdpyer n f™(z,) ya kdde n € N.

IMopdderypo 8.12 Ma modvwruuikn ovvdptnon p : R — R efvar anepidpi-
ota mapaywyioun kat, av p(x) = ap + a1z + ... + a,x" ToTE

p™(0)
!

Hpdrypary, yia xdlde x €youue

ap = p(0) ka1 a, = via k=1,...,n (Befaing p®™ =0 drav k > n).

n n
p(r) =ao+ Y ana™  dpa p(z) =ar+ Yy mauz"!
m=1 m=2

KoL OV p(k)<x) — ]{j'ak —|— Z m(m — ]_) e (m — k’ —|— 1)am:1:m_k éTCOU 1 S k’ S n — 1
m=k+1

t6te pFY(z) =0+ Z m(m —1)...(m—k+1)(m — k)a,z" *!
m=k+1

= (k+ Dlap2° + Z m(m —1)...(m—k+1)(m — k)a,z™ 1.
m=k+2
Acilope Aondy enaywytxd Ot
PP (z) =Klag+Y 0 omim—1)...(m—k+1)a,z™* étov1 <k <n-1
onéte p™(z) = nla,.
O¢tovtac = 0 npoxintel p(0) = ap xan p(k)(O) = klay otav 1 < k < n.



