Anepootixdéc Aoyiopog I (2009-10)
IHpaypatixol Aptdpol — Aoxnfoelg

Epw1trocic xatavonong

E&etdote av ou napoxdtw mpotdoel; elvon aindels ¥ Peudelc (awtiohoyrote mAfpwe Ty amdvtnot
cug).
1. 'Eotw A un xevo, dvw @payuévo unocbvoro tou R. T'a xdade x € A éyoupe = < sup A.

2. Eow A un xevé, dvw @payuévo utocbvoro tou R. O z € R elvar dvo gpdyua tou A av xo
pévo av sup A < z.

Av 1o A elvou un xevéd xon dve @paypévo utoctvoro tou R téte sup A € A.
Av A eivon éva pn xevéd xar dvew @paypévo unochvoho tou Z tote sup A € A.
Ava=supAxoe>0,t6te undpyet v € Apea—e <z < a.
Ava=supAxue >0, t6te undpyet x € Apye a—e < z < a.

Av 1o A eivon un xevé xou sup A — inf A = 1 téte undpyouvy =,y € A dote v —y = 1.

o N> ok W

Mo x&e z,y € R ye x < y undpyouv dretpol 1o TAHdoc r € Q mou wavonooby TNy = < 7 < ¥.

Aoxfoeig — Opdda A’

1. Aeléte 6 to mopaxdtw woybouyv oto R:
a) Av z < y+ ey xdde € > 0, téte « < .

b

(o)

(B) Av z < y+e vy xdde e >0, t61€ = < y.
(v) Av |z —y| < e ya xdde € > 0, tétEe = = 3.
(5)

) Ava<z<bxaa<y<b tér|z—y|l<b—a.

2. (o) Av |a — b| < e, t6TE UTPYEL T BOTE
€ €
-zl < = b—z| < <.
la — x| 5 XU |b — x| 5

(B) Ioyler 1o avtiotpogo;

(Y) BEow 61 a < b < a+¢e. Bpeite 6houc touc € R mou avonowldy T a — x| < § xau
|b—x| < 5.

3. Na dewyVet pe enoywyh 6t 0 aprduéc n® — n elvor ToMamAdowo tou 5 yio xdde n € N.

4. E€etdote yio noleg TéC Tou Quoxol aplduol 1 Loy bouY Ol THEUXAT® AVICOTNTES:

(i) 27 >n3, (i) 2" >n?, (i) 2" >n, (iv)na!>27 (v) 2"l <n?

5. Eotw a,b € R xow n € N. Ac{éte 6T

n—1
a—b" = (a—0) Z akpn—1-k,
k=0

Av 0 <a<b,dei&te 6T
b" —a™
na"t< ——— < pp" L.
b—a

6. 'Eotw a € R. AciEte 6T
a) Av a > 1, téte a” > a v x&d9e Quoxd apdud n > 2.
B) Av a>1xum,neN, téte a™ < a™ av xou uévo av m < n.
Y) Av 0 <a <1, t6te a™ < a yio xdde Quoixd aprdud n > 2.
0) Av 0 <a<1xum,n€N, t6te a™ < a™ av xou pévo av m > n.

(
(
(
(



7. Eotw a € R xau éotw n € N. Actéte 6t

() Ava>—1,t6te (14+a)" > 1+ na.
B)AvOo<a<1/n, 6t (14+a)" <1/(1—na).
(

v) Av0<a<1,téte
1

1-— <(l—-a)" < .
na < ( @) ~ 1+na

8. Eotw a € R. Aciéte 611
(1) Av -1 <a <0, t6te (14+a)" < 1+na+%a2 yoo x&0e n € N.
(B) Ava>0,t6te (1+a)" >1+na+ @cﬂ v x8e n € N.

9. AcelZte 6 yia xdde n € N woydouv ot aviobtnTeg

1 n 1 n+1 1 n+1 1 n+2
14— <14 —— oL 1+ — > (14 .
n n+1 n n—+1

10. () Aci&te myy avioétnro Cauchy-Schwarz: av ai,...,a, xou by, ..., b, elvon mpaypotixol
aprduol, TéTE
n 2 n n
(S = (3) (3002).
k=1 k=1 k=1
(B) AeZte v aviodtnta tou Minkowski: av ai, ..., a, xou by, ..., b, elvon mpaypatixol aprdyot,
01E
n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Soenr) < () +(34) -
k=1 k=1 k=1
11. (Tautétnra tou Lagrange) Av ag,...,a, € R xat by,...,b, € R, té1¢
(Z ai) <Z bi) - <Z akbk> = 5 Z (akbj - ajbk)Z.
k=1 k=1 k=1 k,j=1

Xpnowonowdvtag Ty Tautotnta tou Lagrange Sei&te v avicétnta Cauchy-Schwarz.

12. (Avisdtnra aprduntixol-yewuetpxol péoov) Av xq, ...z, > 0, T61E

1T Ty < | —m | .

n

Iodmnta oy ler av xan pévo av T = Ty = - -+ = Tp,.

Enlong, av z1,22,...,2, > 0, 161

n
ity 2\ T 1]

13. Ael€te 6t xdde un xevd xdtw ppayuévo utocUvoro A tou R éxel uéyloto xdtw @pdypa.

14. Eotw A un xevé unocbvoro tou R xat éotw ag € A pe v WwWiotnta: v xdde a € A, a < ag.
Act&te 6t ag = sup A. Me dhha AoyLa, av 1o A €yel péyloto otolyelo, Téte auto elval To supremum
Tou A.

15. Eow A, B 800 pn xevd xou @payuévo utocUvora tou R. Av sup A = inf B, 8el€te 61t yia
xdde € > 0 undpyouv a € A xar b € B wote b—a < €.

16. Eotw A un xevéd gpayuévo unocbvoro tou R pe inf A = sup A. Tt cupnepaivete v 10 A4;

17. («) BEow a,b € R ye a < b. Bpeite 1o supremum xat to infimum tou cuvérou (a,b) NQ =
{r € Q:a <z <b}. Arttohoyfote Thfpws TNV ardvinon cac.



(B) T x&9e = € R opllovpe A, = {g € Q: g < z}. Aeilte b

r=y <= A, = A,

18. Eotww A, B un xevd gpaypéva utoctvoha tou R ue A C B. Aci&te om

inf B<inf A <supA <supB.

19. Eoww A, B un xevd, gpoyuévo unocivoha tou R. Aei€te 61t 10 AU B elvon ppayuévo xon
sup(A U B) = max{sup A, sup B}, inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

MnopoUpe vo tolue x4t avdhoyo v 1o sup(A N B) ¥ o inf(A N B);

20. Eoww A, B un xevd unocOvoha tou R. Aeléte 61t sup A < inf B av xat yévo av yio xdde
a € A xo y x&e b € B oyvet a < b.

21. 'Eow A, B un xevd, dvw @poyuévo utocUvora tou R ye v e€fc tdtnro: vy xdde a € A
urndpye. b € B wote
a <hb.

AceiZte 6T sup A < sup B.

22. No Bpedolyv, av undpyouv, To max, min, sup ot inf Twv TapaXdTw CUVOAWY:

(@) A={z>0:0<a?-1<2}, B={reQ:2>0,0<2?-1<2},C={0,3,4,1,..}.
B)D={zeR:2<0,22+2-1< 0}, E={24+(-1)":neNL F={z€Q: (z—-1)(z+2) <
0}.

(v)G={5+2:neN}U{7T—8n:neN}L

23. Bpelte 10 supremum xou to infimum twy cuvorwy

(-1

A:{1+(—1)"+n :

1
.nEN} , B—{Qn—i—Sm.n,mEN}.

A:{(_l)m:m,nzl,l...}
n+m

elvon pparyuévo xar Beelte to sup A xou inf A. EZetdote av 1o A €yel yéyioto  eAdytoto otouyeio.

24. Ael€te 611 t0 clvolo

Aoxfoeig — Opdda B’

25. Ace{éte 61 ol apriyol V243 xo V2 + V3 + V5 glvar dppnTot.

26. AelZte 6L av 0 Quodc aptdude n dev elvon TETPAYWVO XEToL YUGLXOL aprduol, TéTE 0 /n
elvan dippnToc.

27. 'BEotww A, B un xevd utocUvora tou R. YTrodétoupe dtu:

(o) v xdde a € A xan yia xdde b € B woyler a < b, xa
(B) v xdde € > 0 undpyouvy a € Axu b e B doteb—a <e.

Agi&te 6T sup A = inf B.

28. 'Eotww A, B un xevd, dvew @payuéva utocbvoha tou R. Aeite 6t sup A < sup B av xat yévo
av v xdde a € A xou yia xde € > 0 undpyel b € B dote a — e < b.

29. Eotww A, B un xevd urtocUvola tou R tou ixavonooly ta e€hc:

(o) yiao xdde a € A xan yia xdde b € B woyler a < b.

B) AuB=R.
Acigte 611 undpyet v € R tétoloc ote gite A = (—00,7) ot B = [y,4+00) H A = (—00,7] xa
B = (v,+00).



30. Eow A C (0,+00). YTrmodétoupe 6t inf A = 0 xou 611 10 A dev elvon dvw ppayuévo. Na
Beedoly, av undpyouy, Ta max, min, sup xat inf Tou cuvéiou

B:{ﬁ”:xeA}
x+1
k

31. 'Eotw z € R. Acl&te 6t yia xdde n € N undpyet axéponog ky, € Z dote ‘m -

< In
32. 'Eow x € R. Aeléte 6w yu xdde N > 2 undpyouv axéponor m xou n, pe 0 < n < N, dote
Inz —m| < 4.

33. 'Eoctww ay,...,a, > 0. Ac{&te 6T
11 1 )
(ar+az+--Fan) { —+ =+ — ) 20"

34. Ava>0,b>0xwwa+b=1, 16t

35. () Av ay,...,a, >0, dellte 6Tt
(I+a) -(1+ay) >1+a1+- - +ap.
B)Av0<aq,...,an <1, 161
1— (a1 +---+an) (1—a1)-- (1 —an)
1

<
< —(a1+ -+ an) + (a1a2 + ara3 + -+ + an—_1an).

36*. Ava; >as>--->a, >0xa by > by >--->0b, >0, t61¢

albn+a2bn71+"'+anb1 a1++anb1++bn
n o n n
aiby + -+ apby,
< n .

37*. 'BEoww ay,...,a, Yetxol mpaypotixol aprduol. Aci&te 6t undpyer 1 < m < n —1 e my
WwBLoTNTA

m n

Zak — Z ar| < max{ay,...,an}.

k=1 k=m+1

Trédbeén: Oewpriote Toug aplduolc

bm:iak— z": ag, m=1,...,n—1
k=1

k=m+1

xa
n

n
boifgak , bn:Eak.
k=1 k=1
Ael&te 611 600 dadoyxol and autols elvon eTepdomnuoL.

38. Eotww A, B un xevd, gpaypéva unocvvora tou R. Opillouye A+ B ={a+b:a€ A bec B}.
Aelte 6T
sup(A + B) = sup A + sup B, inf(A + B) = inf A + inf B.

39. 'Eow A, B un xevd, ppayuéva oOvora Jetxdy nporypatixodv aprdumy. Opilovpe A-B = {ab:
a € A,b € B}. Aci&te 6T
sup(A - B) =sup A - sup B, inf(A-B) =inf A -inf B.

40. Eotww A un xevé, gpayuévo vroctvoro tou R. Av t € R, opllovpe tA = {ta: a € A}. AeiZte
ot

(o) av t > 0 t61e sup(tA) = tsup A xau inf(tA) = tinf A.

(B) av t < 0 t6te sup(tA) = tinf A xou inf(tA) = tsup A.



