
Εναλλακτική προσέγγιση στους ολοκληρωτικούς τελεστές

Στη συνέχεια ¹ τα 𝑋 και 𝑌 θα είναι συμπαγή διαστήματα του ℝ.

Στόχος Αν δοθεί 𝑘 ∈ 𝐿2(𝑋 ×𝑌 ), να ορίσουμε φραγμένο τελεστή 𝐴𝑘 ∶ 𝐿2(𝑌 ) → 𝐿2(𝑋) (μάλιστα

συμπαγή) ώστε, όταν η 𝑘 είναι συνεχής στο 𝑋 × 𝑌 , να έχουμε

(𝐴𝑘𝑓)(𝑥) = ∫
𝑌

𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ) . (1)

Για 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ), 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋) ορίζουμε την συνάρτηση 𝑔 ⊗ ̄𝑓 από την σχέση
(𝑔 ⊗ ̄𝑓)(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑔(𝑥) ̄𝑓(𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 .

Παρατήρησε ότι 𝑔 ⊗ ̄𝑓 ∈ 𝐶(𝑋 × 𝑌 ) ⊆ 𝐿2(𝑋 × 𝑌 ) και μάλιστα

‖𝑔 ⊗ ̄𝑓‖2
𝑋𝑌 = ∬ |𝑔(𝑥) ̄𝑓(𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ |𝑔(𝑥)|2𝑑𝑥 ∫ | ̄𝑓(𝑦)|2𝑑𝑦 = ‖𝑓‖2

2‖𝑔‖2
2

(όπου συμβολίζουμε εδώ για ευκολία με ‖⋅‖𝑋𝑌 τη νόρμα του 𝐿2(𝑋 × 𝑌 ) που επάγεται από το
εσωτερικό του γινόμενο ⟨⋅, ⋅⟩𝑋𝑌 ).

Αφού 𝑘 ∈ 𝐿2(𝑋 × 𝑌 ) και 𝑔 ⊗ ̄𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋 × 𝑌 ), το εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑘, 𝑔 ⊗ ̄𝑓⟩𝑋𝑌 ορίζεται.
Θεωρούμε την απεικόνιση

𝜙𝑘 ∶ 𝐶(𝑌 ) × 𝐶(𝑋) → ℂ ∶ (𝑓, 𝑔) ↦ ⟨𝑘, 𝑔 ⊗ ̄𝑓⟩𝑋𝑌 .
Παρατηρούμε ότι
• η 𝐶(𝑌 ) → ℂ ∶ 𝑓 ↦ 𝜙𝑘(𝑓, 𝑔) είναι γραμμική για κάθε 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)
• η 𝐶(𝑋) → ℂ ∶ 𝑔 ↦ 𝜙𝑘(𝑓, 𝑔) είναι αντιγραμμική για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 )
• |𝜙𝑘(𝑓, 𝑔)| = | ⟨𝑘, 𝑔 ⊗ ̄𝑓⟩ | ≤ ‖𝑘‖𝑋𝑌 ‖𝑔 ⊗ ̄𝑓‖𝑋𝑌 = ‖𝑘‖𝑋𝑌 ‖𝑓‖2‖𝑔‖2 για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ), 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋).
Συνεπώς η 𝜙𝑘 είναι ‖ ⋅ ‖2-φραγμένη sesquilinear μορφή στο (𝐶(𝑌 ), ‖ ⋅ ‖2) × (𝐶(𝑋), ‖ ⋅ ‖2).
Επομένως επεκτείνεται (όπως έχουμε δείξει) σε φραγμένη sesquilinear μορφή στο 𝐿2(𝑌 ) ×
𝐿2(𝑋). Κατά συνέπεια, από το Θεώρημα Riesz,
Υπάρχει μοναδικός φραγμένος τελεστής 𝐴𝑘 ∶ 𝐿2(𝑌 ) → 𝐿2(𝑋) ώστε

⟨𝐴𝑘𝑓, 𝑔⟩ = 𝜙𝑘(𝑓, 𝑔) = ⟨𝑘, 𝑔 ⊗ ̄𝑓⟩𝑋𝑌 για 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑌 )
και μάλιστα

| ⟨𝐴𝑘𝑔, 𝑓⟩ | = | ⟨𝑘, 𝑔 ⊗ ̄𝑓⟩𝑋𝑌 | ≤ ‖𝑘‖𝑋𝑌 ‖𝑓‖2‖𝑔‖2
πράγμα που δείχνει αμέσως την χρήσιμη ανισότητα

‖𝐴𝑘‖ ≤ ‖𝑘‖𝑋𝑌 . (2)
Όταν η 𝑘 είναι συνεχής στο 𝑋 × 𝑌 , ο 𝐴𝑘 ικανοποιεί την (1). Πράγματι, αν πάρουμε τις 𝑔 και
𝑓 συνεχείς, θα έχουμε

∫(𝐴𝑘𝑓)(𝑥) ̄𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ⟨𝐴𝑘𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑘, 𝑔 ⊗ ̄𝑓⟩𝑋𝑌

= ∬ 𝑘(𝑥, 𝑦)(𝑔 ⊗ ̄𝑓)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

= ∬ 𝑘(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥) ̄𝑓(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 (3)

= ∫ (∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦) ̄𝑔(𝑥)𝑑𝑥

κι αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋), έπεται ότι (𝐴𝑘𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦.
¹intops 24 Δεκεμβρίου 2022
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Πρόταση 1. Για κάθε 𝑘 ∈ 𝐿2(𝑋 × 𝑌 ), ο τελεστής 𝐴𝑘 ∶ 𝐿2(𝑌 ) → 𝐿2(𝑋) είναι συμπαγής.

Απόδειξη. Από τον ορισμό του 𝐿2(𝑋 × 𝑌 ), υπάρχει ακολουθία (𝑘𝑛) συνεχών συναρτήσεων στο
𝑋 × 𝑌 ώστε

‖𝑘 − 𝑘𝑛‖𝑋𝑌 → 0 .
Έπεται από την (2) ότι

∥𝐴𝑘 − 𝐴𝑘𝑛
∥ ≤ ‖𝑘 − 𝑘𝑛‖𝑋𝑌 → 0

επομένως, αν κάθε 𝐴𝑘𝑛
είναι συμπαγής, τότε και ο 𝐴𝑘 θα είναι συμπαγής. Αρκεί λοιπόν να

δείξουμε ότι ο 𝐴𝑘 είναι συμπαγής όταν η 𝑘 είναι συνεχής συνάρτηση.
Η ιδέα της απόδειξης είναι να παρατηρήσουμε ότι ένας ολοκληρωτικός τελεστής που ο πυρήνας
του είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός ορθογωνίου ορίζει τελεστή πρώτης τάξης, και να
προσεγγίσουμε τον 𝐴𝑘 ως προς τη νόρμα τελεστή από ολοκληρωτικούς τελεστές με τέτοιους
πυρήνες.

Παρατήρηση 2. Αν 𝑘0(𝑥, 𝑦) = 𝑘1(𝑥)�̄�2(𝑦) όπου 𝑘1 και 𝑘2 είναι Riemann ολοκληρώσιμες στα 𝑋
και 𝑌 , τότε ο τελεστής 𝐴𝑘0

(ορίζεται και) είναι φραγμένος τελεστής πρώτης τάξης.
Συνεπώς αν η συνάρτηση 𝑘 είναι γραμμικός συνδυασμός συναρτήσεων «χωριζομένων μεταβλη-

τών» (όπως η 𝑘0) τότε ο 𝐴𝑘 έχει πεπερασμένη τάξη, άρα είναι συμπαγής.

Απόδειξη. Για 𝑓, 𝑔 συνεχείς έχουμε από την (3)

⟨𝐴𝑘𝑓, 𝑔⟩ = ∬ 𝑘1(𝑥)�̄�2(𝑦)𝑔(𝑥) ̄𝑓(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

= (∫ 𝑓(𝑦)�̄�2(𝑦)𝑑𝑦) (∫ 𝑘1(𝑥) ̄𝑔(𝑥)𝑑𝑥)

= ⟨𝑓, 𝑘2⟩ ⟨𝑘1, 𝑔⟩ = ⟨⟨𝑓, 𝑘2⟩ 𝑘1, 𝑔⟩ = ⟨(𝑘1𝑘∗
2)(𝑓), 𝑔⟩

επομένως 𝐴𝑘0
(𝑓) = (𝑘1𝑘∗

2)(𝑓), άρα
𝐴𝑘0

= 𝑘1𝑘∗
2 .

• Έπεται λοιπόν από την ανισότητα (2) πως αν δείξουμε ότι κάθε 𝑘 ∈ 𝐶(𝑋 ×𝑌 ) προσεγγίζεται
ως προς τη νόρμα του 𝐿2(𝑋×𝑌 ) (!) από γραμμικούς συνδυασμούς συναρτήσεων «χωριζομένων
μεταβλητών» θα έχουμε δείξει ότι ο 𝐴𝑘 είναι συμπαγής τελεστής.
Αρκεί λοιπόν να δείξουμε το επόμενο Λήμμα:

Λήμμα 3. Αν 𝑘 ∶ 𝑋 ×𝑌 → ℂ είναι συνεχής, για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει πεπερασμένο πλήθος ξένων

ανά δύο ορθογωνίων 𝑅1,1, … 𝑅𝑛,𝑛 στο 𝑋 × 𝑌 και 𝑎1,1, … 𝑎𝑛,𝑛 ∈ ℂ ώστε ²

αν 𝑘𝜖 =
𝑛

∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝜒𝑅𝑖,𝑗
τότε ‖𝑘 − 𝑘𝜖‖∞ ≤ 𝜖 .

Απόδειξη. Από την ομοιόμορφη συνέχεια της 𝑘, για το 𝜖 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε, αν (𝑥, 𝑦) και
(𝑠, 𝑡) είναι σημεία του 𝑋×𝑌 που ικανοποιούν max{|𝑥−𝑠|, |𝑦−𝑡|} < 𝛿, τότε |𝑘(𝑥, 𝑦)−𝑘(𝑠, 𝑡)| < 𝜖.
Ας διαμερίσουμε τώρα το 𝑋 ×𝑌 = [𝑎, 𝑏]×[𝑐, 𝑑] σε πεπερασμένο πλήθος ξένων ανά δύο ορθογω-
νίων με πλευρές μήκους μικρότερου από 𝛿: για παράδειγμα, ας διαλέξουμε 𝑛 ∈ ℕ ώστε 𝑏−𝑎

𝑛 < 𝛿
και 𝑑−𝑐

𝑛 < 𝛿, και ας θέσουμε 𝑅𝑖,𝑗 = 𝐼𝑖 × 𝐽𝑗, όπου 𝐼𝑖 = [ (𝑖−1)(𝑏−𝑎)
𝑛 , 𝑖(𝑏−𝑎)

𝑛 ) όταν 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1 και
𝐼𝑛 = [ (𝑛−1)(𝑏−𝑎)

𝑛 , 𝑏] (και αντίστοιχα για τα 𝐽𝑗 ⊆ [𝑐, 𝑑]).
²Έτσι δεν δείχνουμε στον Απειρ. ΙΙΙ ότι κάθε συνεχής συνάρτηση στο 𝑋 × 𝑌 είναι Riemann-ολοκληρώσιμη;
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Κάθε (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ανήκει σε ακριβώς ένα ορθογώνιο 𝑅𝑖𝑥,𝑗𝑦
, οπότε

|𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑘( (𝑖𝑥−1)(𝑏−𝑎)
𝑛 , (𝑗𝑦−1)(𝑑−𝑐)

𝑛 )| < 𝜖. Επομένως αν ορίσουμε 𝑎𝑖,𝑗 = 𝑘( (𝑖−1)(𝑏−𝑎)
𝑛 , (𝑗−1)(𝑑−𝑐)

𝑛 ) και

𝑘𝜖 =
𝑛

∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝜒𝑅𝑖,𝑗

τότε |𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑘𝜖(𝑥, 𝑦)| = |𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑎𝑖𝑥,𝑗𝑦
| < 𝜖 .

Έπεται ότι
sup{|𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑘𝜖(𝑥, 𝑦)| ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 } ≤ 𝜖 . l

Συνοψίζουμε: Έστω 𝑘 ∈ 𝐿2(𝑋 ×𝑌 ). Για κάθε 𝜖 > 0, υπάρχει 𝑘1 ∈ 𝐶(𝑋 ×𝑌 ) ώστε ‖𝑘−𝑘1‖𝑋𝑌 < 𝜖.
Από το Λήμμα 3, υπάρχει 𝑘𝜖 = ∑𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗𝜒𝑅𝑖,𝑗
ώστε ‖𝑘 − 𝑘𝜖‖∞ ≤ 𝜖 και επομένως

‖𝑘 − 𝑘𝜖‖𝑋𝑌 ≤ (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)𝜖.

Όμως 𝜒𝑅𝑖,𝑗
(𝑥, 𝑦) = 𝜒𝐼𝑖

(𝑥)𝜒𝐽𝑗
(𝑦) και συνεπώς (αφού οι 𝜒𝐼𝑖

και 𝜒𝐽𝑗
είναι Riemann-ολοκληρώσιμες)

𝐴𝜒𝑅𝑖,𝑗
= 𝜒𝐼𝑖

𝜒∗
𝐽𝑗

από την Παρατήρηση 2. Άρα

𝐴𝑘𝜖
=

𝑛
∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝜒𝐼𝑖
𝜒∗

𝐽𝑗

έχει πεπερασμένη τάξη, και τελικά

‖𝐴𝑘 − 𝐴𝑘𝜖
‖ ≤ ‖𝑘 − 𝑘𝜖‖𝑋𝑌 ≤ ‖𝑘 − 𝑘1‖𝑋𝑌 + ‖𝑘−𝑘𝜖‖𝑋𝑌 < 𝜖 + (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)𝜖.

Παρατήρηση 4. Δεν είναι εν γένει αλήθεια ότι η 𝐴𝑘𝑓 είναι συνεχής, ακόμα κι όταν η 𝑓 είναι

συνεχής.

Αν για παράδειγμα 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘1(𝑥)𝑘2(𝑦), τότε (𝐴𝑘𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑘1(𝑥)𝑘2(𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 δηλαδή 𝐴𝑘𝑓 =
⟨𝑓, �̄�2⟩ 𝑘1, οπότε η 𝐴𝑘𝑓 είναι συνεχής αν και μόνον αν η 𝑘1 είναι συνεχής (ή ⟨𝑓, �̄�2⟩ = 0).
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