
΄Ασκηση: Οι ολοκληρωτικοί τελεστές είναι συμπαγείς

Ο στόχος της άσκησης είναι να δείξουμε ότι κάθε ολοκληρωτικός τελεστής Tk με (συνεχή)
πυρήνα k : r0, 1s � r0, 1s Ñ C είναι συμπαγής.
΄Εστω H � L2pr0, 1sq και k : r0, 1s � r0, 1s Ñ C συνεχής συνάρτηση, δηλ. k P Cpr0, 1s2q.
Υπενθυμίζουμε τον ορισμό

pTkfqptq �

»
kpt, sqfpsqds, f P H.

Συνεπώς xTkf, gy �

¼
kpt, sqfpsqgptqdsdt, f, g P H.

Παρατήρησε ότι αν ο πυρήνας είναι της μορφής kpt, sq � aptqbpsq τότε

(1) Tkf � xf, by a � pab b�qf

δηλαδή ο τελεστής Tk είναι πρώτης τάξης.

Ο χώρος Hilbert L2pr0, 1s2q ορίζεται ώς η πλήρωση του χώρου Cpr0, 1s2q ως προς τη νόρμα

}k}22 �

�¼
|kps, tq|2dsdt


1{2

που προέρχεται από το εσωτερικό γινόμενο

xk, hy22 �

¼
kps, tqhps, tqdsdt.

Παρατήρησε ότι αν k P Cpr0, 1s2q τότε

(2) }Tk} ¤ }k}22 .

Δείξε πρώτα το ακόλουθο

Λήμμα. ΄Εστω ten : n P Nu μια ορθοκανονική βάση του H. Τότε
piq Το σύνολο ten,m : n,m P Nu όπου en,mpt, sq � emptqenpsq είναι ορθοκανονικό στον
L2pr0, 1s2q.
piiq Το σύνολο αυτό είναι ορθοκανονική βάση του L2pr0, 1s2q.

΄Επεται ότι κάθε h P L2pr0, 1s2q (και ειδικότερα κάθε h P Cpr0, 1s2q μπορεί να προσεγγισθεί,
ως προς τη νόρμα }�}22, από γραμμικούς συνδυασμούς της μορφής

Ņ

n�1

M̧

m�1

λn,men,m, λn,m P C.

Χρησιμοποιώντας τώρα τις σχέσεις p1q και p2q, δείξε ότι ο τελεστής Tk μπορεί να προσεγγισθεί,
ως προς τη νόρμα τελεστή, από τελεστές πεπεραμένης τάξης.
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