
GrammikoÐ Telestèc

Exet�seic 25 SeptembrÐou 2001

1. (2 mon�dec) 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H). Na orisjeÐ pl rwc o telest c T ∗

kai na apodeiqjeÐ ìti isqÔei T ∗T = TT ∗ an kai mìnon an ‖T ∗x‖ = ‖Tx‖ gia k�je x ∈ H.

2. (2 mon�dec) 'Estw H q¸roc Hilbert kai U ∈ B(H). Na deiqjeÐ ìti ta akìlouja eÐnai
isodÔnama

• (i) U∗U = I

• (ii) O U eÐnai isometrÐa.

EÐnai o U anagkastik� fusiologikìc?

3. (2,5 mon�dec) An {an} eÐnai fragmènh akoloujÐa migadik¸n arijm¸n, jètoume

T (x1, x2, . . .) = (0, a1x1, a2x2, . . .)

ìpou x = (x1, x2, . . .) ∈ `2. Na brejeÐ o T ∗ kai na upologisjeÐ h ‖T‖. Pìte eÐnai o T
sumpag c telest c?

4. (2 mon�dec) 'Estw H q¸roc Hilbert. An P, Q ∈ B(H) eÐnai orjèc probolèc, diatup¸ste
kai apodeÐxte ikan  kai anagkaÐa sunj kh ¸ste o telest c PQ na eÐnai orj  probol , kai
breÐte to ran(PQ) ìtan o PQ eÐnai probol .

5. (2,5 mon�dec) 'Estw H q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H) jetikìc telest c. An o arijmìc
λ eÐnai idiotim  tou A, deÐxte ìti λ ≥ 0. An epiplèon o A eÐnai sumpag c, na ekfrasjeÐ h
(monadik ) jetik  tetragwnik  rÐza tou A sunart sei twn idiotim¸n kai idiodianusm�twn tou
A kai na deiqjeÐ ìti eÐnai sumpag c.

6. (2 mon�dec) 'Estw H = L2([0, 1]) kai f : [0, 1] → C suneq c sun�rthsh. ApodeÐxte
pl rwc ìti o pollaplasiastikìc telest c Mf : H → H eÐnai fragmènoc kai fusiologikìc.

Kal  epituqÐa!


