
GrammikoÐ Telestèc (712)

Exet�seic 29 AugoÔstou 2006

Na grafoÔn 4 jèmata

1. 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H).
(a) Na apodeiqjeÐ ìti up�rqei fragmènoc telest c T ∗ pou ikanopoieÐ 〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉
gia k�je x, y ∈ H.
(b) Na apodeiqjeÐ ìti isqÔei T ∗T = TT ∗ an kai mìnon an ‖T ∗x‖ = ‖Tx‖ gia k�je
x ∈ H.

2. 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H). Na deiqjeÐ ìti o T eÐnai isometrÐa an kai
mìnon an T ∗T = I.
EÐnai mia isometrÐa p�nta epÐ?

3. 'Estw H = L2([0, 1]) kai f : [0, 1] → C suneq c sun�rthsh. ApodeÐxte pl rwc
ìti o pollaplasiastikìc telest c Mf : H → H eÐnai fragmènoc kai fusiologikìc.
An f 6= 0, deÐxte ìti o Mf den eÐnai sumpag c.

4. An {an} eÐnai fragmènh akoloujÐa migadik¸n arijm¸n, jètoume

Sa(x1, x2, . . .) = (0, a1x1, a2x2, . . .)

ìpou x = (x1, x2, . . .) ∈ `2. Na brejeÐ o S∗
a kai na upologisjeÐ h ‖Sa‖. Pìte eÐnai o Sa

sumpag c telest c?

5. 'Estw H q¸roc Hilbert.

(a) An A, B ∈ B(H) eÐnai jetikoÐ telestèc, eÐnai p�nta o telest c AB jetikìc?

(b) An P, Q ∈ B(H) eÐnai orjèc probolèc, apodeÐxte ìti o telest c PQ eÐnai jetikìc
an kai mìnon an PQ = QP .

6. 'Estw H q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H) sumpag c autosuzug c telest c. Na
apodeiqjeÐ ìti up�rqoun jetikoÐ telestèc A+, A− ¸ste

A = A+ − A− kai A+A− = 0 = A−A+.

[Upìdeixh: Exet�ste pr¸ta thn perÐptwsh pou o A eÐnai diag¸nioc telest c.]

Kal  epituqÐa!


