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'Askhsh 1 'Estw H q¸roc Hilbert peperasmènhc di�stashc kai A = A∗ ∈ B(H). Na deiqjeÐ ìti up�rqoun
jetikoÐ telestèc A+, A− ¸ste A+A− = 0 = A−A+ kai A = A+ −A−.
(Upìdeixh: exet�ste pr¸ta thn eidik  perÐptwsh A = Da.)

'Askhsh 2 (i) 'Estw E grammikìc q¸roc, M grammikìc upìqwroc tou E. An N1 kai N2 eÐnai sumplhr¸mata
tou M kai an N1 ⊆ N2, tìte N1 = N2.
(ii) 'Estw H q¸roc Hilbert kai M,N kleistoÐ upìqwroi tou H.An N⊥ ⊆ M , tìte M + N = H.
An epiplèon M ∩N = {0}, tìte (oi M,N eÐnai sumplhrwmatikoÐ kai m�lista) isqÔei N⊥ = M .

'Askhsh 3 'Estw P,Q (orjèc) probolèc s� ènan q¸ro Hilbert.
(a) O telest c P + Q eÐnai probol  an kai mìnon an P + Q ≤ I.
(b) IsqÔei h isodunamÐa (P ∨Q) + (P ∧Q) = P + Q ⇐⇒ PQ = QP (prbl. Prìtash 2.5.9).

'Askhsh 4 An H eÐnai q¸roc Hilbert kai P,Q eÐnai oi probolèc stouc upoq¸rouc M kai N antÐstoiqa,
deÐxte ìti P (M ∩N)x = limn(PQP )nx gia k�je x ∈ H.

'Askhsh 5 An H eÐnai q¸roc Hilbert kai x, y ∈ H orÐzoume ton telest  x⊗ y∗ apì ton tÔpo
(x⊗ y∗)(z) = 〈z, y〉x (z ∈ H) (prbl. ton Orismì 3.1.2). Na deiqjeÐ ìti ìloi oi fragmènoi telestèc pr¸thc
t�xhc eÐnai aut c thc morf c kai na exetasjeÐ pìte o x ⊗ y∗ eÐnai fusiologikìc, pìte eÐnai autosuzug c kai
pìte eÐnai orj  probol .
Na deiqjeÐ epÐshc ìti x⊗ y∗ = z ⊗ w∗ an kai mìnon an up�rqei λ ∈ C ¸ste z = λ̄x kai y = λw.

'Askhsh 6 DeÐxte ìti ènac diag¸nioc telest c Da (a ∈ `∞) ston `2 eÐnai èna proc èna an kai mìnon an
an 6= 0 gia k�je n ∈ N.
DeÐxte epÐshc ìti o Da eÐnai peperasmènhc t�xhc an kai mìnon an a ∈ coo.

'Askhsh 7 An {xi}, {yi} eÐnai dÔo orjokanonikèc oikogèneiec ston q¸ro Hilbert H kai λi ∈ C, deÐxte ìti
o telest c T =

∑n
1 λixi ⊗ y∗i èqei nìrma ‖T‖ = max |λi|.

'Askhsh 8 EÐnai dunatìn mia isometrÐa s� ènan apeirodi�stato q¸ro Hilbert na eÐnai peperasmènhc t�xhc?
Na eÐnai ‖ · ‖-ìrio telest¸n peperasmènhc t�xhc?

'Askhsh 9 An {en} eÐnai h sun jhc b�sh tou q¸rou Hilbert H = `2, na deiqjeÐ ìti den up�rqei grammik 
apeikìnish A : H → H ¸ste 〈Aen, em〉 = 1 gia k�je n, m ∈ N.

'Askhsh 10 (i) 'Estw H q¸roc Hilbert, B∈K(H). An An, A∈B(H) me ‖Anx−Ax‖→0 gia k�je x ∈ H,
deÐxte ìti ‖BAn − BA‖ → 0 kai ‖AnB − AB‖ → 0. An {Pn} eÐnai mia aÔxousa akoloujÐa probol¸n kai
P = ∨Pn eÐnai h probol  ston kleistì upìqwro pou par�goun oi Pn(H), deÐxte ìti ‖BPn − BP‖ → 0 kai
‖PnBPn − PBP‖ → 0.

(ii) An o H eÐnai diaqwrÐsimoc, deÐxte ìti mporoÔn na brejoÔn probolèc Pn peperasmènhc t�xhc ¸ste
∨Pn = I. Qrhsimopoi¸ntac to (i), d¸ste mia �llh apìdeixh ìti k�je sumpag c telest c ston H proseggÐ-
zetai sthn topologÐa thc nìrmac tou B(H) apì telestèc peperasmènhc t�xhc.

'Askhsh 11 An a = {an}, an ∈ C, eÐnai tuqoÔsa akoloujÐa, orÐzw

Sax = (0, a1x1, a2x2, a3x3, . . .), x ∈ `2.

Na deiqjeÐ (i) ìti o Sa orÐzei fragmèno telest  `2 → `2 an kai mìnon an h a eÐnai fragmènh akoloujÐa, kai
tìte ‖Sa‖ = ‖a‖∞
(ii) ìti o Sa orÐzei sumpag  telest  `2 → `2 an kai mìnon an a ∈ c0.

'Askhsh 12 An {en : n ∈ N} eÐnai h sunhjismènh orjokanonik  b�sh tou `2(N), kai S ∈ B(`2(N)) o
telest c thc metatìpishc en → en+1 (n ∈ N), deÐxte ìti o S den èqei kammi� idiotim .
DeÐxte epÐshc ìti ènac λ ∈ C eÐnai idiotim  tou suzug  telest  S∗ an kai mìnon an |λ| < 1 kai ìti o antÐstoiqoc
idiìqwroc eÐnai monodi�statoc kai par�getai apì to di�nusma xλ = (1, λ, λ2, . . .).
DeÐxte tèloc ìti h oikogèneia {xλ : |λ| < 1} par�gei ton `2(N).


