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1 Εισαγωγή

Η µελέτη του κλάδου, τα ϐασικά αποτελέσµατα του οποίου ϑα προσπαθήσουµε να παρου-
σιάσουµε στην παρούσα εργασία, ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι πηγάζει από την εξής ϕυσική
ερώτηση: «Πότε µια άπειρη ακολουθία από αριθµούς στο [0, 1) είναι καλά/οµοιόµορφα κα-
τανεµηµένη ;»

Ορισµός. ΄Εστω (xn)n≥1 µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών στο διάστηµα [0, 1). Για κάθε
ϕυσικό αριθµό n ∈ N και για κάθε Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών a, b µε 0 ≤ a < b ≤ 1,
ϑεωρούµε το

Z[n, a, b] = #{1 ≤ i ≤ n : xi ∈ [a, b)},

που είναι ο αριθµός των n πρώτων όρων της ακολουθίας που ϐρίσκονται στο διάστηµα [a, b).
Λέµε τότε ότι η (xn)n≥1 είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [0, 1) αν

lim
n→∞

Z[n, a, b]

n
= b− a,

για όλα τα a, b ∈ R µε 0 ≤ a < b ≤ 1

Είναι εύκολο τώρα να παρατηρήσει κανείς ότι [a, b) = [0, b)\[0, a) και άρα µε ϕυσικό
τρόπο µπορούµε να ορίσουµε Z[n, a] = #{1 ≤ i ≤ n : x − i ∈ [0, a)} και οµοίως να λέµε
ότι η (xn)n≥1 είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [0, 1) αν limn→∞

Z[n,a]
n = a, για κάθε

a ∈ [0, 1].
Ιστορικά, ο κλάδος «άνοιξε» το έτος 1935 µε την ακόλουθη εικασία του Van der Corput,

η οποία προέκυψε από τη δουλειά του στις συναρτήσεις κατανοµής:

Εικασία. Αν (xn)n≥1 είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών στο (0, 1), τότε για κάθε αρ-
κετά µεγάλο πραγµατικό αριθµόK, υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµός n και δύο υποδιαστήµατα
I, J , ίσου µήκους, του (0, 1), ώστε |Z[n, I]− Z[n, J ]| > K.

Αυτό το πρόβληµα το έλυσε η µαθηµατικός van Aardenne-Ehrenest το 1945 (χρησιµο-
ποιώντας εξαιρετικά ευφυείς µεθόδους, όπως παρατηρεί ο K. Roth) και τροποποιώντας την
τεχνική της κατάφερε να αποδείξει το 1949 το εξής :
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Θεώρηµα. ΄Εστω N ένας µεγάλος ϕυσικός αριθµός και (xn)n≥1 µια ακολουθία πραγµατικών
αριθµών στο (0, 1). Τότε υπάρχει n ∈ N και a ∈ (0, 1), ώστε :

|Z[n, a]− na| > c
log logN

log log logN
,

όπου c > 0 σταθερά.

Είναι, λοιπόν, ήδη προφανές από τα παραπάνω δύο ϑεωρήµατα ότι για n ∈ N και 0 ≤
a ≤ 1, δε µας ενδιαφέρει τόσο να µελετούµε το λόγο Z[n,a]

n , αλλά αντ’ αυτού την discrepancy:

D[n, a] := Z[n, a]− na,
όπου na είναι ο αναµενόµενος αριθµός των όρων της ακολουθίας που πέφτουν στο διάστηµα
[0, a). Επιπλέον, είναι εύκολο να δούµε ότι µια ακολουθία είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη,
αν ικανοποιεί την :

D[n, a] = o(n),

για κάθε a ∈ [0, 1].
Από τη διαίσθησή µας, αλλά και από τα ήδη προαναφερθέντα αποτελέσµατα, παρατηρούµε
ότι δεν είναι όλες οι ακολουθίες οµοιόµορφα κατανεµηµένες. Για την ακρίβεια υπάρχουν α-
κολουθίες που δεν έχουν καµία οµοιοµορφία στον τρόπο που κατανέµονται (π.χ. η σταθερή).
Μας ενδιαφέρει, λοιπόν, να εξετάσουµε την συµπεριφορά ορισµένων µέτρων της συνάρτη-
σης D[n, a], για µεγάλα n, δηλαδή όπως και στο ϑεώρηµα της van Aardenne-Ehrenfest, να
ϐρούµε ασυµπτοτικές εκτιµήσεις από τα κάτω. Τα κλασσικά αποτελέσµατα, τα οποία κυρί-
ως παρουσιάζουµε σε αυτή την εργασία, αφορούν τη 2-νόρµα και τη sup-νόρµα αυτής της
συνάρτησης.

Συγκεκριµένα, εµείς ϑα ασχοληθούµε µε το ίδιο πρόβληµα, αλλά στο µοναδιαίο τετράγωνο
[0, 1)2, αντί του µοναδιαίου διαστήµατος. Ειδικότερα, ϑεωρούµε µια κατανοµή P, αποτελού-
µενη από N σηµεία, στο [0, 1)2. Για κάθε x = (x1, x2) ∈ [0, 1]2, µε B(x) συµβολίζουµε το
υποορθογώνιο [0, x1)× [0, x2) και µε

Z[P;B(x)] = #(P ∩B(x))

συµβολίζουµε τον αριθµό των σηµείων της P που ϐρίσκονται στο ορθογώνιο B(x). ΄Οπως
προείπαµε, ϑα µελετήσουµε τη discrepancy:

D[P;B(x)] = Z[P;B(x)]−Nx1x2,

όπου σηµειώνουµε ότι Nx1x2 είναι ο αναµενόµενος αριθµός των σηµείων της P που πέφτουν
στο B(x).

Συµβολισµός. Στο υπόλοιπο της εργασιας, για δεδοµένη κατανοµή N , ϑα χρησιµοποιούµε
τον συµβολισµό D[x], έναντι του D[P;B(x)]. Επίσης, οι συναρτήσεις που ορίζουµε στα
επόµενα κεφάλαια εξαρτόνται µε προφανή τρόπο από την επιλογη της κατανοµής P, συνεπώς
αυτό το γεγονός δε ϑα το δηλώνουµε, ώστε να µην υπάρξει πλήθος διαφορετικών συµβιλισµών,
πράγµα που ενδέχεται να προκαλέσει σύγχυση.
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Τα κλασσικά αποτελέσµατα του τοµέα είναι :

1. (Roth 1954) Για κάθε κατανοµή P, N σηµείων στο [0, 1)2, έχουµε:

||D(x)||2 ≥ c(logN)1/2,

για σταθερά c > 0.

2. (Schmidt 1972) Για κάθε κατανοµή P, N σηµείων στο [0, 1)2, έχουµε:

||D(x)||∞ ≥ c logN,

για σταθερά c > 0.

3. (Davenport 1956) Υπάρχει κατανοµή P, N σηµείων στο [0, 1)2, για την οποία :

||D(x)||2 ≤ c(logN)1/2,

για σταθερά c > 0.

4. (Lerch 1904) Υπάρχει κατανοµή P, N σηµείων στο [0, 1)2, για την οποία :

||D(x)||∞ ≤ c logN,

για σταθερά c > 0.

Σε αυτά παρατηρούµε ότι από το 1 µπορούµε µε τετριµµένο τρόπο να λάβουµε ότι
||D(x)||∞ ≥ c(logN)1/2, άρα από αυτή την οπτική, το 2 είναι καλύτερο αποτέλεσµα για
την sup-νόρµα απ’ ότι το 1. Επιπλέον, η σηµαντική παρατήρηση είναι ότι λόγω των 3, 4, τα
1, 2 είναι τα καλύτερα δυνατά αποτελέσµατα, ως προς τις εµπλεκόµενες σταθερές.

Στη συνέχεια της εργασίας, ϑα παρουσιάσουµε τα 1, 2 και 3, κάποιες παραλλαγές τους,
καθώς και ένα ευφειές αποτέλεσµα του Schmidt.

Κλείνοντας, να σηµειώσουµε ότι τα αποτελέσµατα που παρουσιάζουµε εδώ είναι τα πρώτα
ϐήµατα σε αυτό τον κλάδο. Η discrepancy theory έχει επεκταθεί στη µελέτη ακολουθιών
σηµείων σε πιο εξωτικά γεωµετρικά αντικείµενα (π.χ. torus) καθώς και σε µεγαλύτερες
διαστάσεις. Τέλος, δε, χρησιµοποιεί εργαλεία από διάφορες άλλες περιοχές των µαθηµατικών
όπως είναι η αρµονική ανλαλυση, οι πιθανοθεωρητικές µέθοδοι κ.α.
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2 Το ϑεώρηµα του Roth

Θεώρηµα. (Roth 1954) Για κάθε κατανοµή P απόN σηµεία στο µοναδιαίο τετράγωνο [0, 1)2,
έχουµε: ∫∫

[0,1)2
|D(x)|2dx ≥ c logN,

για κατάλληλη σταθερά c > 0.

Επιλέγουµε έναν µη αρνητικό ακέραιο n, ο οποίος να ικανοποιεί την ανισότητα:

2n−1 < 2N ≤ 2n

Υποθέτουµε ότι για τον ακέραιο i ισχύει ότι 0 ≤ i ≤ n. Κατασκευάζουµε ένα «i-πλέγµα»,
δηλαδή µια διαµέριση του [0, 1)2 σε ορθογώνια, εξαρτόµενη από το i, ως εξής : Χωρίζουµε το
[0, 1)2 σε 2n ορθογώνια µε µήκος οριζόντιας πλευράς 2−i και µήκος κάθετης πλευράς 2i−n,
έτσι ώστε το κάθε ένα από αυτά να έχει εµβαδόν 2−n και να είναι της µορφής:

(2.1) [m12
−i, (m1 + 1)2−i)× [m22

i−n, (m2 + 1)2i−n)

Αλλιώς µπορούµε να το σκεφτούµε ως εξής : ∆ιαµερίζουµε το οριζόντιο διάστηµα [0, 1) σε 2i

διαστήµατα µήκους 2−i, το καθένα και το κάθετο διάστηµα [0, 1) σε 2n−i διαστήµατα µήκους

2i−n, το καθένα. Φέροντας τις κάθετες και οριζόντιες ευθείες που ορίζονται από τα άκρα των

διαστηµάτων προκύπτει το Ϲητούµενο πλέγµα.

i-πλέγµα
n = 6, i = 2

΄Εστω B ένα τέτοιο ορθογώνιο. Ορίζουµε την Ri(x), µε x ∈ B, γράφοντας Ri(x) = ±1,
ανάλογα µε την παρακάτω εικόνα:

+1

+1−1

−1

Ορίζουµε επιπλέον τις συναρτήσεις :
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• fi(x), για x ∈ B, ως εξής :

fi(x) =

{
0 αν B ∩ P 6= ∅
Ri(x), αν B ∩ P = ∅

• F (x) =
n∑
i=0

fi(x), x ∈ [0, 1)2

Λήµµα 2.1. Υποθέτουµε ότι οι ακέραιοι i, j ικανοποιούν την ανισότητα : 0 ≤ i < j ≤ n. Τότε

ισχύει ότι : ∫∫
[0,1)2

fi(x)fj(x)dx = 0

Απόδειξη. Επικαλύπτουµε το i-πλέγµα, που αποτελείται από 2−n ορθογώνια διαστάσεων
2−i × 2i−n, µε το j-πλέγµα που αποτελείται από 2−n ορθογώνια διαστάσεων 2−j × 2j−n.
Το προκύπτον πλέγµα το ονοµάζουµε i, j-πλέγµα. Αυτό αποτελείται από 2n−i+j ορθογώνια,
τα οποία έχουν µήκος οριζόντιας πλευράς 2−j και µήκος κάθετης πλευράς 2i−n.

Για να το δούµε αυτό µπορούµε να σκεφτούµε και ως εξής : Αρχικά, παρατηρούµε ότι η δια-

µέριση του οριζόντιου διαστήµατος [0, 1) σε 2j διαστήµατα, µήκους 2−j , αποτελεί εκλέπτυνση

της διαµέρισής του σε 2i διαστήµατα µήκους 2−i. Αντίστοιχα, η διαµέριση του κάθετου διαστή-

µατος [0, 1) σε 2n−i διαστήµατα µήκους 2i−n, αποτελεί εκλέπτυνση της διαµέρισής του [0, 1)
σε 2n−j διαστήµατα µήκους 2j−n. Συνεπώς, στη διαδικασία κατασκευής του i, j-πλέγµατος, οι

κάθετες γραµµές που ορίζουν το i-πλέγµα πατούν πάνω σε αυτές που ορίζουν το j-πλέγµα και

το αντίστροφο.

i-πλέγµα n = 7, i = 2 j-πλέγµα n = 7, j = 4
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Επικαλύπτοντας το i-πλέγµα µε το j-πλέγµα, προκύπτει το i, j-πλέγµα:

i, j-πλέγµα n = 7, i = 2, j = 4

Είναι πλέον προφανές, λόγω της επικάλυψης, ότι σε κάθε προκύπτον τετράγωνο S του
i, j-πλέγµατος είτε έχουµε fi(x)fj(x) = 0 ∀x ∈ S είτε fi(x)fj(x) = ±1, σύµφωνα µε τις
παρακάτω εικόνεσ:

+1

+1−1

−1

ή

−1

−1+1

+1

Σε κάθε περίπτωση είναι προφανές ότι :∫∫
S
fi(x)fj(x)dx = 0

Το Ϲητούµενο έπεται.

Από το Λήµµα 2.1 έχουµε ότι :∫∫
[0,1)2

|F (x)|2dx =

n∑
i=0

n∑
j=0

∫∫
[0,1)2

fi(x)fj(x)dx =

=

n∑
i=0

∫∫
[0,1)2

|fi(x)|2 ≤ n+ 1(2.2)
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Λήµµα 2.2. Υποθέτουµε ότι ο ακέραιος i ικανοποιεί την 0 ≤ i ≤ n. Τότε :∫∫
[0,1)2

fi(x)D(x)dx ≤ −N2−n−5

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι B είναι ένα ορθογώνιο της µορφής (2.1). ∆ιακρίνουµε περιπτώ-
σεις :

• B ∩ P 6= ∅: Τότε έπεται ότι fi(x) = 0 ∀x ∈ B, συνεπώς:∫∫
B
fi(x)D(x)dx = 0

• B ∩ P = ∅: Θεωρούµε το κάτω αριστερά υποορθογώνιο :

B′ := [m12
−i, (m1 +

1

2
)2−i−1)× [m22

i−n, (m2 +
1

2
2i−n)

Για κάθε x ∈ B′, ορίζουµε τα y, z και w ∈ B, ως κορυφές του τετραγώνου µε κάτω
αριστερά κορυφή το x, που έχει µήκος οριζόντιας πλευράς 2−i−1 και µήκος κάθετης
πλευράς 2i−n−1, όπως διακρίνουµε στο σχήµα:

x

w

y

z

Παρατηρούµε τώρα ότι η σχέση του x µε τα y, z,w είναι γραµµική (π.χ. y = x +
(2−i−1, 0)). Επίσης :∫∫

B
fi(x)D(x)dx =

∫∫
B′

(D(x)−D(y) +D(z)−D(w))dx =∫∫
B′
D(x,y, z,w)dx,

όπου είναι εύκολο να δειχθεί ότι η D(x,y, z,w) = D(x) − D(y) + D(z) − D(w),
αναπαριστά την disrepancy στο ορθογώνιο µε κορυφές x,y, z,w.
Αφού B ∩P = ∅, έπεται ότι : D(x,y, z,w) = 0−N2−n−2. ΄Οµως το ορθογώνιο B′ έχει
εµβαδόν 2−n−2, εποµένως :∫∫

B
fi(x)D(x)dx = −N2−2n−4
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Από την επιλογή του n, υπάρχουν τουλάχιστον 2n −N ≥ 2n−1 ορθογώνια B τύπου, ώστε
B ∩ P = ∅. Τότε, έχουµε ότι :∫∫

[0,1)2
fi(x)D(x)dx ≤ −N2−2n−42n−1 = −N2−n−5,

που ήταν και το Ϲητούµενο

Από το Λήµµα 2.2 έπεται ότι :

(2.3)
∫∫

[0,1)2
F (x)D(x)dx =

n∑
i=0

∫∫
[0,1)2

fi(x)D(x)dx ≤ −N2−m−5(n+ 1)

΄Οµως από την ανισότητα Cauchy-Schwarz, έχουµε:∣∣∣∣∣
∫∫

[0,1)2
F (x)D(x)dx

∣∣∣∣∣
2

≤

(∫∫
[0,1)2

|F (x)|2dx

)(∫∫
[0,1)2

|D(x)|2dx

)

Εφαρµόζοντας τις (2.2) και (2.3) στην παραπάνω ανισότητα, έχουµε ότι :

(
N2−n−5(n+ 1)

)2 ≤ (n+ 1)

(∫∫
[0,1)2

|D(x)|2dx

)

και άρα
∫∫

[0,1)2
|D(x)|2dx ≥ c logN , για κατάλληλη σταθερά c > 0. �
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3 Η µέθοδος του Davenport

(και µία παραλλαγή της)

Θεώρηµα. (Davenport 1956) Για κάθε ϕυσικό αριθµό N ≥ 2, υπάρχει µία κατανοµή P, N
σηµείων στο τετράγωνο [0, 1)2 τέτοια ώστε :∫∫

[0,1)2
|D(x)|2dx < c logN,

για κατάλληλη σταθερά c > 0.

Θα ξεκινήσουµε να κατασκευάζουµε µία κατανοµή σηµείων που να επιβεβαιώνει το ϑε-
ώρηµα ως εξής : Ορίζουµε ένα lattice, Λ, στον R2, το οποίο παράγεται από τα διανύσµατα
(1, 0) ,

(√
2, 1
)
. ΄Εστω Μ ϕυσικός αριθµός και P το σύνολο των (M ) σηµείων του Λ που περι-

έχονται στο [0, 1)× [0,M) .

Ορισµός. Lattice στον R2 είναι µια διακριτή υποοµάδα του R2 τέτοια ώστε να παράγει όλο
το R2. Κάθε τέτοιο Λ µπορεί να παραχθεί από µία ϐάση του R2 ως διανυσµατικός χώρος,
παίρνοντας γραµµικούς συνδυασµούς µε ακέραιους συντελεστές στα στοιχεία της ϐάσης.

Ορίζουµε ως

{α} =

{
α− dαe, αν α < 0
α− bαc, αν α ≥ 0

να είναι το δεκαδικό µέρος του πραγµατικού αριθµού α. Στο εν λόγω lattice, για επιλογές
a1 = n, a2 = −[n

√
2], έχουµε: a1

(√
2, 1
)

+ a2 (1, 0) =
(
{
√

2n}, n
)
. ΄Αρα ϐλέπουµε πως

P = {
(
{
√

2n}, n
)

: 0 ≤ n ≤M − 1}.
Για κάθε παραλληλόγραµµο B(y1, y2) := [0, y1)× [0, y2) ⊆ [0, 1)× [0,M) , ϑέτουµε :

• Z [P;B(y1, y2)] = #(P ∩B(y1, y2)) και

• E [P;B(y1, y2)] = Z [P;B(y1, y2)]− y1y2.

Επιπλέον, ορίζουµε την f(x) =

(
{x} − 1

2

)
XR\Z(x), όπου XR\Z η χαρακτηριστική συνάρτη-

ση του R \ Z. Η f είναι 1−περιοδική και για y2 ∈ [0,M ] ακέραιο, ισχύει το εξής :

Λήµµα 3.1.

(3.1) E [P;B(y1, y2)] =

y2−1∑
n=0

f(
√

2n− y1)− f(
√

2n)

Σχεδόν για όλα τα y1.

Απόδειξη. • Αν {x} = y1, τότε x− y1 ∈ Z και y1 + f(x− y1)− f(x) = y1 − y1 = 0.
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• Αν {x} > y1, τότε y1 + f(x− y1)− f(x) = y1 − y1 − {x} − {x} = 0, αφού f(x− y1) =
x− y1 − dx− y1e − 1

2 = {x− y1} = {x} − y1, γιατί y1 ∈ [0, 1] .

• Αν {x} < y1, τότε, f(x− y1) = x− y1 − [x− y1]− 1
2 = x− y1 − [x] + 1− 1

2 , που δίνει
ότι y1 + f(x− y1)− f(x) = 1.

΄Εχοντας αυτό το αποτέλεσµα, και γνωρίζοντας ότι f(x) ∼ −
∑

k 6=0
exp(kx)
2πık , exp(φ) = e2πiφ,

είναι ϑέµα πράξεων να υπολογιστεί το παρακάτω:

E [P;B(y1, y2)] ∼
∑
k 6=0

1− exp(kx)

2πik

y2−1∑
n=0

exp(
√

2nk).

΄Οµως, αυτή η συνάρτηση δεν ανήκει στον L2 ([0, 1)), πράγµα που µας εµποδίζει να εφαρ-
µόσουµε την ταυτότητα του Parseval. Για να παρακάµψουµε αυτό το εµπόδιο, εισάγουµε
ένα δεύτερο lattice, Λ′, που παράγεται από τα διανύσµατα {(1, 0) ,

(
−
√

2, 1
)
} και, αντίστοι-

χα, P ′ = {
(
{−
√

2n}, n
)

: 0 ≤ n ≤ M − 1} είναι τα Μ σηµεία του Λ′ που περιέχονται στο
[0, 1)× [0,M) . Για Q = P ∪P ′, έχουµε 2M σηµεία µέσα στο ορθογώνιο που µας ενδιαφέρει.
Αν Z [Q;B(y1, y2)] = #(Q∩B(y1, y2)), έχουµε:

F [Q;B(y1, y2)] := Z [Q;B(y1, y2)]− 2y1y2 = E [P;B(y1, y2)] + E
[
P ′;B(y1, y2)

]
Από τα παραπάνω παίρνουµε το αντίστοιχο της (3.1), δηλαδή

F [Q;B(y1, y2)] =

y2−1∑
n=0

f(
√

2n− y1)− f(
√

2n+ y1)

σχεδόν για όλα τα y1.
΄Ετσι,

F [Q;B(y1, y2)] ∼
∑
k 6=0

exp(y1k)− exp(−y1k)

2πik

(
y2−1∑
n=0

exp(nk
√

2)

)
.

Υψώνοντας στο τετράγωνο και ολοκληρώνοντας ως προς y1 στο [0, 1] παίρνουµε, εφαρµόζοντας
το ϑεώρηµα Parseval, πως υπάρχει µία σταθερά c0 τέτοια ώστε :

(3.2)
∫ 1

0
F [Q;B(y1, y2)]dy1 ≤ c0

 ∞∑
k=0

1

k2

∣∣∣∣∣
y2−1∑
n=0

exp(kn
√

2)

∣∣∣∣∣
2


Αυτό γιατί για κάθε k ∈ Z ισχύει :(
exp(y1k)− exp(−y1k)

2πik

)2

=
2− (exp(2y1k) + exp(−2y1k))

4π2k2
=

=
1− cos(2y1k)

2π2k2
≤ 1 + 1

2π2k2
=

1

π2k2
.
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Για να µπορέσουµε να προχωρήσουµε στις εκτιµήσεις µας, ϑα χρειαστούµε το εξής : Υπάρχει
µία σταθερά c = c(

√
2) τέτοια ώστε k‖k

√
2‖ > c > 0. (π.χ. c = 0.2) Πλέον, µπορούµε να

αποδείξουµε το παρακάτω:

Λήµµα 3.2. Υπάρχει στεθερά c1 > 0, τέτοια ώστε :

(3.3)
∞∑
k=1

1

k2

∣∣∣∣∣
y2−1∑
n=0

exp(kn
√

2)

∣∣∣∣∣
2

≤ c1 log(2y2).

Απόδειξη. Θεωρούµε γνωστή την ακόλουθη εκτίµηση πάνω στα τριγωνοµετρικά αθροίσµατα:
Υπάρχει σταθερά c∗ > 0 τέτοια ώστε

(3.4)

∣∣∣∣∣
y2−1∑
n=0

exp(
√

2nk)

∣∣∣∣∣ ≤ c∗min{y2, ‖k
√

2‖−1}.

Εποµένως,

S =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
y2−1∑
n=0

exp(
√

2kn)

∣∣∣∣∣
2

≤ c∗
∞∑
k=1

1

k2
min{y22, ‖k

√
2‖−1} ≤

≤ c∗
 ∞∑
h=1

2−h
∑

2h−1≤k≤2h
min{y2, ‖k

√
2‖−1}


Ο λόγος που έσπασε έτσι το άθροισµα, είναι εξ΄ αιτίας του ότι έχουµε ‖k

√
2‖ > c2−h.

Επίσης, για κάθε Ϲεύγος h, p ϕυσικών, υπάρχουν το πολύ 2 τιµές του k που ικανοποιούν το
2h−1 ≤ k ≤ 2h και pc2−h ≤ ‖k

√
2‖ < (p+ 1)c2h(?1). ΄Επεται ότι :

S ≤ c2

 ∞∑
h=1

∞∑
p=1

min{2−2hy22, p−2}

 =

= c2

 ∑
2h≤y2

∞∑
p=1

min{2−2hy22, p−2}+
∑

2h>y2

∞∑
p=1

min{2−2hy22, p−2}


≤ c3

 ∑
2h≤y2

∞∑
p=1

p−2 +
∑

2h>y2

2−2hy22y
−1
2 2h +

∑
p>2hy−1

2

p−2


≤ c4

 ∑
2h≤y2

+
∑

2h>y2

2−hy2

 ≤ c5 log(2y2)
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Επιτρέποντας στο y2 να παίρνει µη ακέραιες τιµές, προκαλείται ένα σφάλµαO(1), δηλαδή
κατά µία σταθερά, η οποία ϑα εξαρτάται µόνο από το

√
2. Ολοκληρώνοντας παίρνουµε:

(3.5)
∫ M

0

∫ 1

0
F [Q;B(y1, y2)] dy1dy2 ≤ cM log(2M)

ενώ κανονικοποιώντας ως προς y2 παίρνουµε πως το Q ικανοποιεί :

(3.6) ‖F (Q;B(y1, y2)‖2 ≤ (c log(2M))
1
2

Με ένα παρόµοιο επιχείρηµα, ο Davenport διατύπωσε αντίστοιχο αποτέλεσµα για τις 3
διαστάσεις. ΄Οµως, στην προκειµένη εµπλέκεται µία ανοιχτή εικασία του Littlewood, της
οποίας η αναλήθεια χρειάζεται. 23 χρόνια αργότερα, το 1979, ο Roth, σε µία παραλλαγή της
παραπάνω µεθόδου απέφυγε αυτό το πρόβληµα. Παρουσιάζουµε την ιδέα στην περίπτωση
των δύο διαστάσεων.

Για κάθε t ∈ R, Ω := ti+ Λ = {ti+ v, v ∈ Λ}, όπου και πάλι ενδιαφερόµαστε στο σύνολο
Pt των Μ σηµείων που περιέχονται στο [0, 1)× [0,M). Βλέπουµε πως Pt = {

(
{t+

√
2n}, n

)
:

n ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}}. Για B(y1, y2) όπως πριν,

E[Pt;B(y1, y2)] = Z[Pt;B(y1, y2)]− y1y2 ∼
∑
k 6=0

1− e(−y1k)

2πik

(
y2−1∑
n=0

e(
√

2nk)

)
e(tk).

Ακολουθώντας τα ίδια ϐήµατα µε παραπάνω, αφου υψώσουµε στο τετράγωνο, ολοκληρώσουµε
ως προς t στο [0, 1], το ϑεώρηµα Parseval µας δίνει

∫ 1

0
|E[Pt;B(y1, y2)]|2 dt ≤ c

′

 ∞∑
k=1

1

k2

∣∣∣∣∣
y2−1∑
n=0

e(
√

2nk)

∣∣∣∣∣
2
 ,

όπου µετά, χρησιµοποιώντας την (3.3) και ολοκληρώνοντας ως προς y1 στο [0, 1], και ως προς
y2 στο [0,M ] παίρνουµε:∫ 1

0

∫ M

0

∫ 1

0
|E[Pt;B(y1, y2)]|2 dy1dy2dt ≤ c∗M log(2M),(3.7)

για κατάλληλη σταθερά. Από την (3.7 προκύπτει ότι για κάποιο t0 στο [0, 1], το σύνολο Pt0
πληροί την ∫ M

0

∫ 1

0
|E[Pt;B(y1, y2)]|2 dy1dy2 ≤ CM log(2M).

Κανονικοποιώντας ως προς το y1 παίρνουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα, για την κατανοµή
Pt0 = {

(
{t0 +

√
2n}, nM

)
: n ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}}, των N = M σηµείων.
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Να τονίσουµε οτι οπουδήποτε γράφαµε
√

2, το κάναµε για καλύτερη κατανόηση της
µεθόδου. Στην πραγµατικότητα, µας κάνει οποιοσδήποτε άρρητος θ µε (συνεχή κλασµατική

επέκταση µε ϕραγµένα partial quotients. ∆ηλαδή, θ = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .

, ai είναι

τα partial quotients.Για έναν τετοιο θ είναι γνωστό πως υπάρχει µια σταθερά c = c(θ) τέτοια
ώστε k‖kθ‖ > c > 0, ∀k ∈ N.

Κλείνοντας την παράγραφο, δίνουµε εδώ ένα αποτέλεσµα που παραλήφθηκε κατά τη
διάρκεια της περιγραφής της µεθόδου.

(?1):Αν p > 0 ακέραιος, τότε υπάρχει το πολύ ένας ακέραιος k µε:

• pc2−h ≤ {
√

2k} < (p+ 1)c2−h(A1), και

• 2h−1 ≤ k < 2h(A2).

Αν υπήρχαν δύο k1 < k2, τότε ‖
√

2k2 −
√

2k1‖ ≤ ‖{
√

2k2} − {
√

2k1}‖ < c
2h

< c
k2−k1 ,

άτοπο. Οµοίως, υπάρχει το πού ένας ακέραιος k µε pc2−h ≤ {−
√

2k} < (p + 1)c2−h και
2h−1 ≤ k < 2h. Αφού ‖

√
2k‖ = min{{

√
2k}, {−

√
2k}} υπάρχουν το πολύ δύο ακέραιοι που

πληρούν τις δύο αυτές απαιτήσεις A1 και A2. Τέλος, κάθε k µε 2h−1 ≤ k < 2h ικανοποιεί τα
A1, A2 αλλιώς ‖

√
2k‖ < c2−h < c

k , άτοπο.�
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4 Η τροποποίηση της µεθόδου του Roth από τον Halász

Αν και το αποτέλεσµα που παραθέτουµε σε αυτή την παράγραφο είχε ήδη αποδειχθεί από
τον Schmidt από το 1972, εµείς ϑα δούµε µία απόδειξη του Halász , που είναι µια απλή τρο-
ποποίηση αυτής του Roth. Να σηµειώσουµε εδώ όµως ότι σε αντίθεση µε αυτή του Schmidt,
η απόδειξη του Halász δε δουλεύει για διαστάσεις µεγαλύτερες του 3.

Θεώρηµα. Halász (1981) Για κάθε κατανοµή P αποτελούµενη από N σηµεία στο µοναδιαίο
τετράγωνο [0, 1)2, έχουµε ότι :

sup
x∈[0,1)2

|D(x)| ≥ c logN,

για κατάλληλη σταθερά c > 0

Θεωρούµε µια κατανοµήP, αποτελούµενη απόN σηµεία στο µοναδιαίο τετράγωνο [0, 1)2.
Επιλέγουµε έναν µη αρνητικό ακέραιο n, ο οποίος να ικανοποιεί την ανισότητα:

(4.1) 2n−1 < 2N ≤ 2n

Για κάθε ακέραιο 0 ≤ i ≤ n, ορίζουµε τη συνάρτηση fi(x) όπως στην απόδειξη του ϑεωρή-
µατος του Roth .
Επιπλέον, ϑεωρούµε τη ϐοηητική συνάρτηση

H(x) =
n∏
i=0

(1 + afi(x))− 1,

όπου a ∈ (0, 12) είναι σταθερά, η ακριβής τιµή της οποίας ϑα δοθεί στη συνέχια.
Εξετάζουµε αρχικά την εξής απλή γενίκευση του Λήµµατος 2.1:

Λήµµα 4.1. Υποθέτουµε ότι οι ακέραιοι i1, i2, . . . , ik ∈ Z ικανοποιούν την ανισότητα 0 ≤ i1 ≤
i2 ≤ · · · ≤ ik ≤ n . Τότε ισχύει ότι :∫∫

[0,1)2
fi1(x) . . . fik(x)dx = 0

Απόδειξη. ΄Οπως πριν, ϑεωρούµε τα i1-πλέγµα,. . . ,ik-πλέγµα του [0, 1)2. Παρατηρούµε ότι η
διαµέριση του κάθετου [0, 1) που αντιστοιχεί στο i1-πλέγµα έχει το µικρότερο πλάτος, πράγµα
που ισχύει και για το οριζόντιο [0, 1), στην περίπτωση του ik-πλέγµατος.

Επικαλύπτοντας τα πλέγµατα, προκύπτει µια διαµέριση του [0, 1)2 σε 2n−i1+ik ορθογώνια
µε µήκος οριζόντιας πλευράς 2−ik και µήκος κάθετης πλευράς 2i1−n. Αν S είναι ένα οποιο-
δήποτε τέτοιο ορθογώνιο της διαµέριςης, τότε είτε έχουµε fi1(x) . . . fik(x) = 0 ∀x ∈ S είτε
fi1(x) . . . fik(x) = ±1, σύµφωνα µε τις παρακάτω εικόνες :
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+1

+1−1

−1

ή

−1

−1+1

+1

Σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι :∫∫
[0,1)2

fi1(x) . . . fik(x)dx = 0

Το αποτέλεσµα είναι άµεσο.

Παρατηρούµε ότι :

n∏
i=0

(1 + afi(x)) = 1 + aF (x) +
n+1∑
k=2

akFk(x),

όπου F (x) είναι η ϐοηθητική συνάρτηση του Roth και όπου για κάθε k = 2, . . . , n + 1,
έχουµε

Fk(x) =

n∑
i1=0

· · ·
n∑

ik=0i1<···<ik

fi1(x) . . . fik(x)

Αρχικά, είναι προφανές ότι :

(4.2) H(x) = aF (x) +

n+1∑
k=2

akF (x)

Επιπλέον, λόγω των περιορισµών που έχουµε επιάλει στο a, από την τριγωνική ανισότητα
έπεται ότι :

|H(x)| ≤
n∏
i=0

(1 + afi(x)) + 1

και άρα από το Λήµµα 4.1 έπεται ότι :

(4.3)
∫∫

[0,1)2
|H(x)|dx ≤ 2

Λήµµα 4.2. Υποθέτουµε ότι οι ακέραιοι i1, . . . ik ικανοποιούν την ανισότητα 0 ≤ i1 < · · · <
ik ≤ n. Τότε : ∣∣∣∣∣

∫∫
[0,1)2

fi1(x) . . . fik(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ N2−n+i1−ik−4
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι S είναι ένα από τα 2n−i1+ik ορθογώνια του i, j-πλέγµατος που
ϐλέπουµε στην απόδειξη του Λήµµατος 4.1, καθένα από τα οποία έχει µήκος οριζόντιας
πλευράς 2−ik και µήκος κάθετης πλευράς 2i1−n. Για κάθε τέτοιο ορθογώνιο S, από το Λήµµα
4.1 έχουµε είτε fi1(x) . . . fik(x) = ±1 ∀x ∈ S είτε fi1(x) . . . fik(x) = 0 ∀x ∈ S. Η πρώτη
περίπτωση ισχύει για S ∩ P = ∅. Τότε, όπως στην απόδειξη του Λήµµατος 2.2 (µεπαρόµοια
επιχειρήµατα δηλαδη), µπορούµε να δείξουµε ότι :∫∫

S
fi1(x) . . . fik(x)D(x)dx = ±N2−2(n−i1+ik)−4,

από το οποίο είναι άµεσο ότι :∣∣∣∣∫∫
S
fi1(x) . . . fik(x)D(x)dx

∣∣∣∣ ≤ N2−2(n−i1+ik)−4

Παρατηρούµε ότι στην άλλη περίπτωση (δηλαδή για S ∩ P 6= ∅), η παραπάνω ανισότητα
ικανοποιείται µε τετριµµένο τρόπο, και άρα το Ϲητούµενο έπεται µε απλή εφαρµογή της
τριγωνικής ανισότητας.

Λήµµα 4.3. Για κάθε k = 2, . . . , n+ 1, έχουµε ότι :∣∣∣∣∣
∫∫

[0,1)2
Fk(x)D(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
n−k+1∑
i=0

n−i∑
h=1

N2−n−h−4
(
h− 1

k − 2

)
Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι i1 = i και ότι ik = i = h, όπου i, h σταθεροί ακέραιοι. Τότε
υπάρχουν ακριβώς

(
h−1
k−2
)
επιλογές για ακέραιους i2, . . . , ik−1 που να ικανοποιούν την : i1 <

i2 < . . . , ik−1 < ik. Το αποτέλεσµα είναι τώρα άµεσο από το Λήµµα 4.2

Από το παραπάνω, έπεται τώρα ότι :∣∣∣∣∣
n+1∑
k=2

ak
∫∫

[0,1)2
Fk(x)D(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=2

n−i∑
h=1

h+1∑
k=2

akN2−n−h−4
(
h− 1

k − 2

)

=
n−1∑
i=0

n−i∑
h=1

h+1∑
k=2

a2N2−n−h−4
(
h− 1

k − 2

)
ak−2 ≤ N

n−1∑
i=0

∞∑
h=0

2−n−h−4a2(1 + a)h

≤ a2N2−n−4n

∞∑
h=0

(
1 + a

2

)h
≤ a2N2−n−2n,(4.4)

αφού 0 < a < 1
2 . Επειδή έχουµε τις ίδιες υποθέσεις µε το ϑεώρηµα του Roth , συγκεκριµένα

λόγω της (4.1), η ανισότητα (2.3) ισχύει. Εφαρµόζοντάς την µαζί µε τις (4.2) και (4.4),
λαµβάνουµε το εξής :∣∣∣∣∣

∫∫
[0,1)2

H(x)D(x)dx

∣∣∣∣∣ ≥ a
∣∣∣∣∣
∫∫

[0,1)2
F (x)D(x)dx

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
n+1∑
k=2

ak
∫∫

[0,1)2
Fk(x)D(x)dx

∣∣∣∣∣
≥ aN2−n−5(n+ 1)− a2N2−n−2n
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Σε αυτή, αν ϑέσουµε π.χ. a = 2−6, λαµβάνουµε την εξής ανισότητα:

(4.5)

∣∣∣∣∣
∫∫

[0,1)2
H(x)D(x)dx

∣∣∣∣∣ > c logN,

για κατάλληλη σταθερά c > 0, την οποία αν συνδυάσουµε µε την (4.3), λαµβάνουµε το
Ϲητούµενο, λόγω της τετριµµένης ανισότητας :∣∣∣∣∣

∫∫
[0,1)2

H(x)D(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
(

sup
x∈[0,1)2

|D(x)|

)(∫∫
[0,1)2

|H(x)|dx

)
�
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5 ΄Ενα αποτέλεσµα του Schmidt.

Το 1975, ο W.Schmidt απέδειξε το εξής ϑεώρηµα για κάθε κατανοµή σηµείων στο τετράγωνο
[0, 1]2.

Θεώρηµα. Schmidt (1975) Για κάθε κατανοµή P, N σηµείων, στο [0, 1]2, υπάρχει ένα κυρτό
σύνολο K ⊆ [0, 1]2, τέτοιο ώστε |D[P;K]| > c0N

1
3 , για κάποια σταθερά c0.

Απόδειξη. Φέρουµε τον εγγεγραµµένο κύκλο, έστω Γ, στο τετράγωνο [0, 1]2 µε διάµετρο 1
(άρα µε ακτίνα ρ = 1

2 ) και κέντρο το κέντρο του τετραγώνου. ΄Επειτα, ϑεωρούµε κυκλικούς
τοµείς εµβαδού (2N)−1, ο καθένας, ο οποίος είναι το γεωµετρικό σχήµα που ορίζεται από
ένα τόξο και την αντίστοιχη χορδή του. Είναι προφανές πως κάθε ένας από αυτούς τους
κυκλικούς τοµείς S, είτε δεν ϑα περιέχει κανένα σηµείο της P είτε ϑα περιέχει τουλάχιστον 1.
Στην πρώτη περίπτωση, D[P;S] = 0−N · 1

2N = −1
2 , ενώ στη δεύτερη ϑα έχουµε D[P;S] =

#(P ∩ S) − 1
2 ≥ 1 − 1

2 = 1
2 , όπου D[P;S] = #(P ∩ S) −Nµ(S), µ το µέτρο Lebesgue του

R2.

Ισχυρισµός. Ισχύει ότι :
max{#(ξένων ανα δύο κυκλικών τοµέων εµβαδού (2N)−1 µέσα στο Γ)} ≥ cN

1
3 .

Απόδειξη. Η µέγιστη επιφάνεια που καταλαµβάνεται από τους κυκλικούς τοµείς επιτυγχάνε-
ται στην περίπτωση που δηµιουργείται ένα εγγεγραµµένο πολύγωνο. Εφόσον όλοι οι τοµείς
έχουν το ίδιο εµβαδόν, το πολύγωνο ϑα είναι κανονικό, έστω n-γωνο. Αν θ η γωνία της χορδής
του τοµέα, ισχύει πως θ = 2π

n . Από γεωµετρία έχουµε πως το εµβαδόν καθενός ισούται µε
πρ2

n −
ρ2 sin θ

2 , γεγονός που µας οδηγεί στο εξής :

1

2N
=

π

4n
− sin θ

8
⇒ 4

N
= θ − sin θ

Από ανάπτυγµα Taylor για το ηµίτονο παίρνουµε:

sin θ =
∞∑
k=1

θ2k−1

(2k − 1)!
(−1)k−1 = θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− . . .

Από αυτό µπορούµε να δούµε πως:

4

N
=
θ3

3!
+ θ3(. . . ) ≥ θ3

6
,

΄Αρα:
24

N
≥ θ3 ⇒

(
N

24

) 1
3

≤ n

2π
⇒ n ≥ 2π

24
1
3

N
1
3 .
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Μέσα σε αυτά, είναι οι S1, S2, . . . , Sm που δεν περιέχουν σηµεία τηςP, και οι T1, T2, . . . , Tk
που ο καθένας περιέχει τουλάχιστον 1 σηµείο. Για ευκολία, ονοµάζουµε S :=

⋃
Si και

T :=
⋃
Tj . Τα δύο σύνολα που προκύπτουν, Γ \ T και Γ \ S, είναι κυρτά και επιπλέον :

Ω1 = D[P; Γ \ S] = D[P; Γ]−
m∑
i=1

D[P;Si]

Ω2 = D[P; Γ \ T ] = D[P; Γ]−
m∑
j=1

D[P;Tj ]

΄Αρα,

Ω1 − Ω2 =
m∑
j=1

D[P;Tj ]−
m∑
i=1

D[P;Si] ≥
m

2
+
k

2
=
m+ k

2
≥ cN

1
3

2
> 0

Τότε, είτε |Ω1| ≥ 1
4cN

1
3 , ή |Ω2| ≥ 1

4cN
1
3 , γιατί αλλιώς ϑα ίσχυε Ω1 − Ω2 = |Ω1 − Ω2| ≤

|Ω1|+ |Ω2| < 1
2cN

1
3 , σε αντίφαση µε τα παραπάνω. Για K = Ω1 ή Ω2 έπεται το Ϲητούµενο µε

c0 = 1
4c > 0
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