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∆ηµήτριος Γαζούλης

Περίληψη

Περιγράφουµε τον µετσχηµατισµό Fourier για την κλάση του Schwartz στον Rd και αποδεικνύ-
ουµε τις πιο ϐασικές του ιδιότητες. Μεταξύ αυτών, τον τύπο αντιστροφής του Foourier. Βασικός
σκοπός της εργασίας είναι να παρουσιάσει την χρήση του µετασχηµατισµού Fourier στην επίλυση
διαφορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους, και πιο συγκεκριµένα, στην επίλυση της κυµατικής
εξίσωσης στον Rd.

1 Εισαγωγή

Η µελέτη των Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων προέκυψε τον 18ο αιώνα, στο πλαίσιο ερευνών
κάποιων µοντέλων Φυσικής. ΄Ολα ξεκίνησαν το 1747, όταν ο D’ Alembert παρουσίασε στο
Βερολίνο µία εργασία στην οποία εισήγαγε και ανέλυσε τη µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση
ως µοντέλο για την παλλόµενη χορδή. Αν η συνάρτηση u(x, t) αντιπροσωπεύει τη µετατόπιση,
την χρονική στιγµή t, του σηµείου επί της χορδής που ϐρίσκεται στην ϑέση x, τότε η εξίσωση
είναι η εξήσ:

(1.1) uxx = utt,

όπου uxx είναι η δεύτερη µερική παράγωγος της u(x, t) ως προς x και utt είναι η αντίστοιχη
µερική παράγωγος ως προς t. Ο D’ Alembert παρατήρησε ότι µια γενική λύση της εξίσωσης
αυτής είναι η

(1.2) u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t),

όπου F και G είναι αυθαίρετες δύο ϕορές διαφορίσιµες συναρτήσεις µιας µεταβλητής και οι
F (x+ t) και G(x− t) αντιπροσωπεύουν τα κύµατα που κινούνται µε σταθερή ταχύτητα κατά
µήκος της χορδής προς τα αριστερά και προς τα δεξιά αντίστοιχα.

Ο Daniel Bernoulli, µε ϐάση ϕυσικά πειράµατα, ισχυρίστηκε ότι το σχήµα της παλλόµε-
νης χορδής ϑα µπορούσε να περιγραφεί µε τη ϐοήθεια τριγωνοµετρικών σειιρών. Ο ισχυρι-
σµός αυτός επικυρώνεται από την εργασία του Fourier για την εξίσωση της ϑερµότητας.

∆ιάφορες µέθοδοι έχουν χρησιµοποιηθεί για την επίλυση της κυµατικής εξίσωσης, ανά-
µεσα σε αυτές και η µέθοδος του µετασχηµατισµού Fourier. Ο σκοπός αυτής της εργασίας
είναι να παρουσιάσει τον µετασχηµατισµό Fourier και την άµεση εφαρµογή του στην κυµα-
τική εξίσωση.
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2 Ο µετασχηµατισµός Fourier στο R και η µονοδιάστατη κυµα-
τική εξίσωση

Θα ορίσουµε κατάλληλο χώρο συναρτήσεων, στον οποίο ϑα µπορούµε να εξασφαλίσουµε
κάποιες «καλές» ιδιότητες για τον µετασχηµατισµό Fourier.

Ορισµός 2.1 (ο χώρος του Schwartz). Η κλάση S(R) λέγεται χώρος του Schwartz και απο-
τελείται από όλες τις f : R → C οι οποίες είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµες και ϕθίνουν
πολύ γρήγορα µε την εξής έννοια : για κάθε k, ` > 0 υπάρχει σταθερά Ak,` > 0 ώστε

(2.1) |xk||f (`)(x)| 6 Ak,`

για κάθε x ∈ R.

Εύκολα ελέγχουµε ότι ο χώρος του Schwartz είναι γραµµικός χώρος. Επίσης, η κλάση
S(R) είναι κλειστή ως προς την παραγώγιση και τον πολλαπλασιασµό µε πολυώνυµα:

1. Αν f ∈ S(R) τότε f ′ ∈ S(R).

2. Αν f ∈ S(R) τότε p · f ∈ S(R), όπου p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0, n ∈ N και

a0, . . . , an ∈ R.

Ορισµός 2.2 (µετασχηµατισµός Fourier). Αν f ∈ S(R) τότε ο µετασχηµατισµός Fourier της
f είναι η συνάρτηση

(2.2) f̂(y) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πiyxdx.

∆ίνουµε πρώτα µερικές από τις ϐασικές ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier. ΄Εστω
f ∈ S(R). Τότε :

(α) Αν ξ ∈ R και g(x) = f(x+ ξ) τότε ĝ(y) = f̂(y)e2πiξy.

(ϐ) Αν ξ ∈ R και g(x) = f(x)e−2πixξ τότε ĝ(y) = f̂(y + ξ).

(γ) Αν δ > 0 και g(x) = f(δx) τότε ĝ(y) = δ−1f̂(δ−1y).

(δ) Αν g(x) = f ′(x) τότε ĝ(y) = 2πiyf̂(y).

(ε) Αν g(x) = −2πixf(x) τότε ĝ(y) = df̂
dy (y).

Ακόµα, ισχύουν τα εξής ϑεωρήµατα:

(α΄) Αν f ∈ S(R) τότε f̂ ∈ S(R).
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(ϐ΄) Αν f ∈ S(R) τότε

(2.3) f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(y)e2πiyxdy =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f(z)e−2πiyzdz

)
e2πiyxdy.

Αυτός είναι ο τύπος αντιστροφής του Fourier.

(γ΄) Αν f, g ∈ S(R) τότε

(2.4)
∫ ∞
−∞

f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞
−∞

f̂(y)g(y)dy.

(δ΄) Ο µετασχηµατισµός Fourier F : S(R)→ S(R) είναι ένα προς ένα και επί, µε αντίστρο-
ϕο τον F∗ : S(R)→ S(R) µε

(2.5) F∗(f)(x) =

∫ ∞
−∞

f(y)e2πiyxdy.

3 Εφαρµογή στη µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση

΄Εχουµε την εξίσωση uxx = utt, όπου u = u(x, t). ΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη παρά-
γραφο, ισχύει ότι

(3.1) F(f ′)(y) = 2iyπF(f)(y),

άρα

(3.2) F(uxx) = 2iyπF(ux) = (2iyπ)2F(u) = −4y2π2F(u),

δηλαδή

(3.3) F(uxx)(y) = −4y2π2û(y, t).

Ακόµα,

F(ut)(y) =

∫ ∞
−∞

ut(x, t)e
−2πiyxdx

=

∫ ∞
−∞

lim
h→0

u(x, t+ h)− u(x, t)

h
e−2πiyxdx

= lim
h→0

[∫ ∞
−∞

u(x, t+ h)e−2πiyxdx−
∫ ∞
−∞

u(x, t)e−2πiyxdx

]
= lim

h→0

1

h
[û(y, t+ h)− û(y, t)]

=
∂û

∂t
(y, t).
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Εποµένως,

(3.4) F(utt) =
∂2û

∂t2
.

Από την uxx = utt παίρνουµε F(uxx) = F(utt), και χρησιµοποιώντας τις (3.3) και (3.4)
γράφουµε την τελευταία ισότητα στη µορφή

(3.5) −4y2π2û(y, t) =
∂2û

∂t2
(y, t),

η οποία είναι µια συνήθης διαφορική εξίσωση 2ης τάξης.
Οπότε,

(3.6)
∂2û

∂t2
(y, t) + 4π2y2û(y, t) = 0,

δηλαδή

(3.7)
∂2û

∂t2
(y, t)− 2iπy

∂û

∂t
(y, t) + 2iπy

∂û

∂t
(y, t) + 4π2y2û(y, t) = 0,

δηλαδή

(3.8)
∂2û

∂t2
(y, t)− 2iπy

∂û

∂t
(y, t) + 2iπy

(
∂û

∂t
(y, t)− 2iπyû(y, t)

)
= 0,

δηλαδή

(3.9)
∂

∂t

[
e−2πiyt

∂û

∂t
(y, t) + 2iπye−2iπytû(y, t)

]
= 0,

δηλαδή

(3.10) e−2πiyt
∂û

∂t
(y, t) + 2iπye−2iπytû(y, t) = ĝ(y),

δηλαδή

(3.11) e2πiyt
∂û

∂t
(y, t) + 2iπye2iπytû(y, t) = e4iπytĝ(y),

δηλαδή

(3.12)
∂

∂t

(
e2iπytû(y, t)

)
=

∂

∂t

(
e4iπy

4iπy
ĝ(y)

)
,

και αν ϑέσουµε 4iyπĥ(y) = ĝ(y) παίρνουµε

(3.13) e2iyπû(y, t) = e4iyπĥ(y) + φ̂(y),
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ή αλλιώς,

(3.14) û(y, t) = e2iπyĥ(y) + φ̂(y)e−2iπy.

΄Αρα,

u(x, t) = F−1(û(y, t)) =

∫ ∞
−∞

û(y, t)e2πiyxdy

=

∫ ∞
−∞

(
e2iπyĥ(y) + φ̂(y)e−2iπyt

)
e2πiyxdy

=

∫ ∞
−∞

ĥ(y)e2iπ(x+t)dy +

∫ ∞
−∞

φ̂(y)e−2iπy(x−t)dy

= h(x+ t) + φ(x− t).

Μια άλλη λύση: ΄Εχουµε την εξίσωση uxx = utt.
΄Εστω f(x, t) = ux(x, t) + ut(x, t). Τότε,

(3.15) fx(x, t) = uxx(x, t) +tx (x, t) = uxx(x, t) + uxt(x, t),

άρα

(3.16) fx(x, t) = utt(x, t) + uxt(x, t) = ft(x, t).

∆ηλαδή, fx = ft. Αυτή είναι µια πολύ απλή διαφορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους, που
η γενική της λύση είναι

(3.17) f(x, t) = g(x+ t),

όπου g είναι αυθαίρετη συνάρτηση µιας µεταβλητής. Εποµένως, έχουµε την εξίσωση

(3.18) ux + ut = g(x+ t),

η οποία είναι επίσης πολύ απλή διαφορική εξίσωση. Η λύση της οµογενούς είναι h(x − t),
άρα παίρνουµε

(3.19) u(x, t) = h(x− t) +G(x+ t),

όπου h αυθαίρετη συνάρτηση µιας µεταβλητής, καιG συνάρτηση που ικανοποιεί την 2G′(t) =
g(t) (αυθαίρετη κι αυτή, αφού η g είναι αυθαίρετη).

Υπάρχουν κι άλλοι απλοί τρόποι για την επίλυση της εξίσωσης uxx = utt, οι οποίοι, όπως
παρατηρούµε µε χαρακτηριστικό παράδειγµα το παραπάνω, είναι αρκετά πιο «εύκολοι» σε
σχέση µε αυτόν που χρησιµοποιεί το µετασχηµατισµό Fourier. Ωστόσο, υπάρχουν εξισώσεις
στις οποίες δεν συµβαίνει αυτό, και ο µετασχηµατισµός Fourier είναι (πιθανόν) ο µοναδικός
τρόπος επίλυσής τους.

Επιπροσθέτως, ένας ακόµα λόγος για την χρησιµότητα του µετασχηµατισµού Fourier
είναι οι διαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους στις d µεταβλητές, όπου άλλοι τρόποι
επίλυσης (όπως, για παράδειγµα, η αλλαγή µεταβλητής) είναι πολύ πιο δύσκολοι.
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4 Ο µετασχηµατισµός Fourier στον Rd

΄Εστω ο διανυσµατικός χώρος Rd των d-άδων x = (x1, . . . , xd) πραγµατικών αριθµών (µε
d > 2, d ∈ N). Η πρόσθεση διανυσµάτων και ο πολλαπλασιασµός διανύσµατος µε πραγµατικό
αριθµό ορίζονται κατά συντεταγµένες. Ορίζουµε

(4.1) ‖x‖ = (x21 + · · ·+ x2d)
1/2,

δηλαδή το ‖x‖ είναι απλώς το µήκος του διανύσµατος x µε την συνήθη Ευκλείδεια νόρµα.
Ακόµα, εφοδιάζουµε τον Rd µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται από την

(4.2) x · y = 〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xdyd

(για x = (x1, . . . , xd) και y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd) έτσι ώστε

(4.3) ‖x‖2 = x · x = 〈x, x〉.

∆οθέντος α = (α1, . . . , αd) όπου αi ∈ N, το µονώνυµο xα ορίζεται από την

(4.4) xα = xα1
1 xα2

2 · · ·x
αd
d .

Οµοίως, ορίζουµε τον διαφορικό τελεστή (∂/∂x)α από την

(4.5)
(
∂

∂x

)α
=

(
∂

∂x1

)α1
(

∂

∂x2

)α2

· · ·
(

∂

∂xd

)αd
=

∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂x

αd
d

,

όπου |α| = α1 + · · ·+ αd.
Από την στιγµή που ϑα ασχοληθούµε µε συναρτήσεις στον Rd, ϑα πρέπει να συζητήσουµε

ορισµένες λεπτοµέρειες για την ολοκλήρωση αυτών των συναρτήσεων.
΄Εστω f : Rd → C συνεχής. Λέµε ότι η f ϕθίνει πολύ γρήγορα αν για οποιονδήποτε

πολυδείκτη α = (α1, . . . , αd) η συνάρτηση |xαf(x)| είναι ϕραγµένη. Ισοδύναµα, µια συνεχής
συνάρτηση ϕθίνει πολύ γρήγορα αν

(4.6) sup
x∈Rd

|x|k|f(x)| <∞

για κάθε k = 0, 1, 2, . . ..

4.1 Στοιχειώδης ϑεωρία του µετασχηµατισµού Fourier

΄Οπως και στον R, ϑα µελετήσουµε τον µετασχηµατισµό Fourier των συναρτήσεων που α-
νήκουν στον χώρο του Schwartz. Ο χώρος του Schwartz S(Rd) αποτελείται από όλες τις
συναρτήσεις f : Rd → C που είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµες στον Rd και ικανοποιούν
την

(4.7) sup
x∈Rd

∣∣∣∣∣xα
(
∂

∂x

)β
f(x)

∣∣∣∣∣ <∞
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για όλους τους πολυδείκτες α, β.
Με άλλα λόγια, f ∈ S(Rd) αν και µόνο αν η f και όλες οι παράγωγοί της ϕθίνουν πολύ

γρήγορα. ΄Ενα σηµαντικό παράδειγµα τέτοιας συνάρτησης στον S(Rd) είναι η d-διάστατη
Gaussian g : Rd → R µε g(x) = e−π‖x‖

2
. Εύκολα αποδεικνύεται ότι g ∈ S(Rd).

Ορισµός 4.1. Ο µετασχηµατισµός Fourier µιας f που ανήκει στον S(Rd) ορίζεται ως εξήσ:

(4.8) f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πi〈x,ξ〉dx, ξ ∈ Rd.

Γράφουµε και

(4.9) F(f)(ξ) := f̂(ξ).

Ορισµένες ϐασικές ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier είναι οι εξήσ:

(α) f(x+ h) −→ f̂(ξ)e2πi〈ξ,h〉, h ∈ Rd.

(ϐ) f(x)e−2πi〈x,h〉 −→ f̂(ξ + h), h ∈ Rd.

(γ) f(δx) −→ δ−df̂(δ−1ξ), δ > 0.

(δ)
(
∂
∂x

)α −→ (2πiξ)αf̂(ξ).

(ε) (−2πiξ)αf(x) −→
(
∂
∂x

)α
f̂(ξ).

(στ) f(Rx) −→ f̂(Rξ), όπου R στροφή.

Παρατήρηση 4.2. Μια στροφή στον Rd είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός R : Rd → Rd
που διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο. Με άλλα λόγια,

(i) R(ax+ by) = aR(x) + bR(y), για κάθε x, y ∈ Rd και a, b ∈ R.

(ii) 〈R(x), R(y)〉 = 〈x, y〉, για κάθε x, y ∈ Rd.

Ισοδύναµα, η τελευταία συνθήκη µπορεί να αντικατασταθεί από την ‖R(x)‖ = ‖x‖ για κάθε
x ∈ Rd, ήRt = R−1, όπουRt καιR−1 είναι ο ανάστροφος και ο αντίστροφος τουR αντίστοιχα.
Ειδικότερα, έχουµε det(R) = ±1, όπου det(R) είναι η ορίζουσα του R. Αν det(R) = 1 τότε
λέµε ότι η R είναι καθαρή στροφή, αλλιώς λέµε ότι είναι µη-καθαρή.

Στο R υπάρχουν µόνο δύο στροφέσ: η καθαρή R(x) = x και η µη-καθαρή R(x) = −x.
Αυτό είναι άµεσο, αφού η R πρέπει να είναι της µορφής R(x) = cx και να ικανοποιεί την
|R(x)| = |x| για κάθε x ∈ R, δηλαδή R(x) = x ή R(x) = −x για κάθε x ∈ R.

Στο R2 οι στροφές µπορούν να περιγραφούν από µιγαδικούς αριθµούς. Ταυτίζουµε το R2

µε το C ϑεωρώντας το σηµείο (x, y) ως τον µιγαδικό αριθµό x+ iy. Στο πλαίσιο αυτό, όλες οι
καθαρές στροφές είναι της µορφής R(z) = zeiφ για κάποιον φ ∈ R, και όλες οι µη-καθαρές
στροφές είναι της µορφής R(z) = zeiφ για κάποιον φ ∈ R (όπου z = x− iy).
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∆ύο άµεσα πορίσµατα των ιδιοτήτων (α)-(στ) του µετασχηµατισµού Fourier είναι τα εξήσ:

Πρόταση 4.3. Ο µετασχηµατισµός Fourier απεικονίζει τον χώρο του Schwartz στον εαυτό του.

Αυτό είναι άµεση συνέπεια των ιδιοτήτων (δ) και (ε) του µετασχηµατισµού Fourier.

Πρόταση 4.4. Ο µετασχηµατισµός Fourier µιας ακτινικής συνάρτησης είναι ακτινική συνάρ-
τηση,

Πράγµατι, αν η f είναι ακτινική, δηλαδή fR(x) := f(Rx) = f(x) για κάθε x ∈ Rd και
κάθε στροφή R, τότε

(4.10) f̂(Rξ) = f̂R(ξ) = f̂(ξ)

για κάθε στροφή R και κάθε ξ ∈ Rd, από την ιδιότητα (στ) του µετασχηµατισµού Fourier.

Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει τον τύπο αντιστροφής για τον µετασχηµατισµό Fourier και τον
τύπο του Plancherel.

Θεώρηµα 4.5. ΄Εστω f ∈ S(Rd). Τότε,

(4.11) f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ, x ∈ Rd.

∆ηλαδή,

(4.12) F−1(f̂)(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ.

Επιπλέον,

(4.13)
∫
Rd
|f̂(ξ)|2dξ =

∫
Rd
|f(x)|2dx.

Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί στα επόµενα τρία λήµµατα.

Λήµµα 4.6. Αν f, g ∈ S(Rd) τότε

(4.14)
∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rd
f̂(ξ)g(ξ)dξ.

Απόδειξη. Η (4.14) προκύπτει άµεσα από το ϑεώρηµα Fubini. Πρέπει λοιπόν να διαπιστώ-
σουµε πρώτα αν µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα Fubini. ΄Εχουµε∫

Rd
|f(x)| |ĝ(x)| dx =

∫
Rd
|f(x)|

∣∣∣∣∫
Rd
e−2πi〈x,ξ〉g(ξ)dξ

∣∣∣∣ dx
6
∫
Rd
|f(x)|

(∫
Rd
|g(ξ)| dξ

)
dx

6
∫
Rd
|f(x)| ‖g‖1 dx = ‖f‖1‖g‖1 <∞.
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Συνεπώς, µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα Fubini. ΄Αρα,∫
Rd
f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rd
f(x)

(∫
Rd
e−2πi〈x,ξ〉g(ξ)dξ

)
dx

=

∫
Rd
g(ξ)

(∫
Rd
f(x)e−2πi〈x,ξ〉g(ξ) dx

)
dξ

=

∫
Rd
g(ξ)f̂(ξ) dξ.

Λήµµα 4.7. Για κάθε s > 0,

(4.15)
∫
Rd
e−πs‖x‖

2
e−2πi〈x,ξ〉dx = s−d/2e−π‖ξ‖

2/s.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε πρώτα το αντίστοιχο ολοκλήρωµα στο R:∫
R
e−πsx

2
e−2πixξdx = e−πξ

2/s

∫
R
e−

π
s
(xs+iξ)2dx

=
1

s
e−πξ

2/s

∫
R
e−

π
s
(y+iξ)2dy

=
1

s
e−πξ

2/s

∫
R
e−πu

2/sdu

=
1

s
e−πξ

2/s ·
√
s =

1√
s
e−πξ

2/s,

όπου χρησιµοποιήσαµε την ταυτότητα
∫∞
−∞ e

−ax2dx =
√
π/a, a > 0, και το ϑεώρηµα του

Cauchy για να δείξουµε ότι

(4.16)
∫
R
e−

π
s
(y+iξ)2dy =

∫
R
e−πu

2/sdu,

µεταφέροντας το ολοκλήρωµα από την ευθεία Im(z) = ξ στην ευθεία Im(z) = 0.
Εποµένως,∫

Rd
e−πs‖x‖

2
e−2πi〈x,ξ〉dx =

d∏
i=1

(∫
R
e−πsx

2
i e−2πixiξidxi

)

=

d∏
i=1

(
1√
s
e−πξ

2
i /s

)
= s−d/2e−π‖ξ‖

2/s.
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Λήµµα 4.8. ΄Εστω t > 0 και x ∈ Rd. Θέτουµε

(4.17) Pt(x) =
1

(4πt)d/2
e−
‖x‖2
4t .

Τότε, για κάθε f ∈ S(Rd) έχουµε

(4.18)
∫
Rd
Pt(x− y)f(y)dy =

1

(4πt)d/2

∫
Rd
e−
‖y−x‖2

4t f(y)dy → f(x)

όταν t→ 0+.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 4.7 µε s = 1
4πt και ξ = 0, έχουµε

(4.19)
∫
Rd
Pt(y)dy =

∫
Rd

1

(4πt)d/2
e−
‖x‖2
4t dy = 1.

Γράφουµε λοιπόν

1

(4πt)d/2

∫
Rd
e−
‖y−x‖2

4t f(y)dy − f(x) =
1

(4πt)d/2

∫
Rd

(f(y)− f(x))e−
‖y−x‖2

4t dy

=
1

(4πt)d/2

(∫
B(x,1)

(f(y)− f(x))e−
‖y−x‖2

4t dy

+

∫
[B(x,1)]c

(f(y)− f(x))e−
‖y−x‖2

4t dy
)

=
1

(4πt)d/2
(I1 + I2),

όπου

(4.20) I1 =

∫
B(x,1)

(f(y)− f(x))e−
‖y−x‖2

4t dy

και

(4.21) I2 =

∫
[B(x,1)]c

(f(y)− f(x))e−
‖y−x‖2

4t dy.

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες γράφουµε

|I2| 6
∫
[B(x,1)]c

|f(y)− f(x)|e−
‖y−x‖2

4t f(y)dy

6 2‖f‖∞
∫
[B(x,1)]c

e−
‖y−x‖2

4t f(y)dy

6 2cd‖f‖∞
∫ ∞
1

e−
r2

4t rd−1dr.
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Από την στοιχειώδη ανισότητα e−x 6 C(m)
xm , η οποία ισχύει για κάθε x > 0 και m > 0, για

m > d/2 έχουµε ότι

1

(4πt)d/2
|I2| 6

C1(m)

(4πt)d/2
‖f‖∞

∫ ∞
1

(
2t

r2

)m
rd−1dr

= C2(m, d)‖f‖∞tm−d/2 → 0

όταν t→ 0. Τώρα, για το I1, έχουµε (για τυχόν 0 < ε < 1)

|I1| 6
∫
B(x,1)

|f(y)− f(x)|e−
‖y−x‖2

4t dy

=

∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)|e−
‖y−x‖2

4t dy +

∫
B(x,1)\B(x,ε)

|f(y)− f(x)|e−
‖y−x‖2

4t dy.

Παρατηρούµε ότι

1

(4πt)d/2

∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)|e−
‖y−x‖2

4t dy 6 sup
y∈B(x,ε)

|f(y)− f(x)| · 1

(4πt)d/2

∫
B(x,ε)

e−
‖y−x‖2

4t dy

6 sup
y∈B(x,ε)

|f(y)− f(x)| · 1

(4πt)d/2

∫
Rd
e−
‖y−x‖2

4t dy

= sup
y∈B(x,ε)

|f(y)− f(x)| 6 ε′,

όπου το ε′ µπορούµε να το «µικρύνουµε» όσο ϑέλουµε µικραίνοντας κατάλληλα το ε που ήταν
τυχόν.

Επίσης,

1

(4πt)d/2

∫
B(x,1)\B(x,ε)

|f(y)− f(x)|e−
‖y−x‖2

4t dy 6 C1(d)t−d/2‖f‖∞
∫
B(x,1)\B(x,ε)

e−
‖y−x‖2

4t dy

6 C1(d)t−d/2‖f‖∞λ(B(x, 1))e−
ε2

4t → 0

όταν t→ 0, διότι limt→0 t
−d/2e−

ε2

4t = 0.
΄Αρα τελικά,∣∣∣∣ 1

(4πt)d/2

∫
Rd
e−
‖y−x‖2

4t f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣
=

1

(4πt)d/2
|I1 + I2| 6

1

(4πt)d/2
|I1|+

1

(4πt)d/2
|I2|

6 ε′ +
1

(4πt)d/2
|I2| → ε′
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και αφού το ε′ ήταν τυχόν,

(4.22) lim
t→0

1

(4πt)d/2

∫
Rd
e−
‖y−x‖2

4t f(y)dy = f(x)

όπως ϑέλαµε.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.5. Πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε f ∈ S(Rd)

(4.23) f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ,

ή ισοδύναµα

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉 lim

t→0
e−4πt‖x‖

2
dξ

= lim
t→0

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉e−4πt‖x‖

2
dξ,

από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.
΄Εχουµε ότι ∫

Rd
f(x+ y)e−2πi〈y,ξ〉dy =

∫
Rd
f(w)e−2πi〈w−x,ξ〉dw(4.24)

= e2πi〈x,ξ〉
∫
Rd
f(w)e−2πi〈w,ξ〉dw

= e2πi〈x,ξ〉f̂(ξ),

άρα αν F (y) = f(x+ y) τότε F̂ (ξ) = e2πi〈x,ξ〉f̂(ξ).
Θέτουµε Gt(ξ) = e−4πt‖ξ‖

2
, και από το Λήµµα 4.7 έχουµε

(4.25) Ĝt(y) =
1

(4πt)d/2
e−
‖y‖2
4t .

Από το Λήµµα 4.6 και την (4.24) έχουµε∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉e−4πt‖x‖

2
dξ =

∫
Rd
F̂ (ξ)Gt(ξ)dξ

=

∫
Rd
F (y)Ĝt(y)dy

=

∫
Rd
f(x+ y)

1

(4πt)d/2
e−
‖y‖2
4t dy.
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Από το Λήµµα 4.8 έπεται ότι

(4.26)
∫
Rd
e2πi〈x,ξ〉f̂(ξ)e−4πt‖ξ‖

2
dξ =

∫
Rd
f(x+ y)

1

(4πt)d/2
e−
‖y‖2
4t dy → f(x)

όταν t→ 0. ΄Αρα τελικά

(4.27) f(x) = lim
t→0

∫
Rd
f(x+ y)

1

(4πt)d/2
e−
‖y‖2
4t dy =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ.

2

Μια πράξη που «ταιριάζει» µε τον µετασχηµατισµό Fourier είναι η συνέλιξη. Αν f, g ∈
S(Rd), τότε η συνέλιξη f ∗ g των f και g ορίζεται από την

(4.28) (f ∗ g)(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y)dy.

Εύκολα ελέγχουµε ότι αν f, g ∈ S(Rd) τότε f ∗ g ∈ S(Rd). Επίσης, g ∗ f = f ∗ g.
Η συνέλιξη είναι µια πολύ σηµαντική πράξη για την Ανάλυση σε Ευκλείδειους χώρους.

Μία ϐασική ιδιότητά της είναι ότι ο µετασχηµατισµός Fourier µετατρέπει την συνέλιξη σε
γινόµενο :

Πρόταση 4.9. Αν f, g ∈ S(Rd) τότε

(4.29)
∫
Rd
f(x)g(x) dx =

∫
Rd
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ

και

(4.30) f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ) · ĝ(ξ).

Απόδειξη. ΄Εχουµε

(4.31) ĝ(ξ) =

∫
Rd
g(x)e−2πi〈x,ξ〉dx =

∫
Rd
g(x)e2πi〈x,ξ〉dx = F−1(g)(ξ),

οπότε, από το Λήµµα 4.6,∫
Rd
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ =

∫
Rd
f̂(ξ)F−1(g)(ξ) dξ =

∫
Rd
f(x)F(F−1(g))(x) dx

=

∫
Rd
f(x)g(x) dx.
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Τώρα, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini γράφουµε

f̂ ∗ g(ξ) =

∫
Rd

(∫
Rd
f(y − x)g(x) dx

)
e−2πi〈y,ξ〉dy

=

∫
Rd
g(x)

(∫
Rd
f(y − x)e−2πi〈y,ξ〉dy

)
dx

=

∫
Rd
g(x)

(∫
Rd
f(z)e−2πi〈z+x,ξ〉dz

)
dx

=

∫
Rd
g(x)e−2πi〈x,ξ〉

(∫
Rd
f(z)e−2πi〈z,ξ〉dz

)
dx

=

(∫
Rd
g(x)e−2πi〈x,ξ〉

)(∫
Rd
f(z)e−2πi〈z,ξ〉dz

)
= ĝ(ξ)f̂(ξ).

5 Η κυµατική εξίσωση στον Rd × R

Ο επόµενος στόχος µας είναι να εφαρµόσουµε αυτά που µάθαµε για τον µετασχηµατισµό
Fourier στη µελέτη της κυµατικής εξίσωσης. Εδώ, για άλλη µια ϕορά, απλοποιούµε τα
πράγµατα µένοντας περιορισµένοι στις συναρτήσεις που ανήκουν στο χώρο του Schwartz
S(Rd). Σηµειώνουµε ότι κάθε περαιτέρω ανάλυση της κυµατικής εξίσωσης είναι σηµαντικό
να επιτρέπει συναρτήσεις που έχουν πολύ πιο γενική συµπεριφορά, και ιδίως που µπορεί να
είναι ασυνεχείς. Ωστόσο, αυτό που χάνουµε σε γενικότητα ϑεωρώντας µόνο την κλάση S(Rd),
το κερδίζουµε σε σαφήνεια. Η µελέτη µας σε αυτό το περιορισµένο πλαίσιο ϑα µας επιτρέψει
να εξηγήσουµε ορισµένες ϐασικές ιδέες στην απλούστερή τους µορφή.

΄Οπως είδαµε, η µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση είναι η

(5.1)
∂2u

∂x2
=

1

c2
∂2u

∂t2
.

Μια ϕυσιολογική γενίκευση αυτής της εξίσωσης στον d-διάστατο χώρο είναι η

(5.2)
∂2u

∂x21
+ · · ·+ ∂2u

∂x2d
=

1

c2
∂2u

∂t2
.

Σηµειώνουµε ότι για d = 3 αυτή η εξίσωση καθορίζει την συµπεριφορά των ηλεκτροµαγνητι-
κών κυµάτων στο κενό (µε c την ταχύτητα του ϕωτός).

Μια πρώτη παρατήρηση είναι ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι c = 1, καθώς µπορούµε
να επαναπροσδιορίσουµε (κάνοντας, για παράδειγµα, την αλλαγή µεταβλητής t =

√
cs) την

µεταβλητή t. Επίσης, αν ορίσουµε την d-διάστατη Λαπλασιανή µέσω της

(5.3) ∆ =
∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2d
,
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τότε η κυµατική εξίσωση µπορεί να ξαναγραφτεί ως

(5.4) ∆u =
∂2u

∂t2
.

Ο στόχος τώρα είναι να ϐρούµε λύση αυτής της εξίσωσης υπό τις αρχικές συνθήκες u(x, 0) =
f(x) και ∂u∂t (x, 0) = g(x), όπου f, g ∈ S(Rd).

Προτού λύσουµε το πρόβληµα, σηµειώνουµε ότι παρόλο που σκεφτόµαστε την µεταβλητή
t σαν χρόνο, δεν περιοριζόµαστε στα t > 0. ΄Οπως ϑα δούµε, οι λύσεις που ϐρίσκουµε έχουν
νόηµα για όλα τα t ∈ R. Αυτό αντανακλά το γεγονός ότι η κυµατική εξίσωση µπορεί να
αντιστραφεί στο χρόνο.

Η τεχνική που ϑα χρησιµοποιήσουµε ϑα είναι παρόµοια µε αυτήν της µονοδιάστατης
κυµατικής εξίσωσης. Θα εφαρµόσουµε το µετασχηµατισµό Fourier πάνω στην εξίσωση και
ϑα προκύψει (όπως ϑα δούµε) µια συνήθης διαφορική εξίσωση την οποία ϑα µπορούµε
εύκολα να λύσουµε.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier γράφουµε

F
(
∂f

∂xi
(x, t)

)
=

∫
Rd

∂f

∂xi
(x, t)e−2πi〈x,ξ〉dx

=

∫
Rd−1

(∫
R

∂f

∂xi
(x, t)e−2πi〈x,ξ〉dxi

)
dx1 · · · dxi−1dxi+1 · · · dxd

=

(∫
Rd−1

e−2πi(x1ξ1+···+xi−1ξi−1+xi+1ξi+1+···+xdξd)
)

×
(∫

R

∂f

∂xi
(x, t)e−2πixiξidxi

)
=

(∫
Rd−1

e−2πi(x1ξ1+···+xi−1ξi−1+xi+1ξi+1+···+xdξd)
)

×
(∫

R
f(x, t)(−2πiξi)e

−2πixiξidxi

)
= −2πiξi

∫
Rd
e−2πi〈x,ξ〉dx

= −2πiξif̂(ξ, t),

οπότε

(5.5) F
(
∂2f

∂x2i
(x, t)

)
= −2πiξiF

(
∂f

∂xi
(x, t)

)
= (−2πiξi)

2f̂(ξ, t) = −4π2ξ2i f̂(ξ, t).

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω και εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό Fourier στην κυµατι-
κή εξίσωση έχουµε:

(5.6) ∆u =
∂2u

∂x21
+ · · ·+ ∂2u

∂x2d
=

1

c2
∂2u

∂t2
,
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άρα

(5.7) F(∆u) = F
(
∂2u

∂t2

)
=
∂2û

∂t2
,

άρα

(5.8) F(ux1,x1) + · · ·+ F(uxd,xd) =
∂2û

∂t2
,

άρα

(5.9) −4π2ξ21 û(ξ, t)− · · · − 4π2ξ2dû(ξ, t) =
∂2û

∂t2
.

∆ηλαδή,

(5.10) −4π2‖ξ‖2û(ξ, t) =
∂2û

∂t2
.

΄Οπως αναφέραµε, η εξίσωση που προέκυψε είναι µια απλή συνήθης διαφορική εξίσωση
δευτέρας τάξησ:

(5.11)
∂2û

∂t2
+ 4π2‖ξ‖2û(ξ, t) = 0,

οπότε, όπως και πριν (στην περίπτωση του R) έχουµε

(5.12) û(ξ, t) = A(ξ) cos(2π‖ξ‖t) +B(ξ) sin(2π‖ξ‖t),

όπου, για κάθε ξ, οι A(ξ) και B(ξ) είναι άγνωστες συναρτήσεις του ξ που ϑα προσδιοριστούν
µε ϐάση τις αρχικές συνθήκες

(5.13) û(ξ, 0) = f̂(ξ) και
∂û

∂t
(ξ, 0) = ĝ(ξ),

οπότε έχουµε

(5.14) A(ξ) = f̂(ξ) και 2π‖ξ‖B(ξ) = ĝ(ξ).

΄Επεται ότι

(5.15) û(ξ, t) = f̂(ξ) cos(2π‖ξ‖t) + ĝ(ξ)
sin(2π‖ξ‖t)

2π‖ξ‖
.

και η λύση ϐρίσκεται αν εφαρµόσουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier για τη µετα-
ϐλητή ξ ∈ Rd. Με ϐάση τα παραπάνω έχουµε ότι : µια λύση για την εξίσωση ∆u = utt είναι
η

(5.16) u(x, t) =

∫
Rd

[
f̂(ξ) cos(2π‖ξ‖t) + ĝ(ξ)

sin(2π‖ξ‖t)
2π‖ξ‖

]
e2πi〈x,ξ〉dξ.
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Αυτό το συµπέρασµα µπορούµε να το «ξανααποδείξουµε» δείχνοντας ότι πράγµατι επαληθεύει
την εξίσωση. ΄Εχουµε

(5.17) ∆u(x, t) = −4π2‖ξ‖2
∫
Rd

[
f̂(ξ) cos(2π‖ξ‖t) + ĝ(ξ)

sin(2π‖ξ‖t)
2π‖ξ‖

]
dξ

και

∂2u

∂t2
(x, t) = −4π2‖ξ‖2

∫
Rd

[
f̂(ξ) cos(2π‖ξ‖t) + ĝ(ξ)

sin(2π‖ξ‖t)
2π‖ξ‖

]
e2πi〈x,ξ〉dξ

= −4π2‖ξ‖2u(x, t) = ∆u(x, t),

και αφού

(5.18) u(x, 0) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ = f(x)

και ∂u∂t (x, 0) = g(x), η u είναι πράγµατι λύση.
΄Εχοντας αποδείξει την ύπαρξη λύσεων της κυµατικής εξίσωσης, προκύπτουν δύο ερωτή-

µατα:

(α) Είναι αυτές οι µοναδικές λύσεις στο χώρο S(Rd);

(ϐ) Αν ναι, µπορούµε να τις επεκτείνουµε στην γενικότερη κλάση των συναρτήσεων που
µπορεί να επαληθεύουν την εξίσωση, δηλαδή στο χώρο C2(Rd); Συµβολίζουµε µε
C2(Rd) τον χώρο των συναρτήσεων f : Rd → C για τις οποίες υπάρχουν οι ∂2f

∂x2i
, i =

1, . . . , d, και είναι συνεχείς.

Οι απαντήσεις και στα δύο ερωτήµατα είναι καταφατικές. Η απάντηση στο πρώτο ερώτηµα
προκύπτει από το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 5.1. ΄Εστω ότι u(x, t) ∈ C2(A), όπου A = {(x, t) : x ∈ Rd, t > 0}. Υποθέτουµε ότι

η u είναι λύση της ∂2u
∂t2

= ∆u και ότι u(x, 0) = ∂u
∂t (x, 0) = 0 για όλα τα x ∈ B(x0, r0) ⊆ A.

Τότε, u(x, t) = 0 για κάθε (x, t) ∈ {(x, t) ∈ Rd × R : |x− x0| 6 r0 − t, 0 6 t 6 r0}.

Μια σύντοµη απόδειξη του ϑεωρήµατος είναι η εξήσ: έστω ότι η u παίρνει πραγµατικές
τιµές. Για κάθε 0 6 t 6 r0 ϑέτουµε Bt(x0, r0) = {x : |x − x0| 6 r0 − t} και ∇u(x, t) =(
∂u
∂x1

, . . . , ∂u∂xd ,
∂u
∂t

)
. Θεωρούµε την

(5.19) E(t) =
1

2

∫
Bt(x0,r0)

|∇u|2dx =
1

2

∫
Bt(x0,r0)

[(
∂u

∂t

)2

+

d∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2
]
dx.

Παρατηρούµε ότι E(t) > 0 και E(0) = 0. Αποδεικνύεται µε πράξεις ότι

(5.20) E′(t) =
1

2

∫
Bt(x0,r0)

[
∂u

∂t

∂2u

∂t2
+

d∑
i=1

∂u

∂xi

∂2u

∂x2i

]
dx− 1

2

∫
∂Bt(x0,r0)

|∇u|2dσ(v).
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Ακόµα έχουµε ότι

(5.21)
∂

∂xi

[
∂u

∂xi

∂u

∂t

]
∂u

∂xi

∂2u

∂xi∂t
+
∂2u

∂x2i

∂u

∂t
.

Τώρα, χρησιµοποιώντας τον παραπάνω τύπο, το ϑεώρηµα απόκλισης του Gauss και το γεγο-
νός ότι η u επαληθεύει την κυµατική εξίσωση, µπορούµε να ελέγξουµε ότι

(5.22) E′(t) =

∫
∂Bt(x0,r0)

[
d∑
i=1

∂u

∂xi

∂u

∂t
vi

]
dσ(v)− 1

2

∫
∂Bt(x0,r0)

|∇u|2dσ(v),

όπου vi υποδηλώνει την i-οστή συντεταγµένη του v ∈ ∂Bt(x0, r0). Τέλος, χρησιµοποιώντας
την ανισότητα Cauchy-Schwarz συµπεραίνουµε ότι

(5.23)
d∑
i=1

∂u

∂xi

∂u

∂t
vi 6

1

2
|∇u|2,

οπότε έχουµε ότι E′(t) 6 0, δηλαδή η E(t) είναι ϕθίνουσα. Αφού E(t) > 0 και E(0) = 0,
έχουµε ότι E(t) = 0, άρα u = 0.

Το ϑεώρηµα αυτό δείχνει ότι οι λύσεις στον S(Rd) που ϐρήκαµε µε τον µετασχηµατισµό
Fourier είναι µοναδικές στον S(Rd). Τώρα µπορούµε να δούµε και την απάντηση στο ερώτηµα
(ϐ), η οποία είναι όπως είπαµε καταφατική. Για την απόδειξη χρησιµοποιούµε ϑεωρήµατα
πυκνότητας και το γεγονός ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ισοµετρία από τον L2 στον
L2 (ϑεώρηµα Plancherel) αφού πρώτα αποδείξουµε ότι ο S(Rd) είναι πυκνός στον L2.
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