
Η συµβολή του Dirichlet στις τριγωνοµετρικές σειρές

∆ηµήτρης Καρκαζής

Περίληψη

Περιγράφουµε τη δοµή του κλασσικού άρθρου «Sur la convergence des séries trigonométriques
qui a représentes une fonction arbitraire entre des limites données» του Dirichlet (1829) σχετικά
µε το πρόβληµα της σηµειακής σύγκλισης της σειράς Fourier δοθείσης συνάρτησης. Στο δεύτερο
µέρος της εργασίας κάνουµε µια σύντοµη αναφορά στην επιρροή του έργου του Dirichlet στην
µετέπειτα µελέτη των προβληµάτων σύγκλισης των σειρών Fourier.

1 Εισαγωγή: Λίγα λόγια για τη Ϲωή του Dirichlet

Ο Dirichlet (1805-1859) αποφοίτησε από το λύκειο της Κολωνίας στα 16 του χρόνια. ΄Ηθελε να
σπουδάσει µαθηµατικά και πήγε στο Παρίσι το 1822. Στην αρχή εργαζόταν ως παιδαγωγός.
Εκείνο το µικρό χρονικό διάστηµα γνώρισε πολλούς επιφανείς µαθηµατικούς της εποχής και
εντυπωσιάστηκε ιδιαίτερα από τον Fourier.

Επέστρεψε στη Γερµανία το 1826, όπου του δόθηκε ο τίτλος του Λέκτορα στο Πανεπιστή-
µιο του Breslav, στο οποίο αποδείχτηκε εξαιρετικός καθηγητής. ΄Επειτα, µετέβη στο Βερολίνο.
Το 1831 έγινε µέλος της Ακαδηµίας Επιστηµών του Βερολίνου και ταυτόχρονα δίδασκε στη
στρατιωτική ακαδηµία µε µάλιστα αρκετά ϐεβαρυµένο πρόγραµµα (13 διαλέξεις την εβδο-
µάδα µαζί µε άλλα καθήκοντα). ΄Οταν πέθανε ο Gauss, το 1855, έγινε ο διάδοχός του και
εγκαταστάθηκε πλέον στο Gottingen.

Η ενασχόλησή του µε τις σειρές Fourier οδήγησε σε πολλά κατορθώµατα στη ϑεωρία
αριθµών. Μπορεί να ϑεωρηθεί και ο ϑεµελιωτής της αναλυτικής ϑεωρίας αριθµών.

΄Οσον αφορά το ϑέµα µας τώρα. Ο Dirichlet, το 1829, έγραψε µια καθοριστική και διαφω-
τιστική εργασία µε τίτλο ‘‘Sur la convergence des séries trigonométriques qui a représentes
une fonction arbitraire entre des limites données", το οποίο σε ελεύθερη µετάφραση σηµαί-
νει : «Για την σύγκλιση των τριγωνοµετρικών σειρών που χρησιµεύουν στην αναπαράσταση
µιας αυθαίρετης συνάρτησης µεταξύ δύο καθορισµένων ορίων». Κατά τον 18ο και κυρίως
τον 19ο αιώνα, το πρόβληµα της ολοκλήρωσης ασυνεχών συναρτήσεων ϐασάνισε πολλούς
µαθηµατικούς (για παράδειγµα, τον Cauchy και τον Fourier). Ο Dirichlet ήταν ο πρώτος
µαθηµατικός ο οποίος τοποθετήθηκε µε αυστηρότητα στην ύπαρξη συναρτήσεων που έχουν
ασυνέχεια σε άπειρο σύνολο σηµείων ενός πεπερασµένου διαστήµατος. Ο στόχος του ήταν να
δώσει µια σωστή και διαυγή απόδειξη για την σύγκλιση των σειρών Fourier. Το αποτέλεσµά
του ϑεωρείται µέχρι και σήµερα παράδειγµα για την ορθότητα τοποθετήσεων στην ανάλυση,
και γενικότερα για τον τρόπο προσέγγισής της.
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2 Λεπτοµερής παρουσίαση της ιστορικής εργασίας του Dirich-
let

Η πρώτη ϕράση στο άρθρο του Dirichlet είναι µία δήλωση (σε ύφος ανάλογο µε αυτό του
Fourier):

Οι σειρές ηµιτόνων και συνηµιτόνων που αναπαριστούν οποιαδήποτε συνάρτηση σε
δοσµένο διάστηµα, έχουν µια αξιοσηµείωτη ιδιότητα : το ότι είναι συγκλίνουσες.

΄Επειτα, αφού πρώτα αποδίδει ϕόρο τιµής στον Fourier, συνεχίζει µε λίγη κριτική στον Cau-
chy, όσον αφορά την απόδειξή του για την σύγκλιση των τριγωνοµετρικών σειρών. Το άρθρο
στο οποίο αναφέρεται µελετούσε τις τιµές µιας συνάρτησης φ(x), όπου το x επιτρέπεται να
παίρνει µιγαδικές τιµές. Ο Dirichlet είχε γενικά πολύ πιο αυστηρή άποψη, απ¨ ότι ο Cauchy,
για το πότε ένα ϑεώρηµα έχει αποδειχθεί : αντί να επιτρέπει µερικές εξαιρέσεις, επιζητούσε έ-
να επιχείρηµα το οποίο να ισχύει για όλες τις περιπτώσεις τις οποίες αντιµετωπίζει. Οτιδήποτε
άλλο, κατά τον Dirichlet, ήταν απλώς ένας εσφαλµένος ισχυρισµός.

Το σφάλµα το οποίο προσάπτει ο Dirichlet στον Cauchy είναι µια υπόθεση που είχε κάνει
ο Cauchy σχετικά µε την σύγκλιση σειρών : ότι αν για δύο σειρές

∑∞
n=1 an και

∑∞
n=1 bn (που

οι όροι τους είναι µη µηδενικοί αλλά δεν διατηρούν πρόσηµο) ο λόγος bn/an συγκλίνει στο
1 όταν n → ∞, τότε οι δύο σειρές έχουν ισοδύναµη συµπεριφορά: συγκλίνουν και οι δύο
ή αποκλίνουν και οι δύο. Ο Dirichlet παρουσιάζει ένα αντπαράδειγµα, όπου an = (−1)n√

n

και bn = (−1)n√
n

(
1 + (−1)n√

n

)
. Πράγµατι, η σειρά

∑∞
n=1 an συγκλίνει και η σειρά

∑∞
n=1 bn

αποκλίνει, παρόλο που

(2.1)
bn
an

= 1 +
(−1)n√

n
→ 1.

Ο σκοπός της εργασίας του Dirichlet ήταν να αποδείξει ότι η τριγωνοµετρική σειρά που
αντιστοιχεί σε µια συνάρτηση συγκλίνει, να ϐρεί το όριό της, αλλά και τις συνθήκες που
εξασφαλίζουν ότι συµβαίνει το παραπάνω. Ο Dirichlet ξεκινάει ϑεωρώντας το ολοκλήρωµα

(2.2)
∫ h

0

sin(kb)

sin b
f(b) db,

όπου h ∈ [0, π/2] και για την f κάνει τις ακόλουθες υποθέσεισ:

(α) Η f(b) είναι συνεχής.

(ϐ) Η f παίρνει γνήσια ϑετικές τιµές στο [0, h] και είναι ϕθίνουσα. ∆ηλαδή, η διαφορά
f(p)− f(q) έχει αντίθετο πρόσηµο από το p− q για κάθε p.q ∈ [0, h].

΄Επειτα, εξετάζει αυτό το ολοκλήρωµα για k > 0, το οποίο αυξάνει. Η µέθοδός του είναι να
χωρίσει το ολοκλήρωµα σε επιµέρους ολοκληρώµατα ως εξήσ:

(2.3)
∫ h

0
=

∫ π/k

0
+

∫ 2π/k

π/k
+ · · ·+

∫ rπ/k

(r−1)π/k
+

∫ h

rπ/k
,
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όπου r είναι ο µεγαλύτερος ϕυσικός για τον οποίο rπ
k 6 h.

Ο Dirichlet ισχυρίζεται ότι :

(α) Τα ολοκληρώµατα έχουν εναλλασσόµενα πρόσηµα: το πρώτο είναι ϑετικό, το δεύτερο
αρνητικό, το τρίτο ϑετικό, και ούτω καθεξής.

(ϐ) Κατ¨ απόλυτη τιµή, τα ολοκληρώµατα ϕθίνουν.

Η ορθότητα των ισχυρισµών του γίνεται ξεκάθαρη µε τις παρακάτω εξηγήσεισ:
Προσδιορισµός του προσήµου. ΄Εχουµε f(b) > 0 για κάθε b ∈ [0, h] και sin b > 0 διότι 0 < b <
h < π/2. Αυτό σηµαίνει ότι το πρόσηµο της προς ολοκλήρωση συνάρτησης προσδιορίζεται
από τον όρο sin(kb), ο οποίος είναι ϑετικός στα υποδιαστήµατα περιττής τάξης (τότε το kb
ϐρίσκεται στο πρώτο µισό της περιόδου του ηµιτόνου) και αρνητικός στα υποδιαστήµατα
άρτιας τάξης (τότε το kb ϐρίσκεται στο δεύτερο µισό της περιόδου του ηµιτόνου). ΄Ετσι, µε τον
τρόπο που χωρίστηκαν τα διαστήµατα, είναι πλέον ϕανερό ότι αυτά που έχουν περιττή τάξη
είναι ϑετικά, ενώ αυτά που έχουν άρτια τάξη είναι αρνητικά.
Μελέτη της απόλυτης τιµής. Ορίσαµε δύο διαδοχικά ολοκληρώµατα της «ακολουθίας» στην
(2.2) ως

(2.4)
∫ nπ/k

(n−1)π/k

sin(kb)

sin b
f(b) db

και

(2.5)
∫ (n+1)π/k

nπ/k

sin(kb)

sin b
f(b) db.

Με αλλαγή µεταβλητής b→ b+ π
k το (2.5) γίνεται

(2.6)
∫ nπ/k

(n−1)π/k

sin(kb+ π)

sin(b+ π/k)
f(b+ π/k) db = −

∫ nπ/k

(n−1)π/k

sin(kb)

sin(b+ π/k)
f(b+ π/k) db

Τώρα, το (2.5) έχει τα ίδια όρια ολοκλήρωσης µε το (2.4) και έτσι µπορούµε να τα συγκρίνουµε.
Παρατηρούµε ότι sin(b+ π/k) > sin b και f(b+ π/k) < f(b), άρα

(2.7)
f(b+ π/k)

sin(b+ π/k)
<
f(b)

sin b
.

Ως εκ τούτου, η απόλυτη τιµή κάθε ολοκληρώµατος είναι µικρότερη από την προηγούµενη.
(Σηµειώστε ότι αυτός ο συλλογισµός δεν ϐοηθάει για να ϐγεί συµπέρασµα για το τελευταίο
ολοκλήρωµα, αλλά αφού αυτό το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι γνήσια µικρότερο από το
«πλήρες» διάστηµα οποιουδήποτε άλλου, ο ισχυρισµός αληθεύει και σε αυτήν την περίπτωση).

Ο Dirichlet εξετάζει τώρα το ολοκλήρωµα (2.4) πιο προσεκτικά. Επικαλείται ένα ϑεώρηµα
το οποίο ισχυρίζεται ότι, όταν ολοκληρώνουµε το γινόµενο δύο συνεχών συναρτήσεων, αν η
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µία από αυτές διατηρεί πρόσηµο τότε µπορούµε να την αντικαταστήσουµε µε µία σταθερά,
έξω από το ολοκλήρωµα, η οποία είναι µεταξύ της µέγιστης και της ελάχιστης τιµής της
συνάρτησης σε αυτό το διάστηµα. ΄Ετσι, γράφει το ολοκλήρωµα (2.4) στη µορφή

(2.8) ρn

∫ nπ/k

(n−1)π/k

sin(kb)

sin b
db

µε την σταθερά ρn να ανήκει στο διάστηµα [f(nπ/k), f((n−1)π/k)] αφού η f είναι ϕθίνουσα.
Συµβολίζουµε µε Un την απόλυτη τιµή του τελευταίου ολοκληρώµατος και σηµειώνουµε

ότι το ολοκλήρωµα είναι ϑετικό αν ο n είναι άρτιος και αρνητικό αν ο n είναι περιττός.
΄Επειτα, ο Dirichlet κάνει την αλλαγή µεταβλητής γ = kb, οπότε προκύπτει το ολοκλήρω-

µα

(2.9)
∫ nπ

(n−1)π

sin γ

k sin(k/γ)
dγ,

το οποίο συγκλίνει στο

(2.10)
∫ nπ

(n−1)π

sin γ

γ
dγ

όταν k → ∞. Συµβολίζοντας την απόλυτη τιµή αυτού του οριακού ολοκληρώµατος µε un,
έχουµε Un → un όταν k →∞. Σε αυτό το σηµείο, ο Dirichlet επικαλείται ένα αποτέλεσµα το
οποίο µπορεί να ϐρεθεί αλλού, χωρίς απόδειξη. Ισχύει ότι

(2.11)
∫ ∞
0

sin γ

γ
dγ =

π

2
.

Αυτή η ισότητα είναι κρίσιµη για τη συνέχεια του επιχειρήµατός του. ∆ιασπά το ολοκλήρωµα
στη σειρά

(2.12)
∞∑
n=1

∫ nπ

(n−1)π

sin γ

γ
dγ.

Τα ολοκληρώµατα αυτά είναι ϑετικά και αρνητικά εναλλάξ και, κατ¨ απόλυτη τιµή, το n-οστό
ολοκλήρωµα είναι ίσο µε un. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι

(2.13) u1 − u2 + u3 − u4 + · · · →
π

2
.

Αφού un+1 < un, µπορούµε να δείξουµε ότι το n-οστό µερικό άθροισµα Sn αυτής της σειράς
ικανοποιεί την |Sn − π/2| < un+1 για κάθε n ∈ N (πράγµατι : αν ο n είναι άρτιος τότε
π
2 − Sn < un+1 και αν ο n είναι περιττός τότε Sn − π

2 < un+1).
Τώρα, ο Dirichlet επιστρέφει στο αρχικό ολοκλήρωµα (2.2), έχοντας τον απαραίτητο εξο-

πλισµό για τον υπολογισµό του επίµαχου ορίου. Παρατηρώντας ότι οι τιµές, µεµονωµένα,
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των ολοκληρωµάτων ποικίλλουν και ότι το πλήθος τους ϑα αυξάνεται συνεχώς καθώς k →∞,
οδηγείται στο να τα διασπάσει : επιλέγει έναν άρτιο ϕυσικό m ∈ N ο οποίος ϑα παραµείνει
σταθερός καθώς το k ϑα αυξάνει. Αφού το πλήθος r των ολοκληρωµάτων ϑα ξεπεράσει κάποια
στιγµή το m, µπορεί να χωρίσει το άθροισµα στα

(2.14) U1ρ1 − U2ρ2 + U3ρ3 − U4ρ4 + · · · − Umρm

και

(2.15) Um+1ρm+1 − Um+2ρm+2 + · · · ,

όπου το δεύτερο άθροισµα ϑα συνεχίσει να «µεγαλώνει» καθώς το k αυξάνει.
Πρώτα, υπολογίζει το πρώτο µισό, παρατηρώντας ότι ρn ∈ [f(nπ/k), f((n − 1)π/k)] και

έτσι, όταν k →∞ ϑα ίσχύει (στο όριο) ρn = f(0) για κάθε n ∈ {1, . . . ,m}. Επίσης, ξέρουµε
ότι Un → un, άρα

(2.16) (u1 − u2 + u3 − · · · − um)f(0) = Smf(0)

όταν k → ∞, µε την έννοια ότι για κάθε ω > 0 µπορούµε να επιλέξουµε k επαρκώς µεγάλο
ώστε

(2.17) |(u1 − u2 + u3 − · · · − um)f(0)− Smf(0)| < ω.

Πάµε τώρα και στο δεύτερο άθροισµα. Κάθε όρος είναι κατ¨ απόλυτη τιµή µικρότερος
από τον προηγούµενό του, και τα πρόσηµά τους είναι διαφορετικά. ΄Αρα, µπορούµε να
ϕράξουµε αυτά τα αθροίσµατα, µε άνω ϕράγµα το Um+1ρm+1 και κάτω ϕράγµα το 0. Επίσης,
γνωρίζουµε ότι Um+1ρm+1 → um+1f(0) καθώς το k → ∞: αυστηρά, για κάθε ω′ > 0
µπορούµε να επιλέξουµε k επαρκώς µεγάλο ώστε

(2.18) |Um+1ρm+1 − Um+2ρm+2 + · · · | < ω′ + um+1f(0).

΄Ετσι, προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε

(2.19) |(U1ρ1 − U2ρ2 + U3ρ3 + · · · )− Smf(0)| < ω + ω′ + um+1f(0).

΄Οµως τώρα, από την |Sm − π/2| < um+1 ϐλέπουµε ότι |Smf(0) − π
2 f(0)| < um+1f(0), το

οποίο µας δίνει

(2.20)
∣∣∣(U1ρ1 − U2ρ2 + U3ρ3 + · · · )−

π

2
f(0)

∣∣∣ < ω + ω′ + 2um+1f(0).

Επικαλούµενος τώρα ο Dirichlet το γεγονός ότι το άθροισµα U1ρ1−U2ρ2+U3ρ3+· · · είναι ίσο
µε το αρχικό ολοκλήρωµα (2.2), και αφού τα ω, ω′ και 2um+1 µπορούν να γίνουν αυθαίρετα
µικρά όταν k →∞, καταλήγει στο συµπέρασµα ότι

(2.21)
∫ h

0

sin(kb)

sin b
f(b) db→ π

2
f(0)
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όταν k →∞.

΄Εχοντας αποδείξει αυτό το ϑεµελιώδες αποτέλεσµα, ο Dirichlet επεκτείνει τις υποθέσεις
του ώστε να συµπεριλάβει περισσότερες περιπτώσεις. Πρώτα, αποδεικνύει ότι, αφού ο όρος
του ηµιτόνου εξασφαλίζει το ότι διαδοχικοί όροι ϕθίνουν, δεν χρειάζεται να υποθέσουµε ότι
η f είναι ϕθίνουσα: αν είναι σταθερή το συµπέρασµα προκύπτει και πάλι. Μετά από αυτό,
δεν είναι δύσκολο να επεκταθούµε σε συναρτήσεις που δεν είναι παντού ϑετικέσ: αρκεί να
τους προσθέσουµε µια επαρκώς µεγάλη σταθερά πριν προχωρήσουµε στη διαδικασία. Ακό-
µα, αντί για µια αύξουσα συνάρτηση f µπορούµε να ϑεωρήσουµε µια ϕθίνουσα συνάρτηση
(αντικαθιστούµε την f µε την −f και εφαρµόζουµε το αποτέλεσµα γι¨ αυτήν). Αυτό είναι
και το περιεχόµενο του πρώτου ϑεωρήµατος του Dirichlet: αν f είναι µια µονότονη συνεχής
συνάρτηση στο [0, h] το όριο που ϐρήκαµε ισχύει.

Στη συνέχεια παρατηρεί ότι για τυχόν σηµείο g ∈ (0, h), αν ϑεωρήσουµε τα ολοκληρώµατα
από 0 ως g και από g ως h, τότε το ολοκλήρωµα µεταξύ του g και του h τείνει πάντα στο 0
όταν k →∞. Αν ϑέσουµε g = h τότε το αποτέλεσµα είναι αυτό που έχουµε ήδη δείξει. Αυτή
η παρατήρηση επιτρέπει στον Dirichlet να εξηγήσει ότι απλές ασυνέχειες της συνάρτησης στο
g ή στο h δεν ϑα άλλαζαν το αποτέλεσµα.

΄Ο Dirichlet ϑέτει τώρα ως στόχο, χρησιµοποιώντας το προηγούµενο αποτέλεσµα, να απο-
δείξει τη σύγκλιση της τριγωνοµετρικής σειράς µιας συνάρτησης φ (και να ϐρεί το όριό της).
΄Εχουµε τις σειρές

(2.22)
∞∑
k=1

cosx · 1
π

∫
φ(a) cos(ka) da

και

(2.23)
∞∑
k=1

cosx · 1
π

∫
φ(a) sin(ka) da,

και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα για το cos(A − B) για
να συνδυάσουµε τους r-οστύς όρους αυτών των σειρών. Αν πάρουµε το άθροισµα µέχρι τον
(2n + 1)-όρο, προκύπτει ένα άθροισµα µε προσθετέους της µορφής cos r(a − x), όπου το r
παίρνει τις τιµές από 1 ως n. ΄Ετσι καταλήγουµε στο

(2.24)
1

π

∫ π

−π
φ(a)

sin
(
n+ 1

2

)
(a− x)

2 sin a−x
2

da,

και έπειτα χωρίζουµε αυτό το ολοκλήρωµα σε δύο µέρη, δηλαδή

(2.25)
∫ π+x

2

0
φ(x− 2b)

sin(2n+ 1)b

sin b
db και

∫ π−x
2

0
φ(x+ 2b)

sin(2n+ 1)b

sin b
db.

Μελετώντας το δεύτερο ολοκλήρωµα, ο Dirichlet ϐρίσκει το όριο για x < π (για x = π συ-
γκλίνει στο 0). Μάλιστα, επιτρέπει µικρές ασυνέχειες πρώτου είδους. Επειδή τα πολλά λόγια
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είναι ϕτώχεια, µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος που συζητήσαµε προηγουµένως, καταλήγει στα
εξής αποτελέσµατα: αν −π < x < π τότε

1. Το πρώτο ολοκλήρωµα συγκλίνει στο π
2φ(x+0), όπου φ(x+0) είναι το δεξιό πλευρικό

όριο της φ στο x.

2. Το πρώτο ολοκλήρωµα συγκλίνει στο π
2φ(x− 0), όπου φ(x− 0) είναι το αριστερό πλευ-

ϱικό όριο της φ στο x.

Τώρα, εφόσον τα δύο ολοκληρώµατα (πολλαπλασιασµένα επί 1/π) αθροίζουν στο αρχικό, ο
Dirichlet καταλήγει στο ξακουστό συµπέρασµα, και συνάµα στολίδι της ανάλυσης όπως το
χαρακτήρισαν µερικοί, ότι εν τέλει η σειρά Fourier της φ συγκλίνει στο

(2.26)
1

2
[φ(x− 0) + φ(x+ 0)]

για κάθε x ∈ [−π, π]. Αυτό είναι το ϑεώρηµα του Dirichlet, το πρώτο ϑεώρηµα σύγκλισης
για τις σειρές Fourier, ένα ϕηµισµένο και υπέροχο ϑεώρηµα της Ανάλυσης.

3 Σχολιασµός της επίµαχης σελίδας της εργασίας

Η τελευταία σελίδα είναι και η πιο πολυσυζητηµένη, αποδείχτηκε όµως αυτή µε τη µεγαλύ-
τερη επιρροή.

Ο Dirichlet ϑέλει να απαλλαγεί από τις συνθήκες που όρισε προηγουµένως και να επιτρέ-
ψει άπειρα το πλήθος σηµεία ασυνέχειας ή ακρότατα. ΄Ετσι, έθεσε την ακόλουθη συνθήκη:
κάθε διάστηµα [a, b] ⊆ [−π, π] έχει υποδιαστήµατα [r, s] στα οποία η φ είναι συνεχής. Αυτή
η συνθήκη, κατά την άποψή του, καθίσταται ικανή για να έχει νόηµα το ολοκλήρωµα. Στη
συνέχεια, ισχυρίστηκε ότι παίρνοντας την συνάρτηση Dirichlet, δηλαδή αν η φ παίρνει την
τιµή a για x ∈ Q και την τιµή b για x ∈ R \ Q, τότε το ολοκλήρωµα δεν ορίζεται. ΄Αρα, ο
παραπάνω περιορισµός για την φ µαζί µε το ότι η φ δεν µπορεί να απειρίζεται, είναι οι µόνοι
που πρέπει να επιβληθούν. Αλλά ο ισχυρισµός αυτός χρειάζεται κάποιες λεπτοµέρειες για να
γίνει ϐέλτιστος και καθαρός, και ο Dirichlet ανακοίνωσε ότι η απόδειξη του ισχυρισµού του
προορίζεται για κάποια επόµενη εργασία του, η οποία ϐέβαια δεν εµφανίστηκε ποτέ.

Το πρώτο σχόλιο, λοιπόν, είναι ότι ο παραπάνω ισχυρισµός είναι λανθασµένος, αλλά ε-
ϑεωρείτο πρόκληση για µισόν αιώνα. ∆εύτερον, ο περιορισµός που τέθηκε από τον Dirichlet
εξαρτάται από την έννοια του ολοκληρώµατος. Ο ίδιος αναφέρει χαρακτηριστικά το ολο-
κλήρωµα Cauchy, ενώ για το ολοκλήρωµα Riemann και για το ολοκλήρωµα Lebesgue ο
περιορισµός ϑα ήταν διαφορετικός.

Τελικά, υπάρχει µια εντυπωσιακή αντίθεση ανάµεσα στην αυστηρότητα και ακρίβεια του
ϑεωρήµατος του Dirichlet για την σύγκλιση σειρών, λόγω της ασαφούς γλώσσας που χρησι-
µοποιεί. Για παράδειγµα, η ϕράση «il faut seulement» σηµαίνει «είναι απαραίτητο», «είναι
έπαρκές» ή και τα δύο ; Συνολικά, το µαθηµατικό στύλ του Dirichlet ήταν απίστευτα µο-
ντέρνο για την εποχή του. Αλλά, προφανώς, η γλώσσα πρέπει να ϕτιαχτεί για να ταιριάξουν
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λογικά µεταξύ τους οι έννοιες. Θα δανειστώ µια πολύ εύστοχη έκφραση του Kahane από το
ϐιβλίο του «Fourier series and wavelets», ο οποίος απευθυνόµενος στους συναδέλφους του
µε αφορµή τον τρόπο έκφρασης του Dirichlet, γράφει :

΄Ισως είναι κάτι που πρέπει να ϑυµόµαστε, µαζί µε τα λάθη του Cauchy, όταν
διδάσκουµε προπτυχιακούς ϕοιτητέσ: τα λάθη και οι ασάφειες είναι µέρος της
µαθηµατικής Ϲωής, και η προσπάθειά µας να τα διορθώσουµε είναι πραγµατική
πρόκληση !

4 Η επιρροή του ϑεωρήµατος σύγκλισης του Dirichlet στα επό-
µενα χρόνια µέχρι και σήµερα

Συγκλίνει η σειρά Fourier µιας αυθαίρετης συνάρτησης ; Σύµφωνα µε την έρευνα του Diri-
chlet, ένας περιορισµός είναι απαραίτητος, ότι δηλαδή τα ολοκληρώµατα που εµπλέκονται
στους τύπους του Fourier πρέπει να ορίζονται.

΄Οσον αφορά τις συνεχείς συναρτήσεις, είναι τοπικά ολοκληρώσιµες. Τι γίνεται όµως µε
τις ασυνεχείς, ιδιαίτερα πάνω στον κύκλο (τις 2π-περιοδικές);

Κατ¨ αρχήν, οι σειρές Fourier τους µπορούν να αποκλίνουν σε ένα σηµείο. Το αντιπα-
ϱάδειγµα για τη σύγκλιση δόθηκε από τον Paul du Bois-Reymond το 1873, στη µορφή µιας
συνεχούς συνάρτησης που είναι τµηµατικά µονότονη µακρυά από το 0, αλλά ταλαντώνεται
άπειρα κοντά στο 0. Πιο απλά παραδείγµατα δόθηκαν τα επόµενα χρόνια από τους Féjer και
Lebesgue. Σε όλες, ϐέβαια, τις περιπτώσεις χρησιµοποιείται ο πυρήνας του Dirichlet

(4.1) Dn(x) =
1

2
+ cosx+ · · ·+ cosnx =

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

.

Ο Féjer χρησιµοποίησε το γεγονός ότι τα ολοκληρώµατα του πυρήνα Dn(x) σε διαστήµατα I
µήκους |I| < 2π είναι οµοιόµορφα ϕραγµένα, δηλαδή τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα

(4.2) Fn(x) = sinx+
1

2
sin2x+ · · ·+ 1

n
sinnx

είναι οµοιόµορφα ϕραγµένα. Ακόµα, η

(4.3)
∞∑
n=1

1

n2
sin(3n

2
x)F

2n2
(x)

είναι µια συνεχής συνάρτηση, και µια µελέτη των συντελεστών Fourier της δείχνει ότι η
σειρά Fourier της αποκλίνει για x − 0. Ο Lebesgue, απλώς, χρησιµοποίησε τις συναρτήσεις
sgn(Dn(x)) και το γεγονός ότι

(4.4)
∫ π

−π
Dn(x) · sgn(Dn(x))dx =

∫ π

−π
|Dn(x)| dx→∞
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όταν n→∞, δηλαδή έδωσε ένα ϐολικό γραµµικό συνδυασµό από συνεχείς προσεγγίσεις της
sgn(Dn(x)). Αυτό ϑα µπορούσε κάλλιστα να είναι ένα παράδειγµα για την αρχή οµοιόµορφου
ϕράγµατος που ϑεµελιώθηκε αργότερα από τους Banach-Steinhaus. Πράγµατι, σύµφωνα
µε το ϑεώρηµά τους, το γεγονός ότι τα γραµµικά συναρτησοειδή

(4.5) f 7→ sn(f, 0) =
1

2π

∫
T
f ·Dn

ορίζονται στον C(T) και η ακολουθία των νορµών τους δεν είναι ϕραγµένη, συνεπάγεται ότι
η ακολουθία {sn(f, 0)}n είναι µη ϕραγµένη για κάποιες f . Αυτός είναι τώρα ο πιο εύκολος
τρόπος για να µελετήσουµε το πρόβληµα.

Οι σειρές Fourier συνεχών συναρτήσεων µπορούν να αποκλίνουν πάνω σε οποιοδήποτε
σύνολο Lebesgue µέτρου 0. Αυτό απεδείχθη πολύ αργότερα (από τους Kahane-Katznelson, το
1966) σαν ένα ϐήµα για να αποδειχθεί το παρακάτω αποτέλεσµα: είτε οι σειρές Fourier όλων
των συνεχών συναρτήσεων f συγκλίνουν σχεδόν παντού είτε υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση
f της οποίας η σειρά Fourier αποκλίνει παντού. Μέχρι το 1965 το ερώτηµα αν οι σειρές
Fourier όλων των συνεχών συναρτήσεων f συγκλίνουν σχεδόν παντού παρέµενε ανοιχτό.
Απαντήθηκε όµως, το 1966, µέσω του ϕηµισµένου ϑεωρήµατος του Carleson: για κάθε
συνάρτηση f που ανήκει στον L2, η σειρά Fourier της f συγκλίνει σχεδόν παντού στην ίδια
τη συνάρτηση. Το ίδιο ισχύει και για τον Lp, στην περίπτωση p > 1 (Hunt, 1967).

Τώρα, ποιά είναι η κατάσταση για τις ολοκληρώσιµες συναρτήσεις ; Αν ϑεωρήσουµε γε-
νικευµένα ολοκληρώµατα Riemann (για παράδειγµα, 1

tan x
2
), οι συντελεστές δεν χρειάζεται

κατ¨ ανάγκη να συγκλίνουν στο 0, ως εκ τούτου µπορούν να αποκλίνουν και παντού. Αν
ϑεωρήσουµε µια Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση f ∈ L1 τότε οι συντελεστές τείνουν στο
0: αυτό εξασφαλίζεται από το ϑεώρηµα Riemann-Lebesgue. Παρόλα αυτά, όπως απέδειξε
ο Kolmogorov το 1926, υπάρχει µια Lebesgue ολοκληρώσιµη f της οποίας η σειρά Fourier
αποκλίνει παντού (το ϑέµα αυτό παρουσιάζεται στο ϐιβλίο του Katznelson: An introduction
to harmonic analysis).

Αξίζει να αναφέρει κανείς το εξής σχετικό ανοικτό πρόβληµα για τα µερικά αθροίσµατα
sn(f, x) της σειράς Fourier µιας Lebesgue ολοκληρώσιµης συνάρτησησ: για ποιές ακολουθίες
(λn) ισχύει ότι, για κάθε f ∈ L1 έχουµε sn(f, x) = o(λn) σχεδόν παντού ; Είναι γνωστό ότιη
απάντηση είναι καταφατική για την λn = log n και αρνητική για την λn = log log n. Στο ίδιο
πνεύµα, ο Rodin απέδειξε, το 1992, ότι αν f ∈ L1 τότε

(4.6) sup
n,m

1

m

m∑
k=1

∣∣∣∣∣∣sn+k(f, x)− 1

m

m−1∑
j=0

sn+j(f, x)

∣∣∣∣∣∣ <∞
σχεδόν για κάθε x, δηλαδή τα µερικά αθροίσµατα sn(f, x) έχουν ϕραγµένη µέση ταλάντωση
σχεδόν παντού.

΄Οπως είπαµε, για τη σειρά Fourier µιας συνάρτησης f ∈ Lp(T) (p > 1) το πρόβληµα της
σύγκλισης σχεδόν παντού έχει καταφατική απάντηση µέσω του ϑεωρήµατος των Carleson-
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Hunt. Ισχύει το ίδιο και στις παραπάνω διαστάσεις, δηλαδή για συναρτήσεις στον Lp(Td),
d > 2;

Η πρώτη δυσκολία που συναντάµε έγκειται στο ότι η σύγκλιση πολλαπλών σειρών Fourier
δεν ορίζεται κατά µοναδικό τρόπο. Για παράδειγµα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε το άθροισµα
όλων των όρων των οποίων οι δείκτες ϐρίσκονται στον κύβο [−R,R]d και να αναζητήσουµε το
όριο όταν R→∞ (αυτή είναι η κυβική διαδικασία άθροισης). Μπορούµε όµως να κάνουµε το
ίδιο µε τους όρους των οποίων οι δείκτες ϐρίσκονται µέσα στη µπάλα του Rd που έχει κέντρο
την αρχή των αξόνων και ακτίνα R και να αναζητήσουµε πάλι το όριο όταν R → ∞ (αυτή
είναι η σφαιρική διαδικασία άθροισης). Το ανάλογο του ϑεωρήµατος των Carleson-Hunt
ισχύει για την κυβική διαδικασία άθροισης (όπως απέδειξαν οι Ch. Fefferman, P. Sjolin)
αλλά η κατάσταση είναι πολύ διαφορετική σε σχέση µε την σφαιρική διαδικασία άθροισησ:
υπάρχει f που ανήκει σε όλους τους Lp(Td) (p < 2) της οποίας η σειρά Fourier αποκλίνει
σχεδόν παντού (Mityagin-Nikishin, 1973). Το πρόβληµα δεν έχει επιλυθεί πλήρως για p > 2.

Η περίπτωση των σειρών Fourier στις πολλές µεταβλητές δείχνει ότι είναι πολύ ϕυσιολο-
γικό να διευρύνουµε τη µελέτη του προβλήµατος σύγκλισης, ϑεωρώντας διαδικασίες αθροι-
σιµότητας διαφορετικές από τη συνήθη που αφορά τη σύγκλιση των µερικών αθροισµάτων.
Σε πολλές από αυτές, για παράδειγµα στις κλασσικές διαδικασίες Abel-Poisson και Cesàro-
Fejér, δεν εµφανίζεται παθολογική συµπεριφορά. Αν ακολουθήσουµε αυτές τις διαδικασίες,
η σειρά Fourier µιας συνεχούς συνάρτησης συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση, η σειρά
Fourier µιας συνάρτησης f ∈ Lp(T) συγκλίνει στην f ως προς τη νόρµα του Lp(T) και ούτω
καθεξής.

Το πρόβληµα της σύγκλισης και της αθροισιµότητας µελετήθηκε εκτεταµένα, στο γενι-
κότερο πλαίσιο των ορθογώνιων σειρών, στη διάρκεια του 20ου αιώνα. Μπορεί κανείς να
ϐρεί τα πιο σηµαντικά πρόσφατα αποτελέσµατα στα ϐιβλία των Olevskii (1975) και Kashin
και Saakian (1984). Τα ερωτήµατα της σύγκλισης και της αθροισιµότητας σχετίζονται µε
τη συµπεριφορά των L1 νορµών µιας ακολουθίας πυρήνων (η κλασσική περίπτωση είναι οι
πυρήνες Dn). Οι νόρµες αυτές ονοµάστηκαν «σταθερές Lebesgue» από τον Fejér. Ακριβείς
εκτιµήσεις γι¨ αυτές τις σταθερές εµφανίζονται σε διάφορες εργασίες στη διάρκεια του 20ου
αιώνα, και συνεχίζουν να είναι αντικείµενο µελέτης µέχρι και σήµερα.

5 Επίλογος

Θα µπορούσε κανείς να γράψει αµέτρητες σελίδες για τη συµβολή του Dirichlet στις τριγω-
νοµετρικές σειρές και γενικότερα στη µαθηµατική ανάλυση. ΄Ηταν ένας από τους πρώτους
µαθηµτικού που έδωσαν µια µοντέρνα έκφραση στην έννοια της συνάρτησης. Η εργασία του,
το 1829, για τις τριγωνοµετρικές σειρές Fourier και τη σύγκλισή τους ήταν για την εποχή
κάτι το εντελώς πρωτοποριακό. Γι¨ αυτό και πολλοί µαθηµατικοί ασχολήθηκαν µε αυτό το
πρόβληµα τα επόµενα χρόνια. Το µόνο σίγουρο είναι ότι ο Dirichlet διατύπωσε ένα ϑεώρηµα
το οποίο ϑεωρείται µέχρι και σήµερα εξέχον κοµµάτι της ανάλυσης και της µαθηµατικής
αποδεικτικής ακρίβειας. Για όλους αυτούς τους λόγους, και για πολλούς άλλους ϐέβαια, τα
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έργα του ϑα αποτελούν παράδειγµα για τους νεότερους µαθηµατικούς όσα χρόνια και αν
περάσουν.
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