
Τοµές του n-διάστατου κύβου

Γεώργιος Ντούλιος

Περίληψη

΄Εστω Qn =
[
− 1

2
, 1
2

]n ο n-διάστατος κύβος. Για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα a ∈ Rn και για κάθε
t ∈ R ορίζουµε σ(a, t) = λn=1(H(a, t) ∩ Qn), όπου H(a, t) = {x ∈ Rn : 〈a, x〉 = t}. Ο Ball
απέδειξε ότι

σ(a, t) 6
√
2

µε ισότητα αν και µόνο αν t = 0 και a = ± 1√
2
ei ± 1√

2
ej για κάποια i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}.

∆ηλαδή όταν το H(a, t) ∩ Qn είναι το καρτεσιανό γινόµενο του (n − 2)-κύβου
[
− 1

2
, 1
2

]n−2 και
της διαγωνίου του τετραγώνου

[
− 1

2
, 1
2

]2. Προυσιάζουµε την απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος.
Βασικό ϱόλο παίζουν ο µετασχηµατισµός Fourier και η ανισότητα∫

R

∣∣∣∣ sin(πx)πx

∣∣∣∣s dx 6

√
2

s
, s > 2

για την απόδειξη της οποίας ακολουθούµε τους Nazarov και Podkorytov.

1 Εισαγωγή

Ο n-διάστατος µοναδιαίος κύβος στον Rn είναι το σύνολο

(1.1) Qn =

[
−1

2
,
1

2

]n
=

{
x = (x1, . . . , xn) : xi ∈

[
−1

2
,
1

2

]
, i = 1, . . . , n

}
.

΄Εστω a ∈ Rn µε ‖a‖ = 1. Αν t ∈ R, το σύνολο

(1.2) H(a, t) = {x ∈ Rn : 〈a, x〉 = t}

το ονοµάζουµε υπερεπίπεδο. Το H(a, 0) είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του 〈a〉, ο υπόχω-
ϱος διάστασης n − 1 του Rn που είναι κάθετος στο a (x ∈ H(a, 0) ⇐⇒ 〈x, a〉 = 0, δηλαδή
x ⊥ a). Ο H(a, t) είναι παράλληλη µετατόπιση του H(a, 0): συγκεκριµένα,

(1.3) H(a, t) = {x+ ta | x ∈ H(a, 0)}.

∆ηλαδή, το H(a, t) είναι παράλληλο στο H(a, 0), διέρχεται από το σηµείο ta και είναι κάθετο
στην ευθεία {λa | λ ∈ R} (για t 6= 0, το H(a, t) δεν είναι υπόχωρος του Rn).

Στον Rn, έστω ότι έχουµε τον κύβο Qn και ένα υπερεπίπεδο H(a, t), όπου a ∈ Rn µε
‖a‖ = 1, και t ∈ R. Θέλουµε να δούµε τι γίνεται µε το (n− 1)-διάστατο µέτρο της τοµής τους
Qn ∩H(a, t), ή µάλλον πόσο µεγάλο ή µικρό µπορεί να γίνει. ΄Εστω σ(a, t) αυτό το µέτρο.

Η απάντηση δόθηκε από τον Ball [1] και δίνεται στο επόµενο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 1.1 (Ball). Για κάθε a ∈ Rn µε ‖a‖ = 1 και για κάθε t ∈ R είναι

(1.4) σ(a, t) = λn−1(H(a, t) ∩Qn) 6
√

2.

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν t = 0 και a = ± 1√
2
ei± 1√

2
ej για κάποια i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}.

∆ηλαδή όταν το H(a, t) ∩Qn είναι το καρτεσιανό γινόµενο του (n − 2)-κύβου

[
−1

2 ,
1
2

]n−2
και

της διαγωνίου του τετραγώνου

[
−1

2 ,
1
2

]2
.

2 Απόδειξη του ϑεωρήµατος

Ας δούµε πρώτα ότι το εµβαδόν ((n−1)-διάστατο µέτρο) τουH(a, 0)∩Qn για a = ± 1√
2
ei± 1√

2
ej

για i 6= j είναι πράγµατι
√

2. Αν για παράδειγµα a = 1√
2
ei + 1√

2
ej τότε αν 〈x, a〉 = 0 έχουµε

〈x, ei〉 = −〈x, ej〉, δηλαδή το x ϐρίσκεται σε µια κύρια διαγώνιο του επιπέδου span〈ei, ej〉
(ακριβέστερα, η προβολή του x ∈ Rn στο επίπεδο των ei, ej ϐρίσκεται στη διαγώνιο, ενώ οι
υπόλοιπες συντεταγµένες του x δεν περιορίζονται). ΄Αρα, το H(a, 0) ∩Qn είναι το καρτεσιανό
γινόµενο της κύριας διαγωνίου του 2-διάστατου τετραγώνου

[
−1

2 ,
1
2

]2 στο span〈ei, ej〉 και του
κύβου

[
−1

2 ,
1
2

]n−2. ∆ηλαδή, αν ∆ είναι η διαγώνιος του τετραγώνου, τότε H(a, 0) ∩ Qn =

∆×Qn−2. ΤοQn−2 έχει (n−2)-διάστατο µέτρο 1 και το ∆ έχει 1-µέτρο
√

2, άρα τοH(a, 0)∩Qn
έχει (n− 1)-διάστατο µέτρο 1 ·

√
2 =
√

2, δηλαδή σ(a, 0) =
√

2.
Επίσης, µε την ανισότητα Brunn-Minkowski µπορούµε να δείξουµε το εξήσ:

Ισχυρισµός 2.1. Για κάθε a ∈ Rn µε ‖a‖ = 1, και για κάθε t ∈ R,

(2.1) σ(a, t) 6 σ(a, 0).

Απόδειξη. Πράγµατι, έστω A = [H(a, t)∩Qn]−ta = H(a, 0)∩(Qn−ta) και B = [H(a,−t)∩
Qn] + ta = H(a, 0) ∩ (Qn + ta). Τότε, έχουµε

•
(
1
2A+ 1

2B
)
⊆ Qn: αν γ ∈

(
1
2A+ 1

2B
)

τότε υπάρχουν α ∈ A και β ∈ B ώστε γ =
1
2α+ 1

2β, αλλά α ∈ Qn − ta και β ∈ Qn + ta, άρα

(2.2) γ =
1

2
α+

1

2
β ∈ 1

2
(Qn − ta) +

1

2
(Qn + ta) =

1

2
Qn +

1

2
Qn = Qn

διότι το Qn είναι κυρτό.

•
(
1
2A+ 1

2B
)
⊆ H(a, 0), διότι το H(a, 0) είναι γραµµικός υπόχωρος του Rn και A,B ⊆

H(a, 0).

• B = −A: αν x ∈ A τότε x + ta ∈ H(a, t) ∩ Qn, άρα −x − ta ∈ H(a,−t) ∩ Qn (διότι
−Qn = Qn και −H(a, t) = H(a,−t)), άρα −x ∈ [H(a,−t) ∩ Qn] + ta = B. Με τον
ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι αν x ∈ B τότε −x ∈ A.
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• Ειδικότερα, λn−1(B) = λn−1(−A) = λn−1(A).

΄Αρα,
(
1
2A+ 1

2B
)
⊆ H(a, 0) ∩Qn. ΄Εχουµε

(2.3) σ(a, 0) = λn−1(H(a, 0) ∩Qn) > λn−1

(
1

2
A+

1

2
B

)
.

Τώρα έχουµε την ανισότητα Brunn-Minkowski:[
λn−1

(
1

2
A+

1

2
B

)] 1
n−1

>
1

2
[λn−1(A)]

1
n−1 +

1

2
[λn−1(B)]

1
n−1

= [λn−1(A)]
1

n−1 .

΄Επεται ότι

(2.4) σ(a, 0) > λn−1

(
1

2
A+

1

2
B

)
> λn−1(A) = λn−1(H(a, t) ∩Qn) = σ(a, t).

΄Εστω a ∈ Rn µε ‖a‖ = 1. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι όλες οι συντεταγµένες aj 6= 0,
1 6 j 6 n, αλλιώς αναγόµαστε σε ένα όµοιο πρόβληµα για τον κύβο χαµηλότερης διάστασης.
Παίρνοντας υπόψη τις συµµετρίες του κύβου, µπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι aj > 0
για κάθε j = 1, . . . , n.

Μια αρχική παρατήρηση είναι ότι αν a = (a1, a2, . . . , an) τότε σ(a, t) 6 1
ai

για κάθε
i = 1, . . . , n και για κάθε t ∈ R. Πράγµατι, αν σ(a, 0) είναι το εµβαδόν της τοµήςH(a, 0)∩Qn,
προβάλλοντας το σύνολο αυτό πάνω στο H(ei, 0) µέσω της πi : Rn → Rn µε πi(x) = 〈x, ei〉ei,
ϐλέπουµε ότι η προβολή έχει εµβαδόν ίσο µε σ(a, 0) · 〈a, ei〉 = σ(a, 0) · ai. Η προβολή αυτή
είναι υποσύνολο του H(ei, 0) ∩Qn, άρα

(2.5) σ(a, 0) · ai 6 σ(ei, 0) = 1, δηλαδή σ(a, 0) 6
1

ai
.

Χρησιµοποιώντας αυτήν την παρατήρηση ϐλέπουµε ότι αν το a έχει µια συντεταγµένη ai > 1√
2

τότε

(2.6) σ(a, 0) 6
1

ai
<
√

2.

΄Αρα, αυτές οι περιπτώσεις ικανοποιούν το Ϲητούµενο ϕράγµα και άρα µπορούµε στο εξής να
υποθέτουµε ότι |ai| 6 1√

2
για κάθε i = 1, . . . , n.
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Θεωρούµε την συνάρτηση S(t) := σ(a, t). Για κάθε u ∈ R,

Ŝ(u) =

∫
R
σ(a, t)e−2πiutdt =

∫
Qn

e−2πiu〈x,a〉dx =

∫
[− 1

2
, 1
2 ]
n
e−2πiu

∑
ajxjdx

=
n∏
j=1

∫ 1/2

−1/2
e−2πiuxjajdxj =

n∏
j=1

[
e−2πiuxjaj

−2πiuaj

] 1
2

− 1
2

=
n∏
j=1

sin(πaju)

πaju
.

΄Αρα,

(2.7) σ(a, t) = S(t) =

∫ ∞
−∞

Ŝ(u)e2πiutdu =

∫
R
e2πiut

n∏
j=1

sin(πaju)

πaju
du.

Είναι ‖a‖ = 1, άρα a21 + a22 · · ·+ a2n = 1. ΄Αρα, από την ανισότητα του Holder έχουµε

S(t) =

∣∣∣∣∣∣
∫
R
e2πiut

n∏
j=1

sin(πaju)

πaju
du

∣∣∣∣∣∣
6
∫
R

n∏
j=1

∣∣∣∣sin(πaju)

πaju

∣∣∣∣ du
6

n∏
j=1

(∫
R

∣∣∣∣sin(πaju)

πaju

∣∣∣∣ 1

a2
j du

)a2j
.

΄Αρα για να αποδείξουµε ότι σ(a, t) = S(t) 6
√

2 αρκεί να αποδείξουµε ότι

(2.8)
∫
R

∣∣∣∣sin(πaju)

πaju

∣∣∣∣ 1

a2
j du 6

√
2

για κάθε j, γιατί τότε ϑα έχουµε

(2.9) σ(a, t) 6
n∏
j=1

(∫
R

∣∣∣∣sin(πaju)

πaju

∣∣∣∣ 1

a2
j du

)a2j
6

n∏
j=1

(
√

2)a
2
j = (

√
2)

∑
a2j =

√
2.

Αποµένει λοιπόν να αποδείξουµε την ανισότητα του Ball:

Πρόταση 2.2. Για κάθε s > 2 ισχύει

(2.10)
∫
R

∣∣∣∣sin(πx)

πx

∣∣∣∣s dx 6

√
2

s

µε ισότητα µόνο όταν s = 2.
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΄Εχοντας αποδείξει την Πρόταση 2.2 και κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής x = aju στο
ολοκλήρωµα (2.8) παίρνουµε

(2.11)
∫
R

∣∣∣∣sin(πaju)

πaju

∣∣∣∣ 1

a2
j du =

∫
R

∣∣∣∣sin(πx)

πx

∣∣∣∣ 1

a2
j ajdx 6

√
2

a2j
aj =

√
2.

Απόδειξη της Πρότασης 2.2. Η απόδειξη που ϑα παρουσιάσουµε οφείλεται στους Nazarov
και Podkorytov [2]. Βασίζεται σε ένα λήµµα επί των συναρτήσεων κατανοµής.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω (X,µ) χώρος µέτρου και f : X → [0,+∞) µετρήσιµη συνάρτηση. Η
συνάρτηση κατανοµής F της f είναι η F : [0,+∞)→ [0,+∞] µε

(2.12) F (y) := µ({x ∈ X : f(x) > y})

Παρατηρήστε ότι η F είναι ϕθίνουσα.

Λήµµα 2.4 (Nazarov-Podkorytov). ΄Εστω f, g µετρήσιµες, µη αρνητικές συναρτήσεις σε έναν

χώρο µέτρου (X,µ). ΄Εστω F και G οι συναρτήσεις κατανοµής των f και g αντίστοιχα. Υ-

ποθέτουµε ότι οι F (y) και G(y) είναι πεπερασµένες για κάθε y > 0 και ότι σε κάποιο σηµείο

y0 ∈ (0,+∞) η διαφοράF (y)−G(y) αλλάζει πρόσηµο από (−) στο (0, y0) σε (+) στο (y0,+∞).
΄Εστω S = {s > 0 : fs − gs ∈ L1(X,µ)}. Τότε η συνάρτηση

(2.13) ϕ(s) =
1

sys0

∫
X

(fs − gs) dµ

ις είναι αύξουσα στο S. Ειδικότερα, αν για κάποιο s0 ∈ S είναι ϕ(s0) = 0, δηλαδή

(2.14)
∫
X

(f s0 − gs0) dµ = 0,

τότε

(2.15)
∫
X

(fs − gs) dµ > 0

για κάθε s > s0, µε ισότητα µόνο αν F ≡ G.

Απόδειξη. Βήµα 1. Αν η διαφορά δύο µη αρνητικών συναρτήσεων f, g είναι ολοκληρώσιµη

και οι συναρτήσεις κατανοµής F,G είναι πεπερασµένες, τότε

(2.16)
∫
X

(f − g) dµ =

∫ ∞
0

(F (y)−G(y)) dy.

Ορίζουµε h(x) = min{f(x), g(x)} και A = {(x, y) ∈ X × (0,∞) : h(y) 6 y < f(x)}.
΄Εχουµε h(x) 6 f(x) για κάθε x ∈ X, άρα H(y) 6 F (y) για κάθε y > 0. ΄Αρα, η H
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παίρνει πεπερασµένες τιµές. ΄Εχουµε h 6 f άρα η f − h είναι µη αρνητική. Επίσης, αφού
η f − g είναι ολοκληρώσιµη, έχουµε ότι η |f − g| είναι ολοκληρώσιµη και f − h 6 |f − g|
(αν f(x) > g(x) τότε h(x) = g(x) και f(x) − h(x) = f(x) − g(x) 6 |f(x) − g(x)|, ενώ αν
f(x) 6 g(x) τότε h(x) = f(x) και f(x) − h(x) = 0 6 |f(x) − g(x)). ΄Αρα η f − h είναι
ολοκληρώσιµη. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Fubini για την χαρακτηριστική συνάρτηση
του A έχουµε

(2.17)
∫
X

∫ ∞
0

χA(x, y) dy dµ(x) =

∫ ∞
0

∫
X
χA(x, y) dµ(x) dy.

Παρατηρούµε ότι για x σταθερό είναι χA(x, y) = 1 αν y ∈ [h(x), f(x)), άρα

(2.18)
∫ ∞
0

χA(x, y) dy =

∫
[h(x),f(x))

dy = f(x)− h(x).

Για y σταθερό έχουµε χA(x, y) = 1 αν h(x) 6 y < f(x), άρα∫
X
χA(x, y) dµ(x) = µ({x ∈ X : h(x) 6 y 6 f(x)})

= µ({x : f(x) > y})− µ({x : h(x) > y})
= F (y)−H(y).

΄Αρα έχουµε

(2.19) 0 6
∫ ∞
0

(F (y)−H(y)) dy =

∫
X

(f(x)− h(x)) dµ(x) <∞.

Εντελώς όµοια,

(2.20) 0 6
∫ ∞
0

(G(y)−H(y)) dy =

∫
X

(g(x)− h(x)) dµ(x) <∞.

Αφαιρώντας κατά µέλη τις δύο ισότητες παίρνουµε την (2.16). 2

Βήµα 2. ΄Εστω s > 0. Τότε fs(x) > y αν και µόνο αν f(x) > y1/s, άρα η συνάρτηση
κατανοµής της fs είναι η y 7→ F (y1/s). ΄Ετσι,∫

X
(fs − gs) dµ =

∫ ∞
0

(F (y1/s)−G(y1/s)) dy =

∫ ∞
0

sts−1(F (t)−G(t)) dt

=

∫ ∞
0

sys−1(F (y)−G(y)) dy
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(διότι αν ϑέσουµε t = y1/s τότε dy = sts−1dt). Παίρνοντας s1, s2 ∈ S µε s1 < s2 έχουµε

ϕ(s2)− ϕ(s1) =
1

s2y
s2
0

∫
X

(f s2 − gs2)dµ− 1

s1y
s1
0

∫
X

(fs1 − gs1)dµ

=
s2

s2y
s2
0

∫ ∞
0

ys2−1(F (y)−G(y))dy − s1
s1y

s1
0

∫ ∞
0

ys1−1(F (y)−G(y))dy

=
1

y0

[∫ ∞
0

(
y

y0

)s2−1
(F (y)−G(y))dy −

∫ ∞
0

(
y

y0

)s1−1
(F (y)−G(y))dy

]

=
1

y0

∫ ∞
0

[(
y

y0

)s2−1
−
(
y

y0

)s1−1]
(F (y)−G(y))dy.

Παρατηρουµε ότι για κάθε y > 0 οι δύο παραστάσεις µέσα στο ολοκλήρωµα έχουν το ίδιο
πρόσηµο:

• Για y ∈ (0, y0) είναι y/y0 < 1, οπότε η συνάρτηση
(
y
y0

)t
, t ∈ R, είναι ϕθίνουσα, άρα(

y
y0

)s2−1
−
(
y
y0

)s1−1
6 0 αφού s2 − 1 > s1 − 1. Επίσης, ξέρουµε ότι F (y)−G(y) 6 0

από τα δεδοµένα.

• Για y ∈ (y0,+∞) είναι y/y0 > 1, οπότε η συνάρτηση
(
y
y0

)t
, t ∈ R, ϑα είναι αύξουσα,

άρα
(
y
y0

)s2−1
−
(
y
y0

)s1−1
> 0 αφού s2−1 > s1−1. Επίσης, ξέρουµε ότι F (y)−G(y) >

0.

΄Αρα πράγµατι οι παραστάσεις έχουν το ίδιο πρόσηµο, άρα το ολοκλήρωµα είναι µη αρνητικό,
άρα ϕ(s2)− ϕ(s1) > 0, δηλαδή η ϕ είναι αύξουσα στο S.

Τώρα ϑα αποδείξουµε την ανισότητα του Ball:

(2.21)
∫
R

∣∣∣∣sin(πx)

πx

∣∣∣∣s dx 6

√
2

s
, s > 2.

Θέλουµε να γράψουµε το
√

2
s σε µορφή

∫
R f

s(x)dx για κάποια f . ΄Εχουµε το ολοκλήρωµα
Euler-Poisson

(2.22)
∫
R
e−πx

2
dx = 1

και κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής y =
√

2
sx (οπότε dy =

√
2
sdx) έχουµε

(2.23)

√
2

s
=

∫
R
e−πx

2

√
2

π
dx =

∫
R

(
e−

πy2

2

)s
dy.
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Θέτουµε λοιπόν f(x) = e−πx
2
και g(x) =

∣∣ sinπx
πx

∣∣, και η ανισότητα του Ball γίνεται

(2.24)
∫ ∞
0

fs >

∫ ∞
0

gs, s > 2.

΄Εχουµε ότι για s = 2 ισχύει η ισότητα, άρα αρκεί να ικανοποιούνται οι υποθέσεις του
Λήµµατος 2.4 για να έχουµε το Ϲητούµενο. Στο Λήµµα ϑέτουµε f, g όπως ορίστηκαν εδώ, και

(2.25) X = (0,∞)

γιατί οι f, g είναι άρτιες. Αρκεί να δείξουµε για τις συναρτήσεις κατανοµής F,G ότι είναι
πεπερασµένες για κάθε y > 0 και ότι σε κάποιο σηµείο η διαφορά F − G αλλάζει πρόσηµο
από πλην σε συν.

Παρατηρούµε ότι 0 < f, g < 1, άρα F (y) = G(y) = 0 για κάθε y > 1. Εξετάζουµε λοιπόν
µόνο τις τιµές y ∈ (0, 1).

Η f είναι ϕθίνουσα στο (0,+∞), άρα F (y) = f−1(y) και αφού f(x) = e−πx
2
παίρνουµε

(2.26) f−1(y) =

√
2

π
log

1

y
.

΄Αρα έχουµε

(2.27) F (y) =

√
2

π
log

1

y
< +∞

για κάθε y ∈ (0, 1).
Για την G(y) έχουµε ότι g(m) = 0 για κάθε m ∈ N. Θεωρούµε τις ym = max[m,m+1](g),

τα (τοπικά) µέγιστα της g ανάµεσα σε διαδοχικούς ϕυσικούς. Στο διάστηµα [m.m + 1], η
g µεγιστοποιείται στο

(
m,m+ 1

2

)
. Πράγµατι, g(m) = g(m + 1) = 0. Η g είναι ϕθίνου-

σα στο
(
m+ 1

2 ,m+ 1
)
, αφού και η | sin px| και η 1

|πx| είναι ϕθίνουσες εκεί, και g′(x) =
| sin px|′πx−π| sinπx|

(πx)2
, άρα g′

(
m+ 1

2

)
= −1

π(m+ 1
2)

2 < 0. ΄Αρα, το µέγιστο της g ϐρίσκεται στο(
m,m+ 1

2

)
, άρα

(2.28) ym > g

(
m+

1

2

)
=

1

π
(
m+ 1

2

) .
Για x > 1 έχουµε g(x) 6 1

πx , άρα αν x ∈ [m,m + 1] τότε g(x) 6 1
πx 6 1

πm , άρα ym < 1
πm .

∆ηλαδή έχουµε για τα ym:

(2.29)
1

π
(
m+ 1

2

) < ym <
1

πm
.

Από την ym < 1
πm συµπεραίνουµε ότι ym → 0 όταν m→∞.
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΄Εστω τώρα y ∈ (0, 1). Τότε ισχύει ότι G(y) < +∞. Πράγµατι, υπάρχει n0 ∈ N ώστε
ym < y για κάθεm > n0. Τότε, για κάθε x > m είναι g(x) 6 ym < y, άρα G(y) < m < +∞.
΄Αρα και η G(y) είναι πεπερασµένη για κάθε y.

Θα δείξουµε ότι η F −G αλλάζει πρόσηµο. Για x ∈ (0, 1) έχουµε

(2.30) g(x) =
∞∏
k=1

(
1− x2

k2

)
6
∞∏
k=1

e−x
2/k2 = e−(πx)

2/6 < e−πx
2/2 = f(x).

Εποµένως, για κάθε y ∈ (y1, 1),

(2.31) G(y) = µ({x ∈ (0, 1) : g(x) > y}) < µ({x ∈ (0, 1) : f(x) > y}) 6 F (y).

∆ηλαδή η διαφορά F −G είναι ϑετική στο διάστηµα (y1, 1).
Ξέρουµε ότι

∫∞
0 (f2(x)− g2(x)) dx = 0. Από το Βήµα 2 του Λήµµατος,

(2.32)
∫ ∞
0

2y(F (y)−G(y)) dy =

∫ ∞
0

(f(x)2 − g(x)2) dx = 0.

Αν η F−G ήταν ϑετική σε όλο το (0,+∞) τότε το ολοκλήρωµα αυτό ϑα έπρεπε να είναι ϑετικό,
άτοπο. ΄Αρα η διαφορά F −G αλλάζει πρόσηµο τουλάχιστον µία ϕορά στο διάστηµα (0, y1).
Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η F − G αλλάζει πρόσηµο µόνο µια ϕορά. Για να το κάνουµε
αυτό ϑα αποδείξουµε ότι η F −G είναι αύξουσα στο (0, y1). Ισοδύναµα ότι F ′(y) > G′(y) για
κάθε y ∈ (0, y1). Οι F,G ως συναρτήσεις κατανοµής είναι ϕθίνουσες, άρα F ′, G′ 6 0. Αρκεί
λοιπόν να δείξουµε ότι |G′(y)| > |F ′(y)|.

Θα χρειαστούµε να υπολογίσουµε την |G′(y)|. ΄Εστω y ∈ (0, y1), y 6= ym για κάθεm ∈ N.
Τότε,

|G(y + h)−G(y)| = µ({x ∈ 0,+∞) : το g(x) είναι µεταξύ των y και y + h})
= µ(g−1([y, y + h))).

Η g παίρνει την τιµή y σε πολλά σηµεία : ϑέτουµε A = {x ∈ (0,+∞) : g(x) = y}. Μπορούµε
να πάρουµε το |h| αρκετά µικρό ώστε το g−1(y + h) να ϐρίσκεται κοντά στα g−1(y). ΄Εχουµε

µ(g−1([y, y + h))) =
∑
x∈A

`(g−1(g(x)), g−1(g(x) + h))

=
∑
x∈A
|g−1(g(x) + h)− g−1(g(x))|.

΄Αρα, ∣∣∣∣G(y + h)−G(y)

h

∣∣∣∣ =
∑
x∈A

∣∣∣∣g−1(g(x) + h)− g−1(g(x))

h

∣∣∣∣
→
∑
x∈A
|(g−1)′(g(x))| =

∑
x∈A

1

|g′(x)|
.
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∆ηλαδή, για y ∈ (0, y1) µε y 6= ym για κάθε m ∈ N,

(2.33) |G′(y)| =
∑

x>0,g(x)=y

1

|g′(x)|
.

Τώρα ϑα ϐρούµε άνω εκτιµήσεις για την |g′(x)|, οι οποίες ϑα µας δώσουν κάτω εκτιµήσεις
για την |G′(y)|. ΄Εστω y ∈ (ym, ym+1). Η εξίσωση g(x) = y έχει µία λύση στο (0, 1) και δύο
λύσεις σε κάθε διάστηµα (k, k + 1), k = 1, 2, . . . ,m. Αν x είναι η ϱίζα στο (0, 1), τότε

(2.34) |g′(x)| = sinπx− πx cosπx

πx2
=

1

πx2

∫ πx

0
t sin t dt 6

1

πx2

∫ πx

0
t dt =

π

2
.

Αν η ϱίζα x ∈ (k, k + 1), k > 1, τότε

(2.35) |g′(x)| =
∣∣∣∣cosπx

x
− sinπx

πx2

∣∣∣∣ 6 1

x

(
1 +
| sinπ(x− k)|

πx

)
6

1

x

(
1 +

π(x− k)

πk

)
=

1

k
.

΄Ετσι, για κάθε y ∈ (ym+1, ym) έχουµε

(2.36) |G′(y)| > 2

π
+ 2

m∑
k=1

k =
2

π
+m+m2.

΄Εχουµε ϐρεί ότι F (y) =
√

2
π log 1

y . ΄Αρα,

(2.37) F ′(y) =

√
2

π

1

2

(
ln

1

y

)− 1
2 1

1
y

· (−1)
1

y2
= − 1

y
√

2π ln 1
y

.

΄Αρα,

(2.38)
∣∣∣∣G′(y)

F ′(y)

∣∣∣∣ = |G′(y)|y
√

2π log
1

y
>
( 2

π
+m+m2

)
y

√
2π log

1

y
.

Για y ∈ (0, y1) παρατηρούµε ότι η συνάρτηση y 7→ y =
√

2π log 1
y είναι αύξουσα στο (0, y1)

διότι y1 < 1
π <

1√
e
. Υπενθυµίζουµε ότι y > ym+1 >

1
π(m+ 3

2)
, άρα

(2.39)
∣∣∣∣G′(y)

F ′(y)

∣∣∣∣ = |G′(y)| >
2
π +m+m2

3
2 +m

√
2

π
log π(m+ 3

2) >

√
2

π
log

5π

2
,

διότι m > 1 και 2
π +m2 > 1

2 + 1 = 3
2 .

Το δεξί µέλος της ανισότητας είναι µεγαλύτερο από 1 αν και µόνο αν ln 5π
2 > π

2 . Για την
ln ισχύει ότι ln(5x) > x για x ∈ [1, 2]. Πράγµατι, η ln είναι κοίλη, ln(5 · 1) = ln 5 > ln e = 1
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και ln(10) > ln(e2) = 2, άρα ln(5x) > x για κάθε x ∈ [1, 2]. Αφού π
2 ∈ [1, 2] έχουµε√

2
π ln

(
5π2
)
> 1, άρα

∣∣∣ G′(y)F ′(y)|

∣∣∣ > 1. ΄Αρα |G′(y)| > |F ′(y)|, άρα πράγµατι η F − G είναι
αύξουσα στο (0, y1). Ικανοποιούνται λοιπόν οι προϋποθέσεις του Λήµµατος 2.4 για τις F,G,
και αφού

∫∞
0 f2 =

∫∞
0 g2, έχουµε

(2.40)
∫ ∞
0

fs >

∫ ∞
0

gs, για κάθε s > 2,

δηλαδή ισχύει η ανισότητα του Ball. 2
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