
Αρνητικά αποτελέσµατα στη ϑεωρία προσέγγισης

Μιλτιάδης Καρακικές

1 Εισαγωγή

Η ϑεωρία προσέγγισης είναι ένας κλάδος της µαθηµατικής ανάλυσης που µελετά την προ-
σέγγιση συναρτήσων από απλούστερες συναρτήσεις, σηµαντικότερες από τις οποίες είναι τα
αλγεβρικά και τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα. Το ϑεώρηµα Taylor είναι ένα απλό παράδειγµα
τέτοιου ϑεωρήµατος, µειονέκτηµα του οποίου είναι πως η τάξη προσέγγισης της συνάρτησης
εξαρτάται από το πόσες ϕορές αυτή είναι διαφορίσιµη γύρω από το σηµείο προσέγγισης. Το
σφάλµα προσέγγισης µας το δίνει το υπόλοιπο Taylor ή MacLaurin της συνάρτησης.

Κάποια ϑεωρήµατα αυτού του κλάδου µας δείχνουν απλά πως κάτι είναι αδύνατο να
γίνει. Στην πραγµατικότητα όµως, αυτά τα αποτελέσµατα της ϑεωρίας προσέγγισης µας
δείχνουν τί είναι αδύνατο ούτως ώστε να κατανοήσουµε περισσότερο τί είναι εφικτό. Τα
ϑεωρήµατα που ϑα ακολουθήσουν περιγράφουν µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο την γενική αρχή
ότι οι διαδικασίες προσέγγισης είναι κατ¨ ανάγκη περιορισµένων δυνατοτήτων. Λόγω του
χαρακτήρα της ϑεωρίας προσέγγισης, της προσέγγισης δηλαδή συναρτήσεων από απλούστερα
και πιο εύχρηστα αντικείµενα, είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε αυτούς τους περιορισµούς
ώστε να µην προσπαθούµε να ϐελτιώσουµε κάτι που δεν µπορεί να ϐελτιωθεί. Επιπλέον, οι
εν λόγω διαδικασίες προσέγγισης είναι περιορισµένων δυνατοτήτων για κάποιους λόγους που
ϑα πρέπει να τους κατανοήσουµε προκειµένου να καταφέρουµε, εφόσον είναι δυνατό, να
πετύχουµε κάτι καλύτερο µε κάποιον άλλον τρόπο.

Υπάρχουν αρκετά αρνητικά αποτελέσµατα στην ϑεωρία προσέγγισης αλλά τρεις είναι οι
κυριότερες κατηγορίες τέτοιων αποτελεσµάτων. Η πρώτη αφορά αντίστροφα ϑεωρήµατα, η δε-
ύτερη τους εγγενείς περιορισµούς σε γραµµικές µεθόδους προσέγγισης, και η τρίτη το γενικό
πλαίσιο της προσέγγισης από n-διάστατους χώρους συναρτήσεων. Θα γίνει λόγος ξεχωριστά
για κάθε µία από τις τρεις κατηγορίες αρνητικών αποτελεσµάτων και ϑα αποδείξουµε κάποια
ϑεωρήµατα τα οποία είναι σηµαντικά.

2 Αντίστροφα ϑεωρήµατα

Αρχίζουµε µε κάποιους ϐασικούς ορισµούς οι οποίοι ϑα µας χρειαστούν για να αναπτύξουµε
τις διάφορες ιδέες.

΄Εστω C[a, b] ο χώρος των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται στο κλειστό
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διάστηµα [a, b], στον οποίο ϑεωρούµε την οµοιόµορφη νόρµα

(2.1) ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ [a, b]}

και έστω C̃ ο χώρος των πραγµατικών 2π-περιοδικών συναρτήσεων εφοδιασµένος µε την ίδια
νόρµα.

Ο χαρακτηρισµός οµοιοµόρφη προκύπτει από το γεγονός πως η σύγκλιση στη νόρµα αυτή
είναι ισοδύναµη µε την οµοιόµορφη σύγκλιση. ∆ηλαδή,

(2.2) ‖f − fn‖∞ → 0 αν και µόνο αν fn −→ f οµοιόµορφα στο [a, b].

Με το σύµβολο Πn ϑα συµβολίζουµε τον χώρο των αλγεβρικών πολυωνύµων µε ϐαθµό το
πολύ n, δηλαδή,

(2.3) Πn = span {1, x, . . . , xn}.

Με όµοιο τρόπο, ϑα συµβολίζουµε µε Tn τον χώρο των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων ϐαθµού
το πολύ n, δηλαδή,

(2.4) Tn = span {1, sinx, cosx, . . . , sin (nx), cos (nx)}.

Θέτουµε

(2.5) En(f) = min{‖f − p‖∞ : p ∈ Πn}, f ∈ C[a, b]

και

(2.6) Ẽn(g) = min{‖g − t‖∞ : t ∈ Tn}, g ∈ C̃.

Οι δύο αυτές ακολουθίες παραµέτρων µετρούν την απόσταση των f και g από συναρτήσεις
των συνόλων Πn και Tn αντίστοιχα: είναι, ουσιαστικά, τα σφάλµατα στην προσέγγισή τους.

Το 1885, ο Weierstrass απέδειξε πως το σύνολο των αλγεβρικών πολυωνύµων είναι πυκνό
στον C[a, b] και το σύνολο των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων είναι πυκνό στον C̃. Αυτό
σηµαίνει το εξής :

(2.7) lim
n→∞

En(f) = 0, για κάθε f ∈ C[a, b]

και

(2.8) lim
n→∞

Ẽn(g) = 0, για κάθε g ∈ C̃.

Τα επόµενα µεγάλα ερωτήµατα της ϑεωρίας αυτής αντιµετωπίστηκαν µε επιτυχία περίπου
25 χρόνια αργότερα. Αυτά αφορούσαν ακριβείς εκτιµήσεις για την ταχύτητα µε την οποία
οι En(f) και Ẽn(g) τείνουν στο µηδέν, µε ϐάση ορισµένες εγγενείς ιδιότητες των f και g,

2



και την ανάπτυξη χρήσιµων και πρακτικών µεθόδων προσέγγισης. Αυτά τα δύο προβλήµα-
τα, σε ποικίλες εκδοχές τους, ϐρίσκονταν και ϐρίσκονται ακόµα στο επίκεντρο της ϑεωρίας
προσέγγισης.

Με τον όρο «ευθέα ϑεωρήµατα» εννοούµε αποτελέσµατα που εξασφαλίζουν άνω ϕράγµα για
το σφάλµα στην προσέγγιση µιας δοσµένης συνάρτησης από συγκεκριµένες κλάσεις συναρ-
τήσεων προσέγγισης (αλγεβρικά, τριγωνοµετρικά πολυώνυµα, συναρτήσεις-κλάδους κ.λ.π.)
που ϐασίζονται σε ορισµένες ιδιότητες και χαρακτηριστικά των συναρτήσεων που προσεγ-
γίζουµε.

Με τον όρο «αντίστροφα ϑεωρήµατα» εννούµε αποτελέσµατα που συνάγουν µια ιδιότητα
ή ένα χαρακτηριστικό της συνάρτησης που προσεγγίζουµε από την εκάστοτε ταχύτητα της
προσέγγισης. Εποµένως, τα αντίστροφα ϑεωρήµατα µας παρέχουν ένα κάτω ϕράγµα για το
σφάλµα προσέγγισης. Με αυτήν την έννοια τα αποκαλούµε «αρνητικά αποτελέσµατα».

Για να κατανοήσουµε όµως καλύτερα αυτήν την ορολογία, καλό ϑα ήταν να ασχοληθούµε
µε τα εξής ϐασικά ϑεωρήµατα που έχουν και άµεση σχέση. Για ευκολία ορίζουµε πρώτα
την κλάση Lip(α), για κάποιο α που ικανοποιεί την σχέση 0 < α ≤ 1, όλων των Lipschitz
συναρτήσεων τάξης α του C̃ ως εξής : λέµε ότι η g ∈ C̃ ανήκει στην κλάση Lip(α) αν υπάρχει
M > 0 ώστε

(2.9) |g(x)− g(y)| 6M |x− y|α για κάθε x, y ∈ R.

Ορίζουµε επίσης το µέτρο συνέχειας µιας ϕραγµένης συνάρτησης f που ορίζεται σε ένα κλει-
στό διάστηµα [a, b] ως εξής : για κάθε δ > 0,

(2.10) ωf (δ) = ωf ([a, b]; δ) := sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ [a, b], |x− y| 6 δ}.

Ουσιαστικά το ωf (δ) δίνει µια εκτίµηση του ε που καθορίζει το δ στον ορισµό της οµοιόµορφης
συνέχειας. ΄Εχουµε γράψει, δηλαδή, το ε = ωf (δ) συναρτήσει του δ.

3 Το ευθύ ϑεώρηµα Jackson

Θεώρηµα 3.1 (Jackson). ΄Εστω g η οποία ανήκει στον C̃, της οποίας η r-τάξης παράγωγος
g(r) ανήκει στην κλάση Lip(α) για κάποιον α ∈ (0, 1]. Τότε, υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια
ώστε

(3.1) Ẽn(g) 6Mn−r−α

για κάθε n ∈ N.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1 ϑα χρειαστούµε δύο άλλα ϑεωρήµατα του Jackson.

Θεώρηµα 3.2. Αν φ είναι µια 2π-περιοδική και συνεχώς διαφορίσιµη συνάρτηση, τότε

(3.2) Ẽn(φ) 6
π

2(n+ 1)
‖φ′‖∞,

και η σταθερά π
2(n+1) είναι η καλύτερη που µπορούµε να πάρουµε.
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Θεώρηµα 3.3. Αν η g ∈ C̃ έχει συνεχή παράγωγο, τότε

(3.3) Ẽn(g) 6
6

n
Ẽn−1(g

′).

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1. Θα δείξουµε πρώτα πως αν g ∈ C̃ τότε

(3.4) Ẽn(g) 6
3

2
ωg

( π

n+ 1

)
.

Ορίζουµε λοιπόν, για κάποιο σταθερό δ > 0,

(3.5) φ(x) =
1

2δ

∫ x+δ

x−δ
g(t) dt.

Τότε,

(3.6) |φ′(x)| = 1

2δ
|g(x+ δ)− g(x− δ)| 6 1

2δ
ωg(2δ).

Από το Θεώρηµα 3.2 έχουµε

(3.7) Ẽn(φ) 6
π

2(n+ 1)

1

2δ
ωg(2δ).

Επιπλέον,

|φ(x)− g(x)| 6 1

2δ

∫ x+δ

x−δ
|g(t)− g(x)| dt 6 1

2δ

∫ x+δ

x−δ
ωg(2δ) dt(3.8)

=
1

2δ
ωg(2δ)[(x+ δ)− (x− δ)]

= ωg(2δ).

΄Επειτα, έστω t ∈ Tn (τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n) το οποίο είναι η καλύτερη
προσέγγιση της φ, οπότε Ẽn(φ) = ‖φ− t‖∞. Τότε,

Ẽn(g) 6 ‖g − t‖∞ 6 ‖g − φ‖∞ + ‖φ− t‖∞(3.9)

6 ωg(2δ) +
π

2(n+ 1)

1

2δ
ωg(2δ) = ωg(2δ)

[
1 +

π

4δ(n+ 1)

]
.

Αρκεί να πάρουµε το 2δ ίσο µε π/(n+ 1) και η τελευταία ανισότητα γίνεται

Ẽn(g) 6
3

2
ωg[π/(n+ 1)].
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΄Ετσι έχουµε ότι αν g(r) ∈ Lip(α) , α ∈ (0, 1], τότε υπάρχει M1 ∈ R ώστε |g(r)(x)− g(r)(y)| 6
M1|x− y|α, και προφανώς g(r) ∈ C̃, άρα

Ẽn−r(g
(r)) 6

3

2
ωg

( π

n+ 1− r

)
(3.10)

=
3

2
sup

{
|g(r)(x)− g(r)(x)| : |x− y| 6 π

n+ 1− r

}
6

3

2
M1

( π

n+ 1− r

)α
6

3

2
M1

(π
n

)α
= M2n

−α.

Τώρα, για να παρουµε τον όρο n−r ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 3.3. Αν το εφαρ-
µόσουµε r-ϕορές, έχουµε το εξής

(3.11) Ẽn(g) 6
6

n
Ẽn−1(g

′) 6 · · · 6
( 6

n

)r
Ẽn−r(g

(r)).

Συνδυάζοντας τα δύο τελευταία αποτελέσµατα έχουµε

(3.12) Ẽn(g) 6
( 6

n

)r
M2n

−α = M3n
−r−α,

και ολοκληρώνουµε την απόδειξη. 2

Παρατήρηση 3.4. Σε ό,τι αφορά τις συνεχείς περιοδικές συναρτήσεις, όσο πιο λεία είναι η
συνάρτηση τόσο καλύτερα µπορεί να προσεγγιστεί από τριγωνοµετρικά πολυώνυµα. Φυσικά,
το ϑεώρηµα του Jackson δίνει µόνο ένα άνω ϕράγµα του ϐαθµού προσέγγισης. Αυτό δεν
συνεπάγεται πως σε κάποιες περιπτώσεις δεν µπορούµε να πετύχουµε κάτι καλύτερο. Η
απάντηση στο κατά πόσο είναι εφικτό να προσεγγίσουµε καλύτερα δόθηκε πριν καλά-καλά
τεθεί το ερώτηµα, το 1912, από τον Bernstein, πριν δηµοσιεύσει ο Jackson το δικό του
ϑεώρηµα.

4 Το αντίστροφο ϑεώρηµα Bernstein-Zygmund

Θεώρηµα 4.1 (Bernstein). ΄Εστω g µια συνάρτηση στην κλάση C̃. Αν υπάρχουν r ∈ N και
α ∈ (0, 1), και σταθερά M > 0 τέτοια ώστε

(4.1) Ẽn(g) 6Mn−r−α, για κάθε n ∈ N,

τότε η g είναι r ϕορές διαφορίσιµη και g(r) ∈ Lip(α).
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Το παραπάνω ϑεώρηµα, που οφείλεται στον Bernstein, µας λέει ουσιαστικά πως αν η g
δεν είναι r-ϕορές διαφορίσιµη µε g(r) ∈ Lip(α) για κάποιον α ∈ (0, 1), τότε αναγκαστικά
ισχύει πως

(4.2) lim sup
n→∞

nr+αẼn(g) =∞.

Αυτό εξηγεί τον χαρακτηρισµό «αρνητικό» για το ϑεώρηµα του Bernstein. Ο Zygmund ανα-
ϕέρεται στον τίτλο γιατί απέδειξε το ίδιο αποτέλεσµα στην περίπτωση α = 1.

Για να καταλάβουµε όµως περισσότερα, ας µελετήσουµε το έργο του Bernstein και του
Zygmund ξεχωριστά.

Λήµµα 4.2 (ανισότητα Bernstein). Για κάθε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο tn ∈ Tn ϐαθµού το
πολύ n ισχύει

(4.3) max
−π6x6π

|t′n(x)| 6 n max
−π6x6π

|tn(x)|,

ή πιο απλά,

(4.4) ‖t′n‖∞ 6 n‖tn‖∞.

Απόδειξη. Παραλείπεται.

Θεώρηµα 4.3 (Bernstein, Ι). ΄Εστω g συνάρτηση στην C̃. Αν, για κάποια σταθεράM > 0 και
κάποιον α ∈ (0, 1), ισχύει Ẽn(g) 6Mn−α για κάθε n ∈ N, τότε g ∈ Lip(α).

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N σταθεροποιούµε ένα tn ∈ Tn (τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού
6 n) τέτοιο ώστε ‖g−tn‖∞ 6M1n

−α. Θέτουµε Vn = t2n−t2n−1 για n > 1. Τότε g =
∑∞

n=1 Vn.
Τελικά, για κάθεm, µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος µέσης τιµής και της ανισότητας Bernstein,
παίρνουµε

|g(x)− g(y)| = |
∞∑
n=0

[Vn(x)− Vn(y)] |(4.5)

6
m−1∑
n=0

|Vn(x)− Vn(y)|+
∞∑
n=m

|Vn(x)|+
∞∑
n=m

|Vn(y)|

6
m−1∑
n=0

|V ′n(ξn)||x− y|+ 2

∞∑
n=m

‖Vn‖∞

6
m−1∑
n=0

2n‖Vn‖∞|x− y|+ 2

∞∑
n=m

‖Vn‖∞

(το ξn επιλέγεται έτσι ώστε |Vn(x)− Vn(y)| = |V ′n(ξn)| · |x− y|, και κατόπιν χρησιµοποιούµε
την |V ′n(ξn)| 6 ‖V ′n‖∞ 6 2n‖Vn‖∞, η οποία ισχύει, από την ανισότητα του Bernstein, αφού
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το Vn = t2n − t2n−1 είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού 2n). Για την ‖Vn‖∞, όµως,
έχουµε το εξής :

‖Vn‖∞ = ‖(t2n − g) + (g − t2n−1)‖∞(4.6)
6 ‖(t2n − g)‖+ ‖(g − t2n−1)‖∞
6M1(2

n)−α +M1(2
n−1)−α

6M22
−nα.

Τότε, η (4.5) παίρνει την µορφή:

|g(x)− g(y)| 6M1|x− y|
m−1∑
n=0

2n(1−α) + 2M1

∞∑
n=m

2−nα(4.7)

= M1|x− y|
2m(1−α) − 1

21−α − 1
+ 2M12

−mα 1

1− 2−α

6M2

[
|x− y|2m(1−α) + 2−mα

]
.

Τώρα ας ϑέσουµε |x − y| = δ. Προκειµένου ο τελευταίος όρος στην ανισότητα (4.7) να
ϕράσσεται από έναν όρο της µορφής λδα, πρέπει να έχουµε µια ανισότητα της µορφής

(4.8) δ2m(1−α) + 2−mα 6M4δ
α.

Αλλά αυτό είναι ισοδύναµο µε

(4.9) (δ2m)1−α + (δ2m)−α 6M4,

και για αυτό αρκεί το δ2m να είναι άνω ϕραγµένο και µακρυά από το µηδέν. Για παράδειγµα,
αν το m είναι ο µικρότερος ακέραιος που ικανοποιεί την 2mδ > 1, τότε 2mδ 6 2. Τελικά
παίρνουµε

(4.10) |g(x)− g(y)| 6M5δ
a,

άρα g ∈ Lip(α).

Θεώρηµα 4.4 (Bernstein, ΙΙ). ΄Εστω g συνάρτηση στην C̃. Αν ισχύει Ẽn(g) 6 M/n, τότε το
µέτρο συνέχειας της g ικανοποιεί την σχέση

ωg(δ) 6 λδ| log δ|

για µικρό δ.

Απόδειξη. Οι ανισότητες (4.5) και (4.6) της προηγούµενης απόδειξης ισχύουν ακόµα και για
α = 1. ΄Οµως, στην ανισότητα (4.7) παίρνουµε

(4.11) |g(x)− g(y)| 6M2|x− y|m+ 4M22
−m 6M3

[
mδ + 2−m

]
Προκειµένου να ϕράξουµε αυτήν την ποσότητα από έναν όρο λδ| log δ| αρκεί να ϕράξουµε
από πάνω το δ2m και ταυτόχρονα να είναι µακρυά από το 0.
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Θεώρηµα 4.5 (Bernstein, ΙΙΙ). ΄Εστω g συνάρτηση στην C̃. Αν υπάρχουν r ∈ N και α ∈ (0, 1),
και σταθερά M > 0 τέτοια ώστε

(4.12) Ẽn(g) 6Mn−r−α

για κάθε n ∈ N, τότε η g έχει συνεχείς παραγώγους τάξεως 1, 2, . . . , r και η παράγωγος τάξης
r ανήκει στην κλάση Lip(α).

Απόδειξη. Ακολουθώντας την διαδικασία της απόδειξης του πρώτου ϑεωρήµατος, έχουµε g =∑∞
n=0 Vn και

‖Vn‖∞ = ‖(t2n − g) + (g − t2n−1)‖∞ 6 ‖(t2n − g)‖+ ‖(g − t2n−1)‖∞(4.13)

6M1(2
n)−r−α +M1(2

n−1)−r−α 6M22
−n(r+α).

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Bernstein r ϕορές, έχουµε

(4.14) ‖V (r)
n ‖∞ 6 (2n)r‖Vn‖∞ 6M22

−nα.

Τότε η σειρά
∑∞

n=0 V
(r)
n συγκλίνει οµοιόµορφα. Οπότε, υπάρχει η g(r), είναι συνεχής και

δίνεται από την
∑∞

n=0 V
(r)
n . Προφανώς

(4.15) Ẽ2n(g(r)) 6
∥∥∥g(r) − m∑

n=0

V (r)
n

∥∥∥
∞

αφού το
∑m

n=0 V
(r)
n είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού 6 2m.

Αλλά

(4.16)
∥∥∥g(r) − m∑

n=0

V (r)
n

∥∥∥
∞

=
∥∥∥ ∞∑
n=m+1

V (r)
n

∥∥∥
∞

6M32
−mα.

Συνεπώς, Ẽ2n
(
g(r)
)
6 M3(2

m)−α. Τώρα για κάθε n µπορούµε να ϐρούµε m τέτοιο ώστε
2m 6 n < 2m+1. Τότε

(4.17) Ẽ2n(g(r)) 6 Ẽ2m(g(r)) 6M3(2
m)−α < M3

(n
2

)−α
.

Τώρα, εφαρµόζοντας το πρώτο ϑεώρηµα του Bernstein συµπεραίνουµε πως g(r) ∈ Lip(α).

Θεώρηµα 4.6 (Zygmund). ΄Εστω g συνάρτηση στην C̃. Ισχύει πως Ẽn(g) 6 Mn−1 για κάθε
n ∈ N αν και µόνο αν

(4.18) ω∗g(δ) 6 Bδ, (δ > 0)

όπου ω∗g(δ) είναι ο δείκτης του Zygmund που ορίζεται ως εξής :

(4.19) ω∗g(δ) = sup
x

sup
|h|6δ
|f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)|.
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Σηµείωση 4.7. Είναι ϕανερό πως ω∗g(δ) 6 2ωg(δ) αλλά για κάποιες συναρτήσεις το ω∗g(δ)/δ
είναι ϕραγµένο ενώ το ωg(δ)/δ δεν είναι.

Απόδειξη. (=⇒) Υποθέτουµε πως Ẽn(g) 6 Mn−1 για κάθε n ∈ N. ΄Οπως στην απόδειξη
του πρώτου ϑεωρήµατος του Bernstein, για κάθε n ∈ N διαλέγουµε ένα tn ∈ Tn ώστε
‖tn−g‖∞ = Ẽn(g), και στη συνέχεια ϑέτουµε Vn = t2n−t2n−1 για n > 1. Τότε g =

∑∞
n=1 Vn,

και για κάθε m έχουµε

|g(x+ h)− 2g(x) + g(x− h)| =
∣∣∣ ∞∑
n=0

Vn(x+ h)− 2Vn(x) + Vn(x− h)
∣∣∣(4.20)

6
m−1∑
n=0

|Vn(x+ h)− 2Vn(x) + Vn(x− h)|+ 4

∞∑
n=m

‖Vn‖∞.

Προκειµένου να εκτιµήσουµε την ποσότητα ‖Vn‖∞ γράφουµε

‖Vn‖∞ = ‖t2n − t2n−1‖∞ 6 ‖t2n − g‖∞ + ‖g − t2n−1‖∞(4.21)

= Ẽn(g) + Ẽn−1(g) 6M2−n +M2−n+1

= 3M2−n.

Προκειµένου να υπολογίσουµε τους όρους του πρώτου αθροίσµατος της (4.20), εφαρµόζουµε
το ϑεώρηµα µέσης τιµής δύο ϕορές και µετά την ανισότητα Bernstein, και µε την (4.21)
παίρνουµε

|Vn(x+ h)− 2Vn(x) + Vn(x− h)| = | [Vn(x+ h)− Vn(x)]− [Vn(x)− Vn(x− h)] |(4.22)
= |h||V ′n(ξ1)− V ′n(ξ2)| = |h||ξ1 − ξ2||V ′′n (ξ3)|
6 2h2‖Vn‖ 6 2h222n‖Vn‖
6 6Mh22n.

Επιστρέφοντας πάλι στην (4.20) έχουµε

|g(x+ h)− 2g(x) + g(x− h)| 6 6Mh2
m−1∑
n=0

2n + 12M
∞∑
n=m

2−n(4.23)

6 6Mh22m + 24M2−m.

Για να ϕράξουµε το τελευταίο από έναν όρο της µορφής M2|h|, αρκεί το m να επιλεγεί σε
σχέση µε το |h| ώστε και οι δύο όροι 2−m|h−1| και 2m|h| να είναι άνω ϕραγµένοι.

(⇐=) Τώρα, υποθέτουµε πως ω∗g(δ) 6 M2δ για κάθε δ > 0. Θα εφαρµόσουµε την
διαδικασία υπολογισµού µέσου όρου: ϑέτουµε

(4.24) φ(x) ≡ 1

2δ

∫ x+δ

x−δ
[g(x+ t) + g(x− t)] dt,
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και εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία πάνω στην φ για να πάρουµε το δεύτερο µέσο όρο της
g:

ψ(x) ≡ 1

2δ

∫ δ

0
[φ(x+ s) + φ(x− s)] ds(4.25)

≡ 1

4δ2

∫ δ

0

∫ δ

0
[g(x+ s+ t) + g(x+ s− t) + g(x− s+ t) + g(x− s− t)] dt ds.

Αφού η g είναι συνεχής, η ψ έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο. Πράγµατι,

(4.26) φ′(x) =
1

2δ
[g(x+ δ)− g(x− δ)] ,

οπότε

(4.27) ψ′(x) =
1

2δ
[φ(x+ δ)− φ(x− δ)]

και

ψ′′(x) =
1

2δ

[
φ′(x+ δ)− φ′(x− δ)

]
(4.28)

=
1

4δ2
[g(x+ 2δ)− 2g(x) + g(x− 2δ)] .

΄Επεται πως
‖ψ′′‖ 6 (1/4δ2)ω∗g(2δ) 6M2/2δ.

Τώρα αρκεί να δείξουµε πως ‖ψ − g‖ 6M2δ. Πράγµατι,

ψ(x)− g(x) =
1

4δ2

∫ δ

0

∫ δ

0
[g(x+ s+ t) + g(x+ s− t) + g(x− s+ t)

+ g(x− s− t)− 4g(x)] dt ds.

Αφού το ολοκλήρωµα γράφεται

[g(x+ s+ t)− 2g(x+ s) + g(x+ s− t)] + [g(x− s+ t)− 2g(x− s) + g(x− s− t)]
+ [2g(x+ s)− 4g(x) + 2g(x− s)]

όπου το µέτρο του δεν µπορεί να ξεπεράσει το

(4.29) ω∗g(t) + ω∗g(t) + 2ω∗g(s) 6 2M2(t+ s) 6 4M2δ,

παίρνουµε |ψ(x)− g(x)| 6M2δ.
Τώρα για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, έστω t ∈ Tn ένα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο

ϐαθµού το πολύ n που είναι µια καλή προσέγγιση της ψ. Από το τέταρτο ϑεώρηµα του
Jackson (διαβάστε το παρακάτω), έχουµε

(4.30) Ẽn(ψ) 6
π

2
(n+ 1)−2‖ψ′′‖.
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Οπότε,

(4.31) Ẽn(g) 6 ‖t− g‖ 6 ‖t− ψ‖+ ‖ψ − g‖ 6 π

2
(n+ 1)−2

M2

2δ
+M2δ

Αν το δ = N−1, τότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως

(4.32) Ẽn(g) 6M2n
−1
(π

4
+ 1
)
.

∆ιατυπώνουµε το τέταρτο ϑεώρηµα του Jackson, χωρίς να το αποδείξουµε, για να κατανο-
ήσουµε καλύτερα τι συνέβη παραπάνω.

Θεώρηµα 4.8 (Jackson, IV). ΄Εστω συνάρτηση g ∈ C̃. Αν η g έχει συνεχή παράγωγο r-τάξης,
τότε

(4.33) Ẽn(g) 6
π

2

(
1

n+ 1

)r
‖g(r)‖

και ο συντελεστής π/2 είναι ο καλύτερος που µπορούµε να πάρουµε ώστε να είναι ανεξάρτητος
της συνάρτησης g, του k και του n.

Σχόλια 4.9. Αξίζει να σχολιάσουµε εν συντοµία τα παραπάνω. Μπορούµε να παρατηρήσουµε
πως η ανισότητα Bernstein παίζει τον πιο κρίσιµο ϱόλο στην απόδειξη του ϑεωρήµατός του.
Η ανισότητα Bernstein µετράει κατά κάποιο τρόπο την ακαµψία των πολυωνύµων. Οπότε
µπορούµε να καταλάβουµε γιατί, όπως είπαµε παραπάνω, το πόσο λεία είναι η συνάρτηση
επηρεάζει τον ϱυθµό µε τον οποίο ϕθίνει η Ẽn(g), δηλαδή όσο πιο λεία είναι η συνάρτηση
τόσο καλύτερα προσεγγίζεται από τριγωνοµετρικά πολυώνυµα.

4.1 Αλγεβρικά Πολυώνυµα

Συνεχίζουµε την µελέτη µας µε τα αλγεβρικά πολυώνυµα. ΄Οταν προσεγγίζουµε (σε ένα
διάστηµα) µια συνάρτηση από αλγεβρικά πολυώνυµα, τα αποτελέσµατα είναι παρόµοια µε
αυτά για τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα, εκτός από το γεγονός ότι υπάρχουν σηµαντικά
προβλήµατα κοντά στα άκρα του διαστήµατος. Αυτό συµβαίνει επειδή για κάθε x κοντά στα
άκρα του διαστήµατος υπάρχει p ∈ Πn για το οποίο η τάξη της |p′(x)| µπορεί να γίνει µέχρι
και n2‖p‖∞. ΄Οταν δεν ϐρισκόµαστε κοντά στα άκρα, µπορούµε να δώσουµε ένα ϕράγµα της
τάξης του n‖p‖∞.

Εδώ διατυπώνουµε ένα ακόµα ϑεώρηµα (ευθύ και αντίστροφο) που περιλαµβάνει ϑετικές
και αρνητικές πληροφορίες. Πρώτα, όµως, διατυπώνουµε τον εξής ορισµό που ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε αργότερα. Λέµε ότι µια συνάρτηση f , ορισµένη στο [−1, 1], είναι αναλυτική σε
αυτό το διάστηµα αν µπορεί να επεκταθεί σε µια µιγαδική αναλυτική συνάρτηση σε ένα ανοι-
χτό σύνολο που περιέχει το [−1, 1]. Στο πλαίσιο που συζητάµε εδώ, τα πιο σηµαντικά ανοιχτά
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σύνολα είναι τα εσωτερικά ελλείψεων που έχουν εστίες τα σηµεία ±1 και µε ηµιάξονες που
έχουν άθροισµα λ µεγαλύτερο από ένα. ΄Εστω Eλ µια τέτοια έλλειψη:

(4.34) Eλ =

{(
1

2

(
λ+

1

λ

)
cos θ,

1

2

(
λ− 1

λ

)
sin θ

)
: 0 6 θ 6 2π

}
,

και έστω Dλ το εσωτερικό της Eλ.
Το ακόλουθο αποτέλεσµα, επίσης, αποδίδεται στον Bernstein (αξίζει να αναφέρουµε πως

υπάρχει στενή σχέση µεταξύ αυτού του αποτελέσµατος και του τύπου για την εύρεση της
ακτίνας σύγκλισης µιας δυναµοσειράς σε σχέση µε τους συντελεστές της).

Θεώρηµα 4.10 (Bernstein). Η f έχει µια αναλυτική επέκταση στο D` και σε κανένα Dλ µε
λ > l αν και µόνο αν

(4.35) lim sup
n→∞

(
En(f)

)1/n
=

1

`
.

Το αρνητικό περιεχόµενο του Θεωρήµατος 4.10 είναι ότι η αν η f δεν είναι αναλυτική
στο [−1, 1] τότε δεν µπορούµε να έχουµε έναν γεωµετρικό ϱυθµό σύγκλισης στο µηδέν για το
σφάλµα προσέγγισης της f από αλγεβρικά πολυώνυµα.

5 Γραµµικές Μέθοδοι

Η εύρεση της ϐέλτιστης προσέγγισης, ή απλώς µιας καλής προσέγγισης, είναι γενικά µια
δύσκολη και δαπανηρή διαδικασία. Οι καλύτεροι τρόποι προσέγγισης είναι οι µη-γραµµικοί.
Οι γραµµικές µέθοδοι, όµως, είναι προτιµότερες και απλούστερες, και έχει αφιερωθεί πολύς
χρόνος στη µελέτη τους. Ωστόσο, όπως ϕαίνεται, οι γραµµικές διαδικασίες συχνά έχουν
ουσιαστικούς περιορισµούς.

∆ίνουµε ένα παράδειγµα: µια πολύ ϕυσιολογική µέθοδος είναι να προσπαθήσουµε να
χρησιµοποιήσουµε παρεµβολή για να πετύχουµε καλές προσεγγίσεις. Ας υποθέσουµε πως
µας δίνουνε έναν τριγωνικό πίνακα µε n + 1 στοιχεία από το [a, b] στη n-οστή γραµµή του
πίνακα, και έστω pn(f) ∈ Πn το (µοναδικό) πολυώνυµο του συνόλου Πn που παρεµβάλλει
την f του C[a, b] στα σηµεία της n-οστής γραµµής. Ο Faber έδειξε το 1914 ότι για κάθε τέτοιο
πίνακα υπάρχει f στο C[a, b] για την οποία

(5.1) lim sup
n→∞

‖f − pn(f)‖∞ > 0.

Το αποτέλεσµα αυτό γενικεύτηκε από τους Kharshiladze-Lozinski:

Θεώρηµα 5.1 (Kharshiladze-Lozinski). Για κάθε ακολουθία (Ln)n∈N γραµµικών τελεστών,
τέτοιων ώστε ο Ln να απεικονίζει τον C[a, b] στο Πn και να ικανοποιεί την Ln(pn) = pn για κάθε
pn ∈ Πn ( λέµε τότε ότι ο Ln είναι προβολή του C[a, b] στον Πn), υπάρχει µια συνάρτηση f στο
C[a, b] τέτοια ώστε

(5.2) lim sup
n→∞

‖f − Ln(f)‖∞ > 0.
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Το Θεώρηµα 5.1 δείχνει πως δεν µπορεί να υπάρχει ακολουθία γραµµικών τελεστών
Ln : C[a, b]→ Πn που να ικανοποιεί την

(5.3) ‖f − Ln(f)‖∞ 6MEn(f)

για κάποια σταθερά M > 0 και για όλες τις f ∈ C[a, b] και όλα τα n. Αν αυτή η ανισότητα
ίσχυε, τότε κάθε Ln ϑα ήταν προβολή στον Πn και οι νόρµες ‖f − Lf (f)‖∞ ϑα έτειναν στο
µηδέν, καθώς το n→∞, για κάθε f ∈ C[a, b]. Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει για την κλάση C̃
και τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα.

6 N -διάστατοι χώροι

Στην Παράγραφο 2 είδαµε πως για µια συνάρτηση g ∈ C̃ ο ϱυθµός µε τον οποίο ϕθίνει η
Ẽn(g) είναι άµεσα συνδεδεµένος µε το πόσο λεία είναι η g. Αλλά δεν µας ενδιαφέρει πόσο
λεία είναι η συνάρτηση. Μας ενδιαφέρει να έχουµε αποτελεσµατικές µεθόδους προσέγγισης.
Υπό αυτήν την έννοια, ενδέχεται τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα να µην είναι καλές κλάσεις
προσέγγισης. ΄Ισως υπάρχουν καλύτερες. Πώς µπορούµε να ϐρούµε τέτοιες και πώς µπο-
ϱούµε να συγκρίνουµε την αποτελεσµατικότητα των διαφορετικών κλάσεων προσέγγισης ; Το
1936 ο Kolmogorov πρότεινε την εξής ιδέα.

∆εδοµένου ενός συνόλου συναρτήσεων, αντί να προσεγγίζουµε από κάποιον συ-
γκεκριµένο γραµµικό υπόχωρο (όπως οι Tn,Πn), γιατί δεν επιδιώκουµε να ϐρο-
ύµε τον «καλύτερο» υπόχωρο προσέγγισης της ίδιας διάστασης ;

Για παράδειγµα, ϑυµηθείτε πως αν οι g και g(r) είναι συναρτήσεις της κλάσης C̃, τότε
υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε

(6.1) Ẽn(g) 6Mn−r‖g(r)‖∞

για κάθε n ∈ N, από το ϑεώρηµα του Jackson.
Ορίζουµε

(6.2) B̃r =
{
g : g, g(r) ∈ C̃, ‖g(r)‖∞ 6 1

}
.

Για κάθε g ∈ B̃r ϐλέπουµε, από την (6.1), πως

(6.3) Ẽn(g) 6Mn−r.

Μπορούµε να ξαναγράψουµε αυτήν την εκτίµηση ως εξής :

(6.4) E(B̃r, Tn) := sup
g∈B̃r

min
t∈Tn
‖g − t‖∞ 6Mn−r.
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Η ποσότητα E(B̃r, Tn) µετράει την απόσταση του Tn από το B̃r, υπό την έννοια ότι είναι το
suprepmum του σφάλµατος της προσέγγισης των στοιχείων g του B̃r από τα στοιχεία t του
Tn.

Η ιδέα του Kolmogorov ήταν να σκεφτούµε πόσο καλά µπορεί κανείς να προσεγγίσει το
σύνολο B̃r µε την έννοια που συστήνει η (6.4), όχι απαραίτητα από στοιχεία του Tn, αλλά
από οποιονδήποτε γραµµικό υπόχωρο της κλάσης C̃ του οποίου η διάσταση είναι ίση µε την
διάσταση του Tn, δηλαδή 2n+ 1. Με άλλα λόγια, όρισε

(6.5) d2n+1(B̃r) = inf
X2n+1

sup
g∈B̃r

inf
h∈X2n+1

‖g − h‖∞,

όπου το αριστερό infimum είναι πάνω από όλους τους υπόχωρους X2n+1 της C̃ που έχουν
διάσταση το πολύ ίση µε 2n + 1. Η ποσότητα αυτή είναι το (2n + 1)-διάστατο πλάτος του
B̃r κατά Kolmogorov. ∆είχνει πόσο καλά µπορούµε να προσεγγίσουµε το B̃r από κάποιον
(2n+ 1)-διάστατο υπόχωρο της C̃.

Γενικά, δοθέντος ενός συνόλου A σε έναν γραµµικό χώρο µε νόρµα X, το n-διάστατο
πλάτος Kolmogorov dn(A) του A στον X ορίζεται ως εξής :

(6.6) dn(A) := inf
Xn

sup
f∈A

inf
h∈Xn

‖f − h‖X ,

όπου το Xn τρέχει πάνω από όλους τους n-διάστατους υπόχωρους του X. Η ποσότητα dn(A)
µας λέει τι είναι εφικτό και τι όχι. Από την µια µεριά, είναι µια µέτρηση του ϐαθµού στον
οποίο το A µπορεί να προσεγγιστεί από n-διάστατους υπόχωρους τουX. Από την άλλη µεριά,
τα n-διάστατα πλάτη dn(A) είναι κάτω ϕράγµατα του πόσο καλά γίνεται να προσεγγίσουµε το
A. Αυτό σηµαίνει πως, για κάθε ε > 0 και για κάθε n-διάστατο υπόχωρο Xn του X υπάρχει
µια συνάρτηση f στο A, που εξαρτάται από τον Xn, που ικανοποιεί την

(6.7) inf
h∈Xn

‖f − h‖X > dn(A)− ε.

Με αυτήν την έννοια, οι εκτιµήσεις για τα n-διάστατα πλάτη είναι αρνητικά αποτελέσµατα.
∆εν µπορούµε να πετύχουµε κάτι καλύτερο από dn(A) όταν προσεγγίζουµε το A από n-
διάστατους υπόχωρους.

Καµιά ϕορά, αν και είναι σπάνιο, µπορούµε να αναγνωρίσουµε έναν υπόχωρο Xn για τον
οποίο

(6.8) E(A,Xn) = sup
f∈A

inf
h∈Xn

‖f − h‖X = dn(A).

7 Επίλογος

΄Εχουµε, λοιπόν, περιγράψει αποτελέσµατα που οριοθετούν την αποτελεσµατικότητα των µε-
ϑόδων προσέγγισης. Αντίστροφα ϑεωρήµατα, που εξαρτώνται από τους υπόχωρους από τους
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οποίους προσεγγίζουµε, που καθορίζουν ορισµένες ιδιότητες ή χαρακτηριστικά των συναρ-
τήσεων που προσεγγίζουµε σε ότι αφορά τον ϐαθµό στον οποίο το σφάλµα της καλύτερης
προσέγγισης τείνει στο µηδέν. Κατ¨ αντιστοιχία, για συναρτήσεις χωρίς αυτές τις ιδιότητες, τα
αντίστροφα ϑεωρήµατα µας δίνουν κάτω ϕράγµατα του ϱυθµού προσέγγισης.

Είδαµε ότι οι γραµµικές διαδικασίες συχνά παρουσιάζουν κάποιους εγγενείς περιορισµο-
ύς του ϐαθµού προσέγγισης ανεξάρτητα από την συνάρτηση που προσεγγίζεται.

Είδαµε επίσης ότι µέσω της έννοιας του n-διάστατους πλάτους αποκτούµε κάτω ϕράγ-
µατα για το πόσο καλά γινεται να προσεγγίσουµε κλάσεις συναρτήσεων από n-διάστατους
υπόχωρους (ανεξάρτητα από την επιλογή των υπόχωρων που προσεγγίζουµε).

Αλλά υπάρχουν πολλά ακόµα αποτελέσµατα αυτού του κλάδου της ανάλυσης που µπορεί
κανείς να µελετήσει. Απλά τα αρνητικά αποτελέσµατα, όπως τα είδαµε παραπάνω, µας
εφοδιάζουν µε σηµαντικές πληροφορίες ώστε να µπορέσουµε να κατανοήσουµε καλύτερα
τι δεν είναι εφικτό, ώστε να δοκιµάσουµε κάποιον διαφορετικό τρόπο για να πετύχουµε,
αν όχι το καλύτερο αποτέλεσµα, ένα τουλάχιστον πολύ καλό - ικανοποιητικό αποτέλεσµα.
Αξίζει να σηµειώσουµε, για χάρη της επιστήµης µας, πως τα µαθηµατικά είναι από τις λίγες
επιστήµες στις οποίες µπορεί κανείς να συναντήσει την παραπάνω «ιδιοτροπία», ότι δηλαδή,
ο µαθηµατικός χρησιµοποιεί την γνώση µε τέτοιο τρόπο που τα αρνητικά αποτελέσµατα να
έχουν εν τέλει ϑετική απόχρωση.

8 Βιβλιογραφία - Παραποµπές

Τέλος παραθέτω τις διάφορες πηγές και ϐιβλία που χρησιµοποίησα σε αυτήν την εργασία, είτε
για διάφορες αποδείξεις - ορισµούς, είτε για να κατανοήσω καλύτερα τις διάφορες έννοιες και
τις τεχνικές αυτού του κλάδου των µαθηµατικών.

(i) Το άρθρο Negative Theorems in Approximation Theory, του Allan Pinkus.

(ii) Το ϐιβλίο Introduction to Approximation Theory, του Elliot W. Cheney.

(iii) Το ϐιβλίο A Short Course on Approximation Theory, του N. L. Carothers.

(iv) Τις σηµειώσεις «Θεωρία Προσέγγισης και Εφαρµογές», του Μιχάλη Κολουντζάκη.

(v) Το ϐιβλίο Constructive Approximation, των Ronald A. DeVore και George G. Lorentz.
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