
Το ϑεώρηµα του Vinogradov

Μάριος Αντώνιος Απετροάιε και Ελευθέριος Μπόλκας

Περίληψη

Στην εργασία αυτή παρουσιάζουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Vinogradov, το οποίο
δείχνει ότι όλοι οι αρκετά µεγάλοι περιττοί αριθµοί γράφονται ως άθροισµα τριων πρώτων αριθµών.
Το αποτέλεσµα αυτό είναι µία λιγότερο ισχυρή µορφή της ασθενής εικασίας του Goldbach, η
οποία λέει ότι η αναπαράσταση αυτή είναι δυνατή για όλους τους περιττούς αριθµούς. Η απόδειξη
ϐασίζεται στα πρωτεύοντα και ελάσσονα τόξα. Για κάποια από τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα οι
αποδείξεις ϑα παραλειφθούν.

1 Εισαγωγή

Ορισµός 1.1 Η συνάρτηση von Mangoldt ορίζεται ως

Λ(n) =

{
log p, για n = pk µε p πρώτο
0, αλλιώς

Θέτουµε

r(n) =
∑

k1+k2+k3=n

Λ(k1)Λ(k2)Λ(k3)

Η r(n) µετράει το πλήθος των τρόπων που µπορεί να γραφεί το ν ώς άθροισµα τριων
αριθµών όπου καθένας από αυτούς είναι είτε πρώτος είτε δύναµη πρώτου, όπου σε κάθε τέτοιο
τρόπο επισυνάπτουµε ϐάρος Λ(k1)Λ(k2)Λ(k3). Αν δεν υπάρχει καµία τέτοια αναπαράσταση,
τότε r(n) = 0. Επίσης µπορούµε να δούµε ότι συνεισφορά των δυνάµεων πρώτων αριθµών
στο άθροισµα είναι µικρότερη από αυτή των πρώτων. Αυτό σε συνδυασµό µε το ότι η r(n)
έχει ϑετικό κάτω ϕράγµα για µεγάλους περιττούς αριθµούς, ϑα µας δώσει το Ϲητούµενο
αποτέλεσµα.

Θεωρούµε τώρα µία αυθαίρετη σταθερά N και τη συνάρτηση

S(α) =
∑
k≤N

Λ(k)e2πkiα

και από αυτή παίρνουµε

S3(α) =
∑

k1,k2,k3≤N
Λ(k1)Λ(k2)Λ(k3)e

2π(k1+k2+k3)iα =

1



=
∑
n

 ∑
k1+k2+k3=n,
k1,k2,k3≤N

Λ(k1)Λ(k2)Λ(k3)

 e2πniα

Θέτουµε

r(n,N) =
∑

k1+k2+k3=n,
k1,k2,k3≤N

Λ(k1)Λ(k2)Λ(k3)

και παρατηρούµε ότι r(n,N) = r(n) για n ≤ N ενώ για µεγάλες τιµές του n η r(n,N)
ισούται µε 0. Τώρα η S3(α) γράφεται ως∑

n

r(n,N)e2πniα

που είναι µία σειρά Fourier και ο συντελεστής Fourier της r(N) είναι ο

(1.2) r(N) =

∫
R/Z

S3(α)e−2πiNαdα

όπου το R/Z είναι η οµάδα πηλίκο των πραγµατικών αριθµών προς τους ακεραίους. Ξέρου-
µε ότι το πηλίκο αυτό είναι ισόµορφο µε τον κύκλο, οπότε µπορούµε να σκεφτόµαστε την
ολοκλήρωση σαν ολοκλήρωση πάνω στον κύκλο. Για να ϕράξουµε αυτό το ολοκλήρωµα ϑα το
γράψουµε σαν άθροισµα δύο ολοκληρωµάτων, καθένα από τα οποία ϑα είναι ένα ολοκλήρω-
µα πάνω σε κάποια υποδιαστήµατα του R/Z. Τα διαστήµατα αυτά ϑα είναι τα πρωτεύοντα
και τα ελάσσονα τόξα.

2 Ορισµοί

Ορισµός 2.1 Για σταθερές n και B, ϑέτουµε P = logB(n) και Q = n
log2B(n)

. Τότε για κάθε
q ≤ P και b τέτοιο ώστε 1 ≤ b ≤ q όπου ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των b και q είναι 1 (στο
εξής (b, q) = 1), ϑέτουµε

M(b, q) =

{
α ∈ R/Z :

∣∣∣∣α− b

q

∣∣∣∣ ≤ 1

Q

}
Επιπλέον ϑέτουµε ως M την ένωση όλων των M(b, q) και m το συµπλήρωµα του M στο R/Z.
ΤαM(b, q) τα ονοµάζουµε πρωτεύοντα τόξα ενώ τα διαστήµατα τουm τα ονοµάζουµε ελάσσονα
τόξα.
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Λήµµα 2.2 Το m είναι µη κενό.
Απόδειξη. Κάθε δύο πρωτεύοντα τόξα είναι ξένα. Πράγµατι αν πάρουµε b

q 6=
b′

q′ όπως στον
ορισµό, τότε για µεγάλα N ισχύει Q > 2P 2 και άρα∣∣∣∣ bq − b′

q′

∣∣∣∣ ≥ 1

qq′
>

2

Q
.

΄Αρα το M, που είναι η πεπερασµένη ένωση των ξένων κλειστών διαστηµάτων M(b, q) δεν
ισούται µε το R/Z και συνεπώς το m είναι µη κενό.

�

Στη συνέχεια της απόδειξης ϑα γράψουµε

r(N) =

∫
R/Z

S3(α)e−2πiNαdα =

∫
M
S3(α)e−2πiNαdα+

∫
m
S3(α)e−2πiNαdα

και ϑα ϕράξουµε καθένα από τα δύο ολοκληρώµατα του αθροίσµατος.
∆ίνουµε τώρα κάποιους ορισµούς.

Ορισµός 2.3 Για ακεραίους a και q η κλάση υπολοίπων του amod q ορίζεται ως [a]q =
{a+ qn : n ∈ Z} Τον αριθµό a τον ονοµάζουµε αντιπρόσωπο της κλάσης υπολοίπων.

Ορισµός 2.4 Το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων mod q είναι οι ακέραιοι mod q και το
συµβολίζουµε Z/qZ. ∆ηλαδή

Z/qZ = {[a]q : a ∈ Z}

Ορισµός 2.5 Χαρακτήρας Dirichlet modulus q είναι κάθε συνάρτηση χ : Z→ C που πλη-
ϱοί τις ακόλουθες ιδιότητες :
1) χ(n+ q) = χ(n) για κάθε n ∈ N
2) Αν (n, q) 6= 1 τότε χ(n) = 0. Αν (n, q) = 1 τότε χ(n) 6= 0
3) Για όλους τους ακέραιους m και n ισχύει ότι χ(mn) = χ(m)χ(n).

Από τις παραπάνω ιδιότητες προκύπτει εύκολα και ότι αν (n, q) = 1 τότε το χ(n) είναι
φ(n)-οστή ϱίζα της µονάδας (όπου φ εδώ και στη συνέχεια είναι η συνάρτηση του Euler) και
ειδικότερα |χ(n)| = 1.

΄Ενας τέτοιος χαρακτήρας Dirichlet λέγεται κύριος αν

χ(n) =

{
1, για ν µε (n, q) 6= 1

0, αλλιώς

Τον κύριο χαρακτήρα Dirichlet ϑα τον συµβολίζουµε χ0. Το σύνολο όλων των χαρακτήρων
Dirichlet modulo χ ϑα το συµβολίζουµε µε Ẑ/qZ. Το σύνολο αυτό είναι πεπερασµένο και
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έχει φ(q) στοιχεία.
Παραθέτουµε τώρα χωρίς απόδειξη κάποιες ιδιότητες ορθογωνιότητας του χαρακτήρα Dirich-
let. Στο εξής, όταν η επιλογή ενός αντιπροσώπου a µια κλάσης υπολοίπων [a]q δεν επηρεάζει
τα γραφόµενα, ϑα συµβολίζουµε την κλάση υπολοίπων απλά µε a.

Πρόταση 2.6 1) Ισχύει ότι

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(n) =

{
φ(q), για ν µε n ≡ 1mod q

0, αλλιώς

2) Αν χ είναι ένας χαρακτήρας Dirichlet modulo q τότε∑
n∈Z/qZ

χ(n) = 0

εκτός αν ο χ είναι κύριος όπου το άθροισµα ισούται µε φ(q).

3 Πρωτεύοντα τόξα

Θεωρούµε το πρωτεύον τόξο M(b, q). Για κάθε χαρακτήρα Dirichlet modulus q ϑεωρούµε το
άθροισµα του Gauss

τ(χ) =
∑

m∈Z/qZ

χ(m)e
2πim
q .

Θεωρούµε επίσης το πεπερασµένο άθροισµα

1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(n)τ(χ)

όπου χ είναι ο µιγαδικός συζυγής του χ, δηλαδή χ(n) = χ(n) ∀n ∈ N. Από τη δεύτερη
ιδιότητα του ορισµού 2.5 έχουµε ότι

1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(n)τ(χ) = 0

για (n, q) 6= 1. ΄Οµως για (n, q) = 1 έχουµε ότι

1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(n)τ(χ) =
1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

∑
m∈Z/qZ

χ(n)χ(m)e
2πim
q .
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Επειδή (n, q) = 1, για κάθε m ∈ Z/qZ υπάρχει h ∈ Z/qZ τέτοιο ώστε m ≡ nh mod q και
άρα καθώς το h διατρέχει το Z/qZ το nh διατρέχει το Z/qZ. ΄Αρα

1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

∑
m∈Z/qZ

χ(n)χ(m)e
2πim
q =

1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

∑
h∈Z/qZ

χ(n)χ(nh)e
2πinh
q =

=
1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

∑
h∈Z/qZ

χ(h)e
2πinh
q =

1

φ(q)

∑
h∈Z/qZ

e
2πinh
q

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(h) =

= e
2πin
q

Η τελευταία ισότητα ισχύει λόγω της πρότασης για την ορθογωνιότητα (το 1 στην Πρόταση
2.6). ΄Αρα έχουµε την

(3.1) e
2πin
q =

1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(n)τ(χ)

Στη συνάρτηση S(α) επειδή δουλεύουµε για τα α ∈M(b, q) παίρνουµε α = b
q + c. Τότε

S(α) =
∑
k≤N,

(k,q)=1

Λ(k)e
2πki( b

q
+c)

+O(log2(N))

Το σφάλµα προκύπτει από το ότι το άθροισµα περιορίζεται στα k για τα οποία (k, q) = 1.
Αυτό το άθροισµα µε χρήση της (3.1) και του ότι χ(ka) = 0 για (k, q) 6= 1 γίνεται

(3.2) S(α) =
∑
k≤N

Λ(k)
1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

χ(kb)τ(χ)e2πkic +O(log2(N)) =

=
1

φ(q)

∑
χ∈Ẑ/qZ

τ(χ)χ(b)
∑
k≤N

χ(k)Λ(k)e2πkic +O(log2(N))

Θα χρησιµοποιήσουµε τώρα την εξής µορφή της άθροισης κατά µέρη:

n∑
k=1

akbk = an

n∑
k=1

bk −
n−1∑
j=1

(aj+1 − aj)
j∑

k=1

bk

Με αυτήν έχουµε ότι

∑
k≤N

χ(k)Λ(k)e2πkic = e2πiNc
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)−
N−1∑
j=1

(
e2π(j+1)ic − e2πjic

) j∑
k=1

χ(k)Λ(k) =
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= e2πiNc
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)− 2πic
N−1∑
j=1

∫ j+1

j
e2πiucdu

j∑
k=1

χ(k)Λ(k) =

= e2πiNc
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)− 2πic

N−1∑
j=1

∫ j+1

j
e2πiuc

∑
k≤u

χ(k)Λ(k)du =

= e2πiNc
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)− 2πic

∫ N

1
e2πiuc

∑
n≤u

χ(n)Λ(n)du

∆ηλαδή

(3.3)
∑
k≤N

χ(k)Λ(k)e2πkic = e2πiNc
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)− 2πic

∫ N

1
e2πiuc

∑
n≤u

χ(n)Λ(n)du

Ορίζουµε τώρα

ψ(x, χ) =
∑
n≤x

χ(n)Λ(n)

΄Αρα η (3.3) ξαναγράφεται ως

(3.4)
∑
k≤N

χ(k)Λ(k)e2πkic = e2πiNcψ(N,χ)− 2πic

∫ N

1
e2πiucψ(u, χ)du

΄Εχουµε τώρα το εξής σηµαντικό λήµµα την απόδειξη του οποίου ϑα παραλείψουµε.

Λήµµα 3.5 ΄Εστω χ ένας µη κύριος χαρακτήρας Dirichlet modulus q. Αν

q ≤ logM (x)

για µία ϑετική σταθερά M , τότε

|ψ(x, χ)| = O(xe−C(M)
√

log(x))

για κάποια ϑετική σταθερά C(M) η οποία είναι σταθερά M .

Εφαρµόζουµε αυτό το Λήµµα στην (3.4) για να πάρουµε ένα ϕράγµα για τους µη κύριους
χαρακτήρες Dirichlet.∑

k≤N
χ(k)Λ(k)e2πkic = O((1 + |c|N)Ne−K

√
logN )
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Επειδή το Λήµµα δεν µας ϐοηθά στο να ϕράξουµε τη συνεισφορά του κύριου χαρακτήρα
Dirichlet χ0 ϑα δουλέψουµε διαφορετικά γι΄ αυτόν. Η συνάρτηση του Chebyshev ορίζεται ως

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

Τότε έχουµε ότι

|ψ(x, χ0)− ψ(x)| ≤
∑
n≤x,

(n,q)6=1

Λ(n) = O(log(q) log(x)).

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών παίρνουµε το εξής ϕράγµα για την ψ(x)

ψ(x) = x+O(xe−K
√
log x).

Θέτουµε τώρα R(u) = ψ(u, χ0)− buc και παίρνουµε

(3.6) R(u) = O(ue−K
√
log u)

Ορίζουµε επίσης
T (c) =

∑
1≤k≤N

e2πikc

΄Οπως πριν, µε άθροιση κατά µέρη ϐρίσκουµε ότι

T (c) = Ne2πNc − 2πc

∫
1
Ne2πcu buc du.

Εφαρµόζουµε αυτό στην (3.4) και παίρνουµε∑
k≤N

χ0(k)Λ(k)e2πkic = T (c) + e2πiNcR(N)− 2πic

∫ N

1
e2πiucR(u)du

και χρησιµοποιώντας την (3.6) έχουµε

T (c) + e2πiNcR(N)− 2πic

∫ N

1
e2πiucR(u)du = T (c) +O((1 + |c|N)Ne−K logN ).

΄Αρα η συνεισφορά του κύριου χαρακτήρα Dirichlet στην S(α) δίνεται από την∑
k≤N

χ0(k)Λ(k)e2πkic = T (c) +O((1 + |c|N)Ne−K logN )

ενώ του µη κύριου όπως ϐρήκαµε παραπάνω από την∑
k≤N

χ(k)Λ(k)e2πkic = O((1 + |c|N)Ne−K
√
logN ).
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Συνδυάζοντας αυτά τα δύο στη σχέση (3.2) ϐρίσκουµε την ακόλουθη σχέση (3.7)

S(α) =
1

φ(q)

τ(χ0)T (c) +O((1 + |c|N)Ne−K
√
logN ) +

∑
χ∈Ẑ/qZ,
χ6=χ0

τ(χ)χ(b)
(
O((1 + |c|N)Ne−K

√
logN )

) .

΄Ετσι κάναµε µία πρώτη εκτίµηση την οποία στη συνέχεια ϑα ϐελτιώσουµε.
∆ίνουµε τώρα τον ορισµό της συνάρτησης Mobius.

Ορισµός 3.8 Η συνάρτηση Mobius µ : N→ {−1, 0, 1} ορίζεται ως

µ(q) =


1, αν έχει άρτιο αριθµό πρώτων παραγόντων και @n2 > 1 : n2|q
−1, αν έχει περιττό αριθµό πρώτων παραγόντων και @ n2 > 1 : n2|q
0, αλλιώς

Λήµµα 3.9 ΄Εστω τ(χ0) ένα άθροισµα Gauss και µ(q) η συνάρτηση Mobius. Τότε

τ(χ0) = µ(q).

Απόδειξη.

τ(χ0) =

q∑
m=1

χ0(m)e
2πim
q =

∑
m≤q,

(m,q)=1)

χ0(m)e
2πim
q .

Είναι όµως γνωστή ιδιότητα της συνάρτησης Mobius η∑
m≤q,

(m,q)=1)

χ0(m)e
2πim
q = µ(q)

και άρα προκύπτει το Ϲητούµενο.

�

Ισχύει ακόµα το ακόλουθο λήµµα του οποίου την απόδειξη επίσης παραλείπουµε.

Λήµµα 3.10 ΄Εστω τ(χ) ένα άθροισµα Gauss. Τότε

|τ(χ)| ≤ √q.

Εφαρµόζοντας τα δύο τελευταία λήµµατα στην (3.7) παίρνουµε

S(α) =
µ(q)

φ(q)
T (c) +O((1 + |c|N)

√
qNe−K

√
logN ).
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Για τα α ∈ M(b, q) έχουµε από τον ορισµό των πρωτεύοντων τόξων ότι q ≤ P και |c| ≤ 1
Q .

΄Ετσι για αυτά τα α έχουµε ότι

S(α) =
µ(q)

φ(q)
T (c) +O(Ne−K

√
logN ).

Τώρα επιστρέφουµε στο ολοκλήρωµα που µας ενδιαφέρει ,αντικαθιστούµε µε την παραπάνω
σχέση και παίρνουµε∫

M(b,q)
S3(α)e−2πiNαdα =

µ(q)

(φ(q))3
e
−2πibN

q

∫ 1
Q

− 1
Q

T 3(c)e−2πiNcdc+O
(
N2e−K

′√logN
)

για κάποια σταθερά K ′. Για να εκτιµήσουµε το ολοκλήρωµα πάνω στο M αθροίζουµε το
παραπάνω ολοκλήρωµα πάνω σε όλα τα πρωτεύοντα τόξα και έχουµε την (3.11)

∫
M
S3(α)e−2πiNαdα =

∑
q≤P

µ(q)

(φ(q))3

 q∑
b=1,

(b,q)=1

e
2πibN
q

∫ 1
Q

− 1
Q

T 3(c)e−2πiNcdc+O
(
N2e−K

′′√logN
)

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι q∑
b=1,

(b,q)=1

e
−2πibN

q

 =

 q∑
b=1,

(b,q)=1

e
2πibN
q


το οποίο προκύπτει αν ϑέσουµε b′ = q − b. Θέτουµε τώρα

cq(N) = e
2πibN
q .

Το άθροισµα αυτό λέγεται άθροισµα Ramanujan.
Θα δώσουµε τώρα κάποιους επιπλέον ορισµούς.

Ορισµός 3.11 Μια συνάρτηση f : N → C λέγεται αριθµητική συνάρτηση. Επιπλέον,
ορίζουµε την πρόσθεση για αριθµητικές συναρτήσεις ως εξής

(f + g)(n) = f(n) + g(n).

Ορισµός 3.12 Μια αριθµητική συνάρτηση λέγεται πολλαπλασιαστική αν f(mn) = f(m)f(n)
για (m,n) = 1.
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Λήµµα 3.13 ΄Αν f είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση του ν και

lim
pk→∞

f(pk) = 0,

για κάθε pk δύναµη πρώτου, τότε
lim
n→∞

f(n) = 0.

Απόδειξη. Απο την υπόθεση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι είναι πεπερασµένο το πλήθος
δυνάµεων πρώτων ώστε

∣∣f(pk)
∣∣ ≥ 1. Ορίζουµε

A =
∏

|f(pk)|≥1

∣∣∣f(pk)
∣∣∣ .

Προφανώς A ≥ 1. ∆ιαλέγουµε ε τέτοιο ώστε 0 < ε < A. Τότε, είναι πεπερασµένο το πλήθος
δυνάµεων πρώτων ώστε

∣∣f(pk)
∣∣ ≥ ε

A . Συνεπώς, αν ν είναι αρκετά µεγάλο, υπάρχει
τουλάχιστον µία δύναµη πρώτου ώστε να διαιρεί το ν και

∣∣f(pk)
∣∣ < ε

A . Παίρνουµε
διακεκριµένους πρώτους p1, p2, . . . , pr+s+t µε τις ακόλουθες ιδιότητες

1. 1 ≤
∣∣f(pi

ki)
∣∣ για i = 1, . . . , r.

2. ε/A ≤
∣∣f(pi

ki)
∣∣ < 1 για i = r + 1, . . . , r + s.

3.
∣∣f(pi

ki)
∣∣ < ε/A για i = r + s+ 1, . . . , r + s+ t.

4. t ≤ 1.

Μπορούµε να γράψουµε το ν ως

n =
r∏
i=1

pi
ki

r+s∏
i=r+1

pi
ki

r+s+t∏
i=r+s+1

pi
ki .

Τότε έχουµε

|f(n)| =
r∏
i=1

∣∣∣f(pi
ki)
∣∣∣ r+s∏
i=r+1

∣∣∣f(pi
ki)
∣∣∣ r+s+t∏
i=r+s+1

∣∣∣f(pi
ki)
∣∣∣ < A

( ε
A

)t
≤ ε.

�
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Λήµµα 3.14 Για ε > 0 και αρκετά µεγάλο n, ισχύει

n1−ε < φ(n) < n.

Απόδειξη. Προφανώς, αν n > 1, τότε φ(n) < n, και για κάθε πρώτο p, p
p−1 ≤ 2.

Εποµένως προκύπτει

pm(1−ε)

φ(pm)
=

pm(1−ε)

pm − pm−1
=

p

p− 1

(
pm(1−ε)

pm

)
≤ 2

pmε
.

Συνεπώς

lim
pm→∞

pm(1−ε)

φ(pm)
.

Παρατηρούµε ότι η n1−ε

φ(n) είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση του n και χρησιµοποιώντας το
Λήµµα (3.13) προκύπτει

lim
n→∞

n1−ε

φ(n)
= 0.

�

Λήµµα 3.15 ΄Εστω

cq(n) =

q∑
α=1

(α,q)=1

e
2πiαn

q .

Τότε :

1. Η cq(n) είναι πολλαπλασιαστική ως προς q

2. Αν, για κάθε πρώτο p, pκ είναι η µεγαλύτερη δύναµη που διαιρεί το n,

τότε

(3.16) cpβ (n) =


φ(pc) αν c ≤ κ
−pκ αν c = κ+ 1

0 αν c > κ+ 1.

Για το παρακάτω λήµµα ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό.
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Ορισµός 3.17 (Γινόµενο Euler) Αν a(n) είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση, τότε η σειρά∑
n

a(n)

ns

είναι ίση µε ∏
p

P (p, s)

όπου p τρέχει σε όλους τους πρώτους και P (p, s) = 1 + a(p)p−s + a(p2)p−2s + · · · .

Λήµµα 3.18 Θεωρούµε την παρακάτω σειρά

℘(n) =
∞∑
q=1

µ(q)cq(n)

φ(q)3
.

Η ℘(n) συγκλίνει απολύτως και οµοιόµορφα και έχει γινόµενο Euler

℘(n) =
∏
p|n

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p-n

(
1 +

1

(p− 1)3

)
.

Επιπλέον, υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1 και c2 τέτοιες ώστε για κάθε περιττό ν

c1 < ℘(n) < c2.

Απόδειξη.

Προφανώς έχουµε |cq(n)| ≤ φ(q). ΄Αρα, για ε > 0 και αρκετά µεγάλο q, προκύπτει∣∣∣∣µ(q)cq(n)

φ(q)3

∣∣∣∣ ≤ 1

φ(q)2
<

1

q2−ε
,

όπου στη δεύτερη ανισότητα χρησιµοποιήσαµε το Λήµµα (3.14). Συνεπώς η ℘(n) συγκλίνει
απολύτως και οµοιόµορφα.
Επιπλέον, εφαρµόζοντας το λήµµα (3.15) για c = 1, έχουµε

cp(n) =

{
p− 1 αν p|n
−1 αν p - n.

Εφόσον η συνάρτηση του Mobius, η συνάρτηση του Euler και το άθροισµα του Ramanu-
jan είναι πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις ως προς χ, µπορούµε να υπολογίσουµε το γινόµενο
Euler της ℘(n).

℘(n) =
∏
p

1 +

∞∑
j=1

µ(pj)cpj (n)

φ(pj)3

 =
∏
p

(
1− cp(n)

φ(p)3

)
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=
∏
p|n

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p-n

(
1 +

1

(p− 1)3

)
.

Από την παραπάνω ισότητα, για κάθε περιττό ν µπορούµε να ϐρούµε c1 ϑετική σταθερά έτσι
ώστε c1 < ℘(n). Συγκεκριµένα, µε κατάλληλη χρήση της συνάρτησης Ϲήτα του Ριεµανν
µπορούµε να ϕράξουµε το πρώτο γινόµενο της τελευταίας σχέσης. ΄Οσον αφορά το άνω
ϕράγµα c2, προκύπτει άµεσα από την οµοιόµορφη σύγκλιση της συνάρτησης ℘(n).

�

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αυτή την εκτίµηση για να ϕράξουµε ένα ακόµα σηµείο του
αθροίσµατος. ∑

q>p

µ(q)cq(n)

φ(q)3
= O

(∑
q>p

1

φ(q)3

)
= O

(
log−B+1(n)

)
,

όπου Β είναι µια σταθερά που ϑα επιλέξουµε αργότερα. Μπορούµε να συνδυάσουµε αυτά
τα δύο αποτελέσµατα για να ϕράξουµε το άθροισµα που εµφανίζεται στο ολοκλήρωµα πάνω
απο τα πρωτεύοντα τόξα.

(3.19)
∑
q≤P

µ(n)cq(n)

φ(q)3
= ℘(n) + O

(
log−B+1(n)

)
.

Πλέον, έχουµε αποκτήσει κατάλληλα ϕράγµατα για τον όρο αυτό στο ολοκλήρωµα πάνω
απο τα πρωτεύοντα τόξα. Ωστόσο, πρέπει να ϕράξουµε έναν ακόµη όρο. Θα το κάνουµε
αυτό σπάζοντας το ολοκλήρωµα σε ένα ολοκλήρωµα µε πιο ϐολικά άκρα και έναν όρο που
µπορούµε να ϕράξουµε πιο εύκολα.

(3.20)

∫ 1/Q

−1/Q
T (c)3e−2πiNcdc =

∫ 1

0
T (c)3e−2πiNcdc+ O

(∫ 1−1/Q

1/Q

∣∣T (c)3
∣∣dc) .

Ορίζουµε ‖χ‖R/Z να είναι η απόσταση του χ από τον κοντινότερο ακέραιο. Υπενθυµίζουµε
πως ορίσαµε την T (c) ως γεωµετρική σειρά, εποµένως έχουµε

T (c) =
e2πi((N+1)c − e2πic

e2πic − 1
= O

(
min

(
N,

1

‖c‖R/Z

))
.

Μπορούµε τώρα να κάνουµε µια νέα εκτίµηση για τη σχέση (3.20).∫ 1/Q

−1/Q
T (c)3e−2πiNcdc =

∫ 1

0
T (c)3e−2πiNcdc+ O(Q2).
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Εκφράζουµε το Q συναρτήσει του n όπως στον ορισµό για τα πρωτεύοντα τόξα.∫ 1

0
T (c)3e−2πiNcdc+ O(Q2) =

∫ 1

0
T (c)3e−2πiNcdc+ O

(
N2

log4B(N)

)
.

Το ολοκλήρωµα που µένει στην παραπάνω σχέση µετράει στην ουσία το πλήθος των παρα-
στάσεων του N ως άθροισµα τριών ϑετικών ακεραίων. Πράγµατι,

∫ 1

0
T (c)3e−2πiNcdc =

∫ 1

0

 ∑
k1,k2,k3≤N

e2πi(k1+k2+k3)c

 e−2πiNcdc

=

∫ 1

0

∑
k1,k2,k3≤N

e2πi(k1+k2+k3−N)cdc

Για κάθε παράσταση του N = k1 + k2 + k3 το παραπάνω ολοκλήρωµα µας δίνει την τιµή ένα
και σε κάθε άλλη περίπτωση έχουµε

∫ 1
0 e2πiκcdc = 0, κ ∈ Z.

Εποµένως έχουµε το εξής ϕράγµα για το παραπάνω ολοκλήρωµα∫ 1

0
T (c)3e−2πiNcdc =

1

2
(N − 1)(N − 2) =

1

2
N2 + O(N)

Συνδυάζοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα, έχουµε ένα γενικό ϕράγµα για το ολοκλήρωµα∫ 1/Q

−1/Q
T (c)3e−2πiNcdc =

N2

2
+ O

(
N2

log4B(N)

)
.

Συνδυάζοντας τώρα αυτήν τη σχέση µε τη (3.19) στην (3.7) , παίρνουµε ένα ικανοποιητικό
ϕράγµα για το ολοκλήρωµα πάνω στα πρωτεύοντα τόξα.

(3.21)

∫
M
S(a)3e−2πiNada =

1

2
℘(N)N2 + O

(
N2

logB−1(N)

)
.

4 Ελάσσονα Τόξα

Τα ελάσσονα τόξα είναι λιγότερο σηµαντικά από τα πρωτεύοντα τόξα. Στην πραγµατικότη-
τα, το ϑεώρηµα του Vinogradov ϐασίζεται στο γεγονός οτι τα ελάσσονα τόξα συνεισφέρουν
αρκετά λίγο µε συνέπεια τα πρωτεύοντα τόξα να κυριαρχούν. Πρέπει λοιπόν να εξετάσουµε
το ολοκλήρωµα πάνω από τα ελάσσονα τόξα. Μπορούµε να ξεκινήσουµε µε κάποια άµεσα
ϕράγµατα ∣∣∣∣∫

m
S(a)3e−2πiNada

∣∣∣∣ ≤ (max
m
|S(a)|

)∫
m
|S(a)2|da

14



Φυσικά, το ολοκλήρωµα πάνω στο διάστηµα [0, 1] συνεισφέρει περισσότερο απο τα ελάσσονα
τόξα. ΄Ετσι, προκύπτει(

max
m
|S(a)|

)∫
m
|S(a)2|da ≤

(
max
m
|S(a)|

)∫ 1

0

∣∣S(a)2
∣∣ da

Από τον ορισµό του S(a) έχουµε∫ 1

0

∣∣S(a)2
∣∣da =

∑
k1≤N

Λ(k1)
∑
k2≤N

Λ(k2)

∫ 1

0
e2πia(k1−k2)da.

Αν πάρουµε k1 6= k2 το παραπάνω ολοκλήρωµα µηδενίζεται. ΄Αρα για k1 = k2 = k έχουµε το
εξής ϕράγµα

(4.1)
∑
k1≤N

Λ(k1)
∑
k2≤N

Λ(k2)

∫ 1

0
e2πia(k1−k2)da =

∑
k≤n

Λ(k)2 = O(N log(N)).

Πρέπει επίσης να εκτιµήσουµε το (maxm |S(a)|). Θα ξεκινήσουµε δουλεύοντας µε τον ορισµό
των ελασσόνων τόξων. ΄Εστω α ∈ m και q ≤ P .∣∣∣∣α− r

q

∣∣∣∣ > 1

Q
=

log2B(N)

N
.

Μπορούµε να γενικεύσουµε σε όλα τα στοιχεία των ελασσόνων τόξων για να πάρουµε

(4.2) inf
1≤q≤P

∣∣∣∣α− r

q

∣∣∣∣ > log2B(N)

N
.

Χρειαζόµαστε αυτό το τελευταίο λήµµα του οποίου η απόδειξη είναι αρκετά µεγάλη και
παραλείπεται.

Λήµµα 4.3 Για α ∈ R, C > 0, σταθερό k, και αρκετά µεγάλο n, αν

inf
1≤d≤16 log8(C+4)(N)

‖dα‖R/Z ≥ k
log28(C+4)(N)

N
,

τότε ∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
1≤n≤N

µ(n)e2πinα

∣∣∣∣∣∣ = O
(
log−C+1(N)

)
.

Το αποτέλεσµα αυτού του λήµµατος εµπλέκει τη συνάρτηση Mobius. Θα χρειαστεί να
το µετασχηµατίσουµε για να λειτουργήσει µε τη συνάρτηση Von Mangoldt. Μπορούµε να
δουλέψουµε µε τους ορισµούς αυτών των δύο συναρτήσεων.

Λ(n) =
∑
d|n

log(d)µ

(
n

q

)
.
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Η συνάρτηση Mobius ορίζεται στους ϕυσικούς αριθµούς, αλλά µπορούµε να επεκτείνουµε
την συνάρτηση παίρνοντας µ(x) = 0 αν x /∈ N. Ξαναγράφουµε λοιπόν τη συνάρτηση ὅν
Μανγολδτ ώς εξής

Λ(n) =
∑
d≤n

log(d)µ

(
n

q

)
.

΄Εχουµε ορίσει
S(α) =

∑
k≤N

Λ(k)e2πikα.

Αντικαθιστούµε τη συνάρτηση ὅν Μανγολδτ µε την παραπάνω σχέση και προκύπτει∑
k≤N

Λ(k)e2πikα =
∑
k≤N

∑
d≤k

log(d)µ

(
k

d

)
e2πikα.

Θέτουµε m = k
d και ξαναγράφουµε το άθροισµα

∑
k≤N

∑
d≤k

log(d)µ

(
k

d

)
e2πikα =

∑
d≤N

log(d)
∑
m≤N

d

µ(m)e2πimdα.

Μετασχηµατίζουµε τη σχέση (4.2) ώστε να ϑυµίζει τις υποθέσεις του λήµµατος ϑεωρώντας την
απόσταση του qα από το κοντινότερο ακέραιο.

inf
1≤q≤logB(N)

‖qα‖R/Z >
log4B(N)

N
.

Μπορούµε να ανακτήσουµε τις υποθέσεις του λήµµατος µε B = 9(C + 4). Τώρα ϕράζουµε
το S(α) στα ελάσσονα τόξα.

S(α) <
∑
d≤N

log(d)
N/d

log
B
9
−5(N/d)

≤ 1

log
B
9
−6(N)

∑
d≤N

N

d
= O

(
N

log
B
9
−7(N)

)
.

Συνδυάζοντας αυτό το ϕράγµα µε το (4.1), παίρνουµε ένα ϕράγµα πάνω στα ελάσσονα τόξα.

(4.4)

∫
m
S(a)3e−2πiNada = O

(
N2

log
B
9
−8(N)

)
.
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5 Το Θεώρηµα Του Vinogradov

Θεώρηµα 6.1 Για A > 0,

r(N) =
1

2
℘(N)N2 + O

(
N2

logA(N)

)
.

Απόδειξη.

Από τη σχέση (1.2) έχουµε

r(N) =

∫
R/Z

S(α)3e−2πNiαdα.

Χωρίζοντας το ολοκλήρωµα σε πρωτεύοντα και ελάσσονα τόξα παίρνουµε

r(N) =

∫
R/Z

S(α)3e−2πNiαdα =

∫
M
S(α)3e−2πNiαdα+

∫
m
S(α)3e−2πNiαdα.

Από τη σχέση (3.21), έχουµε∫
M
S(α)3e−2πNiαdα =

1

2
℘(N)N2 + O

(
N2

logB−1(n)

)
.

Από τη σχέση (4.4), έχουµε∫
m
S(a)3e−2πiNada = O

(
N2

log
B
9
−8(N)

)
.

Παίρνουµε B = 9(A + 8), και παρατηρούµε οτι η δύναµη του λογαρίθµου είναι αρκετά
µικρότερη στον παρονοµαστή του σφάλµατος από τα ελάσσονα τόξα απ΄ ότι στα πρωτεύοντα
τόξα. Εποµένως

r(N) =

∫
M
S(α)3e−2πNiαdα+

∫
m
S(α)3e−2πNiαdα =

1

2
℘(N)N2 + O

(
N2

logA(N)

)
.

�

Πόρισµα 6.2 Κάθε αρκετά µεγάλος περιττός ακέραιος είναι άθροισµα τριών πρώτων.

Απόδειξη.
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Από το λήµµα (3.18) η ℘(N) είναι ϕραγµένη για κάθε περιττό N . Συνεπώς, απο το ϑεώρηµα
(6.1) υπάρχει ένα n0 ∈ N και µια σταθερά M > 0 τέτοια ώστε για κάθε περιττό N ≥ n0∣∣∣∣r(N)− 1

2
℘(N)N2

∣∣∣∣ ≤M N2

logA(N)
⇒

r(N) ≥ 1

2
℘(N)N2−M N2

logA(N)
= N2

(
1

2
℘(N)−M 1

logA(N)

)
≥ N2

(
1

2
c1 −M

1

logA(N)

)
.

Αρα, από την τελευταία ισότητα ϐλέπουµε οτι για αρκετά µεγάλους περιττούς N , η r(N) έχει
ϑετικό κάτω ϕράγµα. Επιπλέον, από άθροιση κατά µέρη παρατηρούµε οτι η συνεισφορά των
αθροισµάτων από δυνάµεις πρώτων είναι πολύ µικρότερη από αυτή των πρώτων αριθµών.
Εποµένως, για αρκετά µεγάλους περιττούς αριθµούς N , το N γράφεται ως άθροισµα τριών
πρώτων.

�
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