
Το ϑεώρηµα του Alexandrov

Γιώργος Γιανναράκης και ∆αυιδούλα ∆ηµοπούλου

Περίληψη

Το 1939, ο Alexandr Alexandrov απέδειξε το ακόλουθο ϑεώρηµα: ΄Εστω C ⊆ Rd ανοιχτό και
κυρτό, f : C → R µια κυρτή συνάρτηση. Τότε, η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σχεδόν παντού
στο C. Στην παρούσα εργασία παρουσιάζουµε µία απόδειξη του ϑεωρήµατος.

1 Το ϑεώρηµα του Alexandrov

΄Ενα από τα ϐασικά αποτελέσµατα της ϑεωρίας της κυρτής ανάλυσης είναι το ϑεώρηµα του
Alexandrov σχετικά µε την διαφορισιµότητα δευτέρου ϐαθµού των κυρτών συναρτήσεων.

Θεώρηµα 1.1. ΄Εστω C ⊆ Rd ανοιχτό και κυρτό, f : C → R µια κυρτή συνάρτηση. Τότε, η f
είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σχεδόν παντού στο C.

Περιγράφουµε συνοπτικά τα εργαλεία που χρησιµοποιούνται για την απόδειξη του ϑεω-
ϱήµατοσ:

(α) Το ϑεώρηµα του Rademacher: οι Lipschitz συναρτήσεις είναι διαφορίσιµες σχεδόν
παντού. Βασικό ϱόλο στην απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος παίζει το ϑεώρηµα του
Lebesgue για την διαφορισιµότητα των απολύτως συνεχών συναρτήσεων g : [a, b] →
R. Οι κυρτές συναρτήσεις f : C ⊆ Rd → R είναι τοπικά Lipschitz, άρα σχεδόν
παντού διαφορίσιµες (ϑεώρηµα Reidemeister). Περιγράφουµε αυτά τα αποτελέσµατα
στην Παράγραφο 2.

(ϐ) Το γεγονός ότι η εικόνα του συνόλου των κρίσιµων σηµείων µιας Lipschitz συνάρτησης
έχει µηδενικό µέτρο. Για κάθε K : Rd → Rd, το σύνολο X το σύνολο των κρίσιµων
σηµείων της K είναι το σύνολο των x ∈ Rd στα οποία η K δεν είναι διαφορίσιµη ή
είναι διαφορίσιµη αλλά ο πίνακας Jacobi Ax της K στο x δεν είναι αντιστρέψιµος. Αν
η K : Rd → Rd είναι Lipschitz συνάρτηση, τότε το σύνολο των x στα οποία η K δεν
είναι διαφορίσιµη έχει µηδενικό µέτρο (από το ϑεώρηµα του Rademacher) και το ίδιο
ισχύει για την εικόνα του. Από την άλλη πλευρά, αν N ⊂ Rd είναι το σύνολο των x στα
οποία η K είναι διαφορίσιµη µε detAx = 0, ϑα δείξουµε ότι λ(K(N)) = 0 χρησιµο-
ποιώντας το λήµµα κάλυψης του Besicovitch. Περιγράφουµε αυτά τα αποτελέσµατα
στην Παράγραφο 3.
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(γ) Θεµελιώδη ϱόλο στην απόδειξη παίζουν οι ιδιότητες του υποδιαφορικού ∂f µιας κυρτής
συνάρτησης f : C → R. Στην Παράγραφο 4 ϑα αποδείξουµε ότι η ∂f είναι διαφορίσιµη
συνάρτηση σχεδόν παντού.

Στην Παράγραφο 5 συνδυάζουµε όλα τα παραπάνω για την απόδειξη του ϑεωρήµατος του
Alexandrov.

2 Lipschitz συναρτήσεις

΄Εστω A ανοικτό υποσύνολο του Rd. Μια συνάρτηση f : A → Rm λέγεται Lipschitz αν
υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε

(2.1) ‖f(x)− f(y)‖ 6M‖x− y‖

για κάθε x, y ∈ A, όπου ‖z‖ είναι η Ευκλείδεια νόρµα του z.

Θεώρηµα 2.1 (ϑεώρηµα επέκτασης των McShane-Whitney). ΄Εστω f : A → R, A ⊆ Rd

µια M -Lipschitz συνάρτηση. Τότε, υπάρχει M -Lipschitz συνάρτηση f : Rd → R τέτοια ώστε
F |A= f .

Απόδειξη. Για κάθε a ∈ A ορίζουµε την συνάρτηση

(2.2) fa(x) = f(a) +M |x− a|, x ∈ Rd.

Τώρα, ορίζουµε F : Rd → R µε

(2.3) F (x) = inf
a∈A

fa(x).

Για τυχόν x ∈ A, έχουµε |f(x)− f(a)| 6 M |x− a| άρα f(a) +M |x− a| > f(x) µε ισότητα
αν a = x. Συνεπώς,

(2.4) F (x) = inf
a∈A

fa(x) = inf
a∈A
{f(a) +M |x− a|} = f(x).

Μένει να δείξουµε ότι η F είναι M -Lipschitz. ΄Εστω x, y ∈ Rd. Θα δείξουµε ότι |F (x) −
F (y)| 6M |x− y|. Ισοδύναµα Ϲητάµε −M |x− y| 6 F (x)− F (y) 6M |x− y|, δηλαδή

(2.5) F (y)−M |x− y| 6 F (x) 6 F (y) +M |x− y|.

Αρκεί να δείξουµε την δεξιά ανισότητα. Η άλλη, προκύπτει µε εναλλαγή των x και y. Θα
δείξουµε ότι

F (x) = inf
a∈A
{f(a) +M |x− a|} 6 inf

a∈A
{f(a) +M |y − a|}+M |x− y|

= F (y) +M |x− y|.
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Για κάθε a ∈ A έχουµε |x− a| 6 |y− a|+ |x− y|, άρα f(a)+M |x− a| 6 f(a)+M |y− a|+
M |x− y|, άρα

inf
a∈A
{f(a) +M |x− a|} 6 inf

a∈A
{f(a) +M |y − a|+M |x− y|}

= inf
a∈A
{f(a) +M |y − a|}+M |x− y|,

αφού, γενικά, ισχύει

(2.6) inf
x∈X
{f(x) + κ} = inf

x∈X
{f(x)}+ κ.

Για την απόδειξη της τελευταίας ισότητας δείχνουµε τις δύο ανισότητες. Ενδεικτικά, για την

(2.7) inf{f(x) + κ : x ∈ X} > inf{f(x) : x ∈ X}+ κ

αρκεί να δείξουµε πως ο αριθµός inf{f(x) : x ∈ X}+κ είναι κάτω ϕράγµα του {f(x)+κ : x ∈
X}. ΄Εστω x ∈ X. Τότε, f(x) > inf{f(x) : x ∈ X} άρα f(x)+κ > inf{f(x) : x ∈ X}+κ. Το
x ήταν τυχόν, άρα το inf{f(x) : x ∈ X}+ κ είναι κάτω ϕράγµα του {f(x) + κ : x ∈ X}.

Σηµείωση. Το Θεώρηµα 2.1 γενικεύεται στην περίπτωση που η f είναι διανυσµατική συνάρ-
τηση, δηλαδή, f : A → Rn, όπου A ⊆ Rm. Η γενίκευση αυτή είναι γνωστή ως το ϑεώρηµα
του Kirszbraunn.

Σύµφωνα µε ένα κλασσικό αποτέλεσµα του Lebesgue, αν g : [a, b]→ R είναι µια απολύτως
συνεχής συνάρτηση τότε η παράγωγός της ορίζεται σχεδόν παντού στο [a, b], είναι Lebesgue
ολοκληρώσιµη, και για κάθε y < x στο [a, b] ισχύει

(2.8) (y) = g(x) +

∫ y

x
g′(t)dt.

Οι Lipschitz συναρτήσεις f : [a, b] → R είναι απολύτως συνεχείς, συνεπώς το ϑεώρηµα του
Lebesgue εφαρµόζεται γι¨ αυτέσ:

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω g : [a, b]→ R µια Lipschitz συνάρτηση µε σταθεράM . Τότε, η παράγω-
γος της g ορίζεται σχεδόν παντού στο [a, b] και

(2.9) |g′(x)| 6M

σχεδόν για κάθε x ∈ [a, b]. Επίσης, η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη, και για κάθε y < x στο
[a, b] ισχύει

(2.10) (y) = g(x) +

∫ y

x
g′(t)dt.
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Από την κυρτή ανάλυση γνωρίζουµε πως κάθε κυρτή συνάρτηση f : A → R, όπου
A είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του Rd, είναι τοπικά Lipschitz: είναι Lipschitz σε κάθε
συµπαγές υποσύνολο του A. ΄Αρα, ϑα µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.2 για κάθε
ευθύγραµµο τµήµα που περιέχεται στο A.

Υπενθυµίζουµε τώρα τον ορισµό της διαφορισιµότητας για µια απεικόνιση K : C → Rd.

Ορισµός 2.3. Η απεικόνιση K : C → Rd, C ⊆ Rd ανοιχτό, λέγεται διαφορίσιµη σε κάποιο
x ∈ C αν υπάρχει d× d πίνακας A (ο πίνακας Jacobi της K στο x) τέτοιος ώστε

(2.11) K(y) = K(x) +A(y − x) + o(‖x− y‖) για y → x, y ∈ C.

Το ϑεώρηµα διαφόρισης του Rademacher εξασφαλίζει ότι οι Lipschitz συναρτήσεις είναι
σχεδόν παντού διαφορίσιµεσ:

Θεώρηµα 2.4 (ϑεώρηµα διαφόρισης του Rademacher). ΄Εστω C ⊆ Rd ανοιχτό, και f : C →
Rm µια Lipschitz συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού στο C.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4 παραλείπεται. Φυσικά, µας ενδιαφέρει η περίπτωσηm =
1. ∆εδοµένου ότι οι κυρτές συναρτήσεις είναι τοπικά Lipschitz, το ϑεώρηµα του Rademacher
εφαρµόζεται γι¨ αυτές. Συγκεκριµένα, ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Reidemeister.

Θεώρηµα 2.5 (Reidemeister). ΄Εστω C ανοιχτό και κυρτό υποσύνολο του Rd, και f : C → R
κυρτή συνάρτηση. Τότε, η f είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού στο C.

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα προκύπτει άµεσα από το ϑεώρηµα του Rademacher και από το γεγο-
νός ότι κάθε κυρτή f : C → R είναι Lipschitz στα συµπαγή υποσύνολα του C.

Θα χρειαστούµε επίσης την εξής πρόταση:

Πρόταση 2.6. ΄Εστω K : Rd → Rd µια Lipschitz συνεχής συνάρτηση, και έστω N ⊆ Rd µε
λ(N) = 0. Τότε, λ(K(N)) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού λ(N) = 0, υπάρχουν Bk = B(ak, rk), k ∈ N, ώστε N ⊆⋃∞
k=1Bk και

∑∞
k=1 λ(Bk) < ε. Είναι : K(Bk) = {K(x) : x ∈ Bk}. Η K είναι L-Lipschitz,

άρα ‖K(x)−K(ak)‖ 6 L‖x− ak‖ 6 Lrk για κάθε x ∈ Bk. ∆ηλαδή, το K(Bk) περιέχεται σε
µπάλα ακτίνας Lrk. ΄Ετσι, λ∗(K(Bk)) 6 Ldλ(Bk). Τελικά,

(2.12) λ∗(K(N)) 6 λ∗

( ∞⋃
k=1

K(Bk)

)
6 Ld

∞∑
k=1

λ(Bk) < Ld · ε.

Αφήνοντας το ε→ 0, το Ϲητούµενο έπεται.

4



3 Το σύνολο των κρίσιµων σηµείων µιας Lipschitz συνάρτησης

΄Εστω f : Rd → Rd, και έστω X το σύνολο των κρίσιµων σηµείων της f , δηλαδή το σύνολο
των x ∈ Rd στα οποία η f δεν είναι διαφορίσιµη ή είναι διαφορίσιµη αλλά ο πίνακας Jacobi
της f έχει τάξη µικρότερη από d (δεν είναι αντιστρέψιµος). Αν το x είναι κρίσιµο σηµείο της
f που ανήκει στην δεύτερη κατηγορία, λέµε ότι η παράγωγος της f στο x είναι ιδιάζουσα.
Εµάς, µας ενδιαφέρει το εξής ϑεώρηµα για την κλάση των Lipschitz συναρτήσεων:

Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω K : Rd → Rd µια Lipschitz συνεχής συνάρτηση, και έστω N ⊂ Rd το
σύνολο των σηµείων του Rd στα οποία η K είναι διαφορίσιµη µε ιδιάζουσα παράγωγο, δηλαδή
detAx = 0, όπου Ax ο d× d πίνακας Jacobi της K στο x. Τότε, λ(K(N)) = 0.

Το ϑεώρηµα 3.1 προκύπτει από το εξής λήµµα:

Λήµµα 3.2. ΄Εστω K : Rd → Rd µια Lipschitz συνεχής συνάρτηση, και έστω NM ⊂ Rd το
σύνολο των σηµείων του Rd στα οποία η K είναι διαφορίσιµη και | detAx| 6M , όπου M > 0.
Τότε,

(3.1) λ(K(NM )) 6 C1(d)Mλ(NM ),

όπου C1(d) είναι µια ϑετική σταθερά που εξαρτάται µόνο από τη διάσταση.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐασίζεται σε ένα κλασσικό λήµµα κάλυψης του Besicovitch:

Λήµµα 3.3 (Besicovitch, 1945). Υπάρχει σταθερά C(d) ώστε : για κάθε A ⊆ Rd και για κάθε
συνάρτηση r : A→ (0,∞) µε

(3.2) sup{r(x) : x ∈ A} <∞

µπορούµε να ϐρούµε ακολουθία {ak}∞k=1 σηµείων του A τέτοια ώστε

(3.3) A ⊆
∞⋃
k=1

B(ak, r(ak))

και, για κάθε x ∈ Rd, το πλήθος των k για τους οποίους x ∈ B(ak, r(ak)) είναι το πολύ ίσο µε
C(d).

Συνεχίζουµε µε την απόδειξη του Λήµµατος 3.2. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι λ(NM ) <
∞ (αλλιώς, δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε). Μπορούµε να ϐρούµε ανοικτό σύνολο U τέτοιο
ώστε NM ⊆ U και λ(U) 6 2λ(NM ).

Σταθεροποιούµε ε > 0. Για κάθε x ∈ NM , χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι |detAx| 6
M και ένα επιχείρηµα παρόµοιο µε αυτό της απόδειξης της Πρότασης 2.6, µπορούµε να
ϐρούµε αρκετά µικρό rx = rx(ε) > 0 µε την εξής ιδιότητα : η κλειστή µπάλα B(x, rx)
περιέχεται στο U και

(3.4) λ(K(B(x, rx))) 6 (M + ε)λ(B(x, rx)).
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Από το γεγονός ότι B(x, rx) ⊆ U για κάθε x ∈ NM και λ(U) <∞, συµπεραίνουµε ότι

(3.5) sup{rx : x ∈ NM} <∞.

Μπορούµε τότε να χρησιµοποιήσουµε το λήµµα κάλυψης του Besicovitch και να ϐρούµε
ακολουθία {xk}∞k=1 σηµείων του NM τέτοια ώστε

(3.6) NM ⊆
∞⋃
k=1

B(xk, rk),

(όπου rk := rxk ) και κάθε x ∈ NM ανήκει σε C(d) το πολύ από τις µπάλες B(xk, rk). Η
τελευταία ιδιότητα της κάλυψης µας επιτρέπει να γράψουµε

(3.7)
∞∑
k=1

χB(xk,rk)
(x) 6 C(d)χU (x), x ∈ Rd.

Συνεπώς,
∞∑
k=1

λ(B(xk, rk)) =

∫
Rd

∞∑
k=1

χB(xk,rk)
(x)dx

6
∫
Rd
C(d)χU (x)dx

= C(d)λ(U) 6 2C(d)λ(NM ).

Τώρα, γράφουµε

λ(K(NM )) 6 λ

(
K
( ∞⋃

k=1

B(xk, rk)
))

6
∞∑
k=1

λ(K(B(xk, rk)))

6 (M + ε)
∞∑
k=1

λ(B(xk, rk)) 6 2C(d)(M + ε)λ(NM ).

Εφόσον το ε > 0 ήταν τυχόν, παίρνουµε το συµπέρασµα µε C1(d) = 2C(d).

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1. Αν λ(N) < ∞ τότε ο ισχυρισµός του ϑεωρήµατος προκύ-
πτει άµεσα από το Λήµµα 3.2. Για κάθε M > 0 ισχύει N ⊆ NM , άρα

(3.8) λ(K(N)) 6 λ(K(NM )) 6 C1(d)Mλ(NM ).

Αφήνοντας το M → 0 ϐλέπουµε ότι λ(K(N)) = 0.
Αν λ(N) = ∞, γράφουµε N =

⋃∞
m=1(N ∩ B(0,m)) και παρατηρούµε ότι λ(K(N ∩

B(0,m))) = 0 εφαρµόζοντας το προηγούµενο αποτέλεσµα για το σύνολο N ∩ B(0,m) το
οποίο έχει πεπερασµένο µέτρο. Τέλος, από την

(3.9) λ(K(N)) = λ

(
K
( ∞⋃

m=1

(N ∩B(0,m))
))

6
∞∑

m=1

λ(K(N ∩B(0,m))) = 0

έπεται το συµπέρασµα. 2
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4 Υποδιαφορικό κυρτής συνάρτησης

Θεµελιώδη ϱόλο στην απόδειξη, έχει το υποδιαφορικό κυρτής συνάρτησης.

Ορισµός 4.1. Αν C ⊆ Rd είναι ανοικτό κυρτό σύνολο και f : C → R είναι µια κυρτή
συνάρτηση, τότε για κάθε x ∈ C το υποδιαφορικό της f στο x είναι το σύνολο των u ∈ Rd για
τα οποία ισχύει

(4.1) f(y) > f(x) + 〈u, y − x〉, y ∈ C.

Γράφουµε

(4.2) ∂f(x) := {u ∈ Rd : f(y) > f(x) + 〈u, y − x〉, y ∈ C}.

Παρατηρούµε πως το υποδιαφορικό ορίζει µια απεικόνιση x 7→ ∂f(x) της οποίας οι τιµές
είναι υποσύνολα του Rd. Από την κυρτή ανάλυση γνωρίζουµε πως το ∂f(x) είναι συµπαγές,
µη κενό και πως είναι µονοσύνολο, έστω ∂f(x) = {u}, αν και µόνο αν η f είναι διαφορίσιµη
στο x. Σε αυτή την περίπτωση, ταυτίζουµε το ∂f(x) µε το u, και τότε το υποδιαφορικό δεν
είναι παρά η κλίση της f στο x.

Πρόταση 4.2. Η απεικόνιση ∂f είναι µονότονη, µε την εξής έννοια : αν x, y ∈ C, u ∈ ∂f(x)
και v ∈ ∂f(y), τότε

(4.3) 〈x− y, u− v〉 > 0.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του υποδιαφορικού έχουµε

(4.4) f(y) > f(x) + 〈u, y − x〉 και f(x) > f(y) + 〈v, x− y〉.

Προσθέτοντας τις δύο ανισότητες παίρνουµε

(4.5) 0 > 〈u, y − x〉+ 〈v, x− y〉 = 〈u, y − x〉 − 〈v, y − x〉 = 〈u− v, y − x〉,

άρα

(4.6) 〈u− v, x− y〉 = −〈u− v, y − x〉 > 0.

Σε αυτό το σηµείο, ορίζουµε µια απεικόνιση η οποία ϑα ϐοηθήσει στην απόδειξη χρήσιµων
ιδιοτήτων του υποδιαφορικού. Στα επόµενα, I είναι η ταυτοτική απεικόνιση. Θεωρούµε το
σύνολο

(4.7) D =
⋃
x∈C

(x+ ∂f(x)).
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Πρόταση 4.3. Η απεικόνιση (µε τιµές σύνολα) K = (I + ∂f)−1, µε πεδίο ορισµού το D, είναι
Lipschitz. Ειδικότερα, οι τιµές της είναι µονοσύνολα.

Επεξηγήσεις.

• x+ ∂f(x) := {x+ u : u ∈ ∂f(x)}.

• Αν x+ u ∈ D τότε το K(x+ u) είναι το σύνολο όλων των t ∈ C µε x+ u ∈ t+ ∂f(t).

• ΄Οταν γράφουµε ότι η K είναι Lipschitz, εννοούµε το εξήσ: αν w ∈ K(x + u) και
z ∈ K(y + v), τότε

(4.8) ‖z − w‖ 6 ‖(y + v)− (x+ u)‖.

Απόδειξη. ΄Εστω x+ u, y + v ∈ D και w ∈ K(x+ u), z ∈ K(y + v). Υποθέτουµε ότι z 6= w,
αλλιώς η (4.8) ισχύει τετριµµένα. ΄Εχουµε x + u ∈ w + ∂f(w) και y + v ∈ z + ∂f(z). Από
την Πρόταση 4.2,

(4.9) 〈z − w, y + v − z − x− u+ w〉 > 0.

[Πράγµατι, έχουµε z, w ∈ C και x + u ∈ w + ∂f(w), άρα x + u − w ∈ ∂f(w) και y + v ∈
z + ∂f(z), άρα y + v − z ∈ ∂f(z).]

Ξαναγράφουµε αυτήν την ανισότητα στη µορφή

(4.10) 〈z − w, y + v − x− u〉+ 〈z − w,w − z〉 > 0,

απ¨ όπου παίρνουµε

(4.11) 〈z − w, y + v − x− u〉 > 〈z − w, z − w〉 = ‖z − w‖2.

΄Επεται ότι

(4.12) ‖z − w‖2 6 〈z − w, y + v − x− u〉 6 ‖z − w‖ ‖y + v − x− u‖,

άρα

(4.13) ‖z − w‖ 6 ‖y + v − x− u‖.

∆είχνουµε τώρα ότι οι τιµές της K είναι µονοσύνολα. ΄Εστω ότι για κάποιο x ∈ C υπάρχουν
w, z ∈ K(x+ u) για κάποιο u ∈ ∂f(x), και w 6= z. Τότε,

(4.14) 0 < ‖z − w‖ 6 ‖x+ u− x− u‖ = 0,

το οποίο είναι άτοπο.
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Στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µε την συνέχεια της απεικόνισης του υποδιαφορικού. Το-
νίζουµε πως αν το ∂f(x) είναι µονοσύνολο τότε ο ορισµός της συνέχειας είναι ο κλασικόσ: αν
{u} = ∂f(x), λέµε ότι η ∂f είναι συνεχής στο x αν για κάθε περιοχήN του x το σύνολο ∂f(y)
περιέχεται στην N για κάθε y ∈ C που η απόστασή του ‖y − x‖ από το x είναι αρκούντως
µικρή.

Εφαρµόζοντας αυτό το ϑεώρηµα για την f έχουµε:

Λήµµα 4.4. Η f είναι διαφορίσιµη στο C \ Z, όπου Z ⊆ C είναι ένα σύνολο µέτρου µηδέν.

Θεώρηµα 4.5. ΄Εστω C ανοιχτό και κυρτό υποσύνολο του Rd, και f : C → R κυρτή συνάρτη-
ση. Τότε, η ∂f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο C.

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι η ∂f είναι συνεχής στο C \ Z, όπου Z το σύνολο στο Λήµµα 4.4.
Θεωρούµε x ∈ C \ Z και τυχούσα ακολουθία (xn) διανυσµάτων του C ⊆ Rd µε xn → x. Θα
δείξουµε ότι ∂f(xn)→ ∂f(x).

Επειδή η f είναι διαφορίσιµη στο x, έχουµε ∂f(x) = {u} για κάποιο u ∈ Rd. Τα
∂f(xn) όµως, αφού xn ∈ C, είναι υποσύνολα του Rd. Τονίζουµε πως ο χώρος στον οποίον
ανήκουν, είναι αυτός των συµπαγών υποσυνόλων του Rd, τον οποίο συµβολίζουµε µε H(Rd),
εφοδιασµένος µε τη µετρική Hausdorff.

Για να δείξουµε την ∂f(xn) → ∂f(x), ϑεωρούµε τυχόντα un ∈ ∂f(xn) και ϑα δείξουµε
ότι un → u. ΄Εχουµε: επειδή un ∈ ∂f(xn), για κάθε y ∈ C ισχύει

(4.15) f(y) > f(xn) + 〈un, y − xn〉.

Θεωρούµε µια περιοχή N ⊆ C του x τέτοια ώστε η f να είναι L-Lipschitz εκεί. Επειδή xn →
x ∈ N , υπάρχουν πεπερασµένοι όροι της ακολουθίας έξω απ¨ το N . Απαλοίφοντάς τους,
και αλλάζοντας αν χρειάζεται δείκτη (η σύγκλιση δεν επηρεάζεται) ϑεωρούµε πως xn ∈ N ,
n = 1, 2, . . .. Για κάθε n ∈ N διαλέγουµε yn ∈ N τέτοιο ώστε : yn − xn 6= 0 και το yn − xn
έχει την ίδια κατεύθυνση µε το διάνυσµα un. Από την (4.15) είναι

(4.16) L‖yn − xn‖ > f(yn)− f(xn) > 〈un, yn − xn〉 = ‖un‖ ‖yn − xn‖,

άρα ‖un‖ 6 L. ∆ηλαδή, η (un) είναι ϕραγµένη.
Για την απόδειξη της un → u αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε συγκλίνουσα υπακολουθία

(ukn) της (un) έχουµε

(4.17) ukn → u.

Τότε, η un → u έπεται ως εξήσ: έστω ότι un 6→ u. Τότε, υπάρχει ε > 0 ώστε ‖un − u‖ > ε
για άπειρα n ∈ N. Θεωρούµε την υπακολουθία (ukn) αυτών των όρων. Είναι ϕραγµένη, άρα
έχει συγκλινουσα υπακολουθία ukλn → v 6= u. Αφού η (ukλn ) είναι υπακολουθία της (un)
οδηγούµαστε σε άτοπο.
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Μένει να δείξουµε την (4.17). ΄Εστω (ukn) τυχούσα συγκλίνουσα υπακολουθία της (un),
µε ukn → v. ΄Εχουµε xkn → x και η f είναι συνεχής. Από την (4.15) έχουµε

(4.18) f(y) > f(xkn) + 〈ukn , y − xkn〉

για κάθε y ∈ C. Παίρνοντας όρια, έχουµε

(4.19) f(y) > f(x) + 〈v, y − x〉

για κάθε y ∈ C. ΄Αρα, v ∈ ∂f(x) = {u}, το οποίο αποδεικνύει ότι v = u.

Για x ∈ C, ο ορισµός της διαφορισιµότητας της ∂f είναι αυτός που αναφέρθηκε προηγου-
µένως για την K, µε την προϋπόθεση ότι το ∂f(x) είναι µονοσύνολο, έστω ∂f(x) = {u} ≡ u.

Ισοδύναµα, µπορούµε να πούµε πως η ∂f είναι διαφορίσιµη στο x ∈ C αν

(4.20) ∂f(y) = u+H(y − x) + o(‖y − x‖)

καθώς y → x, y ∈ C, ή αλλιώς,

(4.21) v = u+H(y − x) + o(‖y − x‖)

καθώς y → x, y ∈ C οµοιόµορφα ως προς v ∈ ∂f(y). Θα χρησιµοποιήσουµε την τελευταία
περιγραφή της διαφορισιµότητας για να δείξουµε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 4.6. ΄Εστω ότι η ∂f είναι συνεχής στο x ∈ C, και ότι η απεικόνισηK, όπως ορίστηκε
προηγουµένως, είναι διαφορίσιµη στο w = x+ u, όπου u ∈ ∂f(x), µε µη-ιδιάζουσα παράγωγο.
Τότε η ∂f είναι διαφορίσιµη στο x. Ιδιαίτερα, η παράγωγός της είναι H = A−1 − I.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι µεγάλο µέρος της απόδειξης είναι αποτέλεσµα της διαφορισιµό-
τητας της K στο w: ∆είχνουµε πρώτα ότι

(4.22) K(z)−K(w) = A(z − w) + r, z ∈ D,

όπου το ‖r‖
‖z−w‖ είναι αυθαίρετα µικρό αν το ‖z − w‖ είναι αρκούντως µικρό. Με άλλα λόγια,

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ(ε) > 0: αν ‖z − w‖ < δ τότε ‖r‖
‖z−w‖ < ε.

Πράγµατι, έστω w = x + u ∈ D, u = ∂f(x), z = y + v ∈ D, y ∈ C, v ∈ ∂f(y) και
εποµένως x = K(w), y = K(z) από τον ορισµό της K. ΄Εχουµε

y − x = A(z − w) + r ⇐⇒ A−1(y − x) = z − w +A−1r

⇐⇒ y + v − x− u+A−1r = A−1(y − x)

άρα

(4.23) v = u+ (A−1 − I)(y − x)−A−1r.
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Πρέπει όµως να δείξουµε ότι το ‖A
−1r‖
‖y−x‖ είναι αυθαίρετα µικρό, οµοιόµορφα ως προς v ∈ ∂f(y),

αν το ‖y − x‖ είναι αρκούντως µικρό. Αυτό ϑα γίνει ως εξήσ:
Αρχικά, ορίζουµε µια νόρµα για πραγµατικούς d × d πίνακες ως εξήσ: αν B = (bik) ∈

Rd×d, τότε

(4.24) ‖B‖ :=

 d∑
i,k=1

b2ik

1/2

.

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz εύκολα δείχνουµε το ακόλουθο: για κάθε
p ∈ Rd έχουµε

(4.25) ‖Bp‖2 6 ‖B‖ ‖p‖2,

άρα

(4.26) ‖p‖ = ‖B1Bp‖ 6 ‖B−1‖ ‖Bp‖.

∆ηλαδή,

(4.27) ‖Bp‖ > ‖p‖
‖B−1‖

για κάθε p ∈ Rd και για κάθε B ∈ Rd×d µε detB 6= 0.
Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι : το ‖z−w‖ είναι αυθαίρετα µικρό, οµοιόµορφα ως προς

v ∈ ∂f(y), αν το ‖y − x‖ είναι αρκούντως µικρό. Με άλλα λόγια,

(4.28) Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ(ε) > 0 : αν ‖y − x‖ < δ, τότε ‖z − w‖ < ε

οµοιόµορφα ως προς v ∈ ∂f(y).

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε τη συνέχεια του ∂f στο x. ΄Εστω ε > 0. Γνωρίζουµε πως υπάρχει
δ(ε) > 0 τέτοιο ώστε, αν y ∈ C και ‖y − x‖ < δ τότε το ∂f(y) περιέχται στην B(u, ε), όπου
u = ∂f(x). ΄Ετσι, για κάθε v ∈ ∂f(y) έχουµε ‖u− v‖ < ε και από την τριγωνική ανισότητα

(4.29) ‖z − w‖ = ‖y + v − x− u‖ 6 ‖v − u‖+ ‖y − x‖,

άρα, αφήνοντας το ‖y− x‖ → 0 (τελικά, ϑα έχουµε ‖y− x‖ < δ) παίρνουµε ‖z−w‖ < ε.

Τώρα, χρησιµοποιώντας τους ισχυρισµούς (4.22), (4.27) και (4.28) ϑα δείξουµε ότι

‖y − x‖ = ‖K(z)−K(w)‖ > ‖A(z − w)‖ − ‖r‖

>
‖z − w‖
‖A−1‖

− ‖z − w‖
2‖A−1‖

=
‖z − w‖
2‖A−1‖

.
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Απόδειξη. Από τον ισχυρισµό (4.22) έχουµε

(4.30) K(z)−K(w) = A(z − w) + r,

άρα

(4.31) ‖A(z − w)‖ = ‖K(z)−K(w)− r‖ 6 ‖K(z)−K(w)‖+ ‖r‖,

απ¨ όπου έπεται ότι

(4.32) ‖A(z − w)‖ − ‖r‖ 6 ‖K(z)−K(w)‖ = ‖y − x}.

Από την (4.27),

(4.33) ‖A(z − w)‖ > ‖z − w‖
‖A−1‖

.

Επειδή ‖r‖ > 0, από την (4.28), για αρκετά µικρό ‖y − x‖ έχουµε ‖z−w‖
2‖A−1‖ 6 ‖r‖, άρα

(4.34) ‖A(z − w)‖ − ‖r‖ > ‖z − w‖
‖A−1‖

− ‖z − w‖
2‖A−1‖

=
‖z − w‖
2‖A−1‖

.

Επιστρέφοντας στην (4.23), έχουµε από την τελευταία πρόταση,

(4.35)
2‖A−1‖
‖z − w‖

>
1

‖y − x‖
, άρα

‖A−1‖ · ‖r‖
‖y − x‖

6
2‖(A−1)2‖ · ‖r‖
‖z − w‖

.

Για y → x, δηλαδή ‖y − x‖ → 0, από την (4.28) έχουµε ότι και το ‖z − w‖ → 0, άρα

(4.36)
‖r‖
‖z − w‖

→ 0

από την (4.22). ΄Αρα,

(4.37)
2‖(A−1)2‖ · ‖r‖
‖z − w‖

→ 0, άρα
‖A−1r‖
‖y − x‖

→ 0

καθώς το y → x, οµοιόµορφα ως προς v ∈ ∂f(y).

Συνδυάζοντας τα προηγούµενα αποτελέσµατα, δείχνουµε το εξής.

Πρόταση 4.7. Η ∂f είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού στο C.
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Απόδειξη. Από την Πρόταση 4.3, η K = (I + ∂f)−1 : D → Rd είναι συνάρτηση Lipschitz,
άρα επεκτείνεται σε µια συνάρτηση Lipschitz ορισµένη στον Rd, από το ϑεώρηµα επέκτασης
των McShane-Whitney (Θεώρηµα 2.1). Συµβολίζουµε πάλι µε K αυτήν την επέκταση.

Ορίζουµε M το σύνολο των σηµείων του Rd στα οποία η K δεν είναι διαφορίσιµη, και N
το σύνολο των σηµείων στα οποία είναι διαφορίσιµη αλλά έχει ιδιάζουσα παράγωγο.

Από το Θεώρηµα 2.5, την Πρόταση 2.6 και το Θεώρηµα 3.1, το σύνολο K(M ∪ N) έχει
µηδενικό µέτρο. Από το Λήµµα 4.4 και το Θεώρηµα 4.5, το σύνολο L έχει κι αυτό µηδενικό
µέτρο, άρα το K(M ∪N) ∪ L έχει µηδενικό µέτρο.

Θα δείξουµε ότι το ∂f είναι διαφορίσιµο σε κάθε x ∈ C \ (K(M ∪ N) ∪ L): Για κάθε
τέτοιο x, από το Θεώρηµα 4.5 έχουµε ότι το ∂f είναι συνεχές στο x, και από τον ορισµό των
M και N συµπεραίνουµε πως η K είναι διαφορίσιµη στο x+ u, µε µη-ιδιάζουσα παράγωγο.
Πράγµατι,

(4.38) x+ u = (I + ∂f)(x) = K−1(x) /∈M ∪N.

Από την Πρόταση 4.6 έπεται το συµπέρασµα.

5 Απόδειξη του ϑεωρήµατος

Θα δείξουµε ότι κάθε κυρτή συνάρτηση f : C → R, όπου C κυρτό και ανοιχτό υποσύνολο
του Rd, είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σχεδόν παντού στο C. ∆ηλαδή:

Θεώρηµα 5.1. Σχεδόν για κάθε x ∈ C, υπάρχουν u ∈ Rd (η κλίση της f στο x) και ένας
H ∈ Rd×d (ο Εσσιανός πίνακας της f στο x) ώστε :

(5.1) f(y) = f(x) + 〈u, y − x〉+ 1

2
(y − x)TH(y − x) + o(‖y − x‖2)

καθώς το y → x, y ∈ C. Ιδιαίτερα, u = ∂f(x) και H είναι η παράγωγος της ∂f στο x.

Απόδειξη. Η ιδέα είναι η εξήσ: ϑα περιορίσουµε την f σε ένα ευθύγραµµο τµήµα του πεδίου
ορισµού της, στο οποίο ϑα είναι παραγωγίσιµη σχεδόν παντού. ΄Υστερα, ϑα την γράψουµε ως
το ολοκλήρωµα της παραγώγου της.

Από το Λήµµα 4.4 και την Πρόταση 4.7 γνωρίζουµε πως οι f και ∂f είναι διαφορίσιµες
σχεδόν παντού στο C. ΄Εστω x ∈ C στο οποίο είναι και οι δύο διαφορίσιµες. Από την
διαφορισιµότητα της ∂f στο x έχουµε

(5.2) ∂f(y) = u+H(y − x) + o(‖y − x‖)

καθώς το y → x, y ∈ C, όπου u = ∂f(x) και H είναι η παράγωγος της ∂f στο x. Το Λήµµα
4.4 δείχνει και κάτι άλλο : Η f είναι διαφορίσιµη στο x + th για όλα σχεδόν τα µοναδιαία
διανύσµατα h και για όλα σχεδόν τα t > 0 για τα οποία ισχύει x+ th ∈ C.
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Θεωρούµε λοιπόν µοναδιαίο h ∈ Rd και t > 0 ώστε : x+th ∈ C και η f είναι διαφορίσιµη
στο x+ th. ΄Εχουµε

(5.3) f(y) = f(x+ th) + 〈v, y − (x+ th)〉+ o(‖y − (x+ th)‖)

καθώς το y → x + th, y ∈ C, όπου v = ∂f(x + th). Ειδικότερα, προσεγγίζοντας το x + th
από την ίδια ευθεία (ϑέτουµε y = x+ sh) έχουµε

f(x+ sh) = f(x+ th) + 〈v, sh− th〉+ o(‖h‖ · |s− t|)
= f(x+ th) + 〈v, h〉(s− t) + o(|s− t|),

για x + sh → x + th, δηλαδή για s → t (µε x + th ∈ C). ΄Εχουµε δηλαδή ότι η κυρτή
συνάρτηση t 7→ f(x+ th) µιάς µεταβλητής είναι διαφορίσιµη σχεδόν για όλα τα t > 0 για τα
οποία x+ th ∈ C. Η παράγωγός της είναι 〈v, h〉, όπου v = ∂f(x+ th).

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.2 για την s 7→ f(x+ sh) στο [0, t] έχουµε (από την (5.2))

f(x+ th) = f(x) +

∫ t

0
〈∂f(x+ sh), h〉 ds

= f(x) +

∫ t

0
〈u+H(sh) + o(‖sh‖), h〉 ds

= f(x) +

∫ t

0
(〈u, h〉+ s〈H(h), h〉+ 〈o(|s|), h〉) ds

= f(x) +

∫ t

0
(〈u, h〉+ s · hTHh+ o(|s|)) ds

= f(x) + t〈v, h〉+ 1

2
(hTHh)t2 + o(t2)

καθώς το t→ 0, οµοιόµορφα ως προς h. ΄Αρα,

(5.4) f(y) = f(x) + 〈u, y − x〉+ 1

2
(y − x)TH(y − x) + o(‖y − x‖2)

για y → x, y ∈ C, οµοιόµορφα ως προς y της µορφής x+ th, άρα για σχεδόν όλα τα y ∈ C.
Επειδή τα f(y) και f(x) + 〈u, y − x〉 + 1

2(y − x)
TH(y − x) εξαρτώνται συνεχώς από το y, η

(5.4) ισχύει για όλα τα y ∈ C.
΄Ετσι, δείξαµε την (5.1), δηλαδή το ϑεώρηµα του Alexandrov.
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