
Το ϑεώρηµα του Rademacher

Νικόλαος Μουρδουκούτας

Περίληψη

Σε αυτήν την εργασία ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Rademacher, σύµφωνα µε το οποίο κάθε
Lipschitz συνάρτηση f : Rd → Rm είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού.

1 Το ϑεώρηµα του Rademacher

Μια συνάρτηση f : Rd → Rm καλείται Lipschitz συνεχής αν υπάρχει σταθεράM > 0,M ∈ R,
τέτοια ώστε

(1.1) ‖f(x)− f(y)‖ 6M‖x− y‖

για κάθε x, y ∈ Rd, όπου ‖z‖ είναι η Ευκλείδεια νόρµα του z. Τότε, η µικρότερη σταθερά
M > 0 για την οποία ισχύει η (1.1) καλείται Lipschitz νόρµα της f και συµβολίζεται µε ‖f‖Lip.

΄Ενα κλασσικό αποτέλεσµα της ϑεωρία µέτρου είναι ότι οι Lipschitz συναρτήσεις στο R
είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµες. Πράγµατι, κάθε Lipschitz συνάρτηση f : [a, b] → R
έχει ϕραγµένη κύµανση, άρα γράφεται ως διαφορά δύο συνεχών αυξουσών συναρτήσεων, και
είναι γνωστό ότι οι µονότονες συναρτήσεις είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµες. Επιπλέον,
κάθε Lipschitz συνάρτηση είναι απολύτως συνεχής. Συνεπώς, ισχύει το εξήσ:

Θεώρηµα 1.1. ΄Εστω f : R → R Lipschitz συνάρτηση. Τότε, η f είναι σχεδόν παντού

παραγωγίσιµη. Επίπλέον, αν a, b ∈ R και a < b τότε f ∈ L1([a, b]) και

(1.2) f(b)− f(a) =

∫ b

a
f ′(t) dt.

Ο Rademacher (1842-1964) γενίκευσε αυτό το αποτέλεσµα στο πλαίσιο των συναρτήσεων
πολλών µεταβλητών : αν µια συνάρτηση ορισµένη στον Rd είναι Lipschitz συνεχής, τότε είναι
σχεδόν παντού διαφορίσιµη.

Θεώρηµα 1.2 (Rademacher, 1919). ΄Εστω f : Rd → Rm Lipschitz συνάρτηση. Τότε, η f
είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού.

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να παρουσιάσει µια απόδειξη του ϑεωρήµατος του Ra-
demacher και κάποιες παραλλαγές του.
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2 Απόδειξη του ϑεωρήµατος

∆ίνουµε πρώτα κάποιους ορισµούς και αποτελέσµατα που ϑα χρησιµοποιηθούν στην απόδει-
ξη.

Ορισµός 2.1. Η κατευθυνόµενη παράγωγος µιας συνάρτησης f : Rd → R στην κατεύθυνση
ενός µοναδιαίου διανύσµατος u ∈ Rd ορίζεται ως εξήσ:

(2.1) Duf(x) = lim
t→0

f(x+ tu)− f(x)

t
,

όταν αυτό το όριο υπάρχει.

Θα χρησιµοποιήσουµε επίσης το γεγονός ότι, αφού κάθε Lipschitz συνάρτηση (µιας µε-
ταβλητής) είναι απολύτως συνεχής, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ολοκλήρωση κατά µέρη.
Συγκεκριµένα, ϑα χρειαστούµε το εξής.

Λήµµα 2.2. ΄Εστω f : R → R Lipschitz συνάρτηση και έστω φ ∈ C∞(R) συνάρτηση µε

συµπαγή ϕορέα. Τότε ισχύει ότι :

(2.2)
∫
R
f ′φ = −

∫
R
fφ′.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2. Κατ¨ αρχάς, γνωρίζουµε ότι µια διανυσµατική συνάρτηση
f = (f1, . . . , fm) : Rd → Rm είναι διαφορίσιµη σε κάποιο σηµείο του πεδίου ορισµού της εάν
και µόνο εάν είναι διαφορίσιµη κατά συντεταγένη, δηλαδή εάν οι πραγµατικές συναρτήσεις
f1, . . . , fm είναι διαφορίσιµες σε αυτό το σηµείο. Επίσης, αν η f είναι Lipschitz µε σταθερά
M τότε

(2.3) |fj(x)− fj(y)| 6 ‖f(x)− f(y)‖ 6M‖x− y‖

για κάθε x, y και για κάθε j = 1, . . . ,m. ∆ηλαδή, οι f1, . . . , fm : Rd → R είναι Lipschitz
συναρτήσεις µε την ίδια σταθεράM . Εποµένως, αρκεί να αποδείξουµε το ϑεώρηµα γιαm = 1.

΄Εστω, λοιπόν, συνάρτηση f : Rd → R συνάρτηση µε την ιδιότητα Lipschitz. Τότε, υπάρχει
M > 0 τέτοιος ώστε

(2.4) |f(x)− f(y)| 6M‖x− y‖

για κάθε x, y ∈ Rd. Θα συµβολίζουµε την Ευκλείδεια µοναδιαία µπάλα του Rd µε B, και το
σύνορό της (την Ευκλείδεια µοναδιαία σφαίρα) µε ∂(B).

Η απόδειξη ϑα γίνει σε τρία ϐήµατα.
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Βήµα 1

Στο πρώτο ϐήµα δείχνουµε ότι, για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα u ∈ ∂(B), η κατευθυνόµενη
παράγωγος Duf(x) της f : Rd → R υπάρχει σχεδόν για κάθε x ∈ Rd.

Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε τυχόν u ∈ ∂(B), ορίζουµε το σύνολο

(2.5) Mu := {x ∈ Rd : δεν υπάρχει η Duf(x)}

και σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι τοMu έχει µηδενικό µέτρο στονRd, δηλαδή λd(Mu) = 0.
Από τον τρόπο ορισµού του ολοκληρώµατος γνωρίζουµε ότι

(2.6) λd(Mu) =

∫
Rd

χMu(x) dλ(x),

άρα αρκεί να δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα της χαρακτηριστικής συνάρτησης χMu τουMu στον
Rd είναι ίσο µε µηδέν. Πρώτα δείχνουµε ότι η χMu είναι µετρήσιµη.

Για κάθε t ∈ R \ {0} ορίζουµε gt : Rd → R ως εξήσ:

(2.7) gt(x) =
f(x+ tu)− f(x)

t
.

Η gt είναι µετρήσιµη για κάθε t ∈ R \ {0}, αφού η f είναι συνεχής όντας Lipschitz. ΄Επεται
ότι και οι συναρτήσεις

(2.8) g := lim inf
t→0

gt και g := lim sup
t→0

gt

είναι µετρήσιµες.
Παρατηρούµε ότι το όριο Duf(x) = lim

t→0
gt(x) δεν υπάρχει αν και µόνο αν ισχύει η

ανισότητα

(2.9) g(x) < g(x),

άρα µπορούµε να γράψουµε το Mu ως εξήσ:

(2.10) Mu = {x ∈ Rd : g(x) < g(x)}.

΄Οµως, η συνάρτηση x 7→ g(x)− g(x) είναι µετρήσιµη ως διαφορά µετρήσιµων συναρτήσεων
και κατά συνέπεια το Mu είναι µετρήσιµο σύνολο ως αντίστροφη εικόνα του (0,∞) µέσω
µετρήσιµης συνάρτησης.

΄Εστω τώρα x ∈ Rd. Θεωρούµε την συνάρτηση µ : R → R µε µ(t) = f(x + tu). Εύκολα
ϐλέπουµε ότι και η µ είναι M -Lipschitz, αφού για κάθε t, s ∈ R έχουµε

|µ(t)− µ(s)| = |f(x+ tu)− f(x+ su)| 6M ‖(x+ tu)− (x+ su)‖
= M ‖(t− s)u‖ = M ‖u‖ |t− s|
= M |t− s|.
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Από το Θεώρηµα 1.1 η µ είναι παραγωγίσιµη σχεδόν για κάθε t ∈ R. Εποµένως, υπάρχει η

µ′(t) = lim
h→0

µ(t+ h)− µ(t)

h
= lim

h→0

f(x+ (t+ h)u)− f(x+ tu)

h

= lim
h→0

f((x+ tu) + hu)− f(x+ tu)

h
= Duf(x+ tu)

σχεδόν για κάθε t ∈ R, δηλαδή η κατευθυνόµενη παράγωγος Duf(y) υπάρχει σχεδόν για
κάθε y στην ευθεία `x,u = {x+ tu : t ∈ R}, και αφού το x ήταν τυχόν, το συµπέρασµα ισχύει
για κάθε ευθεία ` παράλληλη στο u. ∆ηλαδή, για κάθε ευθεία ` παράλληλη στο u έχουµε
λ1(Mu ∩ `) = 0.

Τώρα, εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Tonelli στην µετρήσιµη συνάρτηση χMu . Μπορούµε να
υποθέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι u = e1, όπου e1 = (1, . . . , 0). Γράφουµε το
τυχόν x ∈ Rd στη µορφή x = (x1, x

′), όπου x1 ∈ R και x′ ∈ Rd−1, και ϑεωρούµε το σύνολο
L όλων των ευθειών `x′,e1 , x1 ∈ Rd−1, που είναι παράλληλες στο e1. ΄Εχουµε

λd(Me1) =

∫
Rd

χMe1
(x) dλ(x)

=

∫
Rd−1

(∫
R
χMe1

(x1, x
′) dλ1(x1)

)
dλd−1(x′)

=

∫
Rd−1

λ1(Me1 ∩ `x′,e1) dλd−1(x′) = 0,

αφού λ1(Me1 ∩ `x′,e1) = 0 σχεδόν για κάθε x′ ∈ Rd−1. Αυτό ολοκληρώνει το πρώτο ϐήµα.
Βέβαια, γνωρίζουµε ότι η ύπαρξη των κατευθυνόµενων παραγώγων δεν εγγυάται ότι η

f είναι διαφορίσιµη. ΄Οµως, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι (όλες) οι µερικές παράγωγοι
∂f
∂xi

(x), i = 1, . . . , d υπάρχουν σχεδόν για κάθε x ∈ Rd, άρα και το ανάδελτα ∇f(x) =(
∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f∂xn (x)
)

της f ορίζεται σχεδόν για κάθε x ∈ Rd. Στο δεύτερο ϐήµα ϐρίσκουµε
έναν καλό «υποψήφιο» για το διαφορικό της f .

Βήµα 2

∆είχνουµε ότι για κάθε u ∈ ∂(B) ισχύει

(2.11) Duf(x) = 〈∇f(x), u〉

σχεδόν για κάθε x ∈ Rd.
΄Εστω u ∈ ∂(B). Θεωρούµε τυχούσα C∞(Rd)-συνάρτηση φ : Rd → R µε συµπαγή ϕορέα.

΄Εχουµε ότι

(2.12)
∫
Rd

Duf(x)φ(x) dλ(x) =

∫
Rd

lim
t→0

f(x+ tu)− f(x)

t
φ(x) dλ(x).
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Θεωρούµε την οικογένεια συναρτήσεων mt : Rd → R, t 6= 0, που ορίζονται ως εξήσ:

(2.13) mt(x) =
f(x+ tu)− f(x)

t
φ(x).

Για τον πρώτο όρο του γινοµένου που ορίζει την mt(x) παρατηρούµε ότι

(2.14)
|f(x+ tu)− f(x)|

|t|
6
M ‖(x+ tu)− x‖

|t|
=
M ‖tu‖
|t|

=
M |t| ‖u‖
|t|

= M.

Η φ είναι ϕραγµένη όντας C∞-συνάρτηση µε συµπαγή ϕορέα. Θέτουµε

(2.15) N := sup{|φ(x)| : x ∈ Rd}.

Τότε, έχουµε |mt(x)| 6 M · N σχεδόν παντού, και η σταθερή συνάρτηση M · N είναι ολο-
κληρώσιµη στον συµπαγή ϕορέα της φ. Τέλος, ισχύει ότι

(2.16) lim
t→0

mt(x) = Duf(x)φ(x)

σχεδόν παντού, άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης για
την (mt):

(2.17)
∫
Rd

lim
t→0

f(x+ tu)− f(x)

t
φ(x) dλ(x) = lim

t→0

∫
Rd

f(x+ tu)− f(x)

t
φ(x) dλ(x).

Παρατηρούµε επίσης ότι∫
Rd

f(x+ tu)− f(x)

t
φ(x) dλ(x) =

∫
Rd

f(x+ tu)

t
φ(x) dλ(x)−

∫
Rd

f(x)

t
φ(x) dλ(x)

=

∫
Rd

f(x)

t
φ(x− tu) dλ(x)−

∫
Rd

f(x)

t
φ(x) dλ(x)∫

Rd

f(x)
φ(x− tu)− φ(x)

t
dλ(x),

όπου στην δεύτερη ισότητα έγινε αλλαγή µεταβλητής. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα κυριαρ-
χηµένης σύγκλισης ξανά, παίρνουµε

lim
t→0

∫
Rd

f(x)
φ(x− tu)− φ(x)

t
dλ(x) =

∫
Rd

f(x) lim
t→0

φ(x− tu)− φ(x)

t
dλ(x)(2.18)

=

∫
Rd

f(x)(−Duφ(x)) dλ(x).

∆ηλαδή,

(2.19)
∫
Rd

Duf(x)φ(x) dλ(x) =

∫
Rd

f(x)(−Duφ(x)) dλ(x).
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΄Οµως, αφού φ ∈ C∞(Rd), έχουµε

(2.20) Duφ(x) = 〈∇φ(x), u〉 =

d∑
i=1

ui
∂φ

∂xi
(x).

΄Αρα,

(2.21)
∫
Rd

f(x)Duφ(x) dλ(x) =

d∑
i=1

ui

∫
Rd

f(x)
∂φ

∂xi
(x) dλ(x).

Για i = 1 γράφουµε x = (t, y), όπου t ∈ R και y ∈ Rd−1, και εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα
Fubini: ∫

Rd

f(x)
∂φ

∂x1
(x) dλd(x) =

∫
Rd−1

(∫
R
f(t, y)

∂φ

∂t
(t, y) dλ1(t)

)
dλd−1(y)

= −
∫
Rd−1

(∫
R

∂f

∂t
(t, y)φ(t, y) dλ1(t)

)
dλd−1(y)

= −
∫
Rd

∂f

∂x1
(x)φ(x) dλd(x),

µε την δεύτερη ισότητα να έπεται από το Λήµµα 2.2.
Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Fubini για i = 2, . . . , d, τελικά έχουµε

(2.22)
∫
Rd

f(x)
∂φ

∂xi
(x) dλ(x) = −

∫
Rd

∂f

∂xi
(x)φ(x) dλ(x)

για κάθε i, εποµένως

d∑
i=1

ui

∫
Rd

f(x)
∂φ

∂xi
(x) dλ(x) = −

d∑
i=1

ui

∫
Rd

∂f

∂xi
(x)φ(x) dλ(x)(2.23)

= −
∫
Rd

〈∇f(x), u〉φ(x) dλ(x).

Τέλος, συνδυάζοντας τις (2.19), (2.21) και (2.23) παίρνουµε ότι

(2.24)
∫
Rd

Duf(x)φ(x) dλ(x) =

∫
Rd

〈∇f(x), u〉φ(x) dλ(x),

και αφού η φ ήταν τυχούσα έπεται το Ϲητούµενο, δηλαδή

(2.25) Duf(x) = 〈∇f(x), u〉

σχεδόν για κάθε x ∈ Rd.
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Βήµα 3

Στο τρίτο ϐήµα ϑα δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού στον Rd. Πρώτα,
παρατηρούµε ότι το σύνολο ∂(B) είναι συµπαγές, και κατά συνέπεια διαχωρίσιµο. Συνεπώς,
υπάρχει D ⊆ ∂(B) το οποίο είναι αριθµήσιµο και πυκνό στο ∂(B). Γράφουµε D = {uk : k ∈
N}.

Ορίζουµε επίσης για κάθε k ∈ N το σύνολο

(2.26) Bk := {x ∈ Rd : υπάρχουν τα Dukf(x),∇f(x) και ισχύει Dukf(x) = 〈∇f(x), u〉},

και τέλος ϑεωρούµε την τοµή

(2.27) B =
⋂
k∈N

Bk.

΄Οπως είδαµε στο πρώτο ϐήµα, το συµπλήρωµα του Bk, k ∈ N, είναι σύνολο µηδενικού
µέτρου. Αφού λ(Bc

k) = 0 για κάθε k ∈ N, έχουµε λ(Bc) = 0. ΄Αρα, για το «σχεδόν παντού»
στον Rd αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη σε κάθε x ∈ B.

Ορίζουµε την συνάρτηση P : Rd × ∂(B)× (0,∞)→ R ως εξήσ:

(2.28) P (x, u, t) =
f(x+ tu)− f(x)

t
− 〈∇f(x), u〉.

Για να δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο x ∈ B, αρκεί να δείξουµε ότι

(2.29) lim
t→0

P (x, u, t) = 0

οµοιόµορφα ως προς u ∈ ∂(B).
΄Εστω λοιπόν x ∈ B. Για κάθε u, v ∈ ∂(B) έχουµε

|P (x, u, t)− P (x, v, t)| =
∣∣∣∣f(x+ tu)− f(x+ tv)

t
− 〈∇f(x), u− v〉

∣∣∣∣(2.30)

6
|f(x+ tu)− f(x+ tv)|

|t|
+ ‖∇f(x)‖ ‖u− v‖.

Κάνουµε τις εξής παρατηρήσεισ:

1. Για κάθε i = 1, 2, . . . , d έχουµε

(2.31)
|f(x+ tei)− f(x)|

|t|
6
M‖tei‖
|t|

= M.

΄Αρα, ισχύει ότι

(2.32)
∣∣∣∣ ∂f∂xi (x)

∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣f(x+ tei)− f(x)

t

∣∣∣∣ 6M.

΄Επεται ότι

(2.33) ‖∇f(x)‖ 6M
√
d.
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2. |f(x+ tu)− f(x+ tv)| 6M‖tu− tv‖ = M |t| ‖u− v‖.

Επιστρέφοντας στην (2.30) ϐλέπουµε ότι

|P (x, u, t)− P (x, v, t)| 6 M |t| ‖u− v‖
|t|

+ ‖∇f(x)‖ ‖u− v‖

6M‖u− v‖+M
√
d ‖u− v‖

6 (1 +
√
d)M ‖u− v‖.

Θα χρειαστούµε ένα λήµµα.

Λήµµα 2.3. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω D πυκνό υποσύνολο του X.

Τότε, για κάθε η > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένο Dη ⊆ D το οποίο είναι η-πυκνό στον

X.

Απόδειξη. ΄Εστω η > 0. Ο (X, d) είναι συµπαγής, άρα ολικά ϕραγµένος. ΄Αρα, υπάρχουν
x1, . . . , xm ∈ X ώστε

(2.34) X = B(x1, η/2) ∪ · · · ∪B(xm, η/2).

Αφού το D είναι πυκνό, για κάθε j = 1, . . . ,m µπορούµε να ϐρούµε zj ∈ D ώστε d(xj , zj) <
η/2. Ορίζουµε

(2.35) Dη = {z1, . . . , zm}.

Το Dη είναι πεπερασµένο σύνολο του D. Για κάθε x ∈ X υπάρχει j 6 m τέτοιο ώστε
x ∈ B(xj , η/2), και τότε

(2.36) d(x, zj) 6 d(x, xj) + d(xj , zj) <
η

2
+
η

2
= η.

΄Αρα, το Dη είναι η-πυκνό στον (X, d).

΄Εστω ε > 0. Εφαρµόζοντας το Λήµµα 2.3 για το ∂(B), ϐλέπουµε ότι για κάθε η > 0
υπάρχει πεπερασµένο Dη ⊆ D το οποίο είναι η-πυκνό στο ∂(B). ∆ηλαδή, για κάθε u ∈ ∂(B)
υπάρχει uk ∈ Dη τέτοιο ώστε ‖u− uk‖ < η. Θέτουµε

(2.37) η =
1

2

ε

(1 +
√
d)M

και παρατηρούµε ότι για κάθε u ∈ ∂(B) µπορούµε να ϐρούµε uk ∈ Dη τέτοιο ώστε

|P (x, u, t)− P (x, uk, t)| 6 (1 +
√
d)M ‖u− uk‖

< (1 +
√
d)M · 1

2

ε

(1 +
√
d)M

=
ε

2
.
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΄Οµως, αφού x ∈ B, εξ¨ ορισµού έχουµε ότι

(2.38) lim
t→0

P (x, uk, t) = 0

για κάθε k ∈ N. ΄Επεται ότι για κάθε uk ∈ Dη υπάρχει δk > 0 τέτοιο ώστε : αν 0 < t < δk τότε
|P (x, uk, t)| < ε/2. Θέτουµε δ = min{δk : uk ∈ Dη}. Τότε, για κάθε 0 < t < δ έχουµε

(2.39) |P (x, u, t)| 6 |P (x, u, t)− P (x, uk, t)|+ |P (x, uk, t)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Συµπεραίνουµε ότι

(2.40) lim
t→0

P (x, u, t) = 0

οµοιόµορφα στο ∂(B), το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

3 Παραλλαγές του ϑεωρήµατος

Θα κλείσουµε παρουσιάζοντας µία ενδφέρουσα γενίκευση του ϑεωρήµατος του Rademacher,
η οποία διατυπώθηκε από τον Stepanov.

Θεώρηµα 3.1 (Stepanov). ΄Εστω Ω ανοιχτό υποσύνολο του υποσύνολο του Rd και συνάρτηση

f : Ω→ Rm. Τότε η f είναι σχεδόν παντού διαφορίσιµη στο σύνολο:

(3.1) L(f) =

{
x ∈ Ω : lim sup

y→x,y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|

<∞

}

Θα χρησιµοποιήσουµε δύο λήµµατα.

Λήµµα 3.2. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω {fi : i ∈ I} οικογένεια από M -Lipschitz

συναρτήσεις fi : X → R. Τότε, οι συναρτήσεις

(3.2) x 7→ sup
i∈I

fi(x)

και

(3.3) x 7→ inf
i∈I

fi(x)

είναι M -Lipscitz στον X, αν είναι πεπερασµένες σε ένα σηµείο.

Απόδειξη. Θα δείξουµε την (3.2). Θέτουµε v(x) = supi∈I fi(x). Για κάθε x, y ∈ X έχουµε
ότι

(3.4) fi(y) 6 fi(x) +Md(x, y),
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αφού η fi είναι M -Lipschitz για κάθε i. Παίρνοντας supremum ως προς i και στις δύο
πλευρές της ανισότητας προκύπτει :

(3.5) v(y) 6 v(x) +Md(x, y).

Αν v(x) < ∞, τότε ϑα ισχύει ότι το v(y) είναι επίσης πεπερσµένο για κάθε y ∈ X και
εποµένως έχουµε ότι :

(3.6) v(y)− v(x) 6Md(x, y),

για καθε x, y ∈ X. Τότε, µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε και την άλλη ανισότηταΧ

(3.7) v(x)− v(y) 6Md(x, y)

και τελικά συµπεραίνουµε ότι

(3.8) |v(x)− v(y)| 6Md(x, y).

Λήµµα 3.3. ΄Εστω f, g, h : A → R, όπου A ανοιχτό υποσύνολο του Rd, και έστω a ∈ A.

Υποθέτουµε ότι : h(x) 6 f(x) 6 g(x) για κάθε x ∈ A, h(a) = g(a) και οι h, g είναι διαφορίσιµες

στο a. Τότε, η f είναι διαφορίσιµη στο a και έχει το ίδιο διαφορικό µε τις h, g.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι g − h > 0 και (g − h)(a) = 0. ΄Αρα, έχουµε ότι ∇(g −
h)(a) = 0, και τελικά za := ∇g(a) = ∇h(a).

Για να δείξουµε το Ϲητούµενο αρκεί να δείξουµε ότι

(3.9) lim
t→0

[
f(x+ tu)− f(x)

t
− 〈za, u〉

]
= 0

οµοιόµορφα ως προς u ∈ ∂(B). ΄Εχουµε ότι h(a) = g(a) = f(a). Θα εφαρµόσουµε κριτήριο
παρεµβολήσ: αφού h 6 f 6 g στο A,

(3.10)
h(a+ tu)− h(a)

t
−〈za, u〉 6

f(a+ tu)− f(a)

t
−〈za, u〉 6

g(a+ tu)− g(a)

t
−〈za, u〉

Το δεξί και το αριστερό µέλος της ανισότητας συγκλίνουν στο 0, οµοιόµορφα ως προς u, καθώς
το t → 0, αφού οι h, g είναι διαφορίσιµες στο a. ΄Επεται ότι το ίδιο ισχύει για τον µεσαίο
όρο.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1. Μπορούµε να υποθέσουµε οτι m = 1. Θεωρούµε µια
αριθµήσιµη οικογένεια απο µπάλες A = {Bi : i ∈ I}, όπου κάθε Bi έχει ϱητό κέντρο και
ακτίνα και η f είναι ϕραγµένη σε κάθε Bi. Παρατηρούµε ότι η A καλύπτει το L(f). Τώρα,
ορίζουµε τις συναρτήσεισ:

(3.11) pi(x) = sup{p(x) : η p είναι i− Lipschitz και p 6 f στην Bi}
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και

(3.12) qi(x) = inf{q(x) : η q είναι i− Lipschitz και q > f στην Bi}.

Οι συναρτήσεις pi, qi : Bi → R είναι i-Lipschitz για κάθε i, από το Λήµµα 3.2. Επίσης,
ισχύει η ανισότητα pi 6 f|Bi

6 qi. Από το Λήµµα 3.3, η f είναι διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο
x στο οποίο οι pi, qi είναι διαφορίσιµες και επιπλέον ισχύει ότι pi(x) = qi(x) για κάποιο i ∈ I.
Θα δείξουµε ότι κάθε σηµείο στο L(f) ικανοποιεί τα παραπάνω. Πρώτα, ορίζουµε το σύνολο

(3.13) Z :=

∞⋃
i=1

{x ∈ Bi : είτε η pi είτε η qi δεν είναι διαφορίσιµη στο x}.

΄Οµως, οι pi, qi είναι Lipschitz συναρτήσεις. Εποµένως, από το ϑεώρηµα του Rademacher
έπεται ότι λ(Z) = 0. ΄Εστω, τώρα, x ∈ L(f) \ Z. Μπορούµε να ϐρούµε δ > 0 και M > 0
τέτοια ώστε :

(3.14) |f(y)− f(x)| 6M |y − x|

για κάθε y ∈ B(x, δ). Υπάρχουν άπειρες το πλήθος µπάλες Bi που περιέχουν το x, οπότε
µπορούµε να ϐρούµε i > M τέτοιο ώστε : x ∈ Bi ⊆ B(x, δ). ΄Ετσι, για κάθε y ∈ Bi ⊆ B(x, δ)
έχουµε:

(3.15) f(y) 6 f(x) +M |y − x| 6 f(x) + i|y − x|.

Η συνάρτηση y 7→ f(x) + i|y − x| είναι i-Lipschitz και µεγαλύτερη από την f στην Bi οπότε
από τον ορισµό της qi παίρνουµε ότι :

(3.16) f(y) ≤ qi(y) 6 f(x) + i|y − x|.

Οµοίως παίρνουµε και την αντίστοιχη ανισότητα για την pi:

(3.17) f(y) ≥ pi(y) > f(x)− i|y − x|.

Συνδυάζοντας τις (3.16), (3.17) και ϑέτοντας y = x έχουµε ότι qi(x) = pi(x) = f(x). Το
ϑεώρηµα έπεται. 2
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