
Το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue στο R
Μαρία Μαστροθεοδώρου και Αγγελική Χαντζηθάνου

Περίληψη

Το κεντρικό αποτέλεσµα της εργασίας είναι ότι µια συνάρτηση f είναι απόλυτα συνεχής στο
[a, b] αν και µόνο αν η f ′ υπάρχει σχεδόν παντού στο [a, b], η f ′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], και

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t) dλ(t) (a 6 x 6 b).

1 Εισαγωγή

Το ερώτηµα που ϑα µελετήσουµε σε αυτήν την εργασία είναι να ϐρεθεί ικανή και αναγκαία
συνθήκη που να εξασφαλίζει ότι κάποια συνάρτηση f : [a, b]→ R ικανοποιεί την

(1.1) f(x)− f(a) =

∫ x

a
f ′(t) dλ(t), για κάθε x ∈ [a, b].

Από τον Απειροστικό Λογισµό γνωρίζουµε ότι αν η f είναι παραγωγίσιµη και η f ′ είναι
ολοκληρώσιµη κατά Riemann τότε η (1.1) ισχύει. Για να επεκτείνουµε αυτό το αποτέλε-
σµα, απαραίτητη προϋπόθεση είναι η f να είναι (τουλάχιστον) σχεδόν παντού παραγωγίσιµη.
Κατόπιν, ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος ως ολοκλήρωµα
Lebesgue και να προσπαθήσουµε να δούµε ποιές είναι οι συνθήκες που εξασφαλίζουν (και
είναι απαραίτητες για) την ισότητα.

Ο Lebesgue απέδειξε το 1904 ότι κάθε συνεχής και µονότονη f : [a, b]→ R είναι παραγω-
γίσιµη σχεδόν παντού. Το 1911 ο W. H. Young έδωσε µια απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος
χωρίς την υπόθεση της συνέχειας. Ωστόσο, το 1932 ο Riesz έδωσε µια εντελώς στοιχειώδη
απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος, χρησιµοποιώντας το λήµµα του Ανατέλλοντος Ηλίου που
διατύπωσε ο ίδιος. Παρ¨ όλο που η απόδειξη του Riesz είναι απλή και κοµψή στην περίπτωση
των συνεχών συναρτήσεων, ο Rudel και άλλοι συγγραφείς ϐρήκαν την απόδειξη για τις µη
συνεχείς συναρτήσεις «προβληµατική και κουραστική» και έγραψαν εργασίες µε µοναδικό
σκοπό να την απλουστεύσουν. Παρουσιάζουµε την απόδειξη του Riesz στην Παράγραφο 3.

Θεώρηµα 1.1. Αν η f : [a, b] → R είναι αύξουσα και συνεχής, τότε η f ′ υπάρχει σχεδόν
παντού. Επιπλέον, η f ′ είναι µετρήσιµη, µη αρνητική και

(1.2)
∫ b

a
f ′(x) dx 6 f(b)− f(a).

Ειδικότερα, η f ′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].
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Στην Παράγραφο 4 επεκτείνουµε το Θεώρηµα 1.1 στην κλάση των συναρτήσεων ϕραγµέ-
νης κύµανσησ: λέµε ότι η f : [a, b] → R έχει ϕραγµένη κύµανση αν υπάρχει M > 0 τέτοιος
ώστε

(1.3)
N∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| 6M

για κάθε διαµέριση P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} του [a, b]. Θα δούµε ότι κάθε συνεχής
συνάρτηση ϕργαµένης κύµανσης γράφεται ως διαφορά δύο συνεχών αυξουσών συναρτήσεων.
Από το Θεώρηµα 1.1 έπεται ότι οι συναρτησεις ϕραγµένης κύµασης είναι σχεδόν παντού
παραγωγίσιµες.

Θεώρηµα 1.2. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση ϕραγµένης κύµανσης. Τότε, η f είναι
παραγωγίσιµη σχεδόν παντού.

Το παράδειγµα της συνάρτησης Cantor-Lebesgue δείχνει ότι (ακόµα και) οι συνεχείς
αύξουσες συναρτήσεις δεν ικανοποιούν γενικά την (1.1). Στην Παράγραφο 5 εισάγουµε την
κλάση των απολύτως συνεχών συναρτήσεων, οι οποίες είναι εκείνες ακριβώς οι συναρτήσεις
για τις οποίες έχουµε καταφατική απάντηση στο πρόβληµα: λέµε ότι η f : [a, b] → R
είναι απολύτως συνεχής αν αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν
(ak, bk), 1 6 k 6 N είναι ξένα ανά δύο υποδιαστήµατα του [a, b] µε

∑n
k=1(bk − ak) < δ τότε∑N

k=1 |f(bk)− f(ak)| < ε. ΄Οπως ϑα δούµε, ισχύει το εξήσ:

Θεώρηµα 1.3. ΄Εστω f : [a, b] → R απολύτως συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f ′(x) όρίζεται
σχεδόν παντού, και η f ′ είναι ολοκληρώσιµη. Επιπλέον, για κάθε x ∈ [a, b],

(1.4) f(x)− f(a) =

∫ x

a
f ′(t)dλ(t).

Ειδικότερα,

(1.5) f(b)− f(a) =

∫ b

a
f ′(t)dλ(t).

Αντίστροφα, αν η g : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιµη, τότε υπάρχει απολύτως συνεχής συνάρ-
τηση f : [a, b] → R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x) σχεδόν παντού. Μπορούµε µάλιστα να πάρουµε
την f(x) =

∫ x
a g(x)dλ(x).

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3 ϑα χρειαστούµε διάφορα εργαλεία : µεταξύ αυτών
είναι το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue, το οποίο περιγράφουµε στην Παράγραφο 2.
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2 Θεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue

΄Εστω f : [a, b]→ R µια Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Θεωρούµε το αόριστο ολοκλή-
ϱωµα της f :

(2.1) F (x) =

∫ x

a
f(y)dy, a 6 x 6 b.

Γνωρίζουµε ότι αν x ∈ [a, b] και η f είναι συνεχής στο x τότε η F είναι παραγωγίσιµη στο
x και F ′(x) = f(x). Γνωρίζουµε επίσης ότι το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f έχει
µηδενικό µέτρο Lebesgue.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της παραγώγου, η F είναι παραγωγίσιµη στο x αν υπάρχει το
όριο

(2.2) lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
,

το οποίο, στην περίπτωσή µας, παίρνει την µορφή

(2.3) lim
h→0

1

h

∫ x+h

x
f(y)dy = lim

Ix,h→x

1

`(Ix,h)

∫
Ix,h

f(y)dy

αν χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό Ix,h = (x, x+h) και γράψουµε `(I) για το µήκος ενός
διαστήµατος I. Γενικότερα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε το

(2.4) lim
I↓x

1

`(I)

∫
I
f(y)dy,

όπου, πλέον, ϑεωρούµε όλα τα ανοικτά διαστήµατα I τα οποία περιέχουν το x και αφήνουµε
το µήκος τους να πάει στο µηδέν. Παρατηρήστε ότι η ποσότητα 1

`(I)

∫
I f(y)dy είναι η µέση

τιµή της f στο διάστηµα I. Πάλι, είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι, αν η f είναι ολοκληρώσιµη
στο [a, b], τότε

(2.5) lim
I↓x

1

`(I)

∫
I
f(y)dy = f(x)

σε κάθε σηµείο συνέχειας της f (άρα, σχεδόν παντού στο [a, b]).
Το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue επεκτείνει αυτό το αποτέλεσµα για Lebesgue

ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. ΄Εστω E ⊆ R µετρήσιµο. Θεωρούµε την κλάση L1(E) όλων των
µετρήσιµων συναρτήσεων f : E → [−∞,∞] για τις οποίες

(2.6)
∫
E
|f(x)| dλ(x) <∞.

Αν ορίσουµε ως σχέση ισοδυναµίας σ¨ αυτό το γραµµικό χώρο την «f ∼ g αν f = g σχεδόν
παντού στο E», ο χώρος L1(E) είναι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας {[f ] : f ∈ L1(E)}.
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Ορισµός 2.1. (α) Μια συνάρτηση f : R→ R λέγεται τοπικά ολοκληρώσιµη αν είναι ολοκλη-
ϱώσιµη σε κάθε (ϕραγµένο) διάστηµα I ⊆ R.
(ϐ) ΄Εστω f τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο R. Το x ∈ R λέγεται σηµείο Lebesgue της
f αν |f(x)| <∞ και

(2.7)
1

`(I)

∫
I
|f(y)− f(x)| dλ(y)→ 0

καθώς I ↓ x. Αυτό σηµαίνει ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν I είναι ανοικτό
διάστηµα µε `(I) < δ και x ∈ I, τότε

(2.8)
1

`(I)

∫
I
|f(y)− f(x)| dλ(y) < ε.

Το σύνολο των σηµείων Lebesgue της f συµβολίζεται µε Leb(f).

Το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue δείχνει ότι σχεδόν κάθε x ∈ R είναι σηµείο
Lebesgue της f .

Θεώρηµα 2.2 (Lebesgue). ΄Εστω f : R→ R τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε,

(2.9) lim
I↓x

1

`(I)

∫
I
|f(y)− f(x)| dλ(y) = 0

σχεδόν για κάθε x ∈ R. ∆ηλαδή, λ(R \ Leb(f)) = 0. Ειδικότερα,

(2.10) lim
I↓x

1

`(I)

∫
I
f(y) dλ(y) = f(x)

σχεδόν για κάθε x ∈ R.

Η (2.10) προκύπτει από την (2.9): αν x ∈ Leb(f) τότε∣∣∣∣ 1

`(I)

∫
I
f(y) dλ(y)− f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

`(I)

∫
I
f(y) dλ(y)− 1

`(I)

∫
I
f(x) dλ(y)

∣∣∣∣
6

1

`(I)

∫
I
|f(y)− f(x)| dλ(y)→ 0.

Παρατήρηση 2.3. Σηµειώνουµε ότι το σύνολο των σηµείων x για τα οποία οι µέσοι όροι στην
(2.10) συγκλίνουν σε κάποιο όριο, είναι ανεξάρτητο από τον αντιπρόσωπο f της κλάσης [f ],
αφού

(2.11)
∫
I
f(y) dλ(y) =

∫
I
g(y) dλ(y)

όταν f = g σχεδόν παντού. ΄Οµως, το σύνολο Lebesgue της f εξαρτάται από τον συγκεκριµένο
αντιπρόσωπο της [f ] που ϑεωρούµε κάθε ϕορά.
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Θεώρηµα 2.4 (Lebesgue). ΄Εστω f : R→ R τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε,

(2.12) lim
h→0

1

h

∫ x+h

x
f(y) dλ(y) = f(x)

σχεδόν για κάθε x.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η (2.12) ισχύει για κάθε x ∈ Leb(f). ΄Εχουµε ότι∣∣∣∣1h
∫ x+h

x
f(y) dλ(y)− f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1h
∫ x+h

x
f(y) dλ(y)− 1

h

∫ x+h

x
f(x) dλ(y)

∣∣∣∣
6

1

h

∫ x+h

x
|f(y)− f(x)| dλ(y)

6 2

(
1

2h

∫ x+h

x−h
|f(y)− f(x)| dλ(y)

)
→ 0

καθώς h→ 0+ για κάθε x ∈ Leb(f), χρησιµοποιώντας την

(2.13)
∫ x+h

x
|f(y)− f(x)| dλ(y) 6

∫ x+h

x−h
|f(y)− f(x)| dλ(y)

και το γεγονός ότι, αφού x ∈ (x−h, x+h), µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.2. Με
ανάλογο τρόπο δείχνουµε την (2.12) καθώς h→ 0−.

Ως πόρισµα του Θεωρήµατος 2.4 παίρνουµε το εξήσ:

Θεώρηµα 2.5. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε, η F : [a, b]→ R µε

(2.14) F (x) =

∫ x

a
f(y) dλ(y)

είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµη, και πιο συγκεκριµένα, F ′(x) = f(x) για κάθε x ∈ Leb(f).

3 Παραγωγισιµότητα µονότονων και συνεχών συναρτήσεων

Σε αυτήν την Παράγραφο δείχνουµε ότι οι µονότονες και συνεχείς συναρτήσεις είναι σχεδόν
παντού παραγωγίσιµες.

Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω f : [a, b] → R αύξουσα και συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f είναι
παραγωγίσιµη σχεδόν παντού.

Θα χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο λήµµα του F. Riesz.
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Λήµµα 3.2 (του ανατέλλοντος ηλίου). ΄Εστω f µια πραγµατική και συνεχής συνάρτηση στο R
και έστω E το σύνολο των σηµείων x για τα οποία ισχύει

(3.1) f(x+ h) > f(x) για κάποιο h = hx > 0.

Αν το E είναι διάφορο του κενού, τότε είναι ανοιχτό και έτσι το E γράφεται ως αριθµήσιµη
ένωση, ξένων ανά δύο, ανοιχτών διαστηµάτων. ∆ηλαδή, E =

⋃
k(ak, bk). Αν (ak, bk) είναι ένα

πεπερασµένο διάστηµα που ανήκει σ¨ αυτή την ένωση, τότε

(3.2) f(bk)− f(ak) = 0.

Απόδειξη. Αφού η f είναι συνεχής, τότε το E είναι ανοιχτό, άρα γράφεται ως ένωση αριθµή-
σιµων ανοιχτών διαστηµάτων, ξένων ανά δύο. Αν (ak, bk) είναι ένα πεπερασµένο διάστηµα
της ανάλυσης του E σε ανοιχτά διαστήµατα, τότε το ak /∈ E, άρα δεν µπορούµε να πούµε ότι
ισχύει η σχέση f(bk) > f(ak). Ας υποθέσουµε ότι f(bk) < f(ak). Από τη συνέχεια της f ,
υπάρχει ak < c < bk ώστε

(3.3) f(c) =
f(ak) + f(bk)

2
,

και µπορούµε να επιλέξουµε το c να είναι το µεγαλύτερο σηµείο του (ak, bk) µε αυτήν την
ιδιότητα. Εφόσον c ∈ E, υπάρχει d > c ώστε f(d) > f(c). Αφού bk /∈ E, έχουµε f(x) 6 f(bk)
για κάθε x > bk, άρα d < bk. Αφού f(d) > f(c), ϑα υπάρχει (από συνέχεια) c′ > d µε c′ < bk
και f(c′) = f(c), άτοπο, αφού έχουµε επιλέξει το c να είναι να είναι το δεξιότερο τέτοιο σηµείο
στο (ak, bk). ΄Αρα έχουµε f(ak) = f(bk).

Με παρόµοιο επιχείρηµα αποδεικνύουµε το εξήσ:

Πόρισµα 3.3. ΄Εστω f µια πραγµατική και συνεχής συνάρτηση στο κλειστό διάστηµα [a, b].
Αν E = {x ∈ (a, b) ώστε f(x + h) > f(x) για κάποιο h > 0}, τότε το E είναι είτε κενό ή
ανοιχτό. Αν είναι ανοιχτό τότε είναι ξένη ένωση αριθµήσιµων το πλήθος διαστηµάτων (ak, bk)
και f(ak) = f(bk), εκτός αν a = ak, οπότε έχουµε ότι f(ak) 6 f(bk).

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1 ϑα χρειαστούµε την ποσότητα

(3.4) ∆h(f)(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
.

Ορίζουµε επίσης και τους τέσσερις αριθµούς Dini στο x ως εξήσ:

D+(f)(x) = lim sup
h→0+

∆hf(x)

D+(f)(x) = lim inf
h→0+

∆hf(x)

D−(f)(x) = lim sup
h→0−

∆hf(x)

D−(f)(x) = lim inf
h→0−

∆hf(x)
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής αύξουσα συνάρτηση. Παρα-
τηρούµε ότι D+(f)(x) 6 D+(f)(x) και D−(f)(x) 6 D−(f)(x) για κάθε x ∈ [a, b]. Για την
απόδειξη του ϑεωρήµατος αρκεί να δείξουµε τα εξήσ:

(α) D+(f)(x) <∞ σχεδόν για κάθε x, και

(ϐ) D+(f)(x) 6 D−(f)(x) σχεδόν για κάθε x.

΄Εχοντας αποδείξει τα παραπάνω, εφαρµόζοντας το (ϐ) για την αύξουσα συνάρτηση h(x) =
−f(−x) ϐλέπουµε ότι D−(f)(x) 6 D+(f)(x) σχεδόν παντού. ΄Αρα, σχεδόν παντού στο [a, b]
έχουµε

(3.5) D+(f)(x) 6 D−(f)(x) 6 D−(f)(x) 6 D+(f)(x) 6 D+(f)(x) <∞

και έπεται ότι η f ′(x) υπάρχει σχεδόν παντού.
Σταθεροποιούµε s > 0 και ορίζουµε

(3.6) Es := {x ∈ [a, b] : D+(f)(x) > s}.

Παρατηρούµε αρχικά ότι το Es είναι µετρήσιµο σύνολο. Εφαρµόζοντας το Πόρισµα 3.3 για
την συνάρτηση w(x) = f(x) − sx ϐλέπουµε ότι Es ⊆

⋃
k(ak, bk), όπου f(bk) − f(ak) >

s(bk − ak). ΄Αρα,

(3.7) λ(Es) 6
∑
k

(bk − ak) 6
1

s

∑
k

(f(bk)− f(ak)) 6
1

s
(f(b)− f(a)).

΄Επεται ότι lim
s→∞

λ(Es) = 0. Αφού {x : D+(f)(x) =∞} ⊆ Es για κάθε s > 0, συµπεραίνουµε

ότι D+(f)(x) <∞ σχεδόν παντού.
Στη συνέχεια σταθεροποιούµε R > r και ορίζουµε

(3.8) Er,R = {x ∈ [a, b] : D+(f)(x) > R και D−(f)(x) < r}.

Θα δείξουµε ότι λ(Er,R) = 0. Παρατηρώντας ότι

(3.9) {x : D−(f)(x) < D+(f)(x)} =
⋃

r,R∈Q,r<R

Er,R

ϐλέπουµε µετά ότι λ({x : D−(f)(x) < D+(f)(x)}) = 0, δηλαδή D+(f)(x) 6 D−(f)(x)
σχεδόν παντού, και αυτό αποδεικνύει το (ϐ).

Υποθέτουµε ότι λ(Er,R) > 0. Αφού R > r, µπορούµε να ϐρούµε ανοικτό σύνολο U ώστε
Er,R ⊂ U ⊂ (a, b) και λ(U) < (R/r)λ(Er,R). Γράφουµε το U σαν ένωση ξένων ανοικτών
διαστηµάτων, U =

⋃
n In. Σταθεροποιούµε κάποιο n και εφαρµόζουµε το Πόρισµα 3.3 για

την συνάρτηση `(x) = −f(−x)+rx στο διάστηµα −In. Γυρίζοντας πίσω στο (a, b) παίρνουµε
µια ξένη ένωση διαστηµάτων

⋃
k(ak, bk), η οποία περιέχεται στο In, τέτοια ώστε

(3.10) f(bk)− f(ak) 6 r(bk − ak).
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Εφαρµόζοντας όµως το Πόρισµα 3.3 για την m(x) = f(x) − Rx στο (ak, bk), ϐρίσκουµε µια
νέα ξένη ένωση διαστηµάτων Un =

⋃
k,j(ak,j , bk,j) µε (ak,j , bk,j) ⊂ (ak, bk) για κάθε k και j,

ώστε

(3.11) f(bk,j)− f(ak,j) > R(bk,j − ak,j).

Από τα παραπάνω έπεται ότι

λ(Un) =
∑
k,j

(bk,j − ak,j) 6
1

R

∑
k

∑
j

(f(bk,j)− f(ak,j))


6

1

R

∑
k

(f(bk)− f(ak)) 6
r

R

∑
k

(bk − ak)

6
r

R
λ(In).

Αφού D+(f)(x) > R και D−(f)(x) < r για κάθε x ∈ Er,R, έχουµε Er,R ∩ In ⊆ Un ⊆ In.
΄Αρα,

λ(Er,R) =
∑
n

λ(Er,R ∩ In) 6
∑
n

λ(Un)

6
r

R

∑
n

λ(In) =
r

R
λ(U) < λ(Er,R).

Αυτό είναι άτοπο, άρα λ(Er,R) = 0 και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Πόρισµα 3.4. Αν η f είναι αύξουσα και συνεχής, τότε η f ′ υπάρχει σχεδόν παντού. Επιπλέον,
η f ′ είναι µετρήσιµη, µη αρνητική και

(3.12)
∫ b

a
f ′(x) dx 6 f(b)− f(a).

Ειδικότερα, η f ′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Απόδειξη. Για n > 1, ϑεωρούµε το πηλίκο Gn(x) = f(x+1/n)−f(x)
1/n . Από τα προηγούµενα

έπεται ότι Gn(x) → f ′(x) σχεδόν για κάθε x, από το οποίο έπεται ότι η f ′ είναι µετρήσιµη
και µη αρνητική.

Επεκτείνουµε τώρα την f ως µία συνεχή συνάρτηση πάνω σε όλο το R. Από το Λήµµα του
Fatou, ξέρουµε ότι

(3.13)
∫ b

a
f ′(x)dx 6 lim inf

n→∞

∫ b

a
Gn(x)dx.
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Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη αρκούν τα επόµενα:∫ b

a
Gn(x)dx =

1

1/n

∫ b

a
f(x+ 1/n)dx− 1

1/n

∫ b

a
f(x)dx

=
1

1/n

∫ b+1/n

a+1/n
f(y)dy − 1

1/n

∫ b

a
f(x)dx

=
1

1/n

∫ n+1/n

b
f(x)dx− 1

1/n

∫ a+1/n

a
f(x)dx.

Αφού f συνεχής, ο πρώτος κι ο δεύτερος όρος συγκλίνουν αντίστοιχα στα f(b), f(a) κι
αφήνοντας το n να πάει στο άπειρο, έχουµε το Ϲητούµενο.

∆εν µπορούµε να πάρουµε κάτι ισχυρότερο από την ανισότητα στο πόρισµα, αν επιτρέψου-
µε όλες τις συνεχείς και αύξουσες συναρτήσεις, όπως ϕαίνεται από το ακόλουθο σηµαντικό
παράδειγµα.

Παράδειγµα 3.5 (η συνάρτηση Cantor-Lebesgue). Η κατασκευή που ακολουθεί ϑα µας
δώσει µια συνεχή συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1] που είναι και αύξουσα µε f(0) = 0 και
f(1) = 1, αλλά f ′(x) = 0 σχεδόν παντού. ΄Οθεν η f είναι ϕραγµένης κύµανσης, αλλά

(3.14)
∫ b

a
f ′(x)dx 6= f(b)− f(a).

Θεωρούµε το σύνολο Cantor C ⊂ [0, 1],

(3.15) C =
∞⋂
k=0

Ck,

όπου κάθε Ck είναι ξένη ένωση 2k κλειστών διαστηµάτων.
Ορίζουµε f1 συνεχή συνάρτηση στο [0, 1] που ικανοποιεί τα εξής

• η f1 είναι αύξουσα

•

f1(x) =


0 αν x = 0
1
2 αν 1

3 6 x 6 2
3

1 αν x = 1

• η f1 είναι γραµµική στο C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1].

΄Οµοια, ορίζουµε f2 συνεχή συνάρτηση στο [0, 1] τέτοια ώστε

• η f2 είναι αύξουσα

9



•

f2(x) =


0 αν x = 0
1
4 αν 1

9 6 x 6 2
9

1
2 αν 1

3 6 x 6 2
3

3
4 αν 7

9 6 x 6 8
9

1 αν x = 1

• η f1 είναι γραµµική στο C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1].

Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο. ΄Ετσι προκύπτει µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων {fn}∞n=1

ώστε

(3.16) |fn+1(x)− fn(x)| 6 2−n−1.

Ως εκ τούτου οι {fn}∞n=1 συγκλίνουν οµοιόµορφα σε µια συνεχή συνάρτηση f η οποία καλεί-
ται συνάρτηση Cantor-Lebesgue. Από την κατασκευή, η f είναι αύξουσα, f(0) = 0, f(1) = 1
και η f είναι σταθερή σε κάθε διάστηµα του συµπληρώµατος του συνόλου Cantor. Αφού
λ(C) = 0, τότε f ′(x) = 0 σχεδόν παντού.

4 Συναρτήσεις ϕραγµένης κύµανσης

Ορισµός 4.1. Μια συνάρτηση f : [a, b]→ R λέγεται ϕραγµένης κύµανσης αν τα αθροίσµατα

(4.1)
N∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|

είναι ϕραγµένα. ∆ηλαδή, αν υπάρχει M <∞ ώστε

(4.2)
N∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|

για κάθε διαµέριση {a = t0 < t1 < · · · < tN = b}.

Ορισµός 4.2. Η ολική κύµανση της f στο [a, x] (όπου a < x < b) ορίζεται ως εξήσ:

(4.3) Tf (a, x) = sup

N∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|

όπου το supremum παίρνεται σε όλες τις διαµερίσεις του [a, x]. Ο προηγούµενος ορισµός
έχει νόηµα και αν η f παίρνει µιγαδικές τιµές.

Η ϑετική κύµανση της f στο [a, x] είναι

(4.4) Pf (a, x) = sup
∑
(+)

(f(tj)− f(tj−1))
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όπου το άθροισµα είναι πάνω σε όλα τα j για τα οποία f(tj) > f(tj−1), και το supremum
παίρνεται πάνω σε όλες τις διαµερίσεις του [a, x].

Τέλος, η αρνητική κύµανση της f στο [a, x] είναι

(4.5) Nf (a, x) = sup
∑
(−)

−(f(tj)− f(tj−1))

όπου το άθροισµα είναι πάνω σε όλα τα j για τα οποία f(tj) 6 f(tj−1), και το supremum
παίρνεται πάνω σε όλες τις διαµερίσεις του [a, x].

Λήµµα 4.3. Υποθέτουµε ότι η f είναι µία συνάρτηση µε πραγµατικές τιµές και ϕραγµένη
κύµανση στο [a, b]. Τότε, για όλα τα a < x < b ισχύει ότι

(4.6) f(x)− f(a) = Pf (a, x)−Nf (a, x)

και

(4.7) Tf (a, x) = Pf (a, x) +Nf (a, x).

Επίσης, αν η f είναι συνεχής τότε οι Pf και Nf είναι συνεχείς.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει διαµέριση {a = t0 < t1 < · · · < tN = x} του [a, x], τέτοια
ώστε

(4.8) |Pf (a, x)−
∑
(+)

(f(tj)− f(tj−1))| < ε και |Nf (a, x)−
∑
(−)

−(f(tj)− f(tj−1))| < ε

(για το αποτέλεσµα αυτό, αρκεί να χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό για να πάρουµε παρόµοια
αποτελέσµατα για τις Pf (a, x) και Nf (a, x) µε (πιθανώς) διαφορετικές διαµερίσεις και µετά
να ϑεωρήσουµε µια κοινή εκλέπτυνση αυτών των δύο διαµερίσεων). Επίσης, σηµειώνουµε ότι

(4.9) f(x)− f(a) =
∑
(+)

(f(tj)− f(tj−1))−
∑
(−)

−(f(tj)− f(tj−1))

και ϐρίσκουµε ότι

(4.10) |f(x)− f(a)− [Pf (a, x)−Nf (a, x)]| < 2ε,

το οποίο αποδεικνύει την πρώτη ταυτότητα. Για την δεύτερη ταυτότητα, παρατηρούµε ότι για
κάθε διαµέριση {a = t0 < t1 < · · · < tN = x} του [a, x] έχουµε

N∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| =
∑
(+)

(f(tj)− f(tj−1)) +
∑
(−)

−(f(tj)− f(tj−1))

6 Pf (a, x) +Nf (a, x),
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έτσι, έχουµε Tf (a, x) 6 Pf (a, x) +Nf (a, x). Επίσης, από το παραπάνω έπεται ότι

(4.11)
∑
(+)

(f(tj)− f(tj−1)) +
∑
(−)

−(f(tj)− f(tj−1)) 6 Tf (a, x).

΄Οπως πριν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κοινή εκλέπτυνση διαµερίσεων στους ορισµούς
των Pf και Nf για να καταλήξουµε στην ανισότητα Pf (a, x) + Nf (a, x) 6 Tf (a, x), και έτσι
το λήµµα αποδείχθηκε.

Θεώρηµα 4.4. Μία πραγµατική συνάρτηση f στο [a, b] είναι συνεχής και ϕραγµένης κύµανσης
αν και µόνο αν µπορεί να γραφεί ως η διαφορά δύο αυξουσών συνεχών συναρτήσεων.

Απόδειξη. Προφανώς, αν f = f1 − f2, όπου f1, f2 είναι και οι δύο αύξουσες και συνεχείς,
τότε η f είναι ϕραγµένης κύµανσης.

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής και ϕραγµένης κύµανσης. Τότε, ϑεω-
ϱούµε τις

(4.12) f1(x) = Pf (a, x) + f(a) και f2(x) = Nf (a, x).

Προφανώς, οι f1, f2 είναι αύξουσες και συνεχείς, και από το προηγούµενο Λήµµα έπεται ότι
f(x) = f1(x)− f2(x).

Θεώρηµα 4.5. Αν η f είναι συνεχής και ϕραγµένης κύµανσης στο [a, b], τότε η f είναι διαφο-
ϱίσιµη σχεδόν παντού. ∆ηλαδή, το

(4.13) lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

υπάρχει σχεδόν παντού στο [a, b].

Από τα παραπάνω ϕαίνεται ότι η υπόθεση της ϕραγµένης κύµανσης για µια συνάρτηση
µπορεί να εγγυηθεί την ύπαρξη παραγώγου σχεδόν παντού αλλά όχι το ακόλουθο αποτέλε-
σµα:

(4.14)
∫ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a).

Γι¨ αυτό χρειάζεται να περιορίσουµε την κλάση των συναρτήσεων ϕραγµένης κύµανσης.

5 Απολύτως συνεχείς συναρτήσεις

Ορισµός 5.1 (ε-δ). Μία συνάρτηση f ορισµένη σε κλειστό διάστηµα [a, b] λέγεται απολύτως
συνεχής αν για δοθέν ε > 0 υπάρχει δ > 0:

(5.1)
n∑

k=1

|f(xk + hk)− f(xk)| < ε

για κάθε πεπερσµένο σύνολο διαστηµάτων (xk, xk + hk):
∑n

k=1−|hk| < δ.
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Παρατηρήσεις 5.2. (α) Από τον ορισµό, είναι ϕανερό ότι οι απολύτως συνεχείς συναρτή-
σεις είναι συνεχείς, και ειδικότερα οµοιόµορφα συνεχείς.

(ϐ) Αν η f είναι απολύτως συνεχής σε ϕραγµένο διάστηµα, τότε είναι και ϕραγµένης κύ-
µανσης σε αυτό. Επίσης, η ολική της κύµανση είναι (απολύτως) συνεχής.

(γ) ΄Εστω f : [a, b] → R µια συνάρτηση για την οποία υπάρχει g ολοκληρώσιµη επί του
[a, b] και τέτοια ώστε

(5.2) f(x) = f(a) +

∫ x

a
g(y)dy

για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε, η f είναι απολύτως συνεχής.

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε την συνάρτηση gn(x) = min{|g(x)|, n}. Παρα-
τηρήστε ότι gn 6 n. Η {gn} είναι αύξουσα και gn → |g|. Από το ϑεώρηµα µονότονης
σύγκλισης έχουµε

(5.3) lim
n→∞

∫
gn dλ =

∫
|g| dλ.

΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε n ∈ N ώστε

(5.4)
∫

(|g| − gn) dλ =

∫
|g| dλ−

∫
gn dλ <

ε

2
.

Επιλέγουµε δ = ε
2n . ΄Εστω E ⊆ R µε λ(E) < δ. Γράφουµε∫

E
|g| dλ =

∫
E
gn dλ+

∫
E

(|g| − gn) dλ 6
∫
E
gn dλ+

∫
(|g| − gn) dλ

6 nλ(E) +
ε

2
< n

ε

2n
+
ε

2
= ε.

΄Εστω τώρα (ak, bk), 1 6 k 6 N ξένα ανά δύο υποδιαστήµατα του [a, b] µε
n∑

k=1

(bk−ak) <

δ. Γράφουµε

N∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| =
N∑
k=1

∣∣∣∣∫ bk

ak

g dλ

∣∣∣∣ 6 N∑
k=1

∫ bk

ak

|g| dλ

=

∫
⋃N

k=1(ak,bk)
|g| dλ < ε,

διότι

(5.5) λ

(
N⋃
k=1

(ak, bk)

)
=

N∑
k=1

(bk − ak) < δ.

΄Επεται ότι η f είναι απολύτως συνεχής.
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Σηµειώνουµε ότι η τελευταία παρατήρηση είναι απαραίτητη προϋπόθεση για την f για να
αποδειχθεί ότι

∫ b
a F
′(x)dx = F (b)− F (a).

Θεώρηµα 5.3. Μία απολύτως συνεχής συνάρτηση f είναι ϕραγµένης κυµάνσης.

Απόδειξη. Αφού η f είναι απολύτως συνεχής, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0:

(5.6)
n∑

k=1

|f(xk + hk)− f(xk)| < ε αν
n∑

k=1

|hk| < δ

και τα (xk, xk + hk) είναι ξένα. Η προηγούµενη σχέση δείχνει ότι η ολική µεταβολή επί ενός
διαστήµατος µήκους δ δεν είναι µεγάλυτερη του ε, και έπεται ότι όλα τα αθροίσµατα

(5.7)
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|

είναι ϕραγµένα για όλες τις διαµερίσεις του [a, b], άρα η f είναι ϕραγµένης κυµάνσης.

Πόρισµα 5.4. Μία απολύτως συνεχής συνάρτηση έχει παράγωγο (δηλαδή, η παράγωγος υ-
πάρχει και είναι πεπερασµένη) σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Μία απολύτως συνεχής συνάρτηση είναι ϕραγµένης κυµάνσης και µια συνάρτηση
ϕραγµένης κυµάνσης έχει παράγωγο σχεδόν παντού.

Θα δείξουµε ότι οι απολύτως συνεχείς συναρτήσεις είναι ακριβώς αυτές που ικανοποιούν
την (1.1). Το τελευταίο εργαλείο που χρειαζόµαστε είναι το εξής.

Θεώρηµα 5.5. Μία απολύτως συνεχής συνάρτηση f έχει πεπερασµένη παράγωγο σχεδόν
παντού. Επιπλέον, αν f ′(x) = 0 σχεδόν για κάθε x, τότε η f είναι σταθερή.

Για να δείξουµε ότι η υπόθεση «f ′(x) = 0 σχεδόν παντού» συνεπάγεται ότι η f είναι
σταθερή, ϑα χρειαστούµε κάποια λήµµατα κάλυψης του Vitali. Το πρώτο παίζει ϐασικό ϱόλο
στην απόδειξη του ϑεωρήµατος παραγώγισης του Lebesgue (ϐλέπε [2]).

Λήµµα 5.6. ΄Εστω A = {I1, I2, . . . , IN} µια πεπερασµένη οικογένεια από ανοικτά διαστήµατα
στο R. Μπορούµε να ϐρούµε 1 6 i1, . . . , ik 6 N ώστε τα διαστήµατα Ii1 , . . . , Iik να είναι ξένα
ανά δύο και να ισχύει

(5.8) λ

(
N⋃
`=1

I`

)
6 3

k∑
j=1

`(Iij ).

Ορισµός 5.7. Λέµε ότι µια οικογένεια A = {Ij : j ∈ J} από ανοικτά διαστήµατα είναι
κάλυψη Vitali ενός συνόλου E ⊂ R αν για κάθε x ∈ E και για κάθε η > 0 υπάρχει ένα
διάστηµα Ij ∈ A τέτοιο ώστε x ∈ Ij και `(Ij) < η. ∆ηλαδή, αν κάθε x ∈ E καλύπτεται από
διαστήµατα της οικογένειας A µε οσοδήποτε µικρό µέτρο.
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Λήµµα 5.8. ΄ΕστωE µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) <∞. ΑνA είναι µια Vitali κάλυψη
του E τότε, για κάθε δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένα το πλήθος ανοικτά διαστήµατα
I1, . . . , IN στην A τα οποία είναι ξένα ανά δύο και ικανοποιούν την

(5.9)
N∑
i=1

`(Ii) > λ(E)− δ.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγικά το Λήµµα 5.6. Θέτουµε γ = 1/3. Για δοθέν
0 < δ < λ(E), µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές E′ ⊆ E µε λ(E′) > δ. Τότε, το E′ καλύπτεται
από µια πεπερασµένη υποοικογένεια της A, και το Λήµµα 5.6 µας εξασφαλίζει ότι υπάρχουν
ξένα ανά δύο διαστήµατα I1, . . . , IN1 ∈ A ώστε

(5.10)
N1∑
i=1

`(Ii) > γλ(E′) > γδ.

Κρατάµε τα I1, . . . , IN1 και διακρίνουµε δύο περιπτώσεισ:

1. Αν
∑N1

i=1 `(Ii) > λ(E)− δ τότε έχουµε ήδη αποδείξει το Ϲητούµενο.

2. Αν
∑N1

i=1 `(Ii) < λ(E) − δ, ορίζουµε E2 = E \
⋃N1

i=1 Ii και, αφού λ(E2) > λ(E) −∑N1
i=1 `(Bi) > δ, ϐρίσκουµε συµπαγές E′2 ⊆ E2 µε λ(E′2) > δ. Αφού η A είναι Vitali

κάλυψη του E, εύκολα ελέγχουµε ότι τα διαστήµατα της A που είναι ξένα προς την⋃N1
i=1 Ii εξακολουθούν να καλύπτουν το E′2. ΄Αρα, το E′2 καλύπτεται από µια πεπερα-

σµένη υποοικογένεια της A, και το Λήµµα 5.6 µας εξασφαλίζει ότι υπάρχουν ξένα ανά
δύο διαστήµατα IN1+1, . . . , IN2 ∈ A ώστε

(5.11)
N2∑

i=N1+1

`(Ii) > γλ(E′2) > γδ.

∆ηλαδή,

(5.12)
N2∑
i=1

`(Ii) > 2γδ.

Κρατάµε τα I1, . . . , IN2 και συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο. Αν
∑N2

i=1 `(Ii) > λ(E) − δ τότε
έχουµε ήδη αποδείξει το Ϲητούµενο. Αν

∑N2
i=1 `(Ii) < λ(E)− δ, ϐρίσκουµε ξένα διαστήµατα

IN2+1, . . . , IN3 ∈ A ώστε

(5.13)
N3∑
i=1

`(Ii) > 3γδ.
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Αν συνεχίσουµε έτσι, και αν έχουµε κάνει k ϐήµατα, έχουµε επιλέξει ξένα διαστήµατα από
την A ώστε το άθροισµα των µέτρων τους να είναι µεγαλύτερο ή ίσο από kγδ. ΄Ετσι, είτε ϑα
πετύχουµε το Ϲητούµενο διότι

∑Ns
i=1 `(Ii) > λ(E)− δ στο s-ϐήµα της διαδικασίας, ή κάποια

στιγµή ϑα ϕτάσουµε στο k-ϐήµα για τον µικρότερο k που ικανοποιεί την kγδ > λ(E) − δ,
οπότε ϑα έχουµε πάλι το Ϲητούµενο, διότι

(5.14)
Nk∑
i=1

`(Ii) > kγδ > λ(E)− δ.

Πόρισµα του Λήµµατος 5.8 είναι το εξής.

Λήµµα 5.9. ΄ΕστωE µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) <∞. ΑνA είναι µια Vitali κάλυψη
του E τότε, για κάθε δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένα το πλήθος ανοικτά διαστήµατα
I1, . . . , IN στην A τα οποία είναι ξένα ανά δύο και ικανοποιούν την

(5.15) λ

(
E \

N⋃
i=1

Ii

)
< 2δ.

Απόδειξη. Θεωρούµε ανοικτό σύνολο G ⊇ E µε λ(G \ E) < δ. Τα διαστήµατα της A
που, επιπλέον, περιέχονται στο G εξακολουθούν να σχηµατίζουν Vitali κάλυψη A′ του E.
Εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.8 ϐρίσκουµε πεπερασµένα το πλήθος διαστήµατα I1, . . . , IN στην
A′ τα οποία είναι ξένα ανά δύο και ικανοποιούν την

(5.16)
N∑
i=1

`(Ii) > λ(E)− δ.

Τότε,

(5.17)

(
E \

N⋃
i=1

Ii

)
∪

(
N⋃
i=1

Ii

)
⊆ G,

και τα δύο σύνολα στο αριστερό µέλος είναι ξένα. Συνεπώς,

λ

(
E \

N⋃
i=1

Ii

)
6 λ(G)− λ

(
N⋃
i=1

Ii

)
< λ(E) + δ − (λ(E)− δ) = 2δ.
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.5. Μία απολύτως συνεχής συνάρτηση είναι ϕραγµένης κύ-
µανσης και µια συνάρτηση ϕραγµένης κύµανσης έχει παράγωγο σχεδόν παντού. Για την
απόδειξη του δεύτερου µέρους του ϑεωρήµατος αρκεί να δείξουµε ότι f(a) = f(b). ΄Εστω E
το σύνολο των x ∈ (a, b) για τα οποία η f ′(x) υπάρχει και είναι µηδέν. Από την υπόθεση
λ(E) = b− a. ΄Επειτα, σταθεροποιούµε ε > 0. Αφού για κάθε x ∈ E έχουµε

(5.18) lim
h→0

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ = 0,

τότε για κάθε η > 0 έχουµε ανοιχτό διάστηµα Ix = (ax, bx) ⊂ [a, b] που περιέχει το x, µε

(5.19) |f(bx)− f(ax)| 6 (bx − ax) και bx − ax < η.

Το σύνολο των διαστηµάτων Ix σχηµατίζει µια κάλυψη Vitali του E και έτσι, για τυχόν δ > 0
µπορούµε να επιλέξουµε πεπερασµένα το πλήθος Ixi , 1 6 i 6 N , Ixi = (ai, bi), τα οποία
είναι ξένα και για τα οποία ισχύει

(5.20)
N∑
i=1

`(Ixi) > λ(E)− δ = b− a− δ.

΄Οµως |f(bi)− f(ai)| 6 ε(bi − ai) και προσθέτοντας αυτές τις ανισότητες παίρνουµε

(5.21)
N∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| 6 ε(b− a).

΄Επειτα ϑεωρούµε το συµπλήρωµα του
⋃N

i=1 Ixi στο [a, b]. Αποτελείται από πεπερασµένα και
κλειστά διαστήµατα [αk, βk] συνολικού µήκους 6 δ. ΄Ετσι, από την απόλυτη συνέχεια της f ,
επιλέγοντας κατάλληλο δ συναρτήσει του ε, παίρνουµε

(5.22)
N∑
k=1

|f(βk)− f(αk)| 6 ε.

Συνοψίζοντας, έχουµε

(5.23) |f(b)− f(a)| 6
N∑
i=1

|f(bi)− f(ai)|+
N∑
k=1

|f(βk)− f(αk)| 6 ε(b− a) + ε.

Αφού το ε ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι f(b)−f(a) = 0, από όπου παίρνουµε το Ϲητούµενο.
2

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Lebesgue:
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Θεώρηµα 5.10. Μια συνάρτηση f είναι απόλυτα συνεχής στο [a, b] αν και µόνο αν η f ′ υπάρχει
σχεδόν παντού στο [a, b], η f ′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], και

(5.24) f(x)− f(a) =

∫ x

a
f ′(t) dλ(t) (a 6 x 6 b).

Απόδειξη. (=⇒) Γνωρίζουµε ότι αν η f είναι απόλυτα συνεχής συνάρτηση µε πραγµατικές
τιµές τότε είναι διαφορά δύο αυξουσών και συνεχών συναρτήσεων, εποµένως η f ′ είναι ο-
λοκληρώσιµη σχεόν παντού στο [a, b]. ΄Εστω τώρα G(x) =

∫ x
a f
′(y)dλ(y). Τότε η G είναι

απόλυτα συνεχής, και εποµένως και η διαφορά G(x)− f(x). Από το ϑεώρηµα παραγώγισης
του Lebesgue, ξέρουµε ότι G′(x) = f ′(x) σχεδόν για κάθε x, εποµένως η f − G έχει παρά-
γωγο 0 σχεδόν παντού. ΄Επεται (από το προηγούµενο ϑεώρηµα) ότι η f − G είναι σταθερή,
και ϑέτοντας όπου x = a, παίρνουµε το Ϲητούµενο.
(⇐=) Κάθε συνάρτηση της µορφής f(x) =

∫ x
a g, όπου g ολοκληρώσιµη στο [a, b], είναι

απόλυτα συνεχής στο [a, b].
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