
Καµπύλες που γεµίζουν τον χώρο

∆ήµητρα ∆ιαµαντοπούλου και ∆ήµητρα Πιλίτσου

Περίληψη

Περιγράφουµε δύο κλασσικές συνεχείς, 1-1 και επί συναρτήσεις f : [0, 1] → [0, 1]2: την
καµπύλη του Peano και την καµπύλη του Lebesgue. Στη συνέχεια περιγράφουµε την απόδειξη του
ϑεωρήµατος των Hahn και Mazurkiewicz: ΄Ενα υποσύνολο A του Rn είναι εικόνα µιας συνεχούς
απεικόνισης f : [0, 1] → Rn αν και µόνον αν είναι συµπαγές, συνεκτικό και ασθενώς τοπικά
συνεκτικό.

1 Εισαγωγή

΄Ενα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα στην ιστορία των µαθηµατικών, που δηµοσιεύτηκε
το 1878 από τον G. Cantor (1845-1918), ήταν ότι κάθε δύο πεπερασµένης διάστασης λείες
πολλαπλότητες1 έχουν, ως σύνολα, τον ίδιο πληθάριθµο. Πιο συγκεκριµένα, έδειξε ότι µπορεί
να οριστεί µια 1-1 και επί συνάρτηση f : R→ R2 την οποία και κατέγραψε.

Αυτό το αποτέλεσµα γέννησε πολλά ερωτήµατα: Είναι δυνατόν να ϐρεθεί µια 1-1 και επί
συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1]2 η οποία να είναι και συνεχής ; Την απάντηση την έδωσε ο
E. Netto (1848-1919) το 1879, αποδεικνύοντας πως µια τέτοια συνάρτηση είναι πάντα µη
συνεχής. Αν µειώσουµε τις απαιτήσεις µας αφαιρώντας την υπόθεση ότι η f είναι 1-1 τότε
είναι δυνατό να ϐρούµε µια f : R → R2 ή ισοδύναµα f : [0, 1] → [0, 1]2 επί και συνεχή ; Ο
µαθηµατικός G. Peano κατασκεύασε το 1890 µια τέτοια συνάρτηση. Σήµερα, απεικονίσεις
µε τις παραπάνω ιδιότητες ονοµάζονται καµπύλες που γεµίζουν το χώρο ή καµπύλες Peano.
΄Αλλα παραδείγµατα τέτοιων απεικονίσεων δόθηκαν από τους D. Hilbert (1891), E. H. Moore
(1900), H. Lebesgue (1904), W. Sierpiński (1912), G. Pólya (1913) και άλλους.

Με το [0, 1]2 να αποτελεί συνεχή εικόνα του [0, 1] προέκυψε το Ϲήτηµα κάτω από ποιές
προϋποθέσεις ένα υποσύνολο του Rn είναι συνεχής εικόνα ενός διαστήµατος του R. Το
1908, ο A. Schoenflies ϐρήκε ένα κριτήριο, το οποίο µπορούσε να εφαρµοστεί µόνο στην
περίπτωση του R2. Η περαιτέρω µελέτη αυτού του ερωτήµατος οδήγησε στην τοπολογική
έννοια της τοπικής συνεκτικότητας, και το 1913 οι H. Hann και S. Mazurkiewicz έδωσαν
πλήρη απάντηση, ο ένας ανεξάρτητα από τον άλλον : ένα σύνολο είναι συνεχής εικόνα ενός
ευθύγραµµου τµήµατος αν και µόνο αν είναι συµπαγές, συνεκτικό και τοπικά συνεκτικό.
Μάλιστα, το κριτήριο αυτό δεν περιορίζεται στα υποσύνολα του Rn, αλλά ισχύει γενικότερα
για κάθε χώρο Hausdorff.

1Λείες πολλαπλότητες ονοµάζουµε τους χώρους που µοιάζουν τοπικά µε κάποιον Ευκλείδειο χώρο Rn.
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Εµείς ϑα µελετήσουµε την καµπύλη του Peano για την ιστορική της σηµασία, καθώς και
ένα αντίστοιχο παράδειγµα καµπύλης, αυτό του Lebesgue, που σχετίζεται άρρηκτα µε την
απόδειξη του ϑεωρήµατος των Hann-Mazurkiewicz. Στο δεύτερο µέρος της εργασίας δίνουµε
την απόδειξη του ϑεωρήµατος των Hann-Mazurkiewicz.

2 Καµπύλες που γεµίζουν το χώρο

2.1 Η καµπύλη του Peano

Ο Peano όρισε µια απεικόνιση fp : [0, 1]→ [0, 1]2 χρησιµοποιώντας τον τελεστή ktj :== 2−tj ,
tj = 0, 1, 2, ως εξήσ:

(1) fp(0 ·
3
t1t2t3t4 . . .) = (0 ·

3
t1(k

t2t3)(k
t2+t4t5) . . . , 0 ·

3
(kt1t2)(k

t1+t3t4 . . .),

όπου kν = k ◦ k ◦ · · · ◦ k, ν-ϕορές.
Αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση αυτή είναι καλώς ορισµένη, επί και συνεχής. Θα ακο-

λουθήσει µια εναλλακτική περιγραφή της καµπύλης, όπου και ϑα αποδειχτούν οι παραπάνω
ιδιότητες.

Παρόλο που ο Peano ήταν αυτός που ανακάλυψε την πρώτη καµπύλη που γεµίζει το
χώρο, ο µαθηµατικός D. Hilbert (1862-1943) ήταν ο πρώτος που διαπίστωσε το 1891 την
ύπαρξη µιας γενικής γεωµετρικής διαδικασίας που επιτρέπει την κατασκευή µιας ολόκληρης
οικογένειας καµπυλών που γεµίζουν το χώρο.

Η διαδικασία αυτή ϐασιζόταν στον εξής συλλογισµό: αν είναι εφικτό να ϐρεθεί συνεχής
και επί απεικόνιση από το διάστηµα [0, 1] στο [0, 1]2, τότε - χωρίζοντας το [0, 1] σε 4 ίσα
υποδιαστήµατα και το [0, 1]2 σε 4 ίσα τετράγωνα - κάθε ένα από αυτά τα υποδιαστήµατα
απεικονίζεται συνεχώς και επί σε ένα από τα υποτετράγωνα. Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία
επ¨ άπειρον, τα [0, 1] και [0, 1]2 χωρίζονται σε 22n ίσα διαστήµατα και τετράγωνα αντίστοιχα.
Ο D. Hilbert υπέδειξε πως τα υποτετράγωνα µπορούν να διευθετηθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε :

(α) διαδοχικά διαστήµατα να απεικονίζονται σε γειτονικά τετράγωνα µε µία πλευρά κοινή,
και

(ϐ) οι σχέσεις εγκλεισµού να διατηρούνται (δηλαδή, αν ένα διάστηµα αντιστοιχεί σε ένα
τετράγωνο τότε τα υποδιαστήµατα του πρώτου αντιστοιχούν στα υποτετράγωνα του δεύ-
τερου).
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Σχήµα 1: Καµπύλη του Hilbert

Αυτό υποδηλώνει πως και άλλες καµπύλες που γεµίζουν το χώρο µπορούν να προκύψουν
από την ίδια γενική διαδικασία, δεδοµένου ότι ένα επίπεδο σχήµα µπορεί να διαιρεθεί σε µια
σειρά από αντίγραφα.

Παρατήρηση 2.1. Γενικότερα, στις καµπύλες που γεµίζουν το χώρο δεν εξετάζουµε µόνο
την περίπτωση όπου η εικόνα του [0, 1] είναι το [0, 1]2 αλλά και οποιοδήποτε υποσύνολο του
R2 µε ϑετικό περιεχόµενο Jordan (δηλαδή, τρίγωνο, παραλληλόγραµµο κλπ). ΄Ετσι λοιπόν,
ενώ δεν έχουµε καµία ένδειξη γεωµετρικής ερµηνείας από τον Peano, ο Hilbert ϕαίνεται να
εµπνεύστηκε την παραπάνω διαδικασία παρατηρώντας τα εξήσ:

Σύµφωνα µε την (1) έχουµε ότι

fp(0 ·
3
00t3t4t5 . . .) = (0 ·

3
0ξ2ξ3ξ4 . . . , 0 ·

3
0η2η3η4 . . .),

το οποίο σηµαίνει ότι το διάστηµα [0, 1/9] απεικονίζεται στο τετράγωνο 1 όπως ϕαίνεται στην
παρακάτω εικόνα. Με τον ίδιο τρόπο, η

fp(0 ·
3
01t3t4t5 . . .) = (0 ·

3
0ξ′2ξ

′
3ξ
′
4 . . . , 0 ·

3
1η′2η

′
3η
′
4 . . .)

δηλώνει ότι το διάστηµα [1/9, 2/9] απεικονίζεται στο τετράγωνο 2. Επαναλαµβάνοντας την ίδια
διαδικασία ϐλέπουµε ότι το διάστηµα

[
j−1
9 , j9

]
, j = 1, 2, . . . , 9 απεικονίζεται στο τετράγωνο j.

Σχήµα 2: Η απεικόνιση του Peano
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΄Ετσι λοιπόν, µπορούµε να πάρουµε την καµπύλη του Peano µε µια επαγωγική διαδικασί-
α, όπου στο n-οστό ϐήµα χωρίζουµε το [0, 1] σε 32n ίσα υποδιαστήµατα και τα απεικονίζουµε
στα 32n υποτετράγωνα µε την σειρά που υποδεικνύεται στο επόµενο σχήµα (για n = 1, 2 και
3):

Σχήµα 3: Γεωµετρική κατασκευή της καµπύλης του Peano

Είναι εύκολο να δούµε ότι ικανοποιούνται οι απαιτήσεις (α) και (ϐ) της προηγούµενης
γενικής µεθόδου.

Ορίζεται έτσι µια ακολουθία συναρτήσεων fn : [0, 1] → [0, 1]2, όπου κάθε fn είναι µια
συνεχής συνάρτηση και καθώς προχωράµε «έρχονται ολοένα και πιο κοντά» (ϐλέπε παραπάνω
f1, f2, f3).

Λήµµα 2.2. Για κάθε n,m > N έχουµε

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− fm(x)| <
√
2 · 9−min{n,m}.

Ως εκ τούτου, η fn συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνάρτηση f : [0, 1]→ [0, 1]2.

Απόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι n > m. Για να
πάµε από την fm στην fn τροποποιούµε κατάλληλα την fm µέσα σε κάθε ένα από τα 32m

τετράγωνα. Σε κάθε τετράγωνο η απόσταση µεταξύ δύο σηµείων είναι το πολύ όσο και το
µήκος της διαγωνίου, δηλαδή

√
2 · 9−m.

Η f : [0, 1] → [0, 1]2 που δίνεται από την f(x) = limn→∞ fn(x) είναι η καµπύλη Peano.
Η συνέχεια της f προκύπτει από την οµοιόµορφη σύγκλιση και το γεγονός ότι οι fn είναι
συνεχείς συναρτήσεις, σύµφωνα µε το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.3. ΄Εστω (fn) ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : [0, 1]→ [0, 1]n που συγκλί-
νει οµοιόµορφα στην f . Τότε, η f(x) = limn→∞ fn(x) είναι συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈ [0, 1] και ε > 0. Θέλουµε να ϐρούµε δ > 0 τέτοιο ώστε : αν |x−x0| < δ
τότε |f(x)− f(x0)| < ε.
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Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει ϕυσικός n0 τέτοιος ώστε ‖fn− f‖∞ < ε
3 . Η fn0 είναι

συνεχής, άρα είναι συνεχής στο x0. Συνεπώς, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε : αν |x−x0| < δ τότε
|fn0(x)− fn0(x0)| < ε

3 . Τότε, για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) έχουµε

|f(x)− f(x0)| 6 |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(x0)|+ |fn0(x0)− f(x0)|
6 ‖f − fn0‖∞ + |fn0(x)− fn0(x0)|+ ‖fn0 − f‖∞
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Συνεπώς, η f είναι συνεχής στο x0.

Τώρα, δείχνουµε ότι η f είναι επί:

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η n-οστή καµπύλη fn περνά µέσα από τα κέντρα όλων των 32n

τετραγώνων. Ως εκ τούτου, κάθε z = (x, y) ∈ [0, 1]2 απέχει από κάποιο σηµείο fn(un) στην
εικόνα της fn, απόσταση µικρότερη από

√
2
2 3−2n, δηλαδή

‖z − fn(un)‖ 6
√
2

2
3−2n.

Περνώντας σε υπακολουθία µπορούµε να υποθέσουµε ότι κάποια usn → u ∈ [0, 1]. Από την
οµοιόµορφη σύγκλιση έχουµε

‖f(u)− z‖ 6 ‖f(u)− f(usn)‖+ ‖f(usn)− fsn(usn)‖+ ‖fsn(usn)− z‖
6 ‖f(u)− f(usn)‖+ ‖f − fsn‖∞ + ‖fsn(usn)− z‖

6 ‖f(u)− f(usn)‖+
√
2 · 3−2sn +

√
2

2
3−2sn → 0,

λόγω της συνέχειας της f στο u. Συνεπώς, το z = (x, y) ανήκει στην κλειστή ϑήκη της εικόνας
της f .

΄Οπως ϑα δούµε και παρακάτω, η εικόνα συµπαγούς συνόλου µέσω µιας συνεχούς συ-
νάρτησης είναι κλειστό σύνολο. ΄Ετσι, τελικά, το (x, y) ανήκει στην εικόνα της f .

2.2 Η καµπύλη του Lebesgue

Ο ορισµός της καµπύλης του Lebesgue ϐασίζεται στο σύνολο του Cantor, το οποίο είναι το
σύνολο των x ∈ [0, 1] που έχουν τριαδικό ανάπτυγµα στο οποίο δεν εµφανίζεται το ψηφίο
1. Γεωµετρικά, το σύνολο του Cantor προκύπτει ως εξήσ: Ορίζουµε C0 = [0, 1] και C1 =[
0, 13
]
∪
[
2
3 , 1
]
. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο, δηλαδη χωρίζουµε κάθε διάστηµα τουC1 σε τρία

ίσα υποδιαστήµατα και αφαιρούµε το ανοικτό µεσαίο διάστηµα. Επαναλαµβάνοντας αυτή τη
διαδικασία, παίρνουµε µια ϕθίνουσα ακολουθία Cn, n = 0, 1, 2, . . . κλειστών υποσυνόλων
του [0, 1]. Κάθε Cn είναι η ένωση 2n κλειστών ξένων διαστηµάτων µήκους 1/3n. Το σύνολο
C =

⋂∞
n=1Cn ονοµάζεται σύνολο Cantor και είναι τέλειο σύνολο δηλαδή είναι κλειστό και
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κάθε σηµείο του είναι σηµείο συσσώρευσης. Επιπλέον, είναι και συµπαγές ως κλειστό και
ϕραγµένο υποσύνολο του R.

Ο Lebesgue όρισε µια συνάρτηση ` : C → [0, 1]2 ως εξήσ:

`(0 ·
3
(2a1)(2a2)(2a3) . . .) = (0 ·

2
a1a3a5 . . . , 0 ·

2
a2a4a6 . . .).

Πρόταση 2.4. Η ` είναι επί του [0, 1]2.

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ [0, 1]2. Τότε, οι συντεταγµένες του p µπορούν να εκφραστούν στο δυαδικό
σύστηµα ως εξήσ:

p = (0 ·
2
a1a2a3 . . . , 0 ·

2
b1b2b3 . . .).

Αν ϑεωρήσουµε το t = 0 ·
3
(2a1)(2b1)(2a2)(2b2) . . ., ϐλέπουµε ότι f(t) = p.

Πρόταση 2.5. Η ` είναι συνεχής.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι αν |y − x| < 1
32n+1 τότε

(2) ‖`(y)− `(x)‖ <
√
2

2n
.

Πράγµατι, αν |y − x| < 1
32n+1 τότε τα πρώτα 2n τριαδικά ψηφία των x, y ϑα είναι ίδια. ΄Ετσι

τα πρώτα n δυαδικά ψηφία των συντεταγµένων των `(x), `(y) ϑα είναι ίδια, άρα καταλήγουµε
στο συµπέρασµα.

Ο Lebesgue επέκτεινε αυτή τη συνάρτηση σε όλο το [0, 1] ϑέτοντας ˜̀(x) = `(x) αν x ∈ C,
και

˜̀(x) = (`(bn)− `(an))
x− an
bn − an

+ `(an)

αν x ∈ (an, bn) ⊂ [0, 1]\C, όπου (an, bn) είναι τα ανοικτά διαστήµατα που αφαιρέθηκαν στην
κατασκευή του συνόλου Cantor.

Πρόταση 2.6. Η ˜̀είναι επί, καθώς η ` είναι επί, και είναι συνεχής.

Απόδειξη. Η ˜̀είναι συνεχής στα διαστήµατα (an, bn) αφού είναι γραµµική. Μένει να δείξουµε
τη συνέχεια στα σηµεία του C. Καθώς το C είναι τέλειο σύνολο, υπάρχουν τρεις περιπτώσεισ:

(i) Το x να είναι σηµείο συσσώρευσης από δεξιά.

(ii) Το x να είναι σηµείο συσσώρευσης από αριστερά.

(iii) Το x να είναι σηµείο συσσώρευσης και από τις δύο πλευρές.
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Αρκεί να ασχοληθούµε µε την πρώτη περίπτωση. Εφόσον το x είναι σηµείο συσσώρευσης
από δεξιά, ϑα είναι το δεξί άκρο κάποιου ανοικτού διαστήµατος (an, bn) που αφαιρέθηκε
κατά την κατασκευή του C. ΄Εχουµε εξασφαλίσει τη συνέχεια από τα αριστερά καθώς η ˜̀

είναι γραµµική εκεί. Θεωρούµε 0 < δ < 1
32n+1 και x < y µε |y − x| < δ. Τότε :

(α) Αν y ∈ C τότε

‖˜̀(y)− ˜̀(x)‖ = ‖`(y)− `(x)‖ <
√
2

2n
,

σύµφωνα µε την (2).

(ϐ) Αν y ∈ [0, 1] \ C τότε y ∈ (an, bn) = (a, b) µε x < a < b < x+ δ και τελικά

‖˜̀(y)− ˜̀(x)‖ =
∥∥∥∥(`(b)− `(a))y − ab− a

+ `(a)− `(y)
∥∥∥∥

6
1

b− a
(‖`(b)− `(y)‖ · (y − a) + ‖`(a)− `(y)‖ · (b− y))

<
1

b− a
·
√
2

2n
(y − a+ b− y) =

√
2

2n
.

Συνεπώς, η ẽll είναι συνεχής στο x.

Σχήµα 4: Οι τρείς πρώτες προσεγγίσεις της καµπύλης του Lebesgue

3 Το ϑεώρηµα Hahn-Mazurkiewicz

΄Οπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, µε το [0, 1]2 να αποτελεί συνεχή εικόνα του [0, 1]
προέκυψε το ερώτηµα ποιές συνθήκες απαιτούνται προκειµένου ένα σύνολο να ϐρεθεί στη
ϑέση του [0, 1]2. Το 1908 ο µαθηµατικός A. Schoenflies διατύπωσε έναν χαρακτηρισµό για
τέτοια σύνολα που αφορά όµως µόνο υποσύνολα του Ευκλείδειου επιπέδου. Οι H. Hahn
και S. Mazurkiewicz το 1913, σε ανεξάρτητες µελέτες, κατέληξαν σε έναν ολοκληρωµένο
χαρακτηρισµό για υποσύνολα του Rn που µπορεί να επεκταθεί και σε γενικότερους χώρους.
Αποτελούσε ουσιαστικά µια γενίκευση της κατασκευής της καµπύλης Lebesgue. Τα στοιχεία
που έκαναν µια τέτοια κατασκευή εφικτή ήταν δύο. Πρώτον, το [0, 1]2 µπορεί να ϑεωρηθεί
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ως συνεχής εικόνα του συνόλου Cantor και δεύτερον, είναι δυνατή η επέκταση αυτής της
συνεχούς απεικόνισης από το C σε ολόκληρο το [0, 1].

Ο F. Hausdorff απέδειξε ότι κάθε συµπαγές σύνολο είναι συνεχής εικόνα του συνόλου
Cantor. ΄Οµως η συµπάγεια δεν καθιστά ένα σύνολο συνεχή εικόνα του [0, 1] καθώς δύο ακό-
µα συνθήκες είναι αναγκαίες όπως ϑα δούµε: η συνεκτικότητα και η τοπική συνεκτικότητα
(Hahn-Mazurkiewicz). Τέλος, ο Hahn, µε τη συµβολή της µαθήτριάς του Marie Torhorst,
έδειξε πώς το παραπάνω αποτέλεσµα στον R2, συγκεκριµένα, είναι ισοδύναµο µε τον χαρα-
κτηρισµό του Schoenflies.

Για να συνεχίσουµε, ϑα χρειαστούµε κάποιες ϐασικές έννοιες και ϑεωρήµατα.

Ορισµός 3.1. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται συµπαγές αν κάθε ανοικτή του κάλυψη, δηλαδή
κάθε οικογένεια ανοικτών συνόλων (Uj)j∈J τέτοια ώστε A ⊆

⋃
j∈J Uj έχει µία πεπερασµένη

υποκάλυψη {Uj1 , Uj2 , . . . , Ujk} µε A ⊆
⋃k
i=1 Uji .

Αποδεικνύεται ότι, ισοδύναµα, ένα A ⊆ Rn είναι συµπαγές αν κάθε ακολουθία (xn) στο A
έχει υπακολουθία (xkn) που συγκλίνει σε κάποιο a ∈ A.

Θεώρηµα 3.2. ΄ΕναA ⊆ Rn είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι κλειστό και ϕραγµένο (έπεται
άµεσα από το Θεώρηµα των Bolzano-Weierstrass).

Θεώρηµα 3.3. Αν η f : A → Rn είναι συνεχής και το A είναι συµπαγές υποσύνολο του Rm
τότε το f(A) είναι συµπαγές.

Απόδειξη. ΄Εστω (yn) ακολουθία στο f(A). Για κάθε yn υπάρχει xn στο A: yn = f(xn).
Παίρνουµε έτσι ακολουθία (xn) στο A και αφού το A είναι συµπαγές υπάρχει υπακολουθία
(xkn) που συγκλίνει σε κάποιο x0 ∈ A. Η f είναι συνεχής, άρα από την αρχή της µεταφοράς
ykn = f(xkn) → f(x0) ∈ f(A). Η (yn) έχει λοιπόν υπακολουθία που συγκλίνει σε σηµείο
του f(A). ΄Αρα, το f(A) είναι συµπαγές.

Ορισµός 3.4. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται συνεκτικό αν δεν υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ⊆
Rn τέτοια ώστε :

(i) U ∩A 6= ∅ και V ∩A 6= ∅.

(ii) (U ∩A) ∪ (V ∩A) = A.

(iii) (U ∩A) ∩ (V ∩A) = ∅.

Ο ορισµός αναδιατυπώνεται ως εξήσ: ένα A ⊆ Rn είναι συνεκτικό αν και µόνο αν δεν υπάρ-
χουν υποσύνολά του X και Y ανοικτά στο A, µε τις εξής ιδιότητεσ: A = X ∪ Y , X 6= ∅,
Y 6= ∅ και X ∩ Y = ∅.(Αρκεί να ϑέσουµε X = U ∩A και Y = V ∩A).

Θεώρηµα 3.5. Αν η f : A → Rn είναι συνεχής και το A είναι συνεκτικό υποσύνολο του Rm
τότε το f(A) είναι συνεκτικό.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι το f(A) δεν είναι συνεκτικό. Τότε υπάρχουν ανοικτά U, V ⊆ Rn τέτοια
ώστε : U ∩ f(A) 6= ∅, V ∩ f(A) 6= ∅, (U ∩ f(A))∪ (V ∩ f(A)) = f(A) και (U ∩ f(A))∩ (V ∩
f(A)) = ∅. Αφού όµως η f είναι συνεχής τότε τα σύνολα Q = f−1(U), U = f−1(V ) είναι
ανοικτά υποσύνολα του A και έχουν τις ιδιότητεσ: A = X ∪Y , X 6= ∅, Y 6= ∅ και X ∩Y = ∅,
δηλαδή το A είναι µη συνεκτικό µε ϐάση την αναδιατύπωση του ορισµού. ΄Ατοπο από την
υπόθεση.

Θεώρηµα 3.6. ΄Ενα A ⊆ R είναι συνεκτικό αν και µόνο αν είναι διάστηµα.

Απόδειξη. (⇐=) ΄Εστω A διάστηµα το οποίο είναι µη συνεκτικό. Τότε υπάρχουν ανοικτά
U, V ⊆ R που ικανοποιούν τις σχέσεις U ∩ A 6= ∅, V ∩ A 6= ∅, (U ∩ A) ∪ (V ∩ A) = A και
(U∩A)∩(V ∩A) = ∅. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας έστω a ∈ A∩U και b ∈ A∩V . Εφόσον το
A είναι διάστηµα, για κάθε t ∈ [a, b] έχουµε ότι t ∈ A. Θέτουµε T = {t ∈ [a, b] : t ∈ A∩U}.Το
T 6= ∅ γιατί a ∈ T και είναι ϕραγµένο. ΄Εστω t0 = supT ∈ [a, b].

΄Εστω ότι t0 ∈ A∩V . Το V είναι ανοικτό σύνολο άρα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε (t0−δ, t0] ⊆
A∩ V . Από τον ορισµό του t0 και από τον χαρακτηρισµό του supremum υπάρχει t ∈ A∩U ,
a 6 t 6 b τέτοιο ώστε t0 − δ < t 6 t0. ΄Ετσι ϑα έχουµε ότι t ∈ (A∩U)∩ (A∩ V ) = ∅. ΄Ατοπο.

΄Εστω ότι t0 ∈ A ∩ U . Το U είναι ανοικτό και b > t0, άρα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε
[t0, t0 + δ) ⊆ A ∩ U . ΄Ατοπο, από τον ορισµό του t0.

΄Ετσι λοιπόν ϐρήκαµε a < t0 < b µε t0 /∈ (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) = A. ΄Ατοπο.
(=⇒) ΄Εστω A συνεκτικό υποσύνολο του R που δεν είναι διάστηµα. Τότε υπάρχουν a, b ∈ A
και z /∈ A µε a < z < b. Θεωρούµε τα σύνολα U = {x ∈ R : x < z} και V = {x ∈ R : x > z}.
Παρατηρήστε ότι a ∈ U και b ∈ V . Τα U, V είναι ανοικτά και ισχύουν U ∩A 6= ∅, V ∩A 6= ∅,
(U ∩A) ∪ (V ∩A) = A και (U ∩A) ∩ (V ∩A) = ∅. ΄Ατοπο.

Μπορούµε τώρα να δώσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Netto.

Θεώρηµα 3.7 (Netto). Μια συνεχής και επί συνάρτηση f : [0, 1]→ [0, 1]2 δεν µπορεί να είναι
1− 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η f είναι 1− 1. Τότε ϑα υπάρχει η f−1 = g και ϑα είναι συνεχής (άρα η
f είναι οµοιοµορφισµός): ΄Εστω A ένα κλειστό υποσύνολο του [0, 1]. Εφόσον είναι ϕραγµένο,
ϑα είναι συµπαγές. ΄Εχουµε ότι f(A) = g−1(A) και ότι κάθε συνεχής συνάρτηση στέλνει
συµπαγή σύνολα σε συµπαγή σύνολα. Κάθε συµπαγές υποσύνολο του [0, 1]2 είναι κλειστό.
΄Ετσι, η εικόνα κλειστού συνόλου µέσω της g−1 ϑα είναι κλειστό σύνολο και τελικά δουλεύο-
ντας µε συµπληρώµατα, η εικόνα ανοικτού ϑα είναι ανοικτό σύνολο. ΄Αρα η g είναι συνεχής.
Ο οµοιοµορφισµός διατηρεί την συνεκτικότητα, όπως αποδείχτηκε παραπάνω. ∆ιαλέγουµε
ένα y ∈ [0, 1]2 τέτοιο ώστε f−1(y) = x και x ∈ (0, 1). Τότε ο περιορισµός της f−1 από το
[0, 1]2 \{y} στο [0, x)∪ (x, 1] είναι συνεχής και απεικονίζει συνεκτικό σύνολο σε µη συνεκτικό
σύνολο. ΄Ατοπο.

Το ϑεώρηµα αυτό απεδείχθη το 1927 από τον Hausdorff και το 1928, ανεξάρτητα, από
τον Alexandroff.
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Θεώρηµα 3.8 (Hausdorff ). Κάθε συµπαγές υποσύνολο του Rn είναι συνεχής εικόνα του συ-
νόλου Cantor.

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ Rn συµπαγές και έστω η κάλυψή του που δίνεται από τις B(a, 1),
a ∈ A. ∆ηλαδή, ϑεωρούµε την κάλυψη

A ⊆
⋃
a∈A

B(a, 1).

Λόγω της συµπάγειας του A υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη

A ⊆
2n1⋃
i=1

B(ai, 1),

όπου επαναλαµβάνουµε στοιχεία της κάλυψης αν είναι απαραίτητο ώστε το συνολικό του
πλήθος να ϑεωρηθεί δύναµη του 2.

Για κάθε i ϑεωρούµε το Ai = B(ai, 1)∩A, όπου B(x, δ) είναι η κλειστή µπάλα µε κέντρο
x και ακτίνα δ, και παίρνουµε την κάλυψη

Ai ⊆
⋃

a∈B(ai,1)∩A

B(a, 1/2).

Μπορούµε πάλι, να περάσουµε σε υποκαλύψεις Ai ⊆
⋃2n2

j=1B(ai,j , 1/2), όπου ο n2 είναι
ανεξάρτητος από το i = 1, . . . , 2n1 . Θέτουµε

Ai,j = B(ai,j , 1/2) ∩B(ai, 1) ∩A,

και συνεχίζουµε αυτήν την διαδικασία, υποδιπλασιάζοντας την ακτίνα των µπαλών σε κάθε
ϐήµα.

Παρατηρούµε ότι για κάθε επιλογή δεικτών 1 6 ks 6 2ns , s > 1, η ακολουθία

Ak1 , Ak1,k2 , . . . , Ak1,k2,...,km , . . .

είναι ϕθίνουσα. Αφού οι διάµετροι αυτών των συνόλων ϕθίνουν στο 0 έχουµε

∞⋂
m=1

Ak1,k2,...,km = {a}

για κάποιο a ∈ A. Αφού κάθε σηµείο τουA, για κάθεm > 1, ανήκει σε κάποιο από τα σύνολα
Ak1,k2,...,km , όλα τα σηµεία του A προκύπτουν ως τοµές τέτοιων ϕθινουσών ακολουθιών.

Μπορούµε να αντιστοιχίσουµε κάθε ακολουθία {at}∞t=1 που έχει όρους 0 ή 1 σε µια ακο-
λουθία αριθµών 1 6 km 6 2nm ως εξήσ: για κάθεm ϑέτουµε km =

∑nm
j=1 aj+n1+···+nm−12

j−1 ∈
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{1, . . . , 2nm}. Με ϐάση αυτήν την αντιστοίχιση, και το προηγούµενο σχήµα καλύψεων, ορί-
Ϲουµε f : C → A ως εξήσ:

f(0 ·
3
(2a1)(2a2)(2a3) . . .) = το µοναδικό σηµείο του

∞⋂
m=1

Ak1,k2,...,km .

Από την προηγούµενη παρατήρηση, η f είναι επί του A. Μπορούµε να δείξουµε ότι είναι και
συνεχήσ: αν |y − x| < 1

3n+1 τότε τα πρώτα n ψηφία στα τριαδικά αναπτύγµατα των x και y
συµπίπτουν. Θεωρούµε m τέτοιον ώστε

n1 + n2 + · · ·+ nm 6 n < n1 + n2 + · · ·+ nm + nm+1.

Τότε, τα f(x) και f(y) ανήκουν και τα δύο στο Ak1,k2,...,km , το οποίο έχει διάµετρο µικρότερη
από 2

2m−1 . ΄Αρα, ‖f(y) − f(x)‖ < 1
2m−2 . ΄Αρα, για δοθέν ε > 0 επιλέγουµε πρώτα m τέτοιο

ώστε 1
2m−2 < ε και κατόπιν n > n1 + n2 + · · ·+ nm και ϑέτοντας δ = 1

3n+1 εξασφαλίζουµε ότι
αν |x− y| < δ τότε ‖f(y)− f(x)‖ < ε.

Για την διατύπωση και την απόδειξη του ϑεωρήµατος Hahn-Mazurkiewicz ϑα χρειαστούµε
διάφορες παραλλαγές της έννοιας της συνεκτικότητας.

Ορισµός 3.9. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται τοπικά συνεκτικό αν για κάθε a ∈ A και για κάθε
ανοιχτή περιοχή U του a στο A, υπάρχει συνεκτική περιοχή V ⊂ U του a.

Ορισµός 3.10. ΄Εστω A ⊆ Rn. ΄Ενα E ⊆ A ονοµάζεται συνεκτική συνιστώσα του A αν είναι
µη κενό µεγιστικό συνεκτικό υποσύνολο του A, δηλαδή αν για κάθε συνεκτικό σύνολο E1 µε
E ⊆ E1 ⊆ A ισχύει E = E1.

Παρατηρήσεις 3.11. (α) Κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι κλειστό σύνολο (γιατί αν το E ⊆ A
είναι συνεκτικό τότε και το E είναι συνεκτικό).
(ϐ) Αν το A είναι ανοικτό τότε οι συνεκτικές συνιστώσες του είναι ανοικτά σύνολα.

Ορισµός 3.12. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται ασθενώς τοπικά συνεκτικό αν για κάθε a ∈ A και
για κάθε ανοιχτή περιοχή U ⊆ A του a, υπάρχει ανοιχτή περιοχή V ⊆ U του a τέτοια ώστε
αν x ∈ V τότε τα x, a ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του U .

Ειδικότερα: για κάθε a ∈ A και για κάθε η > 0 υπάρχει 0 < ε < η τέτοιο ώστε αν
x ∈ B(a, ε) τότε τα x, a ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του A ∩B(a, η).

Λήµµα 3.13. ΄Ενα A ⊆ Rn είναι ασθενώς τοπικά συνεκτικό αν και µόνο αν είναι τοπικά
συνεκτικό.

Απόδειξη. (⇐=) Προφανές από ορισµό.
(=⇒) Αρκεί να δείξουµε ότι οι συνεκτικές συνιστώσες όλων των ανοιχτών υποσυνόλων του
A είναι ανοιχτά σύνολα. ΄Εστω U ⊆ A ανοικτό. ΄Εστω C µια συνεκτική συνιστώσα του
U , έστω c ∈ C και έστω Uc ⊂ U µια ανοιχτή περιοχή του c. Λόγω της ασθενούς τοπικής
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συνεκτικότητας υπάρχει ανοιχτή περιοχή Vc ⊂ Uc του c τέτοια ώστε αν x ∈ Vc τότε τα c, x
ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του Uc. Ειδικότερα, τα c, x ανήκουν στο C. Τότε
Vc ⊂ C, δηλαδή το C είναι ανοιχτό. Τώρα µπορούµε να πάρουµε για V στον ορισµό τη
συνεκτική συνιστώσα του U που περιέχει το a.

Παρατήρηση 3.14. Παρόλο που η ασθενής τοπική συνεκτικότητα είναι ισοδύναµη έννοια
µε αυτήν της τοπικής συνεκτικότητας, η ασθενής τοπική συνεκτικότητα σε σηµείο δεν συνε-
πάγεται τοπική συνεκτικότητα στο σηµείο αυτό.

Ορισµός 3.15. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται οµοιόµορφα ασθενώς τοπικά συνεκτικό αν για κάθε
ε > 0 υπάρχει η ∈ (0, ε) τέτοιο ώστε αν a, a′ ∈ A και ‖a− a′‖ < η τότε τα a, a′ ανήκουν στην
ίδια συνεκτική συνιστώσα του B(a, ε) ∩B(a′, ε) ∩A.

Λήµµα 3.16. Αν το A ⊆ Rn είναι συµπαγές και ασθενώς τοπικά συνεκτικό τότε είναι οµοιό-
µορφα ασθενώς τοπικά συνεκτικό.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το A δεν είναι οµοιόµορφα ασθενώς τοπικά συνεκτικό. Τότε υπάρχουν
ε > 0, ηs → 0 και ‖as−a′s‖ < ηs τέτοια ώστε τα as, a′s να ανήκουν σε διαφορετικές συνιστώσες
του B(as, ε) ∩ B(a′s, ε) ∩ A. Από συµπάγεια µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα as και a′s
συγκλίνουν σε κάποιο (απαραίτητα το ίδιο) σηµείο a. Από την ασθενή τοπική συνεκτικότητα
στο a για την περιοχή B(a, ε) παίρνουµε 0 < η < ε τέτοιο ώστε αν x ∈ B(a, η) τότε τα
x, a ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του B(a, ε). Παίρνουµε s αρκετά µεγάλο ώστε
ηs <

η
2 και ‖a − as‖ < η

2 , ‖a − as′‖ <
η
2 . Τότε τα as και a′s ανήκουν στην ίδια συνεκτική

συνιστώσα του B(a, η) και τελικά στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του B(as, ε)∩B(a′s, ε)∩A.
΄Ατοπο.

Ορισµός 3.17. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται συνεκτικό κατά µονοπάτια αν για κάθε a, b ∈ A
υπάρχει µια συνεχής απεικόνιση f : [0, 1] → A τέτοια ώστε f(0) = a και f(1) = b (δηλαδή
αν οποιαδήποτε δύο σηµεία του µπορούν να ενωθούν µε ένα συνεχές µονοπάτι του οποίου η
εικόνα περιέχεται στο A).

Ορισµός 3.18. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται οµοιόµορφα συνεκτικό κατά µονοπάτια αν για κάθε
ε > 0 υπάρχει η ∈ (0, ε) τέτοιο ώστε αν a, a′ ∈ A και ‖a − a′‖ < η τότε υπάρχει συνεχής
απεικόνιση f : [0, 1]→ B(a, ε) ∩B(a′, ε) ∩A µε f(0) = a και f(1) = a′.

Ορισµός 3.19. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται τοπικά συνεκτικό κατά µονοπάτια αν για κάθε a ∈ A
και για κάθε ανοικτή περιοχή U του a στο A υπάρχει περιοχή V ⊂ U του a που είναι
συνεκτικό κατά µονοπάτια σύνολο.

Ορισµός 3.20. ΄Ενα A ⊆ Rn ονοµάζεται οµοιόµορφα τοπικά συνεκτικό κατά µονοπάτια αν για
κάθε ε > 0 υπάρχει η ∈ (0, ε) τέτοιο ώστε αν a, a′ ∈ A και ‖a− a′‖ < η τότε υπάρχει συνεχής
f : [0, 1]→ B(a, ε) ∩B(a′, ε) µε f(0) = a και f(1) = a′.
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Λήµµα 3.21. (α) Αν ένα σύνολο είναι συνεκτικό και τοπικά συνεκτικό κατά µονοπάτια τότε
είναι συνεκτικό κατά µονοπάτια.

(ϐ) Αν ένα σύνολο είναι οµοιόµορφα τοπικά συνεκτικό κατά µονοπάτια τότε είναι και τοπικά
συνεκτικό κατά µονοπάτια.

Απόδειξη. Το (ϐ) είναι ϕανερό από τους ορισµούς. Για το (α) έστω a ∈ A και Pa ⊂ A
το σύνολο όλων των σηµείων του A που µπορούν να ενωθούν µε το a µέσω ενός συνεχούς
µονοπατιού. Το Pa είναι ανοικτό λόγω της τοπικής συνεκτικότητας κατά µονοπάτια. ΄Εχουµε
ότι A =

⊔
Pai . Τότε, το συµπλήρωµα του Pa είναι ανοικτό σύνολο, άρα το Pa κλειστό.

΄Ενα κλειστό και ανοικτό σύνολο είναι συνεκτική συνιστώσα και εφόσον το A είναι συνεκτικό
σύνολο ϑα έχουµε ότι Pa = A.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ϑεώρηµα Hahn-Mazurkiewicz.

Θεώρηµα 3.22 (Hahn-Mazurkiewicz). ΄Ενα A ⊆ Rn είναι εικόνα µιας συνεχούς απεικόνισης
f : [0, 1]→ Rn αν και µόνον αν είναι συµπαγές, συνεκτικό και ασθενώς τοπικά συνεκτικό.

Απόδειξη. (=⇒) Από το Θεώρηµα 3.3 και το Θεώρηµα 3.5 το A = f([0, 1]) είναι συµπαγές
και συνεκτικό.

΄Εστω ότι υπάρχει a ∈ A για το οποίο η συνθήκη της ασθενούς τοπικής συνεκτικότητας δεν
ισχύει, δηλαδή υπάρχουν ε > 0 και ηn > 0 µε ηn → 0 και an ∈ B(a, ηn)∩A τέτοια ώστε τα a
και an να µην ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του B(a, ε). Λόγω κατασκευής έχουµε
ότι an → a. ΄Εστω xn ∈ [0, 1] στοιχείο της αντίστροφης εικόνας του an µέσω της f . Από την
συµπάγεια του [0, 1] υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) τέτοια ώστε xkn → x ∈ [0, 1] µε
f(x) = a, από την αρχή της µεταφοράς. Από τη συνέχεια της f έχουµε ότι υπάρχει δ0 τέτοιο
ώστε |x− y| < δ =⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε. Παίρνοντας N αρκετά µεγάλο ώστε |x− xkN | < ε
έχουµε ότι το ευθύγραµµο τµήµα [x, xkN ] (ή [xkN , x]) απεικονίζεται στο B(a, ε)∩A. ∆ηλαδή,
τα a, akN ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του B(a, ε) ∩A. ΄Ατοπο από την υπόθεση.
(⇐=) Αφού το A είναι συµπαγές, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Hausdorff ϐρίσκουµε µια
συνεχή συνάρτηση g : C → A.

Αφού το A είναι οµοιόµορφα συνεκτικό κατά µονοπάτια, µπορούµε να ϐρούµε ϕθίνουσα
ακολουθία {ηs} ϑετικών αριθµών ώστε : αν ‖a−a′‖ < ηs τότε υπάρχει συνεχής καµπύλη που
περιέχεται στο B(a, 2−s) ∩ B(a′, 2−s) ∩ A. Από τη συνέχεια της g και τη συµπάγεια του C,
υπάρχει ϕθίνουσα ακολουθία {δs} ϑετικών αριθµών ώστε αν x, y ∈ C και |x − y| < δs τότε
‖g(y)− g(x)‖ < ηs. Αν (ak, bk) είναι ένα από τα ανοικτά διαστήµατα του [0, 1] \C τέτοιο ώστε
δs+1 6 bs − as < δs, τότε µπορούµε να ϐρούµε συνεχή καµπύλη γk : [ak, bk] → A που η
εικόνα της περιέχεται στο B(g(ak), 2

−s) ∩ B(g(bk), 2
−s) ∩ A και συνδέει τα g(ak) και g(bk).

Ορίζουµε f : [a, b]→ A ϑέτοντας

f(x) = g(x) αν x ∈ C

και
f(x) = γk(x) αν x ∈ (ak, bk) ⊂ [0, 1] \ C.
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Η f είναι συνεχής στο [0, 1] \ C, και για τη συνέχεια στα σηµεία του C διακρίνουµε τρείς
περιπτώσεισ:

(i) Το x να είναι σηµείο συσσώρευσης του C από δεξιά.

(ii) Το x να είναι σηµείο συσσώρευσης του C από αριστερά.

(iii) Το x να είναι σηµείο συσσώρευσης του C και από τις δύο πλευρές.

Αρκεί να ασχοληθούµε µε την πρώτη περίπτωση, και συγκεκριµένα τη συνέχεια από δεξιά :
ϑεωρούµε δ µε 0 < δ < δs και y > x µε |y−x| < δ. Τότε, είτε y ∈ C ή y ∈ (ak, bk) ⊂ [0, 1]\C,
και bk − x < δs.

Αν y ∈ C τότε |y− x| < δs, άρα ‖f(y)− f(x)‖ = ‖g(y)− g(x)‖ 6 ηs. Αν y /∈ C, τότε το y
ανήκει στην εικόνα µιας καµπύλης που περιέχεται στην B(g(x), 2−s), άρα ‖f(y)− f(x)‖ 6
1
2s . ΄Αρα, για δοθέν ε > 0 µπορούµε να επιλέξουµε s ∈ N τέτοιο ώστε min {ηs, 2−s} < ε και,
επιλέγοντας δ = δs ϐλέπουµε ότι αν |y − x| < δs τότε ‖f(y)− f(x)‖ < ε.
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