
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωμα Lebesgue (2020–21)

Ασκήσεις – Φυλλάδια 4 και 5

(Παραδίδετε δώδεκα από τις ασκήσεις. Ημερομηνία παράδοσης: 6 Ιουνίου 2021)

1. (α) Να υπολογιστεί η σειρά Fourier των συναρτήσεων f, g : [−π, π]→ R με

f = χ[0,π] − χ[−π,0) και g(t) = sin2 t+ 2 cos t+ 1.

(β) Αποδείξτε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει στην f σε κάθε x ∈ (−π, 0) ∪ (0, π).

2. ΄Εστω f : R→ R η 2π-περιοδική συνάρτηση με f(x) = cosh(x) = ex+e−x

2 για |x| 6 π. Υπολογίστε τη σειρά

Fourier της f και χρησιμοποιώντας την υπολογίστε το
∞∑
k=0

1
k2+1 .

3. ΄Εστω α /∈ Z και f : R → R η 2π-περιοδική συνάρτηση με f(x) = cos(αx) για |x| 6 π. Υπολογίστε τη
σειρά Fourier της f και χρησιμοποιώντας την αποδείξτε ότι

π cot(πα) = lim
N→∞

N∑
k=−N

1

α+ k
.

4. Εκφράστε τη συνάρτηση cosx σαν σειρά ημιτόνων στο διάστημα
(
0, π2

)
. Χρησιμοποιώντας την απάντησή

σας υπολογίστε το
∞∑
k=1

k2

(4k2 − 1)2
.

5. ΄Εστω 0 < α 6 π και f : [−π, π]→ R η συνάρτηση f(x) = χ[−α,α](x).

(α) Αποδείξτε ότι f̂(0) = α
π και f̂(k) = sin(kα)

πk αν k 6= 0.

(β) Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ [−π, π] \ {−α, α} ισχύει

χ[−α,α](x) =
α

π
+
∑
k 6=0

sin(kα)

πk
eikx.

(γ) Υπολογίστε τα αθροίσματα
∞∑
k=1

sin(kα)

k
και

∞∑
k=1

sin2(kα)

k2
.

6. ΄Εστω ak, bk ∈ C με
∞∑

k=−∞
|ak| < ∞ και

∞∑
k=−∞

|bk| < ∞. Ορίζουμε f(x) =
∞∑

k=−∞
ake

ikx
και g(x) =

∞∑
k=−∞

bke
ikx
.

(α) Αποδείξτε ότι η σειρά

∞∑
k=−∞

am−kbk συγκλίνει για κάθε m ∈ Z και ότι

∞∑
k=−∞

|γk| 6
∞∑

k=−∞

|ak| ·
∞∑

k=−∞

|bk|,

όπου γm :=
∞∑

k=−∞
am−kbk.



(β) Ορίζουμε h(x) =
∞∑

k=−∞
γke

ikx
. Αποδείξτε ότι h(x) = f(x)g(x) και ότι

‖h‖∞ 6
∞∑

k=−∞

|ak| ·
∞∑

k=−∞

|bk|.

7. ΄Εστω f : R → R μια 2π-περιοδική συνάρτηση, ολοκληρώσιμη στο [0, 2π]. Αν (kn) είναι μια γνησίως
αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών και (tn) είναι τυχούσα ακολουθία πραγματικών αριθμών, δείξτε ότι

lim
n→∞

1

π

∫ 2π

0

f(x) cos2(knx+ tn) dx =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) dx.

8. Δίνονται ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1}. Ορίζουμε f : R→ C με f(x) =
∑n
k=1 εke

ikx
. Δείξτε ότι

‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ [0, 2π]} ≥
√
n.

9. ΄Εστω f : R→ C συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω α ∈ R τέτοιος ώστε α/π /∈ Q. Αποδείξτε ότι

lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

f(x+ kα) =
1

2π

∫
T
f(t) dt

για κάθε x ∈ R. [Υπόδειξη. Αποδείξτε πρώτα το ζητούμενο για την fn(t) = eint, n ∈ Z.]

10. (α) Αποδείξτε ότι, για κάθε x ∈ (0, 2π),

π − x
2

=

∞∑
k=1

sin kx

k
.

(β) ΄Εστω f : R→ R η 2π-περιοδική συνάρτηση με f(x) = π−x
2 για x ∈ [0, 2π). ΄Εστω xn ο μικρότερος θετικός

αριθμός στον οποίο η sn(f, x) έχει τοπικό μέγιστο. Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

sn(xn) =

∫ π

0

sinx

x
dx.

11. ΄Εστω
∑∞
k=−∞ cke

ikx
τριγωνομετρική σειρά και sn(x) =

∑n
k=−n cke

ikx
, n ∈ N. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν

f ∈ C(T) και υπακολουθία {skn}∞n=1 της {sn}∞n=1 τέτοια ώστε ‖f − skn‖∞ → 0. Αποδείξτε ότι, για κάθε
k ∈ Z,

ck =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx.

12. Αποδείξτε ότι για κάθε ολοκληρώσιμη συνάρτηση f : T→ R ισχύει η ταυτότητα

πbn =

n−1∑
k=0

∫ π/n

0

[
f

(
2kπ

n
+ θ

)
− f

(
2kπ

n
+
π

n
+ θ

)]
sinnθ dθ.

για κάθε n > 1 και συμπεράνατε ότι αν η f είναι φθίνουσα στο (0, 2π) τότε bn > 0 για κάθε n ∈ N.



13. Αποδείξτε ότι

sinx

x
=
b0
2

+

∞∑
k=1

bn cos(kx), 0 < x < π

όπου

bk =
1

π

∫ (k+1)π

(k−1)π

sin y

y
dy.

Χρησιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσμα, υπολογίστε το∫ ∞
0

sinx

x
dx.

14. ΄Εστω f : R→ R μια 2π-περιοδική φραγμένη ολοκληρώσιμη συνάρτηση.

(α) Ισχύει πάντα ότι

∞∑
k=1

|f̂(k)| <∞; ΄Οτι
∞∑
k=1

|f̂(k)|2 <∞;

(β) Αποδείξτε ότι για κάθε a > 1
2 ισχύει

∞∑
k=1

|f̂(k)|
ka <∞.

15. (α) ΄Εστω (ak)∞k=1 ακολουθία μιγαδικών αριθμών τέτοια ώστε

∞∑
k=1

|ak| < ∞. Αποδείξτε ότι υπάρχει

f ∈ C(T) τέτοια ώστε f̂(k) = ak για κάθε k ∈ N.
(β) Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει f ∈ C(T) τέτοια ώστε f̂(k) = 1√

k
για κάθε k ∈ N.

(γ) Χρησιμοποιώντας το (α) αποδείξτε ότι υπάρχει f ∈ C(T) τέτοια ώστε f̂(k) = 1√
k
για άπειρους το πλήθος

k ∈ N.

16. ΄Εστω f : R→ R φραγμένη 2π-περιοδική συνάρτηση, η οποία είναι αύξουσα και μη αρνητική στο [−π, π).
Αποδείξτε ότ υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε |ak(f)| 6 M

k και |bk(f)| 6 M
k για κάθε k > 1.

17. Ορίζουμε Kn(x) = 2F2n(x)− Fn(x), όπου Fm είναι ο m-οστός πυρήνας του Féjer. Αποδείξτε ότι:

K̂n(k) =


1 , αν |k| 6 n− 1

2− |k|n , αν n 6 |k| 6 2n− 1
0 , αν |k| > 2n.

(β) ΄Εστω f ∈ L1(T). Αποδείξτε ότι τα πολυώνυμα pn(f) := f ∗Kn έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες:

‖pn‖1 6 3‖f‖1, p̂n(k) = f̂(k) αν |k| 6 n− 1, p̂n(k) = 0 αν |k| > 2n.

(γ) ΄Εστω f ∈ C(T). Αποδείξτε ότι ‖f − pn(f)‖∞ → 0.

18. (α) ΄Εστω f, g ∈ L2(T). Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

‖fg − sn(f)sn(g)‖1 = 0.

(β) Αποδείξτε ότι f̂g(k) = limn→∞
1
2π

∫ π
−π sn(f, x)sn(g, x)e−ikxdx για κάθε k ∈ Z.

(γ) Αποδείξτε ότι αν f̂(k) = ĝ(k) = 0 για κάθε k < 0 τότε f̂g(k) = 0 για κάθε k < 0.



19. ΄Εστω s1 < s2 < · · · < sn < sn+1 < · · · γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών. Για κάθε m ∈ N
ορίζουμε fm : R→ C με

fm(x) =
1

m

m∑
n=1

eisnx.

(α) Αποδείξτε ότι
∞∑
k=1

1

2π

∫ π

−π
|fk2(x)|2dx =

∞∑
k=1

1

k2
<∞.

(β) Αποδείξτε ότι: αν k2 6 m < (k + 1)2 τότε∣∣∣fm(x)− k2

m
fk2(x)

∣∣∣ 6 2√
m
.

(γ) Αποδείξτε ότι fm(x)→ 0 σχεδόν παντού.

20. (α) ΄Εστω f : R→ R 2π-περιοδική ολοκληρώσιμη συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές Fourier της
f . Αν

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k
√
a2k + b2k = 0,

αποδείξτε ότι sn(f, x)→ f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ R.
(β) ΄Εστω f : R→ R 2π-περιοδική ολοκληρώσιμη συνάρτηση, με σειρά Fourier

S(f, x) ∼
∞∑
k=1

(ank
cos(nkx) + bnk

sin(nkx))

για κάποια ακολουθία {nk}∞k=1 φυσικών αριθμών που ικανοποιούν την
nk+1

nk
> γ για κάποιον γ > 1 και κάθε

k > 1. Αποδείξτε ότι sn(f, x)→ f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ R.


