
Κατανομές συνεχών τυχαίων 
μεταβλητών

Καθηγητής Χρήστος Γ. Μασούρος



Συνεχείς τυχαίες μεταβλητές

Οι κατανομές που χρησιμοποιούνται 
περισσότερο είναι:
• Η ομοιόμορφη κατανομή
• Η εκθετική κατανομή
• Η Κανονική κατανομή
• H χ2 κατανομή 
• H κατανομή t του Student
• H F κατανομή 



ομοιόμορφη κατανομή

• Η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας της 
ομοιόμορφης κατανομής δίνεται από τον 
τύπο:
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ομοιόμορφη κατανομή

• Η Συνάρτηση Κατανομής δίνεται από τον 
τύπο:
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ομοιόμορφη κατανομή

• Η μέση τιμή και η διακύμανση μιας συνεχούς 

ομοιόμορφης κατανομής στο διάστημα [α,β]  

δίνεται από τους τύπους:
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Παράδειγμα
Τα μαθήματα στο Πανεπιστήμιο αρχίζουν στις
9:15. Ένας φοιτητής που χρησιμοποιεί την αστική
συγκοινωνία για να μεταβεί στο Πανεπιστήμιο
ξεκινάει από την αφετηρία στις 8:00 κάθε πρωί. Ας
υποθέσουμε ότι η διάρκεια του δρομολογίου μέχρι
τον σταθμό του Πανεπιστημίου είναι μια τυχαία
μεταβλητή που ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή
στο διάστημα [58,63] (οι αριθμοί αφορούν min).
Αν ο φοιτητής χρειάζεται επιπλέον 15min για να
περπατήσει από τον σταθμό αποβίβασης μέχρι το
αμφιθέατρο



Παράδειγμα
α) ποια η πιθανότητα να φτάσει στο
αμφιθέατρο μετά την έναρξη του μαθήματος;
Αν συμβολίσουμε με Χ την διάρκεια του δρομο-
λογίου, η τυχαία μεταβλητή Χ που ακολουθεί
ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα [58,63] θα
έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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Παράδειγμα
και συνάρτηση κατανομής
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Παράδειγμα
Μετά την έναρξη του μαθήματος ο φοιτητής θα
φτάσει στο αμφιθέατρο αν το δρομολόγιο
διαρκέσει πάνω από 60 λεπτά. Ζητάμε συνεπώς
την πιθανότητα

Ρ(Χ>60) = 1-Ρ(Χ60) = 1-F(60)
Όμως

Άρα
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Παράδειγμα
β) ποια η πιθανότητα να φτάσει στο
αμφιθέατρο τουλάχιστον 1 min πριν την έναρξη
του μαθήματος;
Τουλάχιστον 1 min πριν την έναρξη του
μαθήματος ο φοιτητής θα φτάσει στο
αμφιθέατρο αν το δρομολόγιο διαρκέσει
λιγότερο από 59 λεπτά. Ζητάμε συνεπώς την
πιθανότητα
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Παράδειγμα
γ) ποιος είναι ο αναμενόμενος χρόνος άφιξης
του φοιτητή στο αμφιθέατρο;
Ο μέσος χρόνος του δρομολογίου είναι

οπότε η αναμενόμενη στιγμή άφιξης του
φοιτητή στο αμφιθέατρο θα είναι

60,5 + 15 = 75,5 min
μετά τις 8:00, δηλαδή ο φοιτητής θα φτάνει στο
μάθημα με καθυστέρηση μισού λεπτού.
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Εκθετική κατανομή

• Η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας της 
εκθετικής κατανομής δίνεται από τον τύπο:
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Εκθετική κατανομή

• Η Συνάρτηση Κατανομής δίνεται από τον 
τύπο:
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Εκθετική κατανομή

• Η μέση τιμή και η διακύμανση μιας εκθετικής 

κατανομής στο διάστημα δίνεται από τους 

τύπους:
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Παράδειγμα
Ο χρόνος ζωής Χ μιας συσκευής ακολουθεί την εκθετική κατανομή με
παράμετρο λ>0.
(α) Να υπολογισθεί η πιθανότητα ο χρόνος ζωής της συσκευής να υπερβεί το
μέσο χρόνο ζωής της.
Αν συμβολίσουμε με F τη συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής Χ
θα έχουμε

Ενώ για τον μέσο χρόνο ζωής γνωρίζουμε ότι Ε(Χ)=1/λ.  Επομένως
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Παράδειγμα
(β) Να υπολογισθεί η πιθανότητα ο χρόνος ζωής της
συσκευής να υπερβεί το διπλάσιο του μέσου χρόνου ζωής
της.
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Παράδειγμα
(γ) Να βρεθεί ποιος είναι ο χρόνος τον οποίο υπερβαίνει το
95% των παραγομένων συσκευών.
Αναζητούμε έναν αριθμό xo>0 για τον οποίο ισχύει:

Ρ(Χ>xo)  > 0,95
ή ισοδύναμα
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Κανονική κατανομή

• Η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας της 
κανονικής κατανομής δίνεται από τον τύπο:

• Η Συνάρτηση Κατανομής δίνεται από τον τύπο:



Κανονική κατανομή

• Αν γνωρίζουμε την μέση τιμή και την διασπορά 
της Κανονικής κατανομής, γνωρίζουμε πλήρως 
και την ίδια την κατανομή. Αν γνωρίζουμε 
δηλαδή τις δύο παραμέτρους της Κανονικής 
κατανομής γνωρίζουμε απολύτως την κατανομή. 

• Συμβολίζουμε με Ν(μ, σ2) την Κανονική κατανομή 
και γράφουμε Χ~Ν(μ, σ2) για να δηλώσουμε ότι η 
τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την Κανονική 
κατανομή ή κατανέμεται σύμφωνα με την 
Κανονική κατανομή. 



Ιδιότητες της κανονικής κατανομής
• Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας έχει 

συμμετρική γραφική παράσταση περί την 
μέση τιμή. 

• Η μέση τιμή, η διάμεσος και η επικρατούσα 
τιμή ταυτίζονται. 

• Το σχήμα της κατανομής είναι σαν καμπάνα 
(κωδωνοειδές). 

• Η συμμετρία και η ταύτιση μέσης τιμής, 
διαμέσου και επικρατούσας τιμής δεν είναι 
ιδιότητα μόνον της Κανονικής κατανομής. 
Ωστόσο οι εξής τρεις ιδιότητες είναι:  

• στο διάστημα (μ-σ, μ+σ) ανήκει περίπου το 
68% των τιμών της Χ

• στο διάστημα (μ-2σ, μ+2σ) ανήκει περίπου 
το 95% των τιμών της Χ 

• στο διάστημα (μ-3σ, μ+3σ) ανήκει περίπου 
το 99% των τιμών της Χ



Τυπική Κανονική Κατανομή
• Η κανονική κατανομή με παραμέτρους μ=0 και σ2=1

ονομάζεται Τυπική Κανονική Κατανομή και είναι ιδιαίτερα 
σημαντική, και συμβολίζεται με Ν(0,1). Η τυχαία 
μεταβλητή Ζ που ακολουθεί την Τυπική κανονική κατανομή 
ονομάζεται Τυπική τυχαία μεταβλητή.

• Ένας λόγος, για τον οποίο είναι σημαντική η τυπική 
κανονική κατανομή,  είναι το ότι κάθε κανονική κατανομή 
ανάγεται στην τυπική κανονική κατανομή μέσω του 
Μετασχηματισμού Τυποποίησης ή απλά της Τυποποίησης. 

• Με το μετασχηματισμό αυτόν αφαιρούμε από κάθε τιμή 
της αρχικής τυχαίας μεταβλητής Χ (που κατανέμεται 
κανονικά με παραμέτρους μ και σ2) τη μέση τιμή μ και 
διαιρούμε με την τυπική απόκλιση σ. 



Τυπική κανονική κατανομή
• Το αποτέλεσμα της 

τυποποίησης είναι:

• Για την τυπική κανονική 
κατανομή έχουμε ότι:

• στο διάστημα (-1, 1) ανήκει 
περίπου το 68% των τιμών της Ζ 

• στο διάστημα (-2, 2) ανήκει 
περίπου το 95% των τιμών της Ζ 

• στο διάστημα (-3, 3) ανήκει 
περίπου το 99% των τιμών της Ζ



Παράδειγμα 
Πώς γίνεται η τυποποίηση

• Έστω Χ~Ν(25,9). Δηλαδή μ=25 και σ2=9, άρα 
σ=3. Επομένως έχουμε:

καθηγ. ΧΡΗΣΤΟΣ Γ. ΜΑΣΟΥΡΟΣ



Συναρτήσεις πιθανότητας της τυπικής 
κανονικής κατανομής

• Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 
Τυπικής μεταβλητής

•

• Συνάρτηση κατανομής της τυπικής 
μεταβλητής

•



Ιδιότητες

• Όταν Χ~Ν(μ, σ2) τότε 

• δηλαδή η αθροιστική πιθανότητα της Χ ισούται με 
την αθροιστική πιθανότητα της τυπικής μεταβλητής 
της Χ στη οποία μετασχηματίστηκε μέσω του 
μετασχηματισμού τυποποίησης. Και επειδή για 
οποιαδήποτε τυχαία μεταβλητή Χ ισχύει:

•

•



Ιδιότητες
• Από αυτό το σημείο και μετά ανατρέχουμε στους πίνακες 

της αθροιστικής τυπικής κανονικής κατανομής.
• Αν πρέπει να υπολογίσουμε την αθροιστική πιθανότητα 

για αρνητικές τιμές της Ζ έχουμε:

•

• Το παραπάνω ισχύει λόγω της συμμετρίας της συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας της κανονικής κατανομής. Πάντα 
βοηθάει να κάνουμε μια γραφική παράσταση ώστε να 
έχουμε εικόνα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 
του σημείου z ή x και της πιθανότητας που αναζητούμε.



Εύρεση της πιθανότητας από τον πίνακα πιθανοτήτων της τυπικής 
κανονικής κατανομής

θέλουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα P(Ζ≤1,65)



Μερικές χρήσιμες συμβουλές
• Υπολογίζουμε πιθανότητες μόνο για διαστήματα και όχι για 

συγκεκριμένες τιμές της Χ. Η πιθανότητα P(X=k) ισούται με μηδέν
• Στις συνεχείς τυχαίες μεταβλητές, δεν επηρεάζει τα αποτελέσματα  αν 

χρησιμοποιούμε ανισότητες ή ανισοϊσότητες όταν καθορίζουμε τα 
διαστήματα για τα οποία θέλουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα

• Για να υπολογίσουμε μια πιθανότητα σχετικά με την τυχαία μεταβλητή 
που ακολουθεί κανονική κατανομή Ν(μ, σ2) εργαζόμαστε ως εξής: 
 πρώτα κάνουμε τον μετασχηματισμό τυποποίησης-υπολογίζουμε 

δηλαδή τις z-τιμές, 
 μετά φροντίζουμε η φορά της ανισότητας να είναι προς τα αριστερά 

(δηλ Ζ<z), και 
 τέλος αν το z είναι αρνητικό κάνουμε το μετασχηματισμό        

P(Z<z)=1-P(Z<-z) ώστε να έχουμε τη θετική τιμή -z 
• Επίσης για την περίπτωση που θέλουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα 

P(z1<Z<z2) χρησιμοποιούμε την ιδιότητα P(z1<Z<z2)=P(Z<z2)-P(Z<z1).



Παράδειγμα

Αν η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κανονική 
κατανομή Ν(10,4) υπολογίστε τις πιθανότητες:
α) P(X<10), 
β) P(X<12), 
γ) P(X<8), 
δ) P(7<X<12), 
ε) P(X>8), 
στ) P(X=12),  
ζ) P(X>13).



Παράδειγμα
• α) P(X<10)=0,5 αφού το 10 είναι η μέση τιμή και διάμεσος της Χ.

• β) 

• γ) 

καθηγ. ΧΡΗΣΤΟΣ Γ. ΜΑΣΟΥΡΟΣ



Παράδειγμα

• δ) 



Παράδειγμα

• ε) 

• στ) 

• ζ) 



Παράδειγμα
Το ύψος των κατοίκων μιας πόλης με πληθυσμό 1000, ακολουθεί την 
κανονική κατανομή  με μέση τιμή μ=170cm και τυπική απόκλιση 
σ=7cm. Υπολογίστε τον αριθμό των κατοίκων με ύψος 
α. κάτω των 183cm
β. μεταξύ 165cm και 177cm
γ. κάτω των 160cm ή άνω των 180cm

Λύση
Έστω X τυχαία μεταβλητή η οποία εκφράζει το ύψος των κατοίκων της 
πόλης.  Τότε Χ~Ν(170,72).  Θα υπολογίσουμε αρχικά τις πιθανότητες:

α. P(X<183)
β. P(165<X<177)
γ. P(X<160 ή X>180)



Παράδειγμα

• α) எିஜ



ଵ଼ଷିஜ



ଵ଼ଷି





• β) 

=

 



Παράδειγμα

 ή 



Παράδειγμα

Επομένως:
α) κάτοικοι με ύψος κάτω των 183cm είναι:
1.000  969
β) κάτοικοι με ύψος μεταξύ 165cm και 177cm
είναι: 1.000  602
γ) κάτω των 160cm ή άνω των 180cm είναι:
1.000  153



Παράδειγμα

i. Έστω X η τυχαία μεταβλητή που δηλώνει το
ενοίκιο ανά τετραγωνικό μέτρο (σε ευρώ)
καταστημάτων στην συγκεκριμένη οδό. Τότε
X~Ν(30,52).

P(20≤ Χ ≤ 35) = =

= P(-2≤ Z ≤ 1) = Φ(1) – Φ(-2) =

= 0,8413-0,0228 =0,8185.



Παράδειγμα

ii. Έστω x η ζητούμενη τιμή. Τότε: 

P(X>x) = 0,10  ) = 0,01 

 1 - ) = 0,01 

 ) = 1-0,01 

 ) = 0,9



Παράδειγμα
Από τους πίνακες της κανονικής κατανομής 
βλέπουμε ότι Φ(1,28)=0,89970,90



Παράδειγμα
Συνεπώς

= 1,28  x = 1,285 + 30  x = 36,4

Επομένως η τιμή ενοικίασης ανά τ.μ. που μόνο 
το 10% των καταστημάτων την ξεπερνούν είναι 
36,4 €.



Η κατανομή χ2

την κατανομή χ2 εισήγαγε ο F. R. Helmert το 1876

Αν Z1 , Z2,..., Zn είναι n ανεξάρτητες τυποποιημένες 
κανονικές τυχαίες μεταβλητές, δηλαδή, αν

Zi ~N (0, 1), i= 1,2,...,n
τότε η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής,

X = Z1
2 + Z2

2 + … +Zn
2

ονομάζεται κατανομή χι-τετράγωνο με n βαθμούς 
ελευθερίας και συμβολίζεται με χn

2.
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Η κατανομή χ2

Είναι προφανές ότι πρόκειται για οικογένεια
κατανομών. Για κάθε τιμή του n παίρνουμε και μια
άλλη κατανομή χι-τετράγωνο. Είναι επίσης προφανές
ότι μια τυχαία μεταβλητή Χ που ακολουθεί μια χn

2

κατανομή δεν παίρνει αρνητικές τιμές.
Στο σχήμα που ακολουθεί φαίνεται η γραφική 
παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της 

X = Z1
2 + Z2

2 + … + Zn
2 ~ χn

2

για διάφορες τιμές του n.



Η κατανομή χ2
Παρατηρείστε στο παρακάνω σχήμα ότι όσο το n αυξάνεται τόσο η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης πυκνότητας της χn

2 γίνεται πιο συμμετρική.  Για n > 30, προσεγγίζεται πολύ 
ικανοποιητικά από την κανονική N(n, 2n) .



Η κατανομή χ2

Αποδεικνύεται ότι η μέση τιμή της  χn
2 είναι ίση 

με n και η διασπορά της είναι ίση με 2n. 
Δηλαδή, αν X~χn

2 τότε
E(X) = n 

και
V(X) = 2n



Η κατανομή χ2

Στη Στατιστική Συμπερασματολογία είναι χρήσιμα τα άνω 

α -ποσοστιαία σημεία της χn
2 τα οποία έχει επικρατήσει 

να συμβολίζονται με ή με χn
2(α ).  Όπως φαίνεται 

στο σχήμα που ακολουθεί, αν μια τυχαία μεταβλητή Χ 

ακολουθεί την κατανομή χn
2 , τότε το είναι εκείνη η 

τιμή της Χ για την οποία ισχύει 

Ρ(Χ > ) = α, ή ισοδύναμα, Ρ(Χ ≤ ) = 1-α



Η κατανομή χ2



για παράδειγμα:

= 9,488

= 15,086

= 0,989



Η κατανομή t ή κατανομή Student
την κατανομή αυτή εισήγαγε ο W. L. Gosset το 1876

Είναι γνωστή ως κατανομή Student από το ψευδώνυμο 
με το οποίο ο Gosset δημοσίευε τα άρθρα του.

Έστω Ζ μια τυχαία μεταβλητή η οποία ακολουθεί 
την τυποποιημένη κανονική κατανομή, δηλαδή 

Z ~ N(0, 1)
και Sn μια τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη από την 
Ζ η οποία ακολουθεί την κατανομή χn

2, δηλαδή
Sn ~ χn

2



Η κατανομή t ή κατανομή Student
Τότε, η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής

ονομάζεται κατανομή t ή κατανομή Student με n βαθμούς 
ελευθερίας και συμβολίζεται με tn .
• Είναι προφανές ότι πρόκειται για οικογένεια κατανομών. 

Για κάθε τιμή του n παίρνουμε και μια άλλη κατανομή t. 
• Είναι επίσης προφανές ότι μια τυχαία μεταβλητή T που 

ακολουθεί μια tn κατανομή παίρνει τιμές από −∞ έως 
+∞ όπως η κανονική κατανομή.



Η κατανομή t ή κατανομή Student
Στο παρακάνω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της T ~ tn για 
n = 2 και για n = 10 . 
Επίσης φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της Z ~ N(0, 1) .



Η κατανομή t ή κατανομή Student

Παρατηρείστε ότι η γραφική 
παράσταση της συνάρτησης 
πυκνότητας της T ~ tn έχει 
κωδωνοειδή μορφή και είναι 
συμμετρική ως προς τον 
κατακόρυφο άξονα στο 0, 
όπως η Z ~ N(0, 1) , όμως έχει 
πιο «παχιές» ουρές (είναι πιο 
πεπλατυσμένη). 
Όσο το n αυξάνεται η tn
προσεγγίζεται ικανοποιητικά 
από την κανονική N(0, n /(n−2). 
Για n > 30 , προσεγγίζεται πολύ 
καλά από την τυποποιημένη 
κανονική N(0, 1) .



Η κατανομή t ή κατανομή Student

Αποδεικνύεται ότι η μέση τιμή της  tn είναι ίση 
με 0 (για n>1) και η διασπορά της είναι ίση με 
n/(n-2) (για n>2).  Δηλαδή, αν T~tn τότε

E(T) = 0 , για n>1
και

V(T) = n/(n-2) , για n>2



Η κατανομή t ή κατανομή Student

Στη Στατιστική Συμπερασματολογία είναι χρήσιμα τα άνω 

α -ποσοστιαία σημεία της tn τα οποία έχει επικρατήσει 

να συμβολίζονται με tn;α ή με tn(α ).  Όπως φαίνεται στο 

σχήμα που ακολουθεί, αν μια τυχαία μεταβλητή T

ακολουθεί την κατανομή tn , τότε το tn;α είναι εκείνη η 

τιμή της T για την οποία ισχύει 

Ρ(T >tn;α) = α, ή ισοδύναμα, Ρ(T ≤ tn;α) = 1-α



Η κατανομή t ή κατανομή Student



Η κατανομή t ή κατανομή Student

Όπως στην κανονική κατανομή, λόγω συμμετρίας της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης πυκνότητας της 
tn , προφανώς ισχύει ότι: tn;1-α = - tn;α.



για παράδειγμα:

t8;0,10 = 1,397

επίσης

t8;0,90 = -t8;0,10 = -1,397


