
Συναρτήσεις 

 

           A = πεδίο ορισμού                Β = σύνολο που περιέχει το   

                                                           σύνολο τιμών f(A) 

 

Αν A,B δύο μη κενά σύνολα, τότε μία συνάρτηση f ∶ A → B, είναι ένα 

υποσύνολο G(f) του Καρτεσιανού γινομένου Α x Β τέτοιο ώστε για κάθε 

x∈A υπάρχει ακριβώς ένα y∈B με (x,y) ∈ G(f). Τότε y=f(x). 

Το σύνολο Α λέγεται πεδίο ορισμού της f. 

Το σύνολο f(A) = { y∈Β : y=f(x) για κάποιο x∈A } λέγεται σύνολο τιμών 

της f. 
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Σύνθεση συναρτήσεων 

 

 

 

Αν g ∶ A → B και f ∶ B → Γ δύο συναρτήσεις, τότε η συνάρτηση που 

απεικονίζει κάθε x∈A στο z=f(g(x)) του Γ λέγεται σύνθεση των f και g 

και συμβολίζεται με f ○ g: A → Γ όπου f ○ g(x) = f(g(x)). 
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Όρια Συναρτήσεων 

 

● Έστω Α⊆ℝ. Ένα σημείο α∈Α ονομάζεται σημείο συσσώρευσης 

(σ.σ.) του Α όταν ∀ε > 0 ισχύει Α ∩ ((α − ε, α + ε)\{α}) ≠ ∅, δηλαδή 

κάθε περιοχή (α − ε, α + ε) του α περιέχει ένα (τουλάχιστον) σημείο 

του Α διαφορετικό του α, δηλαδή ∀ε > 0, ∃x ∈ A με 0 < |x − α| < ε. 

● Έστω Α⊆ℝ. Ένα σημείο α∈Α ονομάζεται μεμονωμένο σημείο του 

Α όταν ∃δ > 0 τέτοιο ώστε να ισχύει Α ∩ (α − δ, α + δ) = {α}, δηλαδή 

το α δεν είναι σημείο συσσώρευσης. 

 

Ορισμός ορίου: Έστω f ∶ A ⊆ ℝ → ℝ και α σημείο συσσώρευσης του 

Α. Λέμε ότι η συνάρτηση f(x) έχει όριο τον πραγματικό αριθμό b καθώς 

το x τείνει στο α και γράφουμε 

lim
x→α

f(x) = b 

αν ∀ε > 0, ∃δ ≡ δ(ε, α) > 0 τέτοιο ώστε 

|f(x) − b| < ε     ∀x ∈ A με 0 < |x − α| < δ. 

Γεωμετρική ερμηνεία της έννοιας του ορίου πραγματικής συνάρτησης  
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Θεώρημα: Το όριο μίας συνάρτησης σε ένα σημείο, αν υπάρχει, είναι 

μοναδικό.  

 

Θεώρημα: Έστω f, g ∶ A ⊆ ℝ → ℝ, α σημείο συσσώρευσης του Α και 

b,m ∈ ℝ τέτοια ώστε  lim
x→α

f(x) = b και lim
x→α

g(x) = m. Τότε 

i)   lim
x→α

(f(x) + g(x)) = b + m 

ii)  lim
x→α

λf(x) = λb ,   λ ∈ ℝ 

iii)  lim
x→α

f(x)g(x) = bm 

iv)  lim
x→α

 
f(x)

g(x)
=

b

m
 ,   m ≠ 0 

v)  lim
x→α

|f(x)| = |b| 

vi)  lim
x→α

√|f(x)|
n

= √|b|n
 

vii) Αν υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ A ∩ (α − ε, α + ε)     

τότε b ≤ m. 

viii) Αν b > 0, τότε  ∃ε > 0 τέτοιο ώστε f(x) > 0 ∀x ∈ A ∩ (α − ε, α + ε). 
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Παράδειγμα 1: Έστω η συνάρτηση f(x) =
x3−1

x−1
 , x ≠ 1. 

Η συνάρτηση f(x) ορίζεται παντού εκτός από το σημείο x=1.  

Το όριο της συνάρτησης f(x) καθώς το x τείνει στο 1 είναι ίσο με 3 και 

γράφουμε lim
x→1

f(x) = 3. Συγκεκριμένα 

 Lim
x→1

f(x) = lim
x→1

x3−1

x−1
= lim

x→1

(x−1)(x2+x+1)

x−1
= lim

x→1
(x2 + x + 1) = 3. 
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Παράδειγμα 2: Έστω η συνάρτηση f(x) = {
 1 − x ,   x ≤ 1
  2x ,        x > 1

 . 

Η συνάρτηση ορίζεται παντού. Είναι δίκλαδη και ο τύπος της αλλάζει 

στο σημείο x=1. 

Τα πλευρικά όρια της συνάρτησης f(x) καθώς το x τείνει στο 1  

υπάρχουν και είναι διαφορετικά.  

Συγκεκριμένα lim
x→1−

f(x) = 0 και lim
x→1+

f(x) = 2. 

Επομένως το όριο της συνάρτησης f(x) καθώς το x τείνει στο 1 δεν 

υπάρχει και γράφουμε ∄ lim
x→1

f(x).  
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Παράδειγμα 3: Έστω η συνάρτηση f(x) =
1

|x|
 , x ≠ 0. 

Η συνάρτηση f(x) ορίζεται παντού εκτός από το σημείο x=0. 

H συνάρτηση f(x) έχει όριο το +∞ καθώς το x τείνει στο 0,  

το οποίο συμβολίζουμε με lim
x→0

f(x) = +∞ . 
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Συνέχεια Συναρτήσεων 

 

Ορισμός: Έστω f ∶ A ⊆ ℝ → ℝ. Λέμε ότι η συνάρτηση f(x) είναι 

συνεχής σε ένα σημείο α του πεδίου ορισμού της (α ∈ A)  

αν ∀ε > 0, ∃δ > 0 τέτοιο ώστε |f(x) − f(α)| < ε     ∀x ∈ A με |x − α| < δ. 

 

● Έστω α σημείο συσσώρευσης του Α. Αν η f(x) είναι συνεχής στο 

σημείο α, τότε υπάρχει το όριο lim
x→α

f(x) και είναι ίσο με f(α), δηλαδή 

lim
x→α

f(x) = f(α) . Αντίστροφα, αν υπάρχει το lim
x→α

f(x) και είναι ίσο με 

f(α), τότε η συνάρτηση είναι συνεχής στο σημείο α.  

● Επομένως, αν υπάρχει το lim
x→α

f(x) και δεν είναι ίσο με f(α), τότε η 

συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο σημείο α. 

● Έστω α μεμονωμένο σημείο του Α. Τότε η f είναι συνεχής στο α. 

 

Γεωμετρική ερμηνεία της συνέχειας της f στο σημείο α: 

Τα σημεία (x,y) με f(α) − ε < y < f(α) + ε σχηματίζουν μία οριζόντια ζώνη 

(λωρίδα) Λ που περιέχει το σημείο P(α, f(α)). Η συνέχεια της f στο α σημαίνει 

ότι για οσοδήποτε λεπτή ζώνη Λ, μπορούμε να βρούμε μία κάθετη ζώνη Λ’ 

με  α − δ < x < α + ε τόσο λεπτή ώστε κάθε σημείο του γραφήματος της f 

που βρίσκεται στην Λ’ επίσης ορίζεται στην Λ. 
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Πρόταση: Έστω f, g ∶ A ⊆ ℝ → ℝ συνεχείς συναρτήσεις σε ένα σημείο α ∈

A. Τότε οι συναρτήσεις 

 i) f+g 

ii) λf , λ ∈ ℝ 

iii) fg 

iv) 
f

g
 , 𝑔 ≠ 0 

είναι επίσης συνεχείς στο α. 

 

Πρόταση: Έστω A, Β ⊆ ℝ και α ∈ A. Έστω επίσης f ∶ A → Β συνεχής 

συνάρτηση στο α και g ∶ B → ℝ συνεχής συνάρτηση στο b = f(α). Τότε 

η συνάρτηση (g ○ f): A → ℝ είναι επίσης συνεχής στο α. 
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Παράδειγμα 1: Έστω η συνάρτηση f(x) = {
 x2 ,   x ≠ 1
  2,      x = 1

 . 

Η συνάρτηση f(x) είναι ασυνεχής στο σημείο x=1 του πεδίου ορισμού της, 

διότι 

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

x2 = 1 ≠ 2 = f(1) 

 

 

 

Παράδειγμα 2: Έστω η συνάρτηση f(x) = {
  x2 ,          x ≤ 1

  x2 + 1,    x > 1
 . 

Η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε κάθε σημείο x ≠ 1 αλλά είναι 

ασυνεχής στο σημειο x = 1 διότι  

  𝑓(1) = 1, lim
x→1−

f(x) = 1 , lim
x→1+

f(x) = 2  
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Παράγωγος 

 

Ορισμός: Έστω f: (a, b) ⊆ ℝ → ℝ  και x0 ∈ (a, b). Η συνάρτηση f είναι 

παραγωγίσιμη (ή διαφορίσιμη) στο σημείο x0 αν υπάρχει το όριο  

lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
  . 

Το όριο αυτό αν υπάρχει είναι η παράγωγος της f(x) στο x0 και 

συμβολίζεται με 𝑓′(𝑥0) ή 
 𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥0) ή

𝑑𝑓(𝑥0)

𝑑𝑥
. 

Ισοδύναμα μπορούμε να γράψουμε 

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

 = lim
Δx→0

f (x0 + Δx) − f(x0)

Δx
 

  = lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
,                                  

(όπου h = Δx = x − x0). 
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Γεωμετρική ερμηνεία παραγώγου: Έστω ένα σημείο P(x,y) και ένα σημείο 

Q(x+Δx,y+Δy) πάνω στο γράφημα της f(x). Έστω επίσης η ευθεία που 

διέρχεται από τα σημεία P και Q η οποία ονομάζεται τέμνουσα. Αν αφήσουμε 

το σημείο Q να κινηθεί πάνω στο γράφημα της f(x) προς το σημείο Ρ τότε η 

τέμνουσα είναι δυνατόν να φτάσει σε μία οριακή θέση. Αυτή η θέση, αν 

υπάρχει, θα λέμε ότι είναι η εφαπτόμενη της f(x) στο σημείο P. Η κλίση της 

εφαπτόμενης της καμπύλης στο σημείο P(x,f(x)) είναι η παράγωγος της f στο 

σημείο αυτό. 

 

Φυσικό παράδειγμα: Έστω ένα υλικό σημείο που κινείται πάνω σε 

μία ευθεία και s=f(t) η θέση του σημείου συναρτήσει του χρόνου t. Τότε 

η στιγμιαία ταχύτητα u(t) τη χρονική στιγμή t ή ο ρυθμός μεταβολής της 

μετατόπισης τη χρονική στιγμή t δίνεται από  

lim
Δt→0

f (t + Δt) − f(t)

Δt
= f ′(t) = u(t) . 
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Θεώρημα: Αν f(x),g(x) παραγωγίσιμες συναρτήσεις σε ένα διάστημα 

τότε  οι συναρτήσεις f+g, λf (για λ ∈ ℝ), fg, 
f

g
  (για g ≠ 0) είναι επίσης 

παραγωγίσιμες και ισχύουν: 

i) (f + g)′ = f ′ + g′ 

ii) (λf)′ = λ(f)′ 

iii) (fg)′ = f ′g + fg′ 

iv) (
f

g
)

′
=

f′g−fg′

g2  

 

Θεώρημα: Αν f ∶ A → Β παραγωγίσιμη στο σημείο x και g ∶ B → ℝ 

παραγωγίσιμη στο σημείο y = f(x). Τότε η συνάρτηση g ○ f ∶ A → ℝ 

είναι παραγωγίσιμη στο x και ισχύει (g ○ f)′(x) = g′(y)f ′(x). 
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