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Τα συµπεράσµατα έχουν αξία και ισχύ, όταν τεκµηριώνονται. 

Οι αποφάσεις είναι σωστές, όταν προκύπτουν από αποδεικτικά στοιχεία. 

Η Στατιστική είναι το εργαλείο που περιβάλλει µε επιστηµονικό κύρος συµπεράσµατα 
και αποφάσεις που αφορούν σε κάθε τοµέα (επιστηµονικό, επαγγελµατικό, κ.λπ.) της 

ανθρώπινης δραστηριότητας. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ  
 

Ζούµε σε µια εποχή που η πληροφορία κατακλύζει τη ζωή µας. Η 
αθρόα παραγωγή γνώσης σε όλα τα πεδία των δραστηριοτήτων µας σε 
συνδυασµό µε την αύξηση του πλήθους και των δυνατοτήτων των 
φορέων της πληροφορίας, καθώς και η δυνατότητα ταχύτατης 
µετάδοσής της σε ένα ραγδαία αυξανόµενο πλήθος αποδεκτών, που 
µπορεί να βρίσκονται σε κάθε γωνιά του πλανήτη µας, οδηγεί σε αυτό 
που ονοµάζουµε πληροφοριακή έκρηξη. 

Όµως, οι τεράστιοι όγκοι δεδοµένων που αφορούν στους 
διάφορους επιστηµονικούς κλάδους, αλλά και σε άλλες δραστηριότητες, 
επιχειρηµατικές, πολιτικές, πολιτιστικές, καλλιτεχνικές, κ.λπ., για έχουν 
παραγωγική αξία χρήζουν αξιολόγησης, επεξεργασίας, αξιοποίησης. 

Ευτυχώς, σήµερα, έχουµε στη διάθεσή µας τον Η/Υ, αλλά και 
επιστηµονικές µεθοδολογίες που µας βοηθούν να αναδείξουµε και να 
παρουσιάσουµε την πληροφορία µε αποτελεσµατικό, αξιόπιστο, 
τεκµηριωµένο και δόκιµο τρόπο. 

Ο Η/Υ, ηµέρα µε την ηµέρα, αναδεικνύεται σε ένα ισχυρότατο και 
πολυδύναµο εργαλείο στο οποίο η µηχανολογική πολυπλοκότητα έχει 
αντικατασταθεί από την πολυπλοκότητα του λογισµικού. 

Έτσι, ο επιστήµονας κάθε επιστηµονικού κλάδου έχει στη 
διάθεσή του τον Η/Υ, που τον βοηθάει όχι µόνο να τεκµηριώσει 
καλύτερα και πειστικότερα τη νέα γνώση, αλλά και να προχωρήσει 
ταχύτερα και αποδοτικότερα και σε νέα πεδία επιστηµονικής έρευνας. 
Μάλιστα, µερικά πεδία, όπως µαθηµατικές µοντελοποιήσεις και 
προσοµοιώσεις φυσικών συστηµάτων, θα ήταν εντελώς ανέφικτο να 
προσεγγιστούν ή τουλάχιστον δεν θα είχαν πρακτική αξία, χωρίς τη 
βοήθεια του Η/Υ.   

Όµως, για να δοθούν απαντήσεις, σήµερα, σε πολλά 
επιστηµονικά, και όχι µόνο, προβλήµατα απαιτείται το θεωρητικό 
υπόβαθρο της µαθηµατικής Στατιστικής, καθώς και γνώσεις των 
αριθµητικών µεθόδων που µε τη βοήθεια των Η/Υ υλοποιούν 
χρονοβόρες και δύσκολες, τις περισσότερες φορές, λύσεις, ύστερα από 
επεξεργασία ενός πολύ µεγάλου όγκου δεδοµένων. Η επεξεργασία 
όµως ενός πολύ µεγάλου όγκου δεδοµένων είναι, αν όχι αδύνατη, πολύ 
δύσκολη να πραγµατοποιηθεί χωρίς τον Η/Υ.  Έτσι, η Στατιστική, 
σήµερα, σχεδόν απαραίτητα, συνυπάρχει µε τον Η/Υ και δεν είναι 
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καθόλου υπερβολή αν πούµε, ότι χωρίς τον Η/Υ είναι αδιανόητη στις 
ηµέρες µας. Αναµφίβολα, βοηθάει στην καλύτερη εκτίµηση των προς 
ανάλυση και επεξεργασία στοιχείων και η χρησιµοποίησή της οδηγεί 
στην ασφαλέστερη εξαγωγή της πληροφορίας. 

Τα τελευταία πενήντα χρόνια, η Στατιστική Επιστήµη έχει 
γνωρίσει µεγάλη ανάπτυξη και σήµερα δεν υπάρχει τοµέας 
επιστηµονικός ή επαγγελµατικός να µην τη χρησιµοποιεί. 

Στο βοήθηµά µας αυτό, που απευθύνεται στους φοιτητές του 
Μεταπτυχιακού Ενδεικτικού Ωκεανογραφίας, στους φοιτητές του 
Μεταπτυχιακού Προγράµµατος της Εφαρµοσµένης Περιβαλλοντικής 
Γεωλογίας και στους φοιτητές του Μεταπτυχιακού Προγράµµατος 
Πρόβλεψης και ∆ιαχείρισης Φυσικών Καταστροφών, αναφερόµαστε σε 
γενικά θέµατα της Στατιστικής και Γεωστατιστικής, αλλά και σε στοιχεία 
της θεωρίας των πιθανοτήτων, επειδή αυτή αποτελεί το θεωρητικό 
υπόβαθρο της Στατιστικής,  τα οποία πιστεύουµε ότι θα βοηθήσουν στην 
καλύτερη αξιοποίηση και την πληρέστερη κατανόηση των διαφόρων 
λογισµικών Στατιστικής που, ενδεχοµένως, θα χρησιµοποιήσουν για να 
χειριστούν και να παρουσιάσουν τα δεδοµένα, αλλά και για να 
εµφανίσουν σε καλύτερη µορφή τα αποτελέσµατα της έρευνάς τους και, 
τέλος, να τεκµηριώσουν µε πρόσφορο τρόπο τα επιστηµονικά 
συµπεράσµατά τους. 

Ευνόητο είναι ότι ένα διδακτικό βοήθηµα, όταν απευθύνεται σε 
φοιτητές µεταπτυχιακού κύκλου σπουδών, δεν στοχεύει να καλύψει 
πλήρως το υπόβαθρο για το γνωστικό αντικείµενο που πραγµατεύεται. 
Όµως, µπορεί να αποβεί χρήσιµο, αν συντελέσει στο να κεντρίσει το 
ενδιαφέρον των νέων επιστηµόνων για περαιτέρω µελέτη και έρευνα και 
ενισχύσει την έφεση για διείσδυση σε βαθύτερα πεδία της επιστήµης. 

Ευχαριστώ τον Επιστηµονικό Συνεργάτη του Εργαστηρίου 
Τηλεανίχνευσης ∆ρα Κων/νο Νικολακόπουλο, για την προθυµία του να 
µε βοηθήσει στη διαµόρφωση του κειµένου.  
 
 
Αθήνα, Νοέµβριος 2007                                                          ∆ηµήτρης Αρ. Βαϊόπουλος 
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Η Στατιστική Επιστήµη αναπτύχθηκε τις τελευταίες δεκαετίες, 

όταν άρχισε να χρησιµοποιεί µαθηµατικές µεθόδους ανάλυσης 
στατιστικών δεδοµένων, µε σκοπό να εξαχθούν πιο τεκµηριωµένα 
συµπεράσµατα από τις ερευνητικές εργασίες στις φυσικές και λοιπές 
επιστήµες, καθώς και στον τοµέα της τεχνολογίας.  

Τα τελευταία χρόνια, που η χρήση των ΗΥ διευρύνθηκε µε ταχύ 
ρυθµό σε κάθε τοµέα της ανθρώπινης δραστηριότητας, η Στατιστική 
Επιστήµη γίνεται καθηµερινά ολοένα και περισσότερο προσιτή σε 
περισσότερους επιστήµονες κάθε επιστηµονικού κλάδου. Σε αυτό 
συµβάλλει η ανάπτυξη της πληθώρας λογισµικού (software) µε 
στατιστικό περιεχόµενο. 

Σήµερα, κυκλοφορούν στην αγορά ισχυρά στατιστικά πακέτα, 
π.χ., το SPSS (Statistical Package for the Social Sciences), 
Statgraphics, Statistika, Primer, κ.λπ., αλλά και Λογιστικά Φύλλα 
(Spreadsheets) µε στατιστικές εφαρµογές, όπως το LOTUS, το EXCEL, 
κ.λπ., που η εκµάθησή τους είναι σχετικά εύκολη και η χρήση τους 
βοηθά τον κάθε επιστήµονα στην έρευνά του. 

∆εν χρειάζεται να εµβαθύνει κανένας στις έννοιες του Λογισµού 
των Πιθανοτήτων και της Στατιστικής για να αξιολογήσει τα πειράµατά 
του και τις µετρήσεις του, ώστε να εξαγάγει τεκµηριωµένα 
συµπεράσµατα από την επιστηµονική του έρευνα. Αρκεί, να 
χρησιµοποιήσει σωστά το κατάλληλο λογισµικό για τη Στατιστική και µε 
τον ΗΥ θα πάρει γρήγορα και στην επιθυµητή µορφή (διαγράµµατα, 
πίνακες, κ.λπ.) τα αποτελέσµατά του. 

Τα πλεονεκτήµατα από τη χρήση τέτοιων στατιστικών πακέτων τα 
καταλαβαίνει ο χρήστης, αµέσως µόλις εξοικειωθεί λίγο µε αυτά. 

Στα παρακάτω θα αναφερθούµε µε λίγα λόγια σε µερικές βασικές 
έννοιες της Στατιστικής. 
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1.1. Πληθυσµός και δείγµα 
 

'Ενα σύνολο από άτοµα ή αντικείµενα, ή ένα πλήθος 
παρατηρήσεων ή πειραµάτων που γίνονται κάτω από σταθερές 
συνθήκες, στη γλώσσα της Στατιστικής ονοµάζεται πληθυσµός. 

Κάθε τώρα άτοµο ή αντικείµενο, ή, αντίστοιχα, κάθε παρατήρηση 
ή πείραµα είναι ένα στοιχείο ή µέλος, όπως λέγεται, του αντίστοιχου 
πληθυσµού. Κάθε στοιχείο (µέλος) ενός πληθυσµού είναι δυνατό να 
διερευνηθεί για περισσότερα από ένα χαρακτηριστικά, που θεωρούνται 
ως τυχαίες µεταβλητές Χ, Y, Z,.... Στην παράγραφο 23.6 αναφέρεται 
διεξοδικότερα η έννοια της τυχαίας µεταβλητής. 

Συχνά, στην καθηµερινή πρακτική, θέλουµε να βγάλουµε 
συµπεράσµατα για ένα σύνολο στοιχείων. Αυτό τις περισσότερες φορές 
είναι ανέφικτο ή τουλάχιστον πολύ επίπονο, χρονοβόρο και δαπανηρό. 

Έτσι, κατά τη στατιστική διερεύνηση, αντί να µελετήσουµε το 
σύνολο των στοιχείων, δηλαδή ολόκληρο τον πληθυσµό, αρκούµαστε 
στην εξέταση ενός υποσυνόλου του πληθυσµού. Το υποσύνολο του 
πληθυσµού, που συνήθως αποτελεί ένα µικρό µέρος του, ονοµάζεται 
δείγµα και συµβολίζεται µε n. 

Μέγεθος του πληθυσµού είναι το πλήθος των στοιχείων του που 
µπορεί να είναι πεπερασµένο ή άπειρο και συµβολίζεται µε Ν. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1. Εάν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι το ύψος των 
οκτάχρονων παιδιών, τότε όλα τα οκτάχρονα παιδιά αποτελούν τον 
πληθυσµό. Οι µετρήσεις του ύψους των παιδιών σε διάφορους τόπους 
αποτελούν το δείγµα και κάθε παιδί (αντίστοιχη µέτρηση) ένα στοιχείο 
του πληθυσµού. 

Το ύψος που αντιστοιχείται στη µεταβλητή Χ είναι χαρακτηριστικό 
κάθε στοιχείου του πληθυσµού. 

Με τις µεταβλητές Υ, Ζ, ..., κ.λπ., µπορούµε να αντιστοιχήσουµε 
άλλα χαρακτηριστικά του πληθυσµού, π.χ., το βάρος, την περίµετρο του 
κεφαλιού, κ.λπ. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2. Θέλουµε να έχουµε µια τεκµηριωµένη άποψη για το 
ποσοστό των ελαττωµατικών λαµπτήρων από την πενθήµερη 
παραγωγή ενός εργοστασίου, εξετάζοντας 20 τυχαίους λαµπτήρες από 
την ηµερήσια παραγωγή. 'Ετσι, το σύνολο των λαµπτήρων της 
πενθήµερης παραγωγής αποτελεί τον πληθυσµό, ενώ οι 100 (5 x 20) 
λαµπτήρες είναι το εξεταζόµενο δείγµα. 
 
 
1.2. Προετοιµασία σε ένα πείραµα 
 

Κατά την εφαρµογή στατιστικών µεθόδων για να λάβουµε όσο το 
δυνατό καλύτερα αποτελέσµατα για το προς επεξεργασία πρόβληµα, 
πρέπει να τηρηθεί µια αυστηρή διαδικασία που αφορά στην 
προετοιµασία και κατάστρωση του σχεδίου εργασίας. 

Τα κυριότερα σηµεία που πρέπει να ληφθούν υπόψη είναι τα 
εξής: 

• ΤΟ ΥΛΙΚΟ που εξετάζεται πρέπει να είναι οµογενές. Αυτό σηµαίνει, 
ότι κατά τη διάρκεια της έρευνας δεν πρέπει να γίνουν αλλαγές στις 
µεθόδους λήψης του δείγµατος και στα όργανα µέτρησης. 

• Πρέπει να αποκλείονται σφάλµατα και επιδράσεις που οφείλονται σε 
παράγοντες εκτός του πειράµατος. Π.χ., αν χρειάζεται να γίνει 
σύγκριση δυο συνόλων παρασκευασµάτων πρέπει η προετοιµασία 
τους να έχει γίνει µε την ίδια µεθοδολογία και τα ίδια όργανα. 

• Πρέπει να τίθενται προδιαγραφές (τιµές σύγκρισης) για να µπορούν 
να συγκριθούν τα αποτελέσµατα του πειράµατος. 

• Η εκλογή των δειγµάτων πρέπει να είναι τυχαία και, όπου χρειάζεται, 
αντιπροσωπευτική. Τυχαία θεωρείται η εκλογή, όταν κάθε στοιχείο 
έχει την ίδια πιθανότητα να περιληφθεί στο δείγµα. Η 
αντιπροσωπευτικότητα απαιτείται, όταν τα στοιχεία του πληθυσµού 
διαχωρίζονται σε υποσύνολα. Στην περίπτωση αυτή η τυχαία εκλογή 
στοιχείου από κάθε υποσύνολο του πληθυσµού εξασφαλίζει την 
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αντιπροσωπευτικότητα και τότε λέµε ότι το δείγµα είναι 
αντιπροσωπευτικό. 

• Πρέπει να επιλέγεται το σωστό δείγµα. 
Μεγάλο δείγµα ασφαλώς και οδηγεί σε ακριβέστερα 

συµπεράσµατα για τον όλο πληθυσµό. 'Οµως τότε η έρευνα αποβαίνει 
χρονοβόρος και δαπανηρή. Γιαυτό πρέπει για την επιλογή του µεγέθους 
του δείγµατος να λαµβάνονται υπόψη οι εξής παράµετροι: 

• Η ακρίβεια των συµπερασµάτων. 

• Η χρονική διάρκεια της έρευνας. 

• Η δαπάνη της έρευνας. 
Το βέλτιστο µέγεθος του δείγµατος είναι εκείνο που συµβιβάζει τις 

τρεις παραπάνω παραµέτρους. 
 
 
1.3. Πειράµατα τύχης - ∆ειγµατοχώροι - Γεγονότα 
 
  Στην επιστήµη και, ιδιαίτερα, στους πειραµατικούς κλάδους της, 
ως γνωστό, τα πειράµατα έχουν µεγάλη σπουδαιότητα. Επαληθεύουν ή 
διαψεύδουν επιστηµονικές υποθέσεις και, φυσικά, ενισχύουν και 
τεκµηριώνουν επιστηµονικές θεωρίες. Πολλές φορές στην ιστορία της 
επιστήµης αµφισβητούµενες επιστηµονικές θεωρίες επικράτησαν 
ύστερα από επαλήθευσή τους από ακριβή και επιτυχή πειράµατα.  

Τα πειράµατα όµως βασίζονται σε µια θεµελιώδη παραδοχή: 
Κάθε πείραµα που επαναλαµβάνεται κάτω από τις ίδιες συνθήκες, δίνει 
τα ίδια αποτελέσµατα. Η παραδοχή αυτή, φυσικά, δεν είναι αυθαίρετη, 
αλλά είναι συνέπεια µιας γενικότερης αρχής, της αιτιοκρατικής 
(deterministic), σύµφωνα µε την οποία : το ίδιο αίτιο προκαλεί το ίδιο 
αποτέλεσµα. 

Υπάρχουν όµως και πειράµατα που δεν δίνουν τα ίδια 
αποτελέσµατα, παρόλο που επαναλαµβάνονται κάτω από τις ίδιες 
συνθήκες. Τα πειράµατα αυτά ονοµάζονται πειράµατα τύχης. Εδώ, 
ίσως αξίζει να δώσουµε ένα γενικό ορισµό της έννοιας τύχη, που 
µπορούµε να πούµε ότι είναι : σύνολο αστάθµητων και απρόβλεπτων 
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παραγόντων, που καθορίζουν χαοτικά την πορεία και την έκβαση ενός 
πειράµατος ή ενός γεγονότος. 

Παράδειγµα πειράµατος τύχης είναι η ρίψη ενός νοµίσµατος, 
όπου το αποτέλεσµα θα είναι "κορώνα" ή "γράµµατα", δηλαδή ένα 
στοιχείο του συνόλου  {Κ, Γ} , αν µε Κ συµβολίσουµε το στοιχείο 
"κορώνα" και µε Γ το στοιχείο "γράµµατα". 

Άλλο παράδειγµα πειράµατος τύχης είναι η ρίψη ενός ζαριού, 
όπου το αποτέλεσµα του πειράµατος θα είναι να έρθει στην επάνω όψη 
του ζαριού ένας από τους αριθµούς: 1, 2, 3, 4, 5, 6 που αποτελούν το 
σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσµάτων του εν λόγω πειράµατος 
τύχης, κ.λπ. 
 

'Οταν λοιπόν εκτελούµε ένα πείραµα τύχης, παίρνουµε διάφορα 
αποτελέσµατα. 

Το σύνολο S όλων των δυνατών αποτελεσµάτων σε ένα πείραµα 
τύχης ονοµάζεται δειγµατοχώρος. 

Ο δειγµατοχώρος S στη γλώσσα της Στατιστικής ονοµάζεται 
πληθυσµός. Ο δειγµατοχώρος εάν έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων 
ονοµάζεται πεπερασµένος δειγµατοχώρος. 

Εάν σε ένα επαναλαµβανόµενο πείραµα τύχης το πλήθος των 
δυνατών αποτελεσµάτων αυξάνεται απεριόριστα, ο δειγµατοχώρος 
ονοµάζεται άπειρος. 

Κάθε αποτέλεσµα σε ένα επαναλαµβανόµενο πείραµα τύχης 
αποτελεί ένα ενδεχόµενο ή γεγονός. Εποµένως τα γεγονότα είναι τα 
δυνατά αποτελέσµατα σε ένα πείραµα τύχης και το σύνολό τους 
αποτελεί το δειγµατοχώρο S για το υπόψη πείραµα τύχης. 

Τα γεγονότα διακρίνονται σε βέβαια, αδύνατα και τυχαία. 
Βέβαιο ονοµάζεται ένα γεγονός όταν, κάτω από ορισµένες 

συνθήκες, εµφανίζεται πάντοτε. 
Αδύνατο ονοµάζεται ένα γεγονός, όταν δεν είναι δυνατόν να 

εµφανιστεί ποτέ. 
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'Οταν όµως υπάρχουν δυνατότητες ένα γεγονός άλλοτε να 
εµφανίζεται και άλλοτε να µην εµφανίζεται, τότε το γεγονός ονοµάζεται 
τυχαίο. 

Εάν σε µια κληρωτίδα τοποθετήσουµε τα γράµµατα του 
Ελληνικού αλφαβήτου και αφαιρώντας από την κληρωτίδα ένα γράµµα 
ζητήσουµε να είναι αυτό γράµµα του Ελληνικού αλφαβήτου, το γεγονός 
αυτό είναι βέβαιο. Αν όµως, αφαιρώντας από την κληρωτίδα ένα 
γράµµα, ζητήσουµε αυτό να είναι το γράµµα w του Λατινικού αλφαβήτου 
το γεγονός αυτό, προφανώς, είναι αδύνατο. Εάν, τέλος, αφαιρώντας 
από την κληρωτίδα ένα γράµµα, ζητήσουµε να είναι αυτό φωνήεν, το 
γεγονός αυτό είναι τυχαίο. 

Επειδή τα γεγονότα µπορούν να αντιστοιχηθούν µε σύνολα, 
µπορούµε να έχουµε µια άλγεβρα γεγονότων αντίστοιχη µε την άλγεβρα 
των συνόλων. 
 

'Ετσι, το σύνολο S, που αποτελεί το δειγµατοχώρο ενός 
πειράµατος τύχης, επειδή περιέχει όλα τα δυνατά αποτελέσµατα αυτού 
του πειράµατος, δηλαδή πραγµατοποιείται (εµφανίζεται) οπωσδήποτε 
ένα από τα στοιχεία του, είναι βέβαιο γεγονός. 

Στη θεωρία των συνόλων ο δειγµατοχώρος S αντιστοιχεί στο 
βασικό σύνολο Ω. 

Το κενό σύνολο  είναι ένα γεγονός που δεν περιέχει κανένα 
από τα δυνατά αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης και γιαυτό είναι 
αδύνατο γεγονός. 

∅

Εάν κάνουµε πράξεις µε γεγονότα του συνόλου S, δηλαδή µε 
σύνολα που είναι υποσύνολα του δειγµατοχώρου S, τότε παίρνουµε 
άλλα γεγονότα του S. 

Εποµένως, εάν Α και Β είναι δυο γεγονότα, τότε θα έχουµε για 
την ένωση, την τοµή, τη διαφορά, κ.λπ. :  
1. Α∪Β  είναι το γεγονός ή Α ή Β ή και τα δύο Α και Β 
2. Α∩Β  είναι το γεγονός και Α και Β 
3. Α-Β  είναι το γεγονός Α όχι όµως και Β 
4. Α΄  είναι το γεγονός όχι Α 
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 Εάν τώρα δύο γεγονότα Α και Β είναι ξένα, δηλαδή εάν Α∩Β=∅ , 
τότε λέµε ότι τα γεγονότα αυτά είναι ασυµβίβαστα, ήτοι το ένα αποκλείει 
το άλλο. Αυτό σηµαίνει ότι δεν είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθούν και 
τα δύο. ∆ηλαδή, εάν πραγµατοποιηθεί το ένα από αυτά το άλλο 
ασφαλώς δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί. Εάν όµως το ένα από τα δύο 
υπόψη γεγονότα δεν πραγµατοποιηθεί, το άλλο δυνατόν να 
πραγµατοποιηθεί. 
 ∆ύο τώρα γεγονότα Γ1 και Γ2 για τα οποία ισχύουν: Αν 
πραγµατοποιείται το Γ1 να µη µπορεί να πραγµατοποιηθεί το Γ2 και αν 
δεν πραγµατοποιείται το Γ1 να πραγµατοποιείται οπωσδήποτε το Γ2 και 
αν πραγµατοποιείται το Γ2 να µη µπορεί να πραγµατοποιηθεί το Γ1 και 
αν δεν πραγµατοποιείται το Γ2 να πραγµατοποιείται οπωσδήποτε το Γ1, 
χαρακτηρίζονται ως αντίθετα γεγονότα. ∆ηλαδή, στα αντίθετα γεγονότα 
η πραγµατοποίηση του ενός εκ των δύο αποκλείει την πραγµατοποίηση 
του άλλου και η µη πραγµατοποίηση του ενός εκ των δύο συνεπάγεται 
αναγκαστικά την πραγµατοποίηση του άλλου. 
 
 
1.4. Η Έννοια της Πιθανότητας 
 
 Ο κλασικός ορισµός της έννοιας της πιθανότητας προσπαθεί να 
δώσει µία ποσοτική έννοια του τυχαίου.  
 Κατ’αρχήν σε κάθε πείραµα τύχης όλες οι δυνατές εκβάσεις, 
δηλαδή όλα τα δυνατά αποτελέσµατα, θεωρούνται εξίσου πιθανά. 
 Εάν το πλήθος των διαφορετικών δυνατών αποτελεσµάτων σε 
ένα πείραµα τύχης είναι ν και µ είναι το πλήθος των ευνοϊκών 
αποτελεσµάτων (που σηµαίνει, ότι αν συµβεί ένα από αυτά, 

πραγµατοποιείται το γεγονός Γ), τότε ο λόγος 
µ
ν

 δίνει την πιθανότητα 

του γεγονότος Γ που συµβολίζεται µε Ρ(Γ), δηλαδή Ρ(Γ)= 
µ
ν

. 

 Ο παραπάνω ορισµός της µαθηµατικής πιθανότητας ισχύει για 
την περίπτωση πεπερασµένου πλήθους δυνατών ισοδύναµων 
περιπτώσεων και αφορά στην “a priori” πιθανότητα. 
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 Από το µαθηµατικό ορισµό της πιθανότητας γίνεται φανερό ότι η 
πιθανότητα Ρ(Γ) εµφάνισης ενός γεγονότος Γ ικανοποιεί τα αξιώµατα: 
1. 0 Ρ(Γ) 1 ≤ ≤

2. Η πιθανότητα του βέβαιου γεγονότος είναι Ρ(Ω) = 
ν
ν

 = 1 

3. Η πιθανότητα κάθε άλλου απλού γεγονότος (δηλαδή εµφάνιση µιας 

ευνοϊκής περίπτωσης) είναι Ρ(Γi) =
1
ν

, i=1,2,...,µ όπου Γ={Γ1,Γ2,….Γµ} 

είναι το σύνολο των ευνοϊκών περιπτώσεων σε ένα πείραµα τύχης, τα 
στοιχεία του οποίου αποτελούν τα απλά γεγονότα του εν λόγω 
πειράµατος τύχης. 

4. Αν Γ  είναι το συµπληρωµατικό γεγονός του Γ, τότε ισχύει : c

Ρ(Γ ) = c ν µ
ν
−

 

και εποµένως   

Ρ(Γ)+Ρ(Γ )=c µ
ν

+
ν µ

ν
−

=1 

 Όταν όµως σε ένα πείραµα τύχης ο αριθµός των δοκιµών ή 
επαναλήψεων του πειράµατος είναι πολύ µεγάλος, τότε καταφεύγουµε 
στη στατιστική ή εµπειρική ή “a posteriori” (εκ των υστέρων) πιθανότητα 
που ορίζεται από το λόγο του πλήθους Μ της εµφάνισης του γεγονότος 

Γ προς τον αρκούντως µεγάλο αριθµό Ν των πειραµάτων, ήτοι Ρ(Γi)=
Μ
Ν

 

Παράδειγµα: Σε 1000 ρίψεις του ζαριού ο αριθµός 3 εµφανίστηκε 183 
φορές, άρα η εµπειρική ή εκ των υστέρων πιθανότητα 
πραγµατοποίησης του γεγονότος Γ3={εµφάνιση του αριθµού 3} είναι : 

Ρ(3) =
183

1000
=0.183. 

 
Η µαθηµατική ή εκ των προτέρων (a priori) πιθανότητα 
πραγµατοποίησης του ίδιου γεγονότος, όµως είναι : 
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 Ρ(3) = 
πληθος ευνοικων περιπτωσεων
πληθος δυνατων περιπτωσεων

  
  

 = 
1
6

  

 
 ήτοι, Ρ(3)=0.166. 

 
 

1.5. Η Έννοια της Συχνότητας 
 
Εάν γίνει µια στατιστική έρευνα για την τιµή µιας µεταβλητής Χ 

και λάβουν χώρα Ν παρατηρήσεις, τότε οι τιµές της µεταβλητής Χ θα 
είναι : 

x1, x2, ..., xΝ 

Έστω τώρα ότι από τις τιµές αυτές ν1 είναι ίσες µε x1, ν2 ίσες µε 
x2, ..., νµ ίσες µε xµ. Τότε µπορούµε να καταρτίσουµε τον πίνακα : 

 
x1 x2 ... xµ 
ν1 ν2 ... νµ 

 
Κάθε ένας από τους αριθµούς ν1, ν2, ..., νµ λέγεται απόλυτη 

συχνότητα ή απλώς συχνότητα εµφάνισης της αντίστοιχης τιµής  xi, i=1, 
2, ..., µ και συµβολίζεται µε fi. 

Ο αριθµός Ν = ν1 + ν2 + ... + νµ εκφράζει το συνολικό αριθµό των 
παρατηρήσεων (πληθικός αριθµός) και λέγεται ολική συχνότητα, 
συµβολίζεται δε µε : 

Σfi, i=1, 2, ..., µ 
Οι λόγοι ν1/Ν, ν2/Ν, ..., νµ/Ν λέγονται σχετικές συχνότητες των 

τιµών x1, x2, ..., xµ αντίστοιχα, ενώ οι λόγοι 100.ν1/Ν, 100.ν2/Ν, ..., 
100.νµ/Ν εκφράζουν την επι τοις εκατό (%) σχετική συχνότητα. 
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 απόλυτη συχνότητα 
Άρα, σχετική συχνότητα = ───────────────── 
   ολική συχνότητα 

 
Από τα παραπάνω συνάγεται ότι: το άθροισµα όλων των 

σχετικών συχνοτήτων µιας στατιστικής έρευνας είναι ίσο µε τη µονάδα, 
πράγµατι : 

 ν1    ν2   νµ 
    ─── + ───  +  ... +  ─── = 1 
 Ν    Ν   Ν 
 
Η πείρα δείχνει ότι στα διάφορα πειράµατα τύχης είναι πρακτικά 

βέβαιο ότι η σχετική συχνότητα τείνει προς έναν ορισµένο αριθµό µ για 
ένα πείραµα τύχης που επαναλαµβάνεται απεριόριστα, τον ίδιο, όσες 
φορές το πείραµα εκτελείται κάτω από τις ίδιες συνθήκες. Αυτό αποτελεί 
το αξίωµα για την στατιστική πιθανότητα.  

Έτσι, όταν ο αριθµός Ν των πειραµάτων τύχης είναι αρκούντως 
µεγάλος, τότε η σχετική συχνότητα δηλαδή ο αριθµός Μ εµφανίσεων του 
γεγονότος Γ µετά από Ν δοκιµές, ήτοι ο λόγος Μ/Ν τείνει στην 
αριθµητική τιµή της µαθηµατικής πιθανότητας. 

Στο σχήµα 13 βλέπουµε πώς η σχετική συχνότητα εµφάνισης 
των αριθµών 1,2,3,4,5,6 κατά τις ρίψεις του ζαριού διαφοροποιείται, 
όταν αυξάνει ο αριθµός των πειραµάτων (ρίψεων του ζαριού) και µετά 
από ένα µεγάλο αριθµό ρίψεων τείνει στην τιµή της µαθηµατικής 

πιθανότητας 
1
6

=0.166 
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 60 ρίψεις  240 ρίψεις  1200 ρίψεις 
 

Σχήµα 13. Σχετική συχνότητα εµφάνισης των αριθµών 1,2,3,4,5,6 κατά τη ρίψη ζαριού 
 
 
 Στη συνέχεια παραθέτουµε µερικά χρήσιµα θεωρήµατα σε 
προβλήµατα πιθανοτήτων : 
 
1. Εάν είναι Γ1 ⊆Γ2 Ρ(Γ1) ≤  Ρ(Γ2) και Ρ(Γ2-Γ1)=Ρ(Γ2)-Ρ(Γ1) 

2. Η πιθανότητα του αδύνατου γεγονότος είναι µηδέν, ήτοι Ρ( ∅ )=0 
3. Εάν ένα γεγονός Γ συνίσταται από την ένωση Γ1,Γ2,…,Γν γεγονότων 

ασυµβίβαστων ανά δύο, δηλαδή αν Γ=Γ1 ∪ Γ2 ∪ …. Γ∪ ν, τότε ισχύει : 
Ρ(Γ)=Ρ(Γ1)+Ρ(Γ2)+…+Ρ(Γν) και, φυσικά, αν Γ=Ω όπου Ω είναι ο 
δειγµατικός χώρος το βέβαιο γεγονός, τότε ισχύει: Ρ(Γ≡ 1)+Ρ(Γ2)+… 
+Ρ(Γν)=1 

4. Εάν Γ1 και Γ2 είναι δύο οποιαδήποτε γεγονότα τότε ισχύει: 
 Ρ(Γ1 ∪ Γ2)=Ρ(Γ1)+Ρ(Γ2)-Ρ(Γ1 ∩ Γ2). Γενικότερα, αν Γ1,Γ2,Γ3 είναι τρία 

οποιαδήποτε γεγονότα, τότε ισχύει: 
 Ρ(Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3)=Ρ(Γ1)+Ρ(Γ2)+Ρ(Γ3)-Ρ(Γ1 ∩ Γ2)- Ρ(Γ2 ∩ Γ3) - Ρ(Γ3 ∩ Γ1)+ 

Ρ(Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3). 
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1.6. Πιθανότητες υπό συνθήκη ή χωρίς συνθήκη 
 

Η πιθανότητα που υπολογίζεται για ενδεχόµενα που 
εµφανίζονται σε πειράµατα τύχης που εκτελούνται κάτω από σταθερές 
συνθήκες ονοµάζεται πιθανότητα χωρίς συνθήκες. 

Πολλές φορές όµως για τον υπολογισµό της πιθανότητας 
πραγµατοποίησης ενός γεγονότος Γ πρέπει να ληφθεί υπόψη η 
συνθήκη ότι πρέπει πριν από το γεγονός Γ να προϋπάρξει η 
πραγµατοποίηση του γεγονότος Α µε µια ορισµένη πιθανότητα Ρ(Α). Η 
πιθανότητα αυτή ονοµάζεται πιθανότητα υπό συνθήκη και συµβολίζεται 
µε P(Γ/A) 

Έτσι, αν θεωρήσουµε δύο γεγονότα Α και Γ µε Ρ(Α)>0, τότε η 
πιθανότητα Ρ(Γ/Α), να συµβεί το γεγονός Γ µε την προϋπόθεση (υπό 
συνθήκη) ότι έχει συµβεί το Α είναι ίση µε  

Ρ(Γ/Α)
( )

( )≡
∩Ρ Α Γ

Ρ Α
  ή 

 
Ρ(Α∩ Γ) ≡ Ρ(Α)⋅Ρ(Γ/Α) 

 
 
Γεγονότα Ανεξάρτητα 
 

∆ύο γεγονότα Γ και Α λέγονται ανεξάρτητα µεταξύ τους, όταν η 
πιθανότητα να συµβεί το ένα από αυτά, π.χ., το Γ, είναι ανεξάρτητη από 
την πραγµατοποίηση ή µη του άλλου, π.χ., του Α.Ή συµβολικά, εάν 
Ρ(Γ/Α)=Ρ(Γ) 
 
 
Νόµος Πολλαπλασιασµού 
  

Η πιθανότητα για τη σύγχρονη εµφάνιση δύο γεγονότων Α και Γ 
είναι ίση µε το γινόµενο της πιθανότητας να εµφανιστεί το Α, ήτοι Ρ(Α), 
επί την πιθανότητα να εµφανιστεί το Γ, αφού προηγουµένως εµφανιστεί 
το Α, ήτοι επί Ρ(Γ/Α). 

Εάν όµως τα γεγονότα Γ και  Α είναι ανεξάρτητα, τότε σύµφωνα 
µε τα παραπάνω θα είναι : 
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Ρ(Α∩ Γ) ≡ Ρ(Α)⋅Ρ(Γ) 
που αποτελεί και το νόµο πολλαπλασιασµού πιθανοτήτων για 
ανεξάρτητα γεγονότα. 
 
 
Προγενέστερη και Μεταγενέστερη Πιθανότητα 
  

Όπως αναφέρθηκε και στα προηγούµενα διακρίνουµε, γενικά, 
δύο πιθανότητες για το γεγονός Γ. Μία πριν από την παρατήρηση της 
πραγµατοποίησης του γεγονότος Α, την οποία ονοµάζουµε 
προγενέστερη ή εκ των προτέρων ή a priori πιθανότητα και µία άλλη 
µετά την παρατήρηση της πραγµατοποίησης  του γεγονότος Α, την 
οποία ονοµάζουµε µεταγενέστερη ή εκ των υστέρων ή a posteriori 
πιθανότητα. ∆ηλαδή: 

Η πιθανότητα Ρ(Γ) πραγµατοποίησης ενός γεγονότος Γ που 
σχετίζεται µε ένα άλλο γεγονός (ή υπόθεση) Α λέγεται προγενέστερη 
πιθανότητα, όταν νοείται ότι αυτή υπολογίζεται πριν από την 
παρατήρηση της πραγµατοποίησης του γεγονότος Α. Ενώ, η 
πιθανότητα Ρ(Γ/Α) πραγµατοποίησης ενός γεγονότος Γ που σχετίζεται 
µε ένα άλλο γεγονός (ή υπόθεση) Α λέγεται µεταγενέστερη πιθανότητα, 
όταν νοείται ότι αυτή υπολογίζεται µετά από την παρατηρηθείσα 
πραγµατοποίηση του γεγονότος Α. 

Μετά τους παραπάνω ορισµούς µπορούµε να διατυπώσουµε το 
ακόλουθο θεώρηµα του BAYES που αφορά στις πιθανότητες των 
διαφόρων γεγονότων Γ1,Γ2,…Γν, η πραγµατοποίηση των οποίων έχουν 
σαν αποτέλεσµα την πραγµατοποίηση του γεγονότος Α. 

Το θεώρηµα του BAYES δίνεται από τον τύπο: 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P(Γ /Α)κ =

+ + +

Ρ Γ Ρ Α Γ

Ρ Γ Ρ Α Γ Ρ Γ Ρ Α Γ Ρ Γ Ρ Α Γ
κ κ

ν ν

/

/ / ... /1 1 2 2

   

 
ήτοι : 
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( ) ( )
( ) ( )

Ρ(Γ /Α)κ =

=
∑

Ρ Γ Ρ Α Γ

Ρ Γ Ρ Α Γ

κ κ

κ κ
κ

ν

/

/
1

 

 
Σηµείωση : Τα γεγονότα Γ1, Γ2, …, Γν, είναι ασυµβίβαστα µεταξύ τους και 
η ένωσή τους αποτελεί το δειγµατοχώρο S πράγµα που σηµαίνει ότι 
οπωσδήποτε ένα και µόνο από τα γεγονότα αυτά θα πραγµατοποιηθεί. 
 
Τυχαία Μεταβλητή 
 

Ένα µέγεθος ονοµάζεται τυχαίο ή τυχαία µεταβλητή όταν, στα 
διάφορα πειράµατα τύχης που διεξάγονται κάτω από τις ίδιες συνθήκες, 
λαµβάνει εντελώς τυχαίες τιµές. 

Η τυχαία µεταβλητή είναι λοιπόν εξ ορισµού µια συνάρτηση 
ορισµένη στο δειγµατοχώρο. Συνήθως, συµβολίζεται µε ένα κεφαλαίο 
γράµµα Χ, Υ, κ.λπ., ενώ οι τιµές της συµβολίζονται µε τα αντίστοιχα 
µικρά γράµµατα x, y, κ.λπ. 

Γενικά, µία τυχαία µεταβλητή παίρνει πεπερασµένο ή άπειρο 
πλήθος τιµών. Στην πρώτη περίπτωση  ονοµάζεται απαριθµητή ή 
διακριτή τυχαία µεταβλητή, ενώ στη δεύτερη, που παίρνει άπειρο 
πλήθος τιµών, συνεχής τυχαία µεταβλητή. Η ρίψη του ζαριού εµφανίζει 
τη µεταβλητή Χ να παίρνει, π.χ., µόνο τις διακριτές τιµές : x=1,2,3,4,5,6. 
Είναι εποµένως η µεταβλητή Χ διακριτή τυχαία µεταβλητή. Όµως, η 
ταχύτητα V κάποιου µορίου αερίου, που µε συγκρούσεις µε άλλα µόρια 
µέσα σε δεδοµένο χώρο µεταβάλλεται και µπορεί να πάρει οποιαδήποτε 
τιµή vi, είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή. 
 
 
1.7. Νόµος Κατανοµής 
 

Ένα τυχαίο µέγεθος είναι εντελώς χαρακτηρισµένο εάν, εκτός 
από το πλήθος των τιµών τις οποίες µπορεί να πάρει, είναι γνωστή και η 
πιθανότητα κάθε τιµής.  
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Έτσι, αν µία διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ µπορεί να πάρει τις 
τιµές x1,x2,…xν και υποθέσουµε ότι οι πιθανότητες να πάρει η µεταβλητή 
τις τιµές αυτές είναι αντιστοίχως Ρ(x1),Ρ(x2),….,Ρ(xν) ή 

Ρ(Χ=xκ)=f(xκ), κ= 1,2,…ν   (8)  
µπορούµε να ορίσουµε µία συνάρτηση πιθανότητας ή συνάρτηση 
κατανοµής 

Ρ(Χ=x)=f(x)  (9) 

τέτοια ώστε για x=xκ να µεταβαίνουµε στην (8), ενώ για τιµές του x ≠ xκ, 
κ=1,2,3,…ν   να είναι f(x)=0. 

Κατά τη ρίψη ιδεωδώς κατασκευασµένου ζαριού, ο αριθµός που 
προκύπτει είναι τυχαία µεταβλητή Χ που παίρνει τις διακριτές τιµές x1=1, 
x2=2, x3=3, x4=4, x5=5, x6=6 και µάλιστα κάθε µία από αυτές µε 

πιθανότητα P(Χ x )κ= =
1
6

, κ=1, 2, 3, 4, 5, 6. 

 
Εποµένως ο νόµος κατανοµής είναι xκ:    1   2   3   4   5   6 
 

           Ρ(Χ=xκ):   
1
6

 
1
6

 
1
6

  
1
6

 
1
6

 
1
6

  

  
Η γραφική παράσταση του νόµου κατανοµής γίνεται αν, ως 

τετµηµένες θέσουµε τις δυνατές τιµές της τυχαίας µεταβλητής και ως 
τεταγµένες τις αντίστοιχες τιµές της πιθανότητας εµφάνισής τους (σχήµα 
14). 

Στο παραπάνω παράδειγµα οι στήλες που αντιστοιχούν στις 

τεταγµένες έχουν το ίδιο ύψος, γιατί Ρ(Χ=xκ)= 
1
6

. Αυτό βέβαια, δεν 

συµβαίνει γενικώς. Εκείνο όµως που είναι ουσιώδες, είναι ότι το ολικό 
εµβαδό, που είναι το άθροισµα όλων των στηλών Ρ(Χ=xκ), πρέπει να 
ισούται µε τη µονάδα. Εφόσον το πλάτος της βάσης κάθε στήλης ληφθεί 

ίσο µε τη µονάδα, προκύπτει ύψος =
1
6

 και    επιφάνεια =1 
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P(X=xi)
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Α Β 
 
Σχήµα 14. (Α) Παράδειγµα συνάρτησης κατανοµής. (Β) Παράδειγµα νόµου κατανοµής 
 

Από το νόµο κατανοµής κατασκευάζεται εύκολα η συνάρτηση 
κατανοµής ως η συνάρτηση που δίνει την πιθανότητα, ο εµφανισθείς 
αριθµός να είναι µικρότερος ενός δοθέντος αριθµού. Ισχύει π.χ. 
f(1)=Ρ(x<1)=0, ήτοι η πιθανότητα κατά τη ρίψη του ζαριού να εµφανιστεί 
αριθµός µικρότερος της µονάδας είναι ίση µε µηδέν. Στη συνέχεια 
προκύπτουν για την κατανοµή πιθανότητας : 

f(2)=Ρ(Χ<2)=Ρ(Χ=1)= 
1
6

 

f(3)=Ρ(X<3)=Ρ(Χ=2)+Ρ(Χ=1)= 
1
6

+
1
6

=
1
3

 

f(4)=Ρ(Χ<4)=Ρ(Χ=3)+Ρ(Χ=2)+Ρ(Χ=1)= 
1
6

+
1
6

+
1
6

=
1
2

 

f(5)=Ρ(Χ<5)=Ρ(Χ=4)+Ρ(Χ=3)+Ρ(Χ=2)+Ρ(Χ=1)= 
1
6

+
1
6

+
1
6

+
1
6

=
4
6

=
2
3

 

 
f(6)=Ρ(Χ<6)=Ρ(Χ=5)+Ρ(Χ=4)+Ρ(Χ=3)+Ρ(Χ=2)+Ρ(Χ=1)=  
 
1
6

+
1
6

+
1
6

+
1
6

+
1
6

=
5
6

 

 
f(Χ>6)=Ρ(Χ<x)=Ρ(Χ=6)+Ρ(Χ=5)+Ρ(Χ=4)+Ρ(Χ=3)+Ρ(Χ=2)+Ρ(Χ=1)=  
 
1
6

+
1
6

+
1
6

+
1
6

+
1
6

+
1
6

=
6
6

=1 
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Γενικά, η f(x) είναι µία συνάρτηση πιθανότητας εάν ισχύει: 
 
1.          (σ( )f x ≥ 0 1) 

 
2.          (σ( )f x

x
=∑ 1 2) 

 
Το άθροισµα στη 2 νοείται ως προς όλες τις δυνατές τιµές του x. 

Η γραφική παράσταση της f(x) ονοµάζεται γραφική παράσταση της 
πιθανότητας. 

Μια γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανότητας µπορεί 
να δοθεί µε ένα ραβδόγραµµα ή µε ένα ιστόγραµµα. 

Το ραβδόγραµµα είναι ένα διάγραµµα σε ορθογώνιο σύστηµα 
αναφοράς που αποτελείται από µία διαδοχή ορθογωνίων µε βάσεις ίσες 
(επάνω στον άξονα Οx ή Οy) και ύψη ανάλογα προς τις αντίστοιχες 
τιµές της µεταβλητής Χ (σχήµα 15). 
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Σχήµα 15. Ραβδόγραµµα 

 
Το ιστόγραµµα είναι ένα διάγραµµα σε ορθογώνιο σύστηµα 

αναφοράς που αποτελείται από ορθογώνια µε βάσεις τα ίσα τµήµατα 
του άξονα Οx στα οποία αντιστοιχεί το εύρος κάθε τάξης και ύψη τις 
αντίστοιχες συχνότητες (σχήµα 16). 
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Σχήµα 16. Ιστόγραµµα 

  
Στα δύο παραπάνω διαγράµµατα οι τεταγµένες εκφράζουν το 

πλήθος των πειραµάτων.  
Και από τα δύο διαγράµµατα, τόσο από το ραβδόγραµµα όσο 

και από το ιστόγραµµα, αντλούµε την ίδια πληροφορία. Προτιµούµε ένα 
ραβδόγραµµα όταν η τυχαία µεταβλητή Χ παίρνει µόνο ακέραιες τιµές, 
ενώ χρησιµοποιούµε το ιστόγραµµα όταν οι τιµές της µεταβλητής είναι 
συνεχείς. 

Όπως αναφέραµε και στα προηγούµενα µία συνάρτηση f(x) είναι 
µία συνάρτηση πιθανότητας εάν ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες (σ1) 
και (σ2). Ακόµη, η συνάρτηση πιθανότητας ονοµάζεται και κατανοµή 
πιθανότητας για την αντίστοιχη συνεχή τυχαία µεταβλητή ή επίσης 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλά συνάρτηση πυκνότητας. 

Μία συνεχής τυχαία µεταβλητή παίρνει σε δεδοµένο διάστηµα 
άπειρο πλήθος τιµών. Εποµένως, η πιθανότητα να πάρει µία 
µεµονωµένη τιµή είναι ίση µε µηδέν. Για το λόγο αυτόν δεν µπορούµε να 
ορίσουµε µία συνάρτηση πιθανότητας, όπως ακριβώς για µία διακριτή 
µεταβλητή.  

Εκείνο όµως που µπορούµε να κάνουµε είναι να ορίσουµε την 
πιθανότητα να πάρει η συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ τιµές µεταξύ δύο 
τιµών α1 και α2 (α2>α1). Ήτοι Ρ(α1<Χ<α2). Η πιθανότητα αυτή, που 
γραφικά παριστάνεται από τη σκιασµένη επιφάνεια του σχήµατος 17, 
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Σχήµα 17. Παράσταση συνάρτησης πυκνότητας 

  

είναι ίση µε : Ρ(α1<Χ<α2)=  f x dx F a F a
a

a

( ) ( ) ( )= −∫ 2 1
1

2

 
 
1.8. Παράµετροι Κατανοµής 

 
Σκοπός της Στατιστικής Επιστήµης είναι η όσο το δυνατόν 

ταχύτερη εξαγωγή της πληροφορίας από µεγάλους όγκους στοιχείων. 
Η γενική µεθοδολογία που ακολουθείται, µπορούµε να πούµε ότι 

περιλαµβάνει τη συλλογή των κάθε µορφής στατιστικών στοιχείων, την 
ταξινόµησή τους και στη συνέχεια την παρουσίασή τους σε πίνακες 
συχνοτήτων. 

Όµως, και τα πινακοποιηµένα στοιχεία, παρόλο που 
περιορίζουν κατά πολύ τον όγκο των πρωτογενών συγκεντρωθέντων 
στοιχείων, εξακολουθούν να µη δίνουν µια πλήρη εικόνα του µεγέθους 
στο οποίο αναφέρονται. Γιαυτό, θεωρείται πολλές φορές αναγκαίο να 
γίνει µια µεγαλύτερη ακόµη συµπύκνωση των στοιχείων και να 
αντικατασταθούν τελικά µε ορισµένες παραµέτρους της κατανοµής. 

Τέτοιες παράµετροι κατανοµής είναι : οι παράµετροι θέσεως και 
οι παράµετροι διασποράς. 
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1.8.1. Παράµετροι Θέσεως 
 

Οι παράµετροι θέσεως εντοπίζουν τη "θέση" ενός πληθυσµού, 
γιατί απεικονίζουν στοιχεία γύρω από τα οποία βρίσκονται οι τιµές της 
µεταβλητής που ερευνούµε. Η σηµαντικότερη από τις παραµέτρους 
θέσεως είναι η µέση τιµή: 

Για µια διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ που παίρνει τις τιµές 
x1,x2,x3,…xν η µέση τιµή δίνεται από την έκφραση: 

M(X)=x1P(X=x1)+…+xνP(X=xν)=  x P X xi i
i

( )=
=
∑

1

ν

και αν θέσουµε P(X=xi)=f(xi)  

M(X)=x1f(x1)+…+xνf(xν)=  x f xi i
i

( )
=
∑

1

ν

δηλαδή, η µέση τιµή Μ(Χ) µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής προκύπτει 
µε πολλαπλασιασµό κάθε τιµής της επί την αντίστοιχη πιθανότητα και 
στη συνέχεια µε άθροιση των επιµέρους γινοµένων. 

Η µέση αυτή τιµή δεν είναι απαραίτητα µία από τις τιµές της 
µεταβλητής Χ. 

Στην ειδική περίπτωση που όλες οι πιθανότητες είναι ίσες, 
δηλαδή f(x1)=f(x2)=…=f(xν) και επειδή f(x1)+f(x2)+…+f(xν)=1, αφού το να 

λάβει µία τιµή η τυχαία µεταβλητή είναι βέβαιο γεγονός, θα είναι f(xi)=
1
ν

,  

i=1,2,…ν, 
έχουµε : 

Μ(Χ)=
x x x1 2+ +... ν

ν
 

που ονοµάζεται και αριθµητικός µέσος όρος ή απλά µέσος όρος των 
x1,x2,x3,…xν.  

Για συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας f(x), η 
µέση τιµή λαµβάνεται αν πολλαπλασιάσουµε τη συνάρτηση πυκνότητας 
f(x) επι x και κατόπιν ολοκληρώσουµε από − ∞  έως + ∞ , δηλαδή 
προκύπτει από την έκφραση : 
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Μ(Χ)=  xf x dx( )
−∞

+∞

∫

H µέση τιµή της Χ πολλές φορές συµβολίζεται µε µ ή µε µy ή µε 
µz αν η τυχαία µεταβλητή είναι αντιστοίχως η Y ή η Z. 

Για τη µέση τιµή ισχύουν οι ακόλουθες προτάσεις : 
1. Εάν c είναι µία σταθερή, τότε Μ(cX)=cM(X) 
2. Εάν X και Y είναι δύο τυχαίες µεταβλητές οπότε και το   

άθροισµά τους X+Y είναι επίσης τυχαία µεταβλητή, τότε 
Μ(X+Y)=M(X)+M(Y) 

3. Εάν X και Y είναι δυο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε 
M(XY)=M(X)M(Y) 

 
Σηµείωση : Οι παραπάνω προτάσεις γενικεύονται και για περισσότερες 
τυχαίες µεταβλητές. 
 

Συνοπτικά, µπορούµε να πούµε ότι η µέση τιµή (αριθµητικός 
µέσος) : 

                   ν           ν 
        Σ [xi]          Σ [νixi] 
_        i=1    _      i=1 
x =  ──────  x =  ──────── 
            ν             ν 
        Σ [νi] 
                i=1 

 
είναι το άθροισµα των τιµών ενός συνόλου δεδοµένων, διαιρεµένο δια 
του πλήθους τους. 

O δεύτερος τύπος ισχύει, όταν τα δεδοµένα µας είναι ήδη 
οµαδοποιηµένα, δηλαδή, όταν είναι γνωστή η απόλυτη συχνότητα νi µε 
την οποία εµφανίζεται καθε ένα στο δείγµα. Ακριβώς, ο ίδιος τύπος 
ισχύει, αν θέλουµε να δώσουµε "βάρος" µεγαλύτερο από 1 σε ορισµένα 
στοιχεία του συνόλου (όπου, νi είναι τώρα τα "βάρη"). 
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Οι παραπάνω τρεις προτάσεις που ισχύουν για τη µέση τιµή 
σηµαίνουν ότι : 
i.  Αν πολλαπλασιάσουµε όλα τα δεδοµένα µε µια σταθερή c, τότε  
 πολλαπλασιάζεται και η µέση τιµή µε c. 
ii. Αν έχουµε δυο σειρές δεδοµένων (x και y) τότε: 
 iia.  Η µέση τιµή των αθροισµάτων (x+y) είναι ίση µε το άθροισµα 
 των µέσων τιµών των x και y. 

 iib.  Η µέση τιµή των γινοµένων (x⋅y) είναι ίση µε το γινόµενο των 
 µέσων τιµών των x και y. 

Άλλες παράµετροι θέσεως είναι ακόµη : 
                                                                          
Ο γεωµετρικός µέσος : G x  x xν

ν
ν= ⋅ ⋅ ⋅1 2 ...

 
 
    ν 
Ο αρµονικός µέσος :  Η = ───────────── 
                                                                           ν ┌  1 ┐ 
                                                  Σ │─── │ 
                                                                         I=1 └  xi ┘ 
 

Η διάµεσος τιµή : Για να οριστεί η διάµεσος τιµή µιας 
µεταβλητής πρέπει οι τιµές της να διαταχθούν κατ’ αύξουσα σειρά. Αν το 
πλήθος ν των τιµών της µεταβλητής είναι περιττός αριθµός, τότε ως 
διάµεσος τιµή λαµβάνεται η κεντρική τιµή της διάταξης, δηλαδή η τιµή 
που βρίσκεται στην (ν+1)/2 θέση της διάταξης. Ενώ, αν το ν είναι άρτιος, 
τότε ως διάµεσος τιµή λαµβάνεται η µέση τιµή των δυο κεντρικών τιµών 
της διάταξης, δηλαδή των τιµών που βρίσκονται στις θέσεις (ν/2) και 
(ν/2)+1. 

Η επικρατούσα τιµή : Είναι η τιµή της µεταβλητής µε τη 
µεγαλύτερη συχνότητα εµφάνισης (δεν αλλάζει, αν χρησιµοποιήσουµε 
απόλυτες ή σχετικές συχνότητες). 

Η σηµασία των παραµέτρων θέσεως είναι µεγάλη, όταν ο 
πληθυσµός είναι οµοιογενής. Στην περίπτωση που ο πληθυσµός είναι 
ανοµοιογενής µειώνεται σηµαντικά η σηµασία τους. Ένα παράδειγµα 
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έχουµε, αν θεωρήσουµε δυο µεταβλητές X και Y που παίρνουν 
αντίστοιχα τις τιµές : 

X : 15, 38, 38, 43, 47, 47, 50, 51, 52, 55, 59 
Y :  5, 12,  13, 20, 35, 47, 52, 53, 77, 85, 96 

Παρατηρούµε ότι παρόλο που οι δυο µεταβλητές έχουν τον ίδιο 
αριθµητικό µέσο 45 και την ίδια διάµεσο 47, οι δυο µεταβλητές 
διαφέρουν µεταξύ τους, γιατί οι τιµές της µεταβλητής Χ κυµαίνονται 
µεταξύ των αριθµών 15 και 59, ενώ οι τιµές της µεταβλητής Υ 
κυµαίνονται µεταξύ των αριθµών 5 και 96. 

Βλέπουµε λοιπόν ότι οι δυο παράµετροι θέσεως, µέση τιµή και 
διάµεσος µιας µεταβλητής, δεν µας καθορίζουν πόσο συγκεντρωµένες ή 
πόσο διασπαρµένες είναι οι τιµές της µεταβλητής γύρω από αυτές. Έτσι, 
η εικόνα που µας δίνουν είναι ανεπαρκής και γιαυτό καταφεύγουµε και 
σε άλλες παραµέτρους που µπορούν να µας δώσουν το βαθµό 
συγκέντρωσης ή διασποράς των τιµών της µεταβλητής γύρω από 
κάποια παράµετρο θέσεως.  
 
 
1.8.2. Παράµετροι ∆ιασποράς 

 
 Οι αριθµοί που εκφράζουν πόσο συγκεντρωµένες ή πόσο 
διασπαρµένες είναι οι παρατηρήσεις (µετρήσεις) µας ονοµάζονται 
παράµετροι διασποράς και είναι οι εξής : 
 

Eύρος Μεταβολής 
Υποθέτουµε ότι µια µεταβλητή Χ παίρνει τις τιµές : x1, x2, x3,..., 

xν και έστω ότι xµ είναι η µικρότερη τιµή και xΜ η µεγαλύτερη τιµή. Η 
διαφορά ανάµεσα στη µεγαλύτερη και τη µικρότερη τιµή, δηλαδή η 
διαφορά xΜ - xµ είναι το εύρος µεταβολής. 

Το εύρος µεταβολής είναι η απλούστερη παράµετρος 
διασποράς και δίνει µια γενική εικόνα του βαθµού διασποράς των τιµών 
µιας µεταβλητής µεταξύ τους. Όµως, έχει το µειονέκτηµα να µην 
εξαρτάται από όλες τις τιµές της µεταβλητής, αλλά µόνο από τις ακραίες 
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τιµές της, τη µέγιστη και την ελάχιστη. Έτσι, η παράµετρος αυτή µπορεί 
να οδηγήσει σε ψευδή εικόνα διασποράς των τιµών της µεταβλητής, αν 
µια απο τις ακραίες τιµές της µεταβλητής είναι υπερβολικά υψηλή ή 
χαµηλή ή αν προέρχεται από λανθασµένη παρατήρηση (µέτρηση). 

Το εύρος µεταβολής χρησιµοποιείται κυρίως σε στατιστικές 
πολλών µεγεθών που εµφανίζονται µε τη µορφή ανωτάτων και 
κατωτάτων τιµών, π.χ., θερµοκρασίες του αέρα στη Μετεωρολογία και 
τιµές των µετοχών στα Χρηµατιστήρια. 

Αν είναι γνωστές οι τιµές Q1, Q2, Q3 που καθορίζουν τα 
τεταρτηµόρια της κατανοµής (στα σηµεία 25%, 50%, 75% αντίστοιχα, 
δηλαδή έτσι ώστε 25%, 50% και 75% των στοιχείων να βρίσκονται κάτω 
από τα αντίστοιχα όρια Q1, Q2, Q3) χρησιµοποιούµε καλύτερα το µισό 
του ενδοµοριακού εύρους µεταβολής  Q = (Q3 - Q1) / 2  σαν τιµή που 
µπορεί να µας δώσει ακριβέστερη ένδειξη εύρους µεταβολής. Τα σηµεία 
Q1, Q2, Q3 υπολογίζονται είτε γραφικά είτε υπολογιστικά. 
 

Μέση Απόκλιση 
Αν  µια  µεταβλητή  Χ  παίρνει  τις  τιµές : x1, x2, x3,..., xν που  

έχουν µέση  τιµή x, τότε  η   µέση  τιµή  των  απολύτων  τιµών  όλων  
των διαφορών  x1 -x, x2 -x, x3-x, ..., xν- x, δηλαδή  η  θετική  ποσότητα : 
 

  1     ν              _ 
─── Σ │ xi -x │ 
  ν   i=1 

 
ονοµάζεται µέση απόκλιση. 

Η µέση απόκλιση δίνει το βαθµό συγκέντρωσης των µετρήσεών 
µας γύρω από τη µέση τιµή τους. Έχει το πλεονέκτηµα ότι ο 
υπολογισµός της συνάγεται από όλες τις τιµές της µεταβλητής Χ και όχι 
µόνο από τις ακραίες τιµές της. 

 
∆ιακύµανση ή ∆ιασπορά και Τυπική Απόκλιση 
H βασικότερη παράµετρος διασποράς είναι η διακύµανση ή 

διασπορά. Η παράµετρος αυτή δείχνει το “άπλωµα” της κατανοµής. 
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∆ηλαδή, η διασπορά αποτελεί ένα µέτρο του πόσου “απλωµένες” είναι 
οι τιµές xi της τυχαίας µεταβλητής Χ γύρω από τη µέση τιµή Μ(Χ). Εάν οι 
διάφορες τιµές xi της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι συγκεντρωµένες κοντά 
στη µέση τιµή Μ(Χ), τότε η διασπορά είναι µικρή, εάν όµως είναι 
διασπαρµένες, τότε η διασπορά είναι µεγάλη. 

Στο σχήµα 18 απεικονίζονται δυο συνεχείς κατανοµές που 
έχουν την ίδια µέση τιµή αλλά, διαφέρουν στις διασπορές, η µια έχει 
µικρή διασπορά και η άλλη µεγάλη. 
  

 
Σχήµα 18. Συνεχείς κατανοµές µε την ίδια µέση τιµή αλλά διαφορετικές διασπορές 

 
Για να ορίσουµε τη διασπορά των τιµών της τυχαίας µεταβλητής 

Χ θεωρούµε τη µέση τιµή της Μ(Χ). Εάν xi είναι µία τυχούσα τιµή της 
µεταβλητής Χ, i=1,2,…,N, τότε η ποσότητα xi-Μ(Χ) ονοµάζεται απόκλιση 
της xi  τιµής της µεταβλητής. 

Εάν θεωρήσουµε τώρα τις ποσότητες [xi-µ(Χ)]2 για κάθε xi, 
i=1,2,…,Ν και πάρουµε το µέσο όρο των ποσοτήτων αυτών, δηλαδή αν 
πάρουµε το µέσο όρο των τετραγώνων των αποκλίσεων των τιµών της 
µεταβλητής Χ, τοτε ορίζουµε ένα µη αρνητικό αριθµό σ2 που ονοµάζεται 
διασπορά της µεταβλητής Χ και είναι ίση µε :  

σ2 = 
[ ( )] [ ( )] ... [ ( )]x M X x M X x M X

N
1

2
2

2 2− + − + + −ν  
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 ή    σ2 = 
[ (x M X

N

i
i

N

−
=
∑ 2

1
)]

 

 
Τη θετική τετραγωνική ρίζα της παραπάνω ποσότητας, ήτοι την        

 

σ = 
[ (x M X

N

i
i

N

−
=
∑ 2

1
)]

 

 
ονοµάζουµε τυπική απόκλιση της µεταβλητής Χ. 
 Εάν η Χ είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας f(x), τότε για τη διασπορά µπορούµε να γράψουµε και τη 
σχέση :  

  = σ x
2

[ (x M X

N

i
i

N

−
=
∑ 2

1
)]

) = ∑  [ ( )] (x M X f xi
i

N

i−
=

2

1

 
και αν όλες οι πιθανότητες είναι ίσες, και η µέση τιµή Μ(Χ) της τυχαίας 
µεταβλητής Χ συµβολιστεί µε µ, τότε έχουµε : 
 

σ
µ µ2 1

2
2

2 2

=
− + − + + −( ) ( ) ... ( )x x xΝ

Ν
µ

dx

 

 
που δίνει τη διασπορά των Ν τιµών x1,x2,…xN της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

Εάν η Χ είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας f(x), τότε η διασπορά δίνεται από τη σχέση:  

σ x
2  =  ( ) ( )x f x−

−∞

+∞

∫ µ 2
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Από τους παραπάνω ορισµούς είναι φανερό ότι η τυπική 
απόκλιση σ εκφράζεται στις ίδιες µονάδες που εκφράζεται και η τυχαία 
µεταβλητή (π.χ. cm, sec κ.λπ.), ενώ η διασπορά εκφράζεται στα 
τετράγωνα των µονάδων της τυχαίας µεταβλητής (π.χ. cm2, sec2 κ.λπ.). 
Γι’αυτό και τις περισσότερες φορές προτιµάται η τυπική απόκλιση 
(standard deviation). 

Eάν τη διασπορά ορίσουµε και µε τον εξής βολικό τρόπο : 
Var(X)=Μ[(Χ-µ)2] , 

τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι προτάσεις: 
1. Ισχύει σ2=Μ[(Χ-µ)2]=Μ(Χ2)-µ2=Μ(Χ2)-[Μ(Χ)]2 όπου µ=Μ(Χ) 
2. Εάν c είναι µία σταθερή, τότε Var(cX)=c2Var(X) 
3. Η ποσότητα Μ[(Χ-α)2] γίνεται ελάχιστη, όταν α=µ=Μ(Χ) 
4. Εάν X και Y είναι δυο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε 

διασπορά αντίστοιχα Var(X) ≡ σ X
2  και Var(Y) ≡ σY

2  ,τότε και η 
τυχαία µεταβλητή  Z=X+Y είναι τυχαία µεταβλητή  και η 
διασπορά της Var(Z)=Var(X+Y) ≡ σ σZ

2 ≡ +

σY
2

X Y
2  είναι ίση µε: 

Var(Z)=Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y), ήτοι    
    σ σZ X Y

2 2≡ ≡+ σ X
2 +

    δηλαδή η διασπορά (Variance) αθροίσµατος δύο τυχαίων 
µεταβλητών ισούται προς το άθροισµα των διασπορών των 
επιµέρους µεταβλητών. 

    Η παραπάνω πρόταση ισχύει µε την ίδια έκφραση και για τη 
διασπορά διαφοράς δύο ανεξάρτητων µεταβλητών, δηλαδή 
και Var(X-Y)=Var(X)+Var(Y), ή  σ σX Y X Y− = +2 2 σ 2

Σηµείωση : Η τελευταία πρόταση 4 γενικεύεται και για 
περισσότερες από δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. 

 Η τυπική απόκλιση σ είναι η κυριότερη παράµετρος διασποράς 
και φανερώνει πόσο διασπαρµένες γύρω από τη µέση τιµή της 
µεταβλητής είναι οι άλλες τιµές της. ∆ηλαδή, µεγάλη τιµή της τυπικής 
απόκλισης σηµαίνει ότι οι τιµές της µεταβλητής Χ (παρατηρήσεις µας, 
µετρήσεις µας) είναι πολύ διασπαρµένες γύρω από τη µέση τιµή της 
µεταβλητής, ενώ µικρή τιµή της τυπικής απόκλισης σηµαίνει ότι οι τιµές 
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της µεταβλητής Χ (παρατηρήσεις µας, µετρήσεις µας) είναι 
συγκεντρωµένες γύρω από τη µέση τιµή της. 

Η χρησιµότητα και η σηµασία της τυπικής απόκλισης στη 
Στατιστική είναι µεγάλη και συναντάται σε πολλά θέµατά της. 

 
Συντελεστής Μεταβλητότητας 

  Συντελεστής µεταβλητότητας µιας κατανοµής, που έχει µέση τιµή 
x  ονοµάζεται το πηλίκο 
 

CV
σ
x

=   , 

 
δηλαδή ο λόγος της τυπικής απόκλισης της κατανοµής προς τη µέση 
τιµή της.    _ 

Επειδή η  τυπική απόκλιση σ και  η µέση τιµή x µιας µεταβλητής 
Χ εκφράζονται στις ίδιες µονάδες (τις µονάδες που εκφράζονται και οι 
τιµές της µεταβλητής Χ), ο συντελεστής µεταβλητότητας είναι καθαρός 
αριθµός, ανεξάρτητος από τις µονάδες µέτρησης και για λόγους 
καλύτερης κατανόησης εκφράζεται συνήθως επί τοις %. 

Όταν οι τιµές δυο µεταβλητών Χ και Y εκφράζονται σε 
διαφορετικές µονάδες, π.χ., αν η µεταβλητή Χ αφορά στο βάρος µιας 
οµάδας ατόµων θα εκφράζεται σε κιλά και αν η µεταβλητή Υ αφορά στο 
ύψος της ίδιας οµάδας θα εκφράζεται σε cm, η σύγκριση της διασποράς 
των τιµών των δυο κατανοµών δεν είναι δυνατόν να γίνει παρά µόνο µε 
τους συντελεστές µεταβλητότητας. 
 
Παράδειγµα : Από την εξέταση µιας οµάδας ατόµων ως προς το βάρος 
και το ύψος τους βρέθηκε:  

Η µέση τιµή του βάρους των µελών της οµάδας ήτανx = 70 κιλά  
και η τυπική απόκλιση σx = 4 κιλά, ενώ   

η µέση τιµή του ύψους των µελών της οµάδας ήτανy = 170 cm  
και η τυπική απόκλιση σy = 7 cm. 

Στο παράδειγµα δεν µπορούµε να αποφανθούµε ποια από τις 
δυο κατανοµές µεταβλητών (Χ = βάρους και Y = ύψους) παρουσιάζει 
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µεγαλύτερη διασπορά τιµών συγκρίνοντας τις τυπικές αποκλίσεις τους, 
γιατί οι τιµές του βάρους και του ύψους εκφράζονται σε διαφορετικές 
µονάδες µέτρησης. Αν όµως πάρουµε τους συντελεστές µεταβλητότητας 
που αντίστοιχα για τις δυο µεταβλητές Χ και Y είναι: 
         4 
για τη µεταβλητή Χ (βάρος): CV = ────  = 0.057, ήτοι 5.7% και 
        70 
 
        7 
για τη µεταβλητή Y (ύψος): CV =  ──── = 0.041, ήτοι 4.1%,  
      170 
 
µπορούµε να αποφανθούµε ότι η κατανοµή του βάρους παρουσιάζει 
µεγαλύτερη διασπορά τιµών σε σύγκριση µε την κατανοµή του ύψους. 

Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι, όσο µικρότερος είναι ο 
συντελεστής µεταβλητότητας, τόσο µεγαλύτερη οµοιoγένεια έχουν οι 
τιµές της µεταβλητής. Όµως, ο συντελεστής µεταβλητότητας, εξ 
ορισµού, επηρεάζεται από την τιµή της µέσης τιµής της µεταβλητής και 
µπορεί να πάρει πολύ µεγάλες τιµές στην περίπτωση που η µέση τιµή 
της µεταβλητής τείνει προς πολύ µικρές τιµές. Στην περίπτωση αυτή θα 
έχουµε ψευδή εικόνα της διασποράς των τιµών της υπόψη µεταβλητής. 
Έτσι, θα πρέπει να αποφεύγεται η χρησιµοποίηση αυτής της 
παραµέτρου σε περιπτώσεις που η µέση τιµή της υπό εξέταση 
µεταβλητής είναι πολύ µικρή. 

 
Ασυµµετρία και Κύρτωση  
Άλλες δύο παράµετροι κατανοµής, που µας πληροφορούν για 

τη µορφή της καµπύλης κατανοµής των τιµών της µεταβλητής (πόσο 
συµµετρικά ή πόσο συγκεντρωµένα κατανέµονται οι τιµές της 
µεταβλητής γύρω από τη µέση τιµή), αντίστοιχα είναι η ασυµµετρία και η 
κύρτωση. 

     ν      _ 
   Σ [xi-x]3 
   i=1 
Ασυµµετρία : ─────────, 

                  νσ3 

              ν       _ 
        Σ [xi-x]4 
            i=1 
Κύρτωση : ────────── 
          νσ4 
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Για περισσότερες πληροφορίες πάνω στις διάφορες µορφές 
στατιστικών κατανοµών, στους πληθυσµούς (πεπερασµένους ή 
άπειρους) και στα δείγµατα, µπορεί ο αναγνώστης να ανατρέξει σε 
εγχειρίδια Θεωρίας Στατιστικής και Πιθανοτήτων. 

 
 
1.8.3. Παράµετροι δείγµατος και παράµετροι πληθυσµού 
 
 

Ορίζοντας προηγουµένως τη µέση τιµή και τη διασπορά, 
θεωρήσαµε σιωπηρά ότι το σύνολο των τιµών xi αποτελεί το σύνολο 
των τιµών που µπορεί να πάρει η µεταβλητή X, οπότε οι τιµές τα µεγέθη 
x και σ2 είναι η µέση τιµή και η διασπορά του πληθυσµού αντίστοιχα, ο 
οποίος εκφράζεται µε τη µεταβλητή X. Ωστόσο, συχνά δε γνωρίζουµε 
όλες τις τιµές που µπορεί να πάρει η µεταβλητή X, αλλά τις τιµές 
x1,x2,...,xν ενός δείγµατος του πληθυσµού, µεγέθους ν. Σε µια τέτοια 
περίπτωση δε µιλάµε, κατ’αρχήν, για µέση τιµή και διασπορά 
πληθυσµού, αλλά για µέση τιµή και διασπορά δείγµατος. 
Η δειγµατική µέση τιµή ορίζεται ως : 
 
x=(x1+x2+...+xν)/ν 
 
δηλαδή µε τον ίδιο τρόπο όπως και η µέση τιµή του πληθυσµού. Συχνά 
συµβολίζεται µε µ η µέση τιµή του πληθυσµού και µε x η δειγµατική 
µέση τιµή. 

Αποδεικνύεται µάλιστα ότι η µέση τιµή Ε(X) των δειγµατικών 
µέσων τιµών είναι ίση µε τη µέση τιµή του πληθυσµού, δηλαδή : 
 
Ε(X) = µ 
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Μπορεί να οριστεί µια δειγµατική διασπορά s2, µε τον ίδιο 
τρόπο που ορίστηκε και η διασπορά του πληθυσµού σ2, δηλαδή : 
 
s2 = [(x1 -x)2+(x2 -x)2+...+(xν -x)2] / ν 
 
 
όπου x η δειγµατική µέση τιµή. 

Με τα σύµβολα Χ και S υποδηλώνονται οι παράµετροι 
δειγµατικής µέσης τιµής και διασποράς αντίστοιχα, ενώ µε x και s 
υποδηλώνονται οι εκάστοτε τιµές των παραµέτρων αυτών. 
Αποδεικνύεται ότι : 
 
Ε(S2) = [(ν-1)/ν].σ2 
 
που σηµαίνει ότι η µέση τιµή της δειγµατικής διασποράς διαφέρει από τη 
διασπορά του πληθυσµού. 

Για το λόγο αυτό, προτιµάται, ενίοτε, να οριστεί η δειγµατική 
διασπορά µε βάση το µέγεθος s2

ν-1, όπου : 
 
s2

ν-1
 = [(x1-x)2+(x2-x)2+...+(xν-x)2] / (ν-1) 

 
Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύεται ότι η µέση τιµή των 

ποσοτήτων s2
ν-1 είναι ίση µε τη διασπορά του πληθυσµού, δηλαδή : 

 
Ε(S2

ν-1) = σ2 
 

Όσο µεγαλύτερο είναι το µέγεθος του δείγµατος, τόσο τείνει να 
εξισωθεί το s2 µε το s2

ν-1. Στις παρούσες σηµειώσεις, η δειγµατική 
διασπορά υπολογίζεται ως s2.  

Σε ένα δείγµα, που αποτελεί υποσύνολο του πληθυσµού, 
µπορούν να προσδιοριστούν η δειγµατική µέση τιµή και η δειγµατική 
διασπορά και από τα µεγέθη αυτά να εκτιµηθούν η µέση τιµή και η 
διασπορά του πληθυσµού. 

Η δειγµατική τυπική απόκλιση ορίζεται ως η τετραγωνική ρίζα 
της δειγµατικής διασποράς. 
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Εφαρµογή 
 

Σε 8 λεπτές τοµές από πυριγενές πέτρωµα, µετρήθηκε η 
εκατοστιαία περιεκτικότητα σε χαλαζία και προέκυψαν τα παρακάτω 
αποτελέσµατα: 

 

Περιεκτικότητα (%) σε χαλαζία 
23.5   16.6   25.4   19.1   19.3   22.4   20.9   24.9 

 
Να βρεθούν η µέση τιµή, η διασπορά και η τυπική απόκλιση του 

δείγµατος. 
 
Απάντηση 
 

Το µέγεθος του δείγµατος είναι ν=8. 
Η δειγµατική µέση τιµή είναι : 
 

x = 23.5+16.6+25.4+19.1+19.3+22.4+20.9+24.9) / 8 = 21.5 
 
 
Η δειγµατική διασπορά s2 είναι : 
 
         s2 =  [(23.5-21.5)2+(16.6-21.5)2+(25.4-21.5)2+(19.1-21.5)2+ 
 +(19.3-21.5)2+(22.4-21.5)2+(20.9-21.5)2+(24.9-21.5)2] / 8 
 
Εποµένως : 
 
         s2 = 8.32 
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Η δειγµατική διασπορά µπορεί να υπολογιστεί και ως : 
 
s2

ν-1
 = [(23.5-21.5)2+(16.6-21.5)2+(25.4-21.5)2+(19.1-21.5)2+ 

 +(19.3-21.5)2+(22.4-21.5)2+(20.9-21.5)2+(24.9-21.5)2] / (8-1) 
Εποµένως : 
 
s2

ν-1
 = 9.51 

 
Η δειγµατική τυπική απόκλιση είναι : 
 

      s = √s2 = √8.32 = 2.88 
 
ή, εναλλακτικά, 

sν-1 = √s2
ν-1

 = √9.51 = 3.08 
 
 

1.9. Η Ανισότητα του Tschebyschev 
 
Στα προηγούµενα αναφερθήκαµε στις σχέσεις µεταξύ 

κατανοµής, µέσης τιµής και διασποράς. Η γνώση της µέσης τιµής και 
της διασποράς µιας τυχαίας µεταβλητής Χ (διακριτής ή συνεχούς) δίνει, 
βέβαια, κάποια εποπτεία της τυχαίας µεταβλητής, δεν επαρκεί όµως για 
την εκτίµηση της πιθανότητας αποκλίσεων από τη µέση τιµή µ. Αυτήν 
την εκτίµηση όµως µας δίνει η ανισότητα του Tschebyschev που 
εκφράζεται ως εξής: Για δεδοµένη τυχαία µεταβλητή Χ (διακριτή ή 
συνεχή) µε τιµές xi i=1,2,.…  και µέση τιµή µ και διασπορά σ2 
πεπερασµένες, για κάθε θετικό αριθµό ε ισχύει: 

Ρ(ΙΧ-µΙ≥ ≤ε
σ
ε

)
2

2  

∆ηλαδή, η πιθανότητα ότι η διαφορά (x-µ), της τιµής x της 
µεταβλητής Χ από τη µέση τιµή της µ, είναι κατά απόλυτη τιµή 
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µεγαλύτερη ή ίση µε δεδοµένο αριθµό ε είναι µικρότερη ή ίση του λόγου 
της διασποράς σ2 προς το τετράγωνο του αριθµού ε. 

Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να εκτιµήσουµε την πιθανότητα να 
διαφέρει η µεταβλητή Χ από τη µέση τιµή της, τόσο (ή και πλέον) όσο 
ορίζει ένας θετικός αριθµός ε. 

 
 

1.10. Ο Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
 
Πολλές φορές στην καθηµερινή πρακτική απαιτείται η 

πραγµατοποίηση ενός γεγονότος να είναι βέβαιη, π.χ. η µεταφορά 
επιβατών µε µεταφορικό µέσο να είναι ασφαλής, οπότε η πιθανότητα 
πραγµατοποίησης του γεγονότος, δηλαδή της ασφαλούς µεταφοράς 
πρέπει να είναι πάρα πολύ κοντά στη µονάδα. Άλλες φορές πάλι, προς 
αποφυγή µαζικών καταστροφών, απαιτείται η µη πραγµατοποίηση ενός 
γεγονότος, δηλαδή η πραγµατοποίηση του γεγονότος να είναι µηδενική, 
π.χ. η κατάρρευση ενός ουρανοξύστη, ενός φράγµατος, κ.λπ. Το 
τελευταίο όµως ανάγεται στην ανάγκη πραγµατοποίησης του αντιθέτου 
γεγονότος, δηλαδή της µη κατάρρευσης του ουρανοξύστη, του 
φράγµατος, κ.λπ. µε απαίτηση και εδώ η πιθανότητα να είναι πάρα πολύ 
κοντά στη µονάδα. 

Έτσι, ένα από τα προβλήµατα του λογισµού των πιθανοτήτων 
είναι η ανεύρεση νόµων για τους οποίους η πιθανότητα 
πραγµατοποίησής τους είναι πάρα πολύ κοντά στη µονάδα. Μεγάλη 
σπουδαιότητα σ’αυτό παίζουν νόµοι που εµφανίζονται ως το 
αποτέλεσµα της επίδρασης µεγάλου πλήθους ανεξαρτήτων µεταξύ τους 
τυχαίων µεταβλητών. Ιδιαίτερη σηµασία ανάµεσα σ’αυτούς τους νόµους 
είναι ο νόµος των µεγάλων αριθµών  που είναι µια ενδιαφέρουσα 
συνέπεια της ανισότητας του Tschebyschev. 

Θεωρούµε τις ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2, …, Χν, µε 
µέσες τιµές µ1, µ2, …, µν, και διασπορές σ1

2, σ2
2,...,σν2 µικρότερες από 

ένα φράγµα β2. Εάν Α=
1
ν

( µ1+µ2+…+µν) είναι ο αριθµητικός µέσος όρος 
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των µέσων τιµών, τότε εφαρµόζοντας την ανισότητα του Tschebyschev 
έχουµε: 

Ρ(
1

1
1

2

2ν
ε

β
νε

ν

xi A
i

− < ≥ −
=
∑ )  ∀ >ε 0  

∆ηλαδή, ο νόµος των µεγάλων αριθµών µε τη βοήθεια της 
ανισότητας του Tschebyschev λέγει: Για πάρα πολύ µεγάλα ν και µε 
πιθανότητα που προσεγγίζει οσοδήποτε τη µονάδα, η αριθµητική µέση 
τιµή Α των µέσων τιµών ν τυχαίων µεταβλητών διαφέρει κατά απόλυτη 
τιµή λιγότερο του ε από την αριθµητική µέση τιµή των ν τυχαίων 
µεταβλητών. 
 Ακόµη, ο νόµος των µεγάλων αριθµών δίνεται και µε τη βοήθεια 
του Bernoulli : 

Θεωρούµε p την πιθανότητα εµφάνισης του γεγονότος Γ και 
έστω ότι κατά ν ανεξάρτητα πειράµατα το γεγονός Γ εµφανίστηκε νi 
φορές, τότε ∀ >ε 0  ισχύει : 

Ρ(
ν
ν

ε
ε ν

i p− < ≥ −) 1
1

4 2   

∆ηλαδή, ο νόµος των µεγάλων αριθµών κατά τον Bernoulli λέγει: 
Για πάρα πολύ µεγάλα ν και µε πιθανότητα που προσεγγίζει 

οσοδήποτε τη µονάδα, η σχετική συχνότητα εµφάνισης του γεγονότος Γ 
διαφέρει κατά απόλυτη τιµή λιγότερο του ε από την πιθανότητα p 
εµφάνισης του γεγονότος. 

 
 

1.11. Μερικές Βασικές Κατανοµές 
 
Μερικές από τις κατανοµές είναι πολύ σηµαντικές για τις 

πρακτικές εφαρµογές. Τέτοιες είναι η διωνυµική κατανοµή, η κατανοµή 
του Poisson, η κανονική κατανοµή, κ.ά. 

Η διωνυµική κατανοµή, που ονοµάζεται και κατανοµή του 
Bernoulli, εφαρµόζεται σ’όλα τα προβλήµατα που βασίζονται σε 
πειράµατα τύχης που επαναλαµβάνονται πολλές φορές και η 
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πιθανότητα να εµφανιστεί ένα γεγονός Γ δεν αλλάζει από πείραµα σε 
πείραµα, δηλαδή τα αποτελέσµατα των διαφόρων πειραµάτων είναι 
ανεξάρτητα. Π.χ., η ρίψη ενός νοµίσµατος, ενός ζαριού, το τράβηγµα 
ενός κλήρου και στη συνέχεια η επανατοποθέτηση στην κληρωτίδα για 
νέο πάλι τράβηγµα, όταν επαναλαµβάνονται πολλές φορές, είναι 
πειράµατα µε ανεξάρτητα αποτελέσµατα και ονοµάζονται ανεξάρτητες 
δοκιµές ή δοκιµές Bernoulli. 

Εάν p είναι η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί ένα γεγονός Γ σε 
µια µόνο δοκιµή Bernoulli, τότε η πιθανότητα να µην πραγµατοποιηθεί 
το γεγονός Γ είναι q=1-p. Η πιθανότητα p πραγµατοποίησης του 
γεγονότος Γ λέγεται και πιθανότητα επιτυχίας, ενώ η πιθανότητα q µη 
πραγµατοποίησης του γεγονότος Γ λέγεται και πιθανότητα αποτυχίας. Η 
πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί το γεγονός Γ ακριβώς κ φορές σε ν 
πειράµατα, δηλαδή να έχουµε κ επιτυχίες και ν-κ αποτυχίες δίνεται από 
τη συνάρτηση πιθανότητας: 

f(x)=Ρ(Χ=κ)= p
ν
κ







 κ qν-κ = ( )

ν
κ ν κ

!
! !−

 pκ qν-κ 

όπου η τυχαία µεταβλητή X παριστάνει το πλήθος των επιτυχιών σε ν 
πειράµατα και κ=0,1,2,…,ν. 

Η παραπάνω διακριτή συνάρτηση πιθανότητας f(x)=Ρ(Χ=κ) 
καλείται διωνυµική κατανοµή, γιατί για κ=0,1,2,…,ν δίνει τους όρους του 
αναπτύγµατος του διωνύµου του Νεύτωνα: 

(q+p)ν=qν+ q
ν
1







 ν-1p+


 q
ν
2

 

 ν-2p2+…+pν= p

ν
κκ

ν 







=
∑

0

κqν-κ 

Επίσης, καλείται και κατανοµή του Bernoulli ή κατανοµή του 
Νεύτωνα. 
 

Η διωνυµική κατανοµή έχει µέση τιµή µ=νp, διασπορά σ2 =νpq 
και τυπική απόκλιση σ= νpq . 

H διωνυµική κατανοµή είναι πολύ χρήσιµη για µικρές τιµές των ν 
και κ. Για µεγάλες τιµές όµως ο υπολογισµός γίνεται επίπονος και 
γι’αυτό αντικαθίσταται, ανάλογα µε το προς επίλυση πρόβληµα, µε 
άλλες κατανοµές (π.χ., κατανοµή Gauss ή κατανοµή Poisson, κ.λπ.) 
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1.11.1. Η Κατανοµή του Poisson 
 

H κατανοµή του Poisson εφαρµόζεται σε προβλήµατα που 
βασίζονται σε δοκιµές (πειράµατα τύχης) που ο αριθµός τους ν είναι 
πάρα πολύ µεγάλος, ενώ η πιθανότητα p για την πραγµατοποίηση ενός 
γεγονότος Γ είναι πάρα πολύ µικρή. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι η 
κατανοµή του Poisson είναι οριακή της διωνυµικής κατανοµής, για 
πλήθος δοκιµών που τείνουν στο άπειρο, ν→ ∞  και όταν η πιθανότητα 
p πραγµατοποίησης ενός γεγονότος Γ τείνει στο µηδέν, ήτοι p→ 0, µε 
µια πρόσθετη συνθήκη, ότι το γινόµενο της πιθανότητας 
πραγµατοποίησης του γεγονότος Γ επί το πλήθος των πειραµάτων 
τύχης να είναι σταθερό, ήτοι pν=λ=σταθερό. Κατ’αυτόν τον τρόπο η 
πιθανότητα p=Ρν(Χ=κ) σε ν πειράµατα τύχης να πραγµατοποιηθεί ένα 
γεγονός Γ κ φορές δίνεται από το όριο  

lim
ν → ∞

Ρν(Χ=κ)= 
λ

κ

κ λe−

!
 

Ήτοι, εάν µία τυχαία µεταβλητή Χ µπορεί να πάρει τις τιµές 0, 1, 

2, … µε συνάρτηση πιθανότητας f(κ)=Ρ(Χ=κ)= 
λ

κ

κ λe−

!
 κ=0, 1, 2, … , 

όπου λ είναι µία δεδοµένη σταθερή µεγαλύτερη από το µηδέν λέµε ότι 
έχουµε µία κατανοµή του Poisson, ή αλλιώς ότι η διακριτή τυχαία 
µεταβλητή Χ είναι κατανεµηµένη κατά Poisson. 

Τιµές της συνάρτησης πιθανότητας f(κ) µπορούν να 
υπολογιστούν από πίνακες στους οποίους δίνονται τιµές της ποσότητας 
e-λ για διάφορα λ ή απευθείας µε τη βοήθεια των λογαρίθµων.  

Η κατανοµή του Poisson καθορίζεται πλήρως όταν είναι γνωστή 
η ποσότητα λ. 

Βασικές ιδιότητες που χαρακτηρίζουν την κατανοµή του Poisson 
είναι ότι η µέση τιµή της ισούται µε λ, ήτοι µ=λ=pν, καθώς επίσης και η 
διασπορά της έχει την ίδια τιµή, ήτοι σ2=λ=pν. Φυσικά,η τυπική της 
απόκλιση είναι σ= λ ν= p . 
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Παλιότερα, η περιοχή εφαρµογής της κατανοµής του Poisson 
περιοριζόταν σε σπάνια γεγονότα, π.χ., θανάτους από σπάνιες 
ασθένειες, παιδικές αυτοκτονίες κ.λπ. Τις τελευταίες δεκαετίες όµως η 
περιοχή εφαρµογής της κατανοµής του Poisson αυξήθηκε σηµαντικά. 
Ήδη, χρησιµοποιείται ευρύτατα στη βιολογία, µετεωρολογία, στις 
τηλεπικοινωνίες, στο στατιστικό έλεγχο ποιότητας διαφόρων αγαθών, 
κ.λπ.  

Ακόµη, η κατανοµή του Poisson χρησιµεύει για να προσεγγίσει 
τη διωνυµική κατανοµή. Πράγµατι εάν σε µία διωνυµική κατανοµή το ν 
είναι µεγαλο και η πιθανότητα επιτυχίας p να πραγµατοποιηθεί ένα 
γεγονός Γ είναι πολύ µικρή, δηλαδή η πιθανότητα αποτυχίας q=1-p είναι 
περίπου ίση µε τη µονάδα, τότε λέµε ότι έχουµε να κάνουµε µε ένα 
σπάνιο γεγονός. 

 Στην πράξη, χαρακτηρίζουµε ένα γεγονός σπάνιο, εάν 
αναφερόµαστε τουλάχιστον σε 50 πειράµατα τύχης (ν≥ 50) και 
συγχρόνως το γινόµενο pν είναι µικρότερο του 5 ήτοι, pν<5. Στις 
περιπτώσεις αυτές αντί της διωνυµικής κατανοµής µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή του Poisson και να έχουµε µία πάρα 
πολύ καλή προσέγγιση. 
 
 
1.11.2. Κανονική Κατανοµή ή Κατανοµή του Gauss 
  

Η κανονική κατανοµή είναι µία από τις πιο σηµαντικές 
κατανοµές του λογισµού των πιθανοτήτων και ονοµάζεται και κατανοµή 
του Gauss, από το όνοµα του εισηγητή της ο οποίος τη βρήκε και τη 
χρησιµοποίησε σε µια προσπάθειά του να προσαρµόσει αποτελέσµατα 
γεωδαιτικών µετρήσεων. 

Η κανονική κατανοµή προκύπτει από τη διωνυµική κατανοµή, αν 
αυξηθεί ο αριθµός ν των πειραµάτων τύχης προς το άπειρο, ενώ η 
πιθανότητα p πραγµατοποίησης του γεγονότος Γ, δηλαδή η πιθανότητα 

επιτυχίας παραµένει σταθερή ίση µε 
1
2

 ήτοι p=
1
2

. 
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Ενώ η διωνυµική κατανοµή ορίζεται µόνο για ακέραιες τιµές της 
τυχαίας µεταβλητής, η κανονική κατανοµή ισχύει για συνεχείς 
µεταβλητές, δηλαδή εφαρµόζεται σε απείρως πυκνό πλήθος τιµών της 
τυχαίας µεταβλητής. 

Η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής είναι : 

 f(χ)=
e

x
−

−( )µ

σ π

2

226

2
    − ∞ < < ∞x  

όπου µ και σ είναι σταθερές και µάλιστα ίσες αντίστοιχα µε τη µέση τιµή 
και την τυπική απόκλιση. 
 Η µέση τιµή µ είναι : 

 µ= x
−∞

+∞

∫
e

x
−

−( )µ

σ π

2

226

2
dx 

και η διασπορά σ2 είναι : 

 σ2= (x-µ)
−∞

+∞

∫ 2 e
x

−
−( )µ

σ π

2

226

2
dx  

 
Σχήµα 19.  Γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας f(x) για διάφορες τιµές 

της διασποράς 

Η µέση τιµή και η διασπορά περιγράφουν πλήρως την κανονική 
κατανοµή. Στο σχήµα 19 δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
πυκνότητας f(x) της κανονικής κατανοµής για διάφορες τιµές της 
διασποράς. Οι καµπύλες έχουν τη µορφή κώδωνος. Η κορυφή κάθε 
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καµπύλης βρίσκεται στη µέση τιµή µ. Από αυτή την τιµή (θέση) η 
καµπύλη πέφτει συµµετρικά προς τις δυο πλευρές και πλησιάζει 
ασυµπτωτικά τον άξονα των x. Στην απόσταση ± σ από τη µέση τιµή µ 
βρίσκονται τα σηµεία καµπής της καµπύλης. Από το παραπάνω σχήµα 
φαίνεται η επίδραση της αύξησης της διασποράς στη µορφή της 
καµπύλης. Όσο αυξάνεται η τυπική απόκλιση σ (δηλ., η τετραγωνική 
ρίζα της διασποράς) οι καµπύλες γίνονται χαµηλότερες και ευρύτερες. Η 
συνάρτηση κατανοµής της κατανοµής του Gauss είναι: 

 F(x)=Ρ(Χ≤  x)= f(x)dx=
−∞
∫
x 1

2σ π −∞
∫
x

e
−

−( )t µ 2

226 dt 

και τότε λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή Χ είναι κανονική ή κανονικά 
κατανενηµένη µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2. 

Όµως, για µια τυχαία µεταβλητή Χ, που είναι κανονική ή 
κατανεµηµένη κατά Gauss, όπως λέµε, µε δεδοµένη µέση τιµή µ και 
διασπορά σ2, ο υπολογισµός επί µέρους τιµών της συνάρτησης 
πυκνότητας της κατανοµής f(x) είναι επίπονος. Γι’αυτό η κατανοµή της Χ 
ανάγεται σε µία κατανοµή Gauss µιας τυποποιηµένης, όπως 
ονοµάζεται, µεταβλητής Ζ που έχει µέση τιµή µ=0 και διασπορά σ2=1. Η 
συνάρτηση πυκνότητας της τυποποιηµένης µεταβλητής Ζ είναι τότε: 

 f(z)=
e

z
−

2

2

2π
 

και ονοµάζεται κανονικοποιηµένη κατανοµή Gauss ή τυποποιηµένη 
κανονική κατανοµή ή απλώς κανονική κατανοµή.  

Η µετάβαση  από κατανοµή Gauss µε µέση τιµή µ και διασπορά 
σ2 στην κανονική κατανοµή γίνεται µε το µετασχηµατισµό 

Ζ=
−Χ µ
σ

       (Μ) 

Η παραπάνω συνάρτηση κατανοµής F(x) ονοµάζεται 
ολοκλήρωµα Gauss ή ολοκλήρωµα σφάλµατος. Παριστάνει το εµβαδό 
της επιφάνειας κάτω από την καµπύλη f(x) µε όρια − ∞  και x (σχήµα 
20). Η συνάρτηση F(x) έχει ως ασύµπτωτες τον άξονα των x και την 
ευθεία F(x)=1 και σηµείο καµπής στο σηµείο x=µ (σχήµα 21). 
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Σχήµα 20. Συνάρτηση πυκνότητας της κατανοµής Gauss 

  

 
Σχήµα 21. Συνάρτηση κατανοµής της κατανοµής Gauss 

  
Αν ληφθεί υπόψη η συµµετρία της συνάρτησης πυκνότητας της 

κανονικής κατανοµής, δηλαδή η συµµετρία της f(x), η συνάρτηση 
κατανοµής F(x) γράφεται σε κανονική µορφή για µ=0 και σ2=1 ως εξής : 

 

Φ(x)= φ
π

( )u du e du
z uz

0

2

0

1
2

2

∫ ∫=
−

 

Οι τιµές της Φ(z) καταχωρίζονται σε πίνακες. Κάθε κατανοµή 
Gauss µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2 συνδέεται µε τη Φ(z) µε τον 
παραπάνω µετασχηµατισµό (Μ). Στο σχήµα 22 δίνεται η γεωµετρική 
σηµασία της Φ(z). 
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Σχήµα 22. Γεωµετρική σηµασία της συνάρτησης Φ(z) 

 
Aπό το µετασχηµατισµό (Μ) µπορούµε να βρούµε τα z1, z2 που 

αντιστοιχούν στις δύο τιµές x1 και x2 της τυχαίας µεταβλητής Χ και να 
υπολογίσουµε την αντίστοιχη επιφάνεια. Για τον υπολογισµό 
διακρίνουµε δύο βασικές περιπτώσεις: 
1. Εάν οι τιµές των z1 και z2 βρίσκονται στα δεξιά του µηδενός και είναι 

z2>z1, τότε η αντίστοιχη επιφάνεια είναι ίση µε τη διαφορά Φ(z2)-
Φ(z1). Το ανάλογο ισχύει εάν οι δύο τιµές z1 και z2 βρίσκονται στα 
αριστερά του µηδενός (σχήµα 23). 

2. Εάν η τιµή z1 βρίσκεται αριστερά και η τιµή z2 δεξιά του µηδενός,τότε 
η αντίστοιχη επιφάνεια δίνεται από το άθροισµα Φ(z2)+Φ(z1) (σχήµα 
24). Και στις δυο περιπτώσεις το µέτρο της υπολογισθείσας 
επιφανείας δίνει την πιθανότητα η τιµή της τυχαίας µεταβλητής να 
βρίσκεται µεταξύ των x1 και x2. 

 

 
Σχήµα 23. Επιφάνεια ίση µε Φ(z2)-Φ(z1) 
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Σχήµα 24. Επιφάνεια ίση µε Φ(z2)+Φ(z1) 

 
Μία γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της 

τυποποιηµένης µεταβλητής Ζ, που πολλές φορές ονοµάζεται τυπική ή 
τυποποιηµένη κανονική καµπύλη δίνεται στο σχήµα 25. Στο σχήµα είναι 
σκιασµένες οι επιφάνειες που αντιστοιχούν σε τυπικές αποκλίσεις 1,2, 
και 3 από τη µέση τιµή. Οι επιφάνειες αυτές περιλαµβάνονται µεταξύ 
των τιµών z1 και z2 όπου, z1 παίρνει τις τιµές -1,-2,-3 και z2 τις τιµές 
1,2,3 αντίστοιχα. ∆ηλαδή, οι επιφάνειες αυτές περιλαµβάνονται µεταξύ 
z=-1 και z=+1, z=-2 και z=+2,  z=-3 και z=+3 και αποτελούν αντίστοιχα 
τα 68.3%,95.4% και 99.7% της ολικής επιφανείας που είναι ίση µε τη 
µονάδα. Τα παραπάνω είναι ισοδύναµα αντίστοιχα µε τις σχέσεις : 
  

 
Σχήµα 25. Γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της τυποποιηµένης 

µεταβλητής z 

 
Ρ(-1 ≤ ≤ =Z 1 0 683) . , Ρ(-2 ≤ ≤ =Z 2 0 954) . , Ρ(-3 ≤ ≤ =Z 3 0 997) .  
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1.11.3 Οι κατανοµές γάµα, χ2, t, F. 

 
Για στατιστικές εκτιµήσεις παραµέτρων πληθυσµού, καθώς και 

για τον έλεγχο στατιστικών υποθέσεων, χρησιµοποιούνται οι παρακάτω 
κατανοµές: 

Η κατανοµή γάµα: Μια τυχαία µεταβλητή x ακολουθεί την 
κατανοµή γάµα, αν η συνάρτηση πυκνότητας είναι : 
 

όπου a, b > 0 

f(x) = 
x e
b Γ(a)

            x>0

0                      x 0 

a-1 -x/b

a

≤

















   

Γ(a) είναι η συνάρτηση γάµα, που ορίζεται από τη σχέση : 
 

Γ(a)= t e dt               a>0a-1 -t

0

∞

∫ . 

 
 
Η µέση τιµή µ και η διασπορά σ2 είναι, αντίστοιχα : 
 
µ = ab                          σ2 = ab2 
 

Η κατανοµή χ2: Η κατανοµή χ2, µε ν βαθµούς ελευθερίας, έχει 
συνάρτηση πυκνότητας : 
 

f(x) = 
x e
2 Γ(ν/2)

                 x>0

0                               x 0

ν/2-1 -x/2

ν/2

≤

















 

 
µε µέση τιµή µ = ν και διασπορά σ2 = 2ν . 
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Η κατανοµή t του Student: Μια τυχαία µεταβλητή t µε 
συνάρτηση πυκνότητας : 

 

f(t) = 
Γ(
ν+1
2

νπΓ(ν/2)
 t /ν)e                  - < t <2 -(ν+1)/2

)
(1+ ∞ ∞  

 
ακολουθεί την κατανοµή t µε ν βαθµούς ελευθερίας. Η κατανοµή t έχει 
µέση τιµή µ = 0 και διασπορά σ2 = ν/(ν-2), µε ν>2. Αν το ν είναι µεγάλο 
(ν≥30), η f(t) προσεγγίζει την κανονική (γκαουσιανή) κατανοµή. 
 

Η κατανοµή F: Μια τυχαία µεταβλητή u ακολουθεί την 
κατανοµή F µε ν1 και ν2 βαθµούς ελευθερίας, αν έχει συνάρτηση 
πυκνότητας : 

 

f(u)=
Γ(
ν ν

2
Γ(ν Γ(ν

ν ν u ν ν u)               u>0

0                                                                                        u 0

1 2

1 2
1
ν /2

2
ν /2 (ν /2)

2 1
-(ν +ν )/21 2 1 1 2

+

+

≤



















−
)
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(

2 2
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η µέση τιµή µ και η διασπορά σ2 δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις : 

µ = 
ν
ν

                   ν2

2
2−
>

2
2  

και 

σ
2ν ν ν
ν ν ν

                  ν2 2
2

1 2

1 2 2
2=

+ −

− −
>

( )
( )( )

2
4 2

42  

  
 
 
1.12. Στατιστικές Εκτιµήσεις - ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης 

 
Αν η εκτίµηση µιας παραµέτρου Μ του πληθυσµού (για 

παράδειγµα της µέσης τιµής) εκφράζεται µε ένα µόνο αριθµό, έχουµε µια 
σηµειακή εκτίµηση  της παραµέτρου. Αν όµως ο αριθµός αυτός 
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συνοδεύεται και µε ένα διάστηµα τιµών, µέσα στο οποίο πιστεύουµε ότι 
βρίσκεται η παράµετρος του πληθυσµού, τότε έχουµε µια εκτίµηση 
διαστήµατος της παραµέτρου. 

Κατά τη διαδικασία της εκτίµησης της παραµέτρου του 
πληθυσµού, υπεισέρχεται η στατιστική συνάρτηση (ή 
δειγµατοσυνάρτηση) S, µε τη βοήθεια της οποίας υπολογίζεται µια 
µέση τιµή Μs, που εξυπηρετεί στον υπολογισµό της παραµέτρου του 
πληθυσµού.  

Παράδειγµα στατιστικής συνάρτησης S είναι η δειγµατική µέση 
τιµήx, που είναι ο µέσος όρος των τιµών του δείγµατος x1, x2, ..., xν, και 
που εξυπηρετεί στην εκτίµηση της µέσης τιµής Μ του πληθυσµού. 

Αν η S ακολουθεί, έστω και κατά προσέγγιση, την κανονική 
κατανοµή, τότε η εκτίµηση της παραµέτρου του πληθυσµού εκφράζεται 
από τη µέση τιµή Μs της S και τη µέση απόκλιση σs. Η µέση απόκλιση 
σs συνδέεται µε την τυπική απόκλιση σ του πληθυσµού µε τη σχέση : 

σs = σ / √ν 
 
όπου ν είναι το πλήθος των στοιχείων (µέγεθος) του δείγµατος. 

Αν η στατιστική συνάρτηση S είναι η δειγµατική µέση τιµή x, 
τότε ισχύει : 

Ms =x 
 

Έχοντας λοιπόν προσδιορίσει τις ποσότητες Ms και σs, και 
θεωρώντας ότι η S ακολουθεί µια κανονική κατανοµή, εκτιµούµε ότι η 
παράµετρος Μ του πληθυσµού  βρίσκεται µέσα στο διάστηµα [Μs-σs, 
Ms+σs] µε πιθανότητα 68.27%, στο διάστηµα [Μs-2σs, Ms+2σs] µε 
πιθανότητα 95.45% και στο διάστηµα [Μs-3σs, Ms+3σs] µε πιθανότητα 
99.73%. Τα διαστήµατα αυτά καλούνται 68.27%, 95.45%, 99.73% 
διαστήµατα εµπιστοσύνης για την εκτίµηση της παραµέτρου του 
πληθυσµού. Τα άκρα των διαστηµάτων αυτών είναι τα όρια 
εµπιστοσύνης. Οι αριθµοί 1, 2, 3, που προσδιορίζουν τα όρια των 
διαστηµάτων εµπιστοσύνης, ως συντελεστές στην ποσότητα ±σs, είναι οι 
κρίσιµες τιµές και συµβολίζονται µε zc. Για ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 
95% το zc είναι 1.96 και για 99% είναι 2.58. Οι τιµές zc προσδιορίζονται 
από την καµπύλη Φ(z), που είναι το εµβαδόν του χωρίου που 
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περικλείεται από την κανονική κατανοµή από 0 ως z. Τα ποσοστά 95%, 
99%, κ.λπ., ονοµάζονται συντελεστές εµπιστοσύνης.   

Επειδή η τυπική απόκλιση σ του πληθυσµού συνήθως δεν είναι 
γνωστή, στις σχέσεις µε τις οποίες προσδιορίζονται η µέση απόκλιση και 
τα διαστήµατα εµπιστοσύνης, υπεισέρχεται η τυπική απόκλιση s του 
δείγµατος, αντί του σ. 
  
 
1.12.1.  ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για µέσες τιµές 
 

Όταν η στατιστική συνάρτηση S είναι η δειγµατική µέση τιµή x, 
και το µέγεθος του δείγµατος είναι µεγάλο (ν≥30), τότε η εκτίµηση για 
τη µέση τιµή Μ του πληθυσµού είναι : 
 

x ± zc s / √ν 
 

υποθέτοντας έναν άπειρο πληθυσµό. 
Για µικρά δείγµατα (ν<30), τα διαστήµατα εµπιστοσύνης 

καθορίζονται µε βάση την κατανοµή t, µε ν-1 βαθµούς ελευθερίας. Αν 
λοιπόν θέλουµε, για παράδειγµα, να καθορίσουµε τα όρια του 
διαστήµατος εµπιστοσύνης 95%, θα πρέπει, µε τη βοήθεια πινάκων, να 
προσδιορίσουµε την κρίσιµη τιµή tc που αντιστοιχεί σε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 97.5% (ώστε το εµβαδόν της t να χωριστεί σε τρία 
τµήµατα που να καταλαµβάνουν το 2.5%, το 95% και το 2.5% 
αντίστοιχα), οπότε η εκτίµηση για τη µέση τιµή είναι : 
  

x ± t.975 s / √(ν-1)  
 

Γενικά, η µέση τιµή για ένα διάστηµα εµπιστοσύνης είναι : 
 

x ± tc s / √(ν-1) 
 
όπου tc το αντίστοιχο όριο εµπιστοσύνης 
 
Παράδειγµα 1 (Spiegel, 1977) : Σε δείγµα 100 κιβωτίων φρούτων, από 
ένα πολύ µεγαλύτερο πληθυσµό, βρέθηκε αριθµητική µέση τιµή βάρους 
κιβωτίου x = 67.45 Kg µε τυπική απόκλιση s = 2.93 Kg. Να 
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υπολογιστούν: α) το 95%, β) το 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση 
τιµή του βάρους των κιβωτίων. 
 
α) Για 95% συντελεστή εµπιστοσύνης έχουµε zc = 1.96. Εποµένως το 
µέσο βάρος είναι 67.45 ± 1.96 (2.93 / √100) = (67.45 ± 0.57) kg, µε 
διάστηµα εµπιστοσύνης 95%. 
β) Για συντελεστή εµπιστοσύνης 99% έχουµε zc = 2.58. Το µέσο βάρος 
είναι 67.45 ± 2.58 (2.93 / √100) = (67.45 ± 0.76) kg, µε διάστηµα 
εµπιστοσύνης 99%. 
 
Παράδειγµα 2 (Spiegel, 1977) : ∆έκα µετρήσεις της διαµέτρου µιας 
σφαίρας έδωσαν µέση τιµή x=4.38 cm και τυπική απόκλιση s=0.06 cm. 
Να εκτιµηθεί η πραγµατική διάµετρος της σφαίρας για 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης. 
 

Επειδή ν<30, η µέση τιµή x ακολουθεί µια κατανοµή t µε 10-1=9 
βαθµούς ελευθερίας. Για 95% συντελεστή εµπιστοσύνης έχουµε κρίσιµη 
τιµή tc = t.975 = 2.26. 
Οπότε, για διάστηµα εµπιστοσύνης 95%, η διάµετρος της σφαίρας είναι 
4.38 ± 2.26 (0.06 / √(10-1)) = (4.38 ± 0.0452)  cm. 
1.12.2. ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για αναλογίες 
 

Αν η στατιστική συνάρτηση S παριστάνει την αναλογία 
επιτυχιών σε δείγµα µεγέθους ν ≥ 30, που προέρχεται από ένα 
διωνυµικό πληθυσµό στον οποίο p είναι η αναλογία των επιτυχιών, το 
διάστηµα εµπιστοσύνης για το p είναι το [P-zcs, P+zcs], όπου P η 
αναλογία επιτυχιών στο δείγµα µεγέθους ν.  

Αποδεικνύεται ότι η τυπική απόκλιση δείγµατος s είναι ίση µε 
√(p(1-p)/ν), οπότε τα όρια εµπιστοσύνης για την αναλογία του 
πληθυσµού είναι : 
 

P ± zc √(p(1-p)/ν) 
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Το p, στην υπόρριζο ποσότητα, µπορεί να προσδιοριστεί από 
την εκτίµηση P για το δείγµα. 
 
 
1.12.3. ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για διαφορές και αθροίσµατα  
 

Αν S1 και S2 είναι στατιστικές συναρτήσεις που ακολουθούν 
κατά προσέγγιση µια κανονική κατανοµή, τα όρια εµπιστοσύνης για τη 
διαφορά των παραµέτρων των πληθυσµών που αντιστοιχούν στις S1 και 
S2 είναι : 
 

S1 - S2 ± zc√(σS1
2 + σS2

2) 
 
και για το άθροισµα των παραµέτρων είναι : 
 

S1 + S2 ± zc √(σS1
2 + σS2

2) 
 

Αν οι S1, S2 είναι οι αριθµητικές τιµές x1,x2 των δειγµάτων από 
δύο άπειρους πληθυσµούς, τότε τα όρια εµπιστοσύνης για τη διαφορά 
και το άθροισµα των µέσων τιµών είναι : 
 

x1 -x2 ± zc √(s1
2/ν1 + s2

2/ν2) 
 
και 

x1 +x2 ± zc √(s1
2/ν1 + s2

2/ν2) 
 
αντίστοιχα, όπου σ1, σ2 είναι οι τυπικές αποκλίσεις των δειγµάτων.  
 
 
1.13. Έλεγχοι υποθέσεων και επίπεδα σηµαντικότητας 
 

Συνηθίζουµε να εκτιµούµε τις παραµέτρους πληθυσµών, ή να 
κάνουµε υποθέσεις γι’αυτούς, µελετώντας δείγµατα των πληθυσµών. 
Από τη µελέτη διαφορετικών δειγµάτων, συνάγουµε γενικά διαφορετικά 
αποτελέσµατα. Το ερώτηµα που τίθεται συχνά είναι το αν τα 
αποτελέσµατα από δύο διαφορετικά δείγµατα αντιστοιχούν σε δύο 
διαφορετικούς πληθυσµούς, ή αν αντιστοιχούν στον ίδιο πληθυσµό, 
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οπότε οι διαφορές στα αποτελέσµατα των δειγµάτων οφείλονται σε 
τυχαίες αιτίες (στατιστικά σφάλµατα). Αυτή η τελευταία υπόθεση 
(διαφορετικά δείγµατα από τον ίδιο πληθυσµό, άρα οι µετρούµενες τιµές 
είναι κατ’ουσίαν ίδιες, εφόσον αντιστοιχούν στον ίδιο πληθυσµό) 
ονοµάζεται µηδενική υπόθεση και συµβολίζεται µε Η0. Μια υπόθεση 
που είναι ασυµβίβαστη µε την Η0 (δηλαδή τα δύο δείγµατα δεν ανήκουν 
στον ίδιο πληθυσµό, άρα δίνουν διαφορετικές παραµέτρους) είναι µια 
εναλλακτική υπόθεση και συµβολίζεται µε Η1. 

Για να αποφασίσουµε, αν θα δεχτούµε ή θα απορρίψουµε µια 
υπόθεση, ή για να αποφανθούµε για το αν τα αποτελέσµατα των 
δειγµάτων διαφέρουν σηµαντικά από αυτά που προβλέπει η υπόθεση, 
χρησιµοποιούµε διάφορες διαδικασίες, µεθόδους και κανόνες, που 
καλούνται γενικά έλεγχοι υποθέσεων, ή έλεγχοι σηµαντικότητας ή 
κανόνες απόφασης.  

Αν, µε βάση τα δεδοµένα που έχουµε, απορρίψουµε µια 
υπόθεση που στην πραγµατικότητα αληθεύει και θα έπρεπε να τη 
δεχτούµε, κάνουµε ένα σφάλµα τύπου Ι (ή πρώτου είδους). Αντίθετα, 
αν δεχτούµε µια υπόθεση που θα έπρεπε να απορρίψουµε, τότε 
κάνουµε ένα σφάλµα τύπου ΙΙ (ή δεύτερου είδους). Και στις δύο 
περιπτώσεις έχουµε πάρει µια λαθεµένη απόφαση. 

Ο έλεγχος της υπόθεσης, γενικά δεν εξασφαλίζει την απόλυτη 
βεβαιότητα για το αν η υπόθεση ισχύει ή δεν ισχύει. Θα πρέπει λοιπόν 
να εισαγάγουµε ένα ποσοστό αβεβαιότητας ως προς την ορθότητα της 
απόφανσής µας.  

Ονοµάζουµε λοιπόν επίπεδο ή στάθµη σηµαντικότητας, τη 
µέγιστη πιθανότητα µε την οποία δεχόµαστε να κάνουµε σφάλµα τύπου 
Ι. Συνήθως, ως επίπεδο σηµαντικότητας χρησιµοποιείται το 0.01 ή το 
0.05. Αν λοιπόν πάρουµε, για έναν έλεγχο υπόθεσης, επίπεδο 
σηµαντικότητας 0.05 και απορρίψουµε την υπόθεση, τότε από τις 100 
όµοιες περιπτώσεις αναµένεται να σφάλλουµε µόνο στις 5, ή, µε άλλα 
λόγια, είµαστε 95% βέβαιοι ότι πήραµε τη σωστή απόφαση. Σε µια 
τέτοια περίπτωση λέµε ότι η υπόθεση απορρίπτεται σε επίπεδο 
εµπιστοσύνης 0.05 ή 5%. 
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1.13.1. Έλεγχος µηδενικής υπόθεσης µε την κανονική κατανοµή 
 
Ας υποθέσουµε ότι η δειγµατοληπτική κατανοµή µιας 

στατιστικής συνάρτησης S ακολουθεί την κανονική κατανοµή, µε µέση 
τιµή Μs και απόκλιση σs. Αυτό σηµαίνει ότι η παράµετρος z=(S-Μs)/σs 
ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή (µέση τιµή 0, διασπορά 1). Αν η 
υπόθεση είναι αληθής, τότε µπορούµε να είµαστε 95% βέβαιοι ότι η 
µετρούµενη τιµή z βρίσκεται στο διάστηµα [-1.96, +1.96]. Αν όµως σε 
ένα δείγµα βρούµε µια τιµή z έξω από το διάστηµα [-1.96, +1.96], τότε 
έχουµε ένα γεγονός που έχει µόλις 5% πιθανότητα να συµβεί, οπότε η 
τιµή z διαφέρει σηµαντικά από αυτήν που περιµένουµε. Κατά συνέπεια, 
η αρχική υπόθεση για µέση τιµή Μs και τυπική απόκλιση σs, θα πρέπει 
µάλλον να απορριφθεί. 

Οι τιµές του z έξω από το διάστηµα [-1.96, +1.96] αποτελούν την 
κρίσιµη περιοχή, ή περιοχή απόρριψης, ή περιοχή σηµαντικότητας 
και καλύπτει το 5% του εµβαδού της κανονικής κατανοµής. Οι τιµές του 
z µέσα στο διάστηµα [-1.96, +1.96] αποτελούν την περιοχή αποδοχής 
της υπόθεσης, που καλύπτει το 95% του εµβαδού της κανονικής 
κατανοµής.  

Μπορούµε λοιπόν να διατυπώσουµε τον εξής κανόνα 
απόφασης : 

Αν η τιµή z από ένα δείγµα βρίσκεται έξω από το διάστηµα         
[-1.96,+1.96], τότε απορρίπτουµε την υπόθεση σε επίπεδο 
σηµαντικότητας 0.05 (5%).  

Αντίθετα, αν η z βρίσκεται µέσα στο διάστηµα [-1.96,+1.96], τότε 
δεχόµαστε την υπόθεση, ή, αν θέλουµε, δεν παίρνουµε απόφαση. 

Ο κανόνας απόφασης που διατυπώσαµε ισχύει για δίπλευρο 
έλεγχο, στον οποίο µας ενδιαφέρουν οι ακραίες τιµές της S, δεξιά και 
αριστερά από το 0. Συχνά όµως ενδιαφερόµαστε για ακραίες τιµές µόνο 
στο ένα άκρο της δειγµατικής κατανοµής της S, όπως για παράδειγµα 
όταν εξετάζουµε κατά πόσον η παράµετρος ενός πληθυσµού είναι 
µεγαλύτερη από µια τιµή α. Αυτό είναι διαφορετικό από το να ελέγξουµε 
την υπόθεση αν η παράµετρος είναι διάφορη του α. Ένας τέτοιος 
έλεγχος καλείται µονόπλευρος. Η αντίστοιχη κρίσιµη περιοχή είναι στο 
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ένα άκρο της περιοχής και έχει εµβαδόν ίσο µε το επίπεδο 
σηµαντικότητας.   
 
 
1.13.2.  Έλεγχοι υποθέσεων για µεγάλα δείγµατα από άπειρους 

πληθυσµούς. 
 

Για µεγάλα δείγµατα, πολλές στατιστικές συναρτήσεις 
ακολουθούν κανονικές κατανοµές (ή περίπου κανονικές) µε µέση τιµή 
Μs και τυπική απόκλιση σs.  

Είναι εποµένως δυνατό να γίνουν έλεγχοι υποθέσεων µε βάση 
την κανονική κατανοµή. Παρακάτω παρουσιάζονται ορισµένες 
περιπτώσεις ελέγχου υπόθεσης µε πρακτικό ενδιαφέρον.   
 

Μέσες τιµές : Στην περίπτωση αυτή έχουµε µια τυποποιηµένη 
µεταβλητή : 

z = (x - Μ) / (s / √ν) 
όπου x είναι η δειγµατική µέση τιµή, Μ η µέση τιµή του πληθυσµού και 
σ η τυπική απόκλιση του πληθυσµού, που εκτιµάται από την τυπική 
απόκλιση του δείγµατος. ν είναι το πλήθος των στοιχείων του δείγµατος. 

Για να ελέγξουµε, για παράδειγµα, την υπόθεση ότι η µέση τιµή 
Μ είναι Μ = α (µηδενική υπόθεση), πραγµατοποιούµε ένα δίπλευρο 
έλεγχο σε επίπεδο 0.05, ο οποίος αντιστοιχεί σε κρίσιµες τιµές ±1.96 και 
εξετάζουµε αν ισχύει : 

-1.96 ≤ (x -  α) / (s / √ν) ≤ 1.96 
 

Αν η παραπάνω ανίσωση ισχύει, τότε δεχόµαστε την υπόθεση 
Μ = α, σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05. 

Για να ελέγξουµε την υπόθεση Μ > α, χρησιµοποιούµε πάλι την 
υπόθεση Μ = α, και πραγµατοποιούµε ένα µονόπλευρο έλεγχο, 
εξετάζοντας το κατά πόσον ισχύει η ανίσωση : 

(x -  α) / (s / √ν) < 1.645 
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Το 1.645 είναι η κρίσιµη τιµή του z για µονόπλευρο έλεγχο σε 
επίπεδο σηµαντικότητας 0.05. Αν ισχύει η παραπάνω ανίσωση, θα 
πρέπει να απορριφθεί η υπόθεση Μ>α. 

Για να ελεγχθεί η υπόθεση Μ<α, εξετάζουµε αν ισχύει η 
ανίσωση : 

(x - α) / (s / √ν) > -1.645 
Αν ισχύει, τότε απορρίπτεται η υπόθεση Μ<α, σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 0.05. 
 

Αναλογίες : Στην περίπτωση αυτή η στατιστική συνάρτηση είναι 
η p (αναλογία επιτυχιών σε δείγµα) και η µέση τιµή του πληθυσµού είναι 
η P. Ισχύει ότι s = √(p(1-p)/ν) . 
Η τυποποιηµένη µεταβλητή είναι : 

z = (p-P) / √(p(1-p)/ν) 
Ο τρόπος εργασίας είναι ανάλογος µε αυτόν για τις µέσες τιµές. 
 
∆ιαφορές µέσων τιµών : Θεωρούµε ότι δεν υπάρχει διαφορά µέσων 
τιµών µεταξύ δύο πληθυσµών (µηδενική υπόθεση). Η τυποποιηµένη 
µεταβλητή είναι : 
 
 

z = (x1 -x2) / s1,2 
x1 είναι η µέση τιµή του δείγµατος µεγέθους ν1 

x2 είναι η µέση τιµή του δείγµατος µεγέθους ν2 

s1,2 = √(s1
2/ν1+s2

2/ν2) 
s1, s2 είναι οι τυπικές αποκλίσεις των δειγµάτων µεγέθους ν1, ν2, 
αντίστοιχα. 
 
∆ιαφορές αναλογιών: Για να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση ότι δεν 
υπάρχει διαφορά µεταξύ των αναλογιών δύο πληθυσµών, 
χρησιµοποιούµε την τυποποιηµένη µεταβλητή : 
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z = (p1 - p2) / s1,2 
p1, p2 είναι οι αναλογίες επιτυχιών σε δύο δείγµατα µεγέθους ν1, ν2 που 
προέρχονται από διαφορετικούς πληθυσµούς : 
 

σ1,2 = √(p(1 - p) (1/ν1 + 1/ν2)) 
p = (ν1p1 + ν2p2) / (ν1 + ν2) 
 
 
1.13.3. Έλεγχοι υποθέσεων για δείγµατα µικρού µεγέθους 

 
Όταν τα δείγµατα είναι µικρού µεγέθους (ν<30), οι έλεγχοι 

υποθέσεων πραγµατοποιούνται µε τη βοήθεια άλλων, µη κανονικών 
κατανοµών, όπως η t, η F και η χ2. Οι έλεγχοι που εφαρµόζονται στα 
µικρά δείγµατα, µπορούν να εφαρµοστούν και για µεγάλα. Παρακάτω 
παρουσιάζονται κάποιες χαρακτηριστικές περιπτώσεις ελέγχου 
υπόθεσης. 
Μέσες τιµές : Για να ελέγξουµε την υπόθεση ότι µια κανονική, ή 
κωδωνοειδής έστω, κατανοµή έχει µέση τιµή Μ, χρησιµοποιούµε την 
τυποποιηµένη κατανοµή : 

Τ = (x - M ) √(ν - 1) / s 
 
που ακολουθεί την κατανοµή t του Student µε ν-1 βαθµούς 
ελευθερίας.x  είναι η µέση τιµή του δείγµατος µεγέθους ν και σ η 
τυπική απόκλιση του δείγµατος. Όσο το ν αυξάνει, τόσο η Τ προσεγγίζει 
την κανονική κατανοµή z.  
 
∆ιαφορές µέσων τιµών: Έστω δύο τυχαία δείγµατα µεγέθους ν1 και ν2, 
που προέρχονται από δύο κανονικούς (ή περίπου κανονικούς) 
πληθυσµούς, οι οποίοι έχουν την ίδια διασπορά. Έστω x1, x2 και σ1, 
σ2 οι µέσες τιµές και οι τυπικές αποκλίσεις των δειγµάτων, αντίστοιχα. 
Για να ελέγξουµε τη µηδενική υπόθεση  Η0 ότι τα δείγµατα προέρχονται 
από τον ίδιο πληθυσµό, χρησιµοποιούµε τη µεταβλητή : 
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Τ = (x1  -x2 ) / (s√(1/ν1 + 1/ν2)) 
 
όπου 
 

s = [(ν1s1
2 + ν2s2

2) / (ν1 + ν2 - 2)]½ 

 
Η Τ ακολουθεί την κατανοµή t του Student µε ν1+ν2-2 βαθµούς 
ελευθερίας. 
 
∆ιασπορές : Για να ελέγξουµε τη µηδενική υπόθεση Η0 ότι ένας 
πληθυσµός που ακολουθεί κανονική κατανοµή έχει διασπορά σ0

2, 
θεωρούµε την ποσότητα x2, όπου : 

 
x2 = νs2 / σ0

2 
 
Η ποσότητα αυτή ακολουθεί κατανοµή χ2 µε ν-1 βαθµούς ελευθερίας. s2 
είναι η διασπορά του δείγµατος µεγέθους ν. 

Για να δεχτούµε την Η0, σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05, θα 
εξετάσουµε αν ισχύει η ανισότητα : 

 

χ2
.025 ≤ νs2 / σ0

2≤ χ2
.975 

 
Αν ισχύει, τότε δεχόµαστε ότι ο πληθυσµός έχει διασπορά σ0. Αν 

όχι, τότε απορρίπτουµε την Η0. 
Για να ελέγξουµε την υπόθεση ότι η διασπορά είναι µεγαλύτερη 

του σ0, µε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05, πραγµατοποιούµε µονόπλευρο 
έλεγχο µε βάση την ανισότητα : 
 

νs2 / σ0
2 > χ2

.95 
 

Ο µονόπλευρος έλεγχος της υπόθεσης ότι η διασπορά σ είναι 
µικρότερη του σ0, πραγµατοποιείται µε βάση την ανισότητα : 
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νs2 / σ0
2 < χ2

.95 
Λόγοι διασπορών: Έστω δύο δείγµατα µεγέθους ν1 και ν2 µε τυπικές 
αποκλίσεις s1, s2, αντίστοιχα. Αν θέλουµε να εξετάσουµε τη µηδενική 
υπόθεση ότι δεν υπάρχει διαφορά µεταξύ των δύο διασπορών, δηλαδή 
ότι τα δείγµατα προέρχονται από τον ίδιο πληθυσµό, χρησιµοποιούµε 
την ποσότητα : 
 

f = (s1
2(ν2 - 1)ν1) / (s2

2(ν1 - 1)ν2) 
 
που ακολουθεί κατανοµή F µε βαθµούς ελευθερίας ν1-1, ν2-1. 

Για να ελέγξουµε τη µηδενική υπόθεση σε επίπεδο 
σηµαντικότητας 0.1, εξετάζουµε κατά πόσον ισχύει η ανίσωση : 

 

F.05  ≤ (s1
2(ν2 - 1)ν1) / (s2

2(ν1 - 1)ν2) ≤ F.95 
 
Αν όντως ισχύει, τότε αποδεχόµαστε τη µηδενική υπόθεση. Αν 

όχι, την απορρίπτουµε. 
 
 
 
 
 
 
 
1.13.4. Παραδείγµατα 

 
Μπορούµε να σχηµατίσουµε µια πιο σαφή εικόνα για το πώς 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα κριτήρια ελέγχου υποθέσεων που 
διατυπώθηκαν στις παραγράφους 23.13.2 και 23.13.3, µε τα 
παραδείγµατα που ακολουθούν.   

 

Παράδειγµα 1 (Spiegel, 1977) : Η µέση ζωή 100 τυχαίων 
λαµπτήρων φθορισµού βρέθηκε πως είναι 1570 ώρες µε τυπική 
απόκλιση 120 ώρες. Αν Μ είναι η µέση ζωή των λαµπτήρων φθορισµού 
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της εταιρείας, να ελέγξετε την υπόθεση Μ=1600, µε εναλλακτική υπόθεση 
την Μ≠1600, σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05. 

 

Θα εφαρµόσουµε δίπλευρο έλεγχο, καθώς Μ≠1600 σηµαίνει ότι 
είναι δεκτές τιµές µέσης ζωής µικρότερες και µεγαλύτερες των 1600 
ωρών. 

Για το σκοπό αυτόν εξετάζουµε αν ισχύει η ανισότητα : 
 

-1.96 ≤ z ≤ 1.96 
 

Οι τιµές ±1.96 είναι οι κρίσιµες τιµές της µεταβλητής z, που 
ακολουθεί την τυποποιηµένη κατανοµή, για επίπεδο σηµαντικότητας 
0.05. Στη συγκεκριµένη περίπτωση : 
 

z = (1570 - 1600) / (120 / √100) = -2.50 
 

η τιµή αυτή βρίσκεται σαφώς έξω από το διάστηµα [-1.96, +1.96], κατά 
συνέπεια απορρίπτουµε την υπόθεση Μ=1600. 
 

Παράδειγµα 2 (Spiegel, 1977) : Μια µηχανή γεµίζει σακουλάκια καφέ. 
Στην κανονική της λειτουργία βάζει σε κάθε σακουλάκι 40 gr καφέ µε 
τυπική απόκλιση 0.25 gr. Σε τυχαίο δείγµα µε 20 σακουλάκια µετρήθηκε 
τυπική απόκλιση 0.32 gr. Είναι σηµαντική αυτή η διαφορά στην τυπική 
απόκλιση, σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05 ; 

Χρησιµοποιώντας τη µεταβλητή x2 = νσ2/σ0
2, που ακολουθεί 

κατανοµή χ2 µε ν-1 βαθµούς ελευθερίας (στη στατιστική, βαθµοί 
ελευθερίας f είναι µια παράµετρος που συνδέεται µε το µέγεθος του 
δέιγµατος), και αντικαθιστώντας, έχουµε : 
 

x2 = 20(0.32)2 / (0.25)2 = 32.8 
 
χρησιµοποιώντας µονόπλευρο έλεγχο θα απορρίψουµε την Η0 σε 
επίπεδο σηµαντικότητας 0.05, αν  
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x2  > χ2
.95 

Με τη βοήθεια πινάκων βρίσκουµε ότι : 
 

χ2
.95 = 30.1           όταν         ν = 20 - 1 = 19 βαθµοί ελευθερίας   

 
Και επειδή x2 = 32.8, η ανισότητα ισχύει, οπότε δεχόµαστε ότι η 

τυπική απόκλιση του δείγµατος είναι µεγαλύτερη από την κανονική, σε 
επίπεδο σηµαντικότητας 0.05.  
 
 
1.14. Ανάλυση διασποράς 
 

Στην προηγούµενη ενότητα 26.13. παρουσιάσαµε κριτήρια και 
µεθόδους σύγκρισης µεταξύ δύο δειγµατικών µέσων τιµών, που µας 
επιτρέπουν να αποφανθούµε, σε κάποιο επίπεδο σηµαντικότητας, για το 
αν οι δύο δειγµατικές τιµές αντιστοιχούν στην ίδια µέση τιµή πληθυσµού 
ή διαφέρουν µεταξύ τους. Είναι επίσης δυνατό να ελεγχθεί το κατά 
πόσον τρείς ή περισσότερες δειγµατικές µέσες τιµές είναι ίσες ή 
διαφέρουν σηµαντικά, µε τη βοήθεια της ανάλυσης διασποράς, που 
εκτίθεται παρακάτω. Τόσο στην περίπτωση των δύο, όσο και των 
πολλών δειγµατικών τιµών δεχόµαστε ότι οι πληθυσµοί από όπου 
προέρχονται τα δείγµατα έχουν την ίδια διασπορά. 

Έστω λοιπόν ότι έχουµε a ανεξάρτητα δείγµατα µε b τιµές 
(µετρήσεις) το καθένα. Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων 
παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα. 
 

Α/α δείγµατος τιµές δείγµατος µέση τιµή δείγµατος 
1 x11  x12 ... x1b x1 
2 x21  x22... x2b   x2 
... ... ... 
a xa1  xa2 ... xab  xa 

 
Το xij είναι το στοιχείο της i γραµµής και j στήλης. Τα x1,x2, ..., 

xa είναι οι δειγµατικές µέσες τιµές για τα δείγµατα 1,2,...,a αντίστοιχα. 
Το σύνολο των τιµών όλων των δειγµάτων έχει µια γενική µέση τιµή x. 
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Εποµένως, ισχύει ότι : 
 
 

x   
b

[xi i
j=1

b

= ∑1
]j    

                           

x = 
1
ab

[x ij
i,j

]∑  

 
 
όπου                                             i = 1,2,...,a 
                                                     j = 1,2,...,b 

 
Το ερώτηµα που τίθεται είναι : πώς µπορεί να ελεγχθεί η 

µηδενική υπόθεση Η0, ότι οι δειγµατικές µέσες τιµές δε διαφέρουν 
σηµαντικά µεταξύ τους, δηλαδή αντιστοιχούν στην ίδια µέση τιµή 
πληθυσµού. Για το σκοπό αυτόν υιοθετείται το γραµµικό µοντέλο για 
την ανάλυση διασποράς, σύµφωνα µε το οποίο κάθε δειγµατική τιµή 
xij µπορεί να γραφεί ως : 
 
 

xij = Μ + αι + ∆j 
 
 
όπου Μ η µέση τιµή του (γενικού) πληθυσµού, αι µια ποσότητα που 
εκφράζει τη διαφοροποίηση του κάθε δείγµατος από τα υπόλοιπα, ∆j  
µια ποσότητα που εκφράζει τη διαφοροποίηση της κάθε τιµής από τις 
άλλες, στο ίδιο δείγµα. 

Αποδεικνύεται ότι η αi εκπληρώνει τη σχέση : 
 

α i
i

=∑ 0  ,   i = 1,2, ... ,a 

 
Με βάση το γραµµικό µοντέλο ανάλυσης διασποράς, και µε µια 

σειρά θεωρηµάτων της στατιστικής, αποδεικνύεται ότι ο έλεγχος της 
στατιστικής υπόθεσης Η0 µπορεί να γίνει µε τη στατιστική συνάρτηση : 
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f = Sb

2 / Sab
2 

 
που έχει κατανοµή F µε a-1 και a(b-1) βαθµούς ελευθερίας. Οι 
ποσότητες sb

2 και sab
2 δίνονται από τις σχέσεις : 

 

1-a

]xx[b
s i

2
i

2
b

∑ −
=  

 

1)-a(b

]x[x
s ji,

2
iij

2
ab

∑ −
=  

 
Εποµένως, για να ελεγχθεί, για κάποιο επίπεδο σηµαντικότητας, 

η µηδενική υπόθεση Η0 για τις µέσες τιµές x1, x2, ..., xa, που 
προκύπτουν από τα ανεξάρτητα δείγµατα 1, 2, ..., a αντίστοιχα, 
εφαρµόζεται η παρακάτω µεθοδολογία : 
 

1.  Υπολογισµός των ποσοτήτωνxi (i=1,2,...,ν), καθώς και 
τουx. 

2.  Υπολογισµός των sb, sab και, µέσω αυτών, της f. 
3.  Καθορισµός του επιπέδου εµπιστοσύνης και εύρεση του 

αντίστοιχου εκατοστιαίου σηµείου της κατανοµής F, για 
βαθµούς ελευθερίας ν1 = a-1 και ν2 = a(b-1). 

4. Σύγκριση του εκατοστιαίου σηµείου της κατανοµής F µε την 
ποσότητα f. Αν η f είναι µεγαλύτερη του εκατοστιαίου σηµείου 
της F, τότε η υπόθεση δεν ισχύει. 

 
Η ανάλυση διασποράς µπορεί να επεκταθεί, µε κατάλληλες 

τροποποιήσεις, και σε περιπτώσεις όπου τα µεγέθη των δειγµάτων 
διαφέρουν µεταξύ τους, καθώς και σε περιπτώσεις όπου µελετούµε 
δείγµατα πληθυσµών µε δύο ή περισσότερες παραµέτρους (ανάλυση 
διασποράς για πολλούς παράγοντες). 
 



 
 
 
 
ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ - ΕΙΣΑΓΩΓΗ - ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 73 
 

Παράδειγµα (Spiegel, 1977) : Στον παρακάτω πίνακα δίνεται η 
απόδοση σε σιτάρι (µπούσελ ανά στρέµµα) δώδεκα οµοίων κοµµατιών 
γης, όπου βάλαµε τριών ειδών λιπάσµατα Α, Β, Γ. α) Να υπολογίσετε τη 
µέση απόδοση για κάθε λίπασµα, καθώς και τη γενική µέση απόδοση. β) 
Να ελέγξετε τη µηδενική υπόθεση Η0 ότι οι µέσες αποδόσεις για τα 
αντίστοιχα λιπάσµατα είναι ίδιες. 
 

Α 48    49    50    49     
Β 47    49    48    48 
Γ 49    51    50    50 

 

α) Για το δείγµα Α: x1 = (48+49+50+49)/4 = 49 

    Για το δείγµα Β: x2 = 48 

    Για το δείγµα Γ: x3 = 50 
 

H γενική µέση τιµή είναι :x = (x1+x2+x3)/3 = 49 
 

β) Στο συγκεκριµένο πρόβληµα έχουµε a = 3 και b = 4 
Αντικαθιστώντας στις εκφράσεις για τα sb, sab βρίσκουµε ότι : 
 

sb
2 = 4[(49-49)2+(48-49)2+(50-49)2]/(3-1) = 4 

 
sab

2 = [(48-49)2+(49-49)2+(50-49)2+(49-49)2+(47-48)2+(49-48)2+  
+(48-48)2+(48-48)2+(49-50)2+(51-50)2+(50-50)2+(50-50)2]/[3(4-1)] 

Τελικά sab
2 = 2/3 

 
Οπότε f = sb

2/sab
2 = 4/(2/3) = 6 

 
 H f ακολουθεί µια κατανοµή F µε βαθµούς ελευθερίας ν1=a-1=2 
και ν2 = 3(4-1) = 9. Η αντίστοιχη εκατοστιαία τιµή F.95, που αντιστοιχεί σε 
επίπεδο σηµαντικότητας 0.05, για βαθµούς ελευθερίας 2, 9, είναι : 
 



 
 
 
 
 74                                                       ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ - ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 

F.95 = 4.26 
 

Έχουµε λοιπόν ότι f>F.95 και κατά συνέπεια η µηδενική υπόθεση 
απορρίπτεται σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05. Αυτό σηµαίνει ότι οι 
µέσες τιµές των αποδόσεων, για κάθε λίπασµα, διαφέρουν σηµαντικά 
µεταξύ τους.    

 
 
1.15. Το κριτήριο χ2 για καλή προσαρµογή 

 
Στη στατιστική ανάλυση δεδοµένων, τίθεται συχνά το ερώτηµα 

κατά πόσον οι παρατηρούµενες συχνότητες εµφάνισης γεγονότων 
συµφωνούν µε τις προβλέψεις της θεωρίας ή µε τις εκτιµήσεις του 
ερευνητή. Για παράδειγµα, αν οι παρατηρούµενες φαινοτυπικές 
αναλογίες σε ένα δείγµα φυτικού οργανισµού ακολουθούν τις αναλογίες 
που προβλέπουν οι νόµοι του Μέντελ, ή αν το ιστόγραµµα τιµών 
περιεκτικότητας σε οργανικό υλικό που µετρήθηκαν σε τοµές ενός 
πετρώµατος ακολουθούν µια κανονική κατανοµή.  

Τέτοιου είδους ερωτήµατα µπορούν να απαντηθούν αν ληφθεί 
υπόψη ότι η στατιστική συνάρτηση Χ2, οι τιµές της οποίας ορίζονται ως : 
 

∑ −
=

i i

2
ii2

a
)a(x x  

 
ακολουθεί προσεγγιστικά τη γνωστή κατανοµή χ2 µε βαθµούς 
ελευθερίας k = n-1-m, xi και ai είναι η παρατηρούµενη και η 
προβλεπόµενη συχνότητα εµφάνισης του γεγονότος i, αντίστοιχα, n είναι 
ο αριθµός των γεγονότων και m ο αριθµός των στατιστικών παραµέτρων 
που υπολογίζονται κατά τον προσδιορισµό των συχνοτήτων εµφάνισης 
xi. 

Αν ληφθεί υπόψη η παραπάνω παρατήρηση, µπορεί να γίνει 
ένας έλεγχος για το κατά πόσον προσαρµόζονται τα παρατηρησιακά 
δεδοµένα µε τη θεωρία ή τις εκτιµήσεις του ερευνητή, µε βάση το 
κριτήριο χ2.  

Το κριτήριο χ2 µπορεί να εφαρµοστεί είτε για δεδοµένα που 
εκφράζουν διακριτά γεγονότα (όπως οι συχνότητες εµφάνισης 
φαινοτύπων) είτε για δεδοµένα που εκφράζουν φυσικά µεγέθη µε 
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συνεχές πεδίο τιµών (όπως οι συχνότητες εµφάνισης διαστηµάτων 
τιµών σε ιστόγραµµα). 

Παρακάτω παρουσιάζονται τα βήµατα µε τα οποία υλοποιείται ο 
έλεγχος µε κριτήριο χ2, για τις δυο περιπτώσεις. 
 
 
1.15.1. Εφαρµογή του κριτηρίου χ2 για διακριτά γεγονότα 

 
Στην περίπτωση αυτή ελέγχεται η µηδενική υπόθεση Η0 (οι 

παρατηρούµενες συχνότητες εµφάνισης ακολουθούν τις προβλεπόµενες 
αναλογίες), µε εναλλακτική υπόθεση Η1 (οι παρατηρούµενες συχνότητες 
εµφάνισης δεν ακολουθούν τις προβλεπόµενες αναλογίες). Για το σκοπό 
αυτό υπολογίζεται η ποσότητα x2, µε βάση τη σχέση : 

 

∑
=

−
=

n

1i i

2
ii2

a
)a(x x  

 
και συγκρίνεται µε την τιµή x2

c της κατανοµής χ2 για δεδοµένους 
βαθµούς ελευθερίας (που καθορίζονται από τον αριθµό των γεγονότων 
και από τον αριθµό των υπολογιζόµενων στατιστικών παραµέτρων) και 
δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας. 
 
Αν  
 
x2 > x2

c 
 
τότε απορρίπτεται η Η0 στο συγκεκριµένο επίπεδο σηµαντικότητας. Αν 
δεν ισχύει η παραπάνω ανισότητα (δηλαδή αν x2 ≤ x2

c), τότε δεν 
απορρίπτεται η Η0, στο ίδιο επίπεδο σηµαντικότητας.  
Τα παραπάνω αποσαφηνίζονται περισσότερο µε το παράδειγµα που 
ακολουθεί. 
 
Παράδειγµα (Spiegel 1977): Σε πείραµα γενετικής (διασταυρώσεις 
µπιζελιών) µετρήθηκαν 315 µπιζέλια στρογγυλά και κίτρινα (x1), 108 
στρογγυλά και πράσινα (x2), 101 ζαρωµένα και κίτρινα (x3) και 32 
ζαρωµένα και πράσινα (x4). Σύµφωνα µε τους νόµους του Mendel η 
προβλεπόµενη αναλογία είναι 9:3:3:1. Να ελεγχθεί κατά πόσον 
συµφωνούν τα πειραµατικά δεδοµένα µε την προβλεπόµενη 
φαινοτυπική αναλογία, σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05. 
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Λύση: Ο συνολικός αριθµός των µπιζελιών είναι 
 
I = x1 + x2 + x3 + x4 = 556 
 
Το άθροισµα των όρων της αναµενόµενης αναλογίας είναι 
 
I’ = 9 + 3 + 3 + 1 = 16 
 
Με βάση τους νόµους του Mendel, ο αναµενόµενος αριθµός στογγυλών 
και κίτρινων µπιζελιών a1 είναι: 
 
a1 = 556 x (9/16) = 312.75 
 
Ο αναµενόµενος αριθµός στρογγυλών και πράσινων µπιζελιών a2 είναι: 
 
a2 = 556 x (3/16) = 104.25 
 
Ο αναµενόµενος αριθµός ζαρωµένων και κίτρινων µπιζελιών a3 είναι: 
 
a3 = 556 x (3/16) = 104.25 
 
Ο αναµενόµενος αριθµός ζαρωµένων και πράσινων µπιζελιών a4 είναι: 
 
a4 = 556 x (1/16) = 34.75 
 
 
Η ποσότητα x2 είναι: 
 
x2 = Σi=1

4 [(xi – ai)2/ai] = [(315-312.75)2/312.75] + [(108-104.25)2/104.25] + 
    [(101-104.25)2/104.25]   + [(32-34.75)2/34.75] 

 
∆ηλαδή 
 
x2 = 0.47 
 
Για 0.05 επίπεδο σηµαντικότητας και k=n-1=4-1=3 βαθµούς ελευθερίας, 
η ποσότητα xc

2 είναι: 
 
xc

2 = 7.85 
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Οπότε  
 
x2 < xc

2 
 

Αυτό σηµαίνει ότι δεν απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση Ηο (τα 
πειραµατικά δεδοµένα συµφωνούν µε την αναµενόµενη φαινοτυπική 
αναλογία) σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05. 

 
 
1.15.2.  Εφαρµογή του κριτηρίου χ2 για µετρήσεις µεγεθών µε 

συνεχές πεδίο τιµών 
 

Οι διάµετροι κόκκων εδάφους, η περιεκτικότητα ιζηµάτων σε 
κάποιο χηµικό στοιχείο, καθώς και άλλες ποσότητες που µετρούνται στο 
ύπαιθρο ή στο εργαστήριο, είναι συνεχή µεγέθη, οι συχνότητες 
εµφάνισης των οποίων αναπαριστώνται σε ιστογράµµατα τιµών. Εδώ 
τίθεται το ερώτηµα αν το ιστόγραµµα τιµών του δείγµατος ανήκει σε 
πληθυσµό που ακολουθεί µια συγκεκριµένη κατανοµή (κανονική για 
παράδειγµα). Σε µια τέτοια περίπτωση µπορεί να εφαρµοστεί το 
κριτήριο χ2, υπάρχει όµως το πρόβληµα ότι η υπολογιζόµενη από τα 
πειραµατικά δεδοµένα ποσότητα x2 µπορεί να διαφέρει, ανάλογα µε τα 
διαστήµατα τιµών µε τα οποία κατασκευάζεται το ιστόγραµµα. Για το 
λόγο αυτό, συχνά κρίνεται σκόπιµο να χωριστούν οι µετρήσεις σε 
διαστήµατα τιµών τέτοια ώστε οι αντίστοιχες συχνότητες εµφάνισης είναι 
περίπου ίσες. Αυτά τα διαστήµατα τιµών προσδιορίζονται µε βάση την 
κατανοµή που υποτίθεται ότι ακολουθεί ο πληθυσµός. Αυτές οι 
µετρούµενες συχνότητες συγκρίνονται µε τις συχνότητες που 
προβλέπονται θεωρητικά, αν ο πληθυσµός ακολουθεί όντως τη 
συγκεκριµένη κατανοµή (οι θεωρητικά προβλεπόµενες συχνότητες είναι 
µεταξύ τους ίσες). Η σύγκριση πραγµατοποιείται µε το κριτήριο χ2 και µε 
την ίδια κατά βάση µεθοδολογία µε αυτήν που εφαρµόζεται για τα 
διακριτά γεγονότα.  

Τα παραπάνω µπορούν να αποσαφηνιστούν µελετώντας το 
παράδειγµα που ακολουθεί. 
 
Παράδειγµα (Swan & Sandilands 1995): Τα παρακάτω δεδοµένα είναι 
τιµές περιεκτικότητας 60 δειγµάτων πετρώµατος σε οργανική ύλη : 
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11.8, 6.5, 7.7, 22.8, 5.9, 5.4, 7.0, 7.8, 6.3, 3.2, 11.0, 7.2, 5.3, 3.5, 8.6, 
2.3, 7.9, 2.0, 5.5, 4.9, 17.1, 16.2, 7.1, 11.5, 5.9, 15.2, 11.7, 7.6, 10.7, 
10.1, 2.3, 13.9, 10.2, 7.7, 13.4, 8.0, 11.6, 5.9, 5.4, 7.6, 7.1, 11.7, 5.1, 
12.6, 3.0, 14.1, 1.6, 9.3, 8.3, 12.2, 9.6, 2.4, 4.9, 8.3, 8.0, 3.6, 7.1, 6.5, 
7.4, 7.4 
 
Το ιστόγραµµα τιµών εµφανίζεται στο παρακάτω σχήµα. 
 

Ιστόγραµµα
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Προέρχονται αυτά τα δεδοµένα από κανονική κατανοµή; 
 
Λύση. Τα διαστήµατα τιµών στο παραπάνω ιστόγραµµα ορίστηκαν 
αυθαίρετα. Θα µπορούσε να εφαρµοστεί το κριτήριο χ2 µε βάση το 
ιστόγραµµα αυτό, όµως η τιµή της x2 θα µπορούσε να είναι διαφορετική 
για άλλο διάστηµα τιµών, οπότε η εφαρµογή του ελέγχου χ2 χάνει σε 
αξιοπιστία. Γι’αυτό το λόγο είναι προτιµότερο να χωριστούν οι τιµές των 
µετρήσεων σε 10 άνισα διαστήµατα, το καθένα από τα οποία να 
αντιστοιχεί στο 10% του συνολικού εµβαδού του χωρίου που ορίζεται 
από την καµπύλη της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Από σχετικούς πίνακες, ή µε τη βοήθεια του λογισµικού Excel, 
βρίσκεται ότι τα δέκα αυτά διαστήµατα ορίζονται από τους αριθµούς: 
 
-1.2816, -0.8416, -0.5284, -0.2533, 0, 0.2533, 0.5284, 0.8416, 1.2816 
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Οι 9 αυτές τιµές ορίζουν 10 διαστήµατα, συµπεριλαµβανοµένων 
των δυο διαστηµάτων που περιέχουν τιµές µικρότερες του –1.2816 και 
µεγαλύτερες του +1.2816. 

Οι 9 παραπάνω αριθµοί ορίζουν τα 10 διαστήµατα ίσου 
εµβαδού της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. Τα αντίστοιχα 
διαστήµατα των περίπου ίσων συχνοτήτων εµφάνισης µετρουµένων 
τιµών περιεκτικότητας οργανικής ύλης προσδιορίζονται µε βάση τη 
σχέση: 
 
Όριο διαστήµατος τιµών δείγµατος = (Όριο τυποποιηµένης κανονικής 
κατανοµής)·s + x¯ 
 
Από τα δεδοµένα των µετρήσεων βρίσκουµε : 
 
x¯ = 8.16 
 
s = 4.13 
 
Οπότε τα αντίστοιχα όρια διαστηµάτων τιµών δείγµατος είναι : 
 
2.87, 4.68, 5.98, 7.11, 8.16, 9.21, 10.34, 11.64, 13.45 
 

Τα όρια αυτά ορίζουν 10 διαστήµατα τιµών, για κάθε ένα από τα 
οποία η αναµενόµενη συχνότητα εµφάνισης είναι ίση µε 60/10 = 6. 

Οι πραγµατικές αντίστοιχες συχνότητες εµφάνισης για τα 10 
διαστήµατα τιµών είναι: 
 
5, 4, 11, 7, 10, 3, 4, 4, 6, 6 
 
 
Εποµένως η τιµή x2 είναι : 
 
x2  = (5-6)2/6 + (4-6)2/6 + (11-6)2/6 + (7-6)2/6 + (10-6)2/6 + (3-6)2/6 + (4-6)2/6 + 
        (4-6)2/6 + (6-6)2/6 + (6-6)2/6  
 
Οπότε : 
 
x2 = 10.67  
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Για τον υπολογισµό του xc
2 θα λάβουµε επίπεδο σηµαντικότητας 

5% και αριθµό βαθµών ελευθερίας ίσο µε τον αριθµό των διαστηµάτων 
τιµών µείον 1 µείον αριθµό υπολογισθεισών στατιστικών παραµέτρων. 

Στη συγκεκριµένη εφαρµογή προσδιορίστηκαν 10 διαστήµατα 
τιµών και υπολογίστηκαν 2 στατιστικές παράµετροι (µέση τιµή και τυπική 
απόκλιση δείγµατος), οπότε: 
 
Αριθµός βαθµών ελευθερίας = 10 – 1 – 2 = 7 
 

Με τη βοήθεια πινάκων ή ενός προγράµµατος λογισµικού, 
βρίσκεται ότι για 5% επίπεδο σηµαντικότητας και 7 βαθµούς ελευθερίας 
η τιµή xc

2 είναι: 
 
xc

2 = 14,07 
 
οπότε 
 
x2 < xc

2 
 
και εποµένως δεν απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση (οι τιµές του 
δείγµατος προέρχονται από πληθυσµό κανονικής κατανοµής) για 
επίπεδο σηµαντικότητας 5%. 

Με το Excel δεν υπάρχει η δυνατότητα αυτόµατης εκτέλεσης του 
ελέγχου µε το κριτήριο χ2. Αν όµως ο ερευνητής γνωρίζει τα βήµατα της 
όλης εργασίας, οι σχετικοί υπολογισµοί µπορούν να γίνουν σύντοµα και 
χωρίς κόπο. Σε άλλα, πιο εξειδικευµένα στατιστικά προγράµµατα, ο 
έλεγχος µε κριτήριο χ2 µπορεί να πραγµατοποιηθεί εντελώς 
αυτοµατοποιηµένα. 
   

 
    



 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                    
    
 
 
 
                                                                                       
 
 
 

 

2.  ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ - 
ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

 
Μέχρι τώρα εξετάσαµε πώς συµπεριφέρονται οι τιµές µιας 

µεταβλητής ως προς µια ιδιότητά τους. Είναι όµως χρήσιµο να ιδούµε 
πώς σχετίζονται µεταξύ τους οι τιµές δυο µεταβλητών και στη συνέχεια 
να διατυπώσουµε µε µαθηµατικό τρόπο τη µεταξύ τους εξάρτηση. 

Επίσης, στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούµε σε γενικές γραµµές 
και στη Θεωρία Σφαλµάτων. 

Η Θεωρία Σφαλµάτων ασχολείται µε την ακρίβεια των 
µετρήσεων και των αποτελεσµάτων των υπολογισµών, ως επί το 
πλείστον, κατά τη µέτρηση µεγεθών, την εκτέλεση πειραµάτων και τη 
διεξαγωγή στατιστικών µελετών. 

 
 

2.1.  Ευθεία Ελαχίστων Τετραγώνων 
 
Έστω, ότι έχουµε ν αριθµό ζευγών δεδοµένων, που τα µέλη 

τους είναι αντίστοιχα οι τιµές δύο µεταβλητών. Αυτό που θέλουµε να 
ελέγξουµε είναι, εάν η εξάρτηση των δυο µεγεθών ή µεταβλητών µεταξύ 
τους υπακούει σε κάποιο νόµο µεταβολής, (γραµµικής φύσης, δηλαδή 
βασισµένο σε εξίσωση 1ου βαθµού ή µη γραµµικής). Θεωρούµε, 
συνήθως, ότι η µια µεταβλητή (Χ) είναι ανεξάρτητη και η άλλη (Υ) είναι 
εξαρτηµένη από αυτήν. 

Ο λόγος για τον οποίο η µέθοδος ονοµάζεται "µέθοδος 
ελαχίστων τετραγώνων" είναι ο εξής : Έστω, ότι προβάλλουµε τα σηµεία 
που ορίζονται από τα ζεύγη (x,y) σε ένα δισδιάστατο διάγραµµα. Σε 
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αυτό το διάγραµµα προσπαθούµε να χαράξουµε µια ευθεία (ή καµπύλη 
ανώτερου βαθµού, αν θέλουµε) η οποία να περνά από όσο το δυνατόν 
περισσότερα σηµεία. Το πόσο καλά το επιτυγχάνουµε µπορούµε να το 
υπολογίσουµε από τις διαφορές των πραγµατικών τιµών y από αυτές 
που αντιστοιχούν (y') στα ίδια x αλλά πάνω στην ευθεία (ή καµπύλη). 
Καλύτερα προσαρµοσµένη ευθεία (ή καµπύλη) ορίζεται αυτή για την 
οποία το άθροισµα των τετραγώνων των διαφορών y-y' για κάθε σηµείο 
γίνεται το ελάχιστο δυνατό (δηλαδή, η ευθεία ή καµπύλη πλησιάζει ή 
εφάπτεται σε όσο το δυνατόν περισσότερα σηµεία και άρα οι διαφορές 
y-y' είναι πολύ µικρές). Αποδεικνύεται, ότι αυτή η ευθεία, αν, βέβαια, 
µιλάµε για ευθεία και όχι για καµπύλη, είναι της µορφής: 
 

y=a+bx (όπου a και b συντελεστές) 
 
Η παρα πάνω σχέση µε άθροιση για ν ζεύγη δίνει: 

  ν                  ν 
Σ [y] = νa+bΣ [x] 
i=1                 i=1 

 
ενώ, µε πολλαπλασιασµό κάθε µέλους της επί x και στη συνέχεια 
άθροιση, µας δίνει: 
 

   ν                      ν          ν 
          Σ [xy] = aΣ [x]+bΣ [x2] 

 I=1                    i=1         i=1 
 
Από τις δυο παρα πάνω σχέσεις, λύνοντας ως προς a και b (για 
συντοµία, η απόδειξη παραλείπεται), έχουµε: 

          ν      ν          ν      ν 
       Σ [y]Σ [x2] - Σ [x]Σ [xy] 
               i=1    i=1         i=1     i=1 
a = ──────────────────── 
                         ν             ν 
            νΣ [x2] - (Σ [x])2 
                        i=1           i=1 
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                    ν            ν      ν 
         νΣ [xy] - Σ [x]Σ [y] 
                   i=1           i=1    i=1 
b = ───────────────── 
                        ν             ν 
           νΣ [x2] - (Σ [x])2 
                       i=1          i=1 

 
Οπότε, έχουµε βρεί τους συντελεστές a (σηµείο τοµής της 

ευθείας µε τον y άξονα) και b (κλίση της ευθείας) και, άρα, έχουµε 
καθορίσει και την εξίσωση, η οποία φαίνεται, ότι µας δίνει την εξάρτηση 
της µιας µεταβλητής από την άλλη. 

Η παρα πάνω µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και σε πολλές 
άλλες περιπτώσεις, όπου δεν φαίνεται να έχουµε γραµµική συσχέτιση, 
αλλά κάποιου άλλου είδους συσχέτιση, την οποία πολλές φορές 
µπορούµε να µετατρέψουµε σε αντίστοιχη µορφή. Για παράδειγµα, µια 
συσχέτιση της ανεξάρτητης µεταβλητής (συνόλου στοιχείων) x µε την 
εξαρτηµένη y της εκθετικής µορφής: 
 

y = axb 
 
µετασχηµατίζεται µε λογαρίθµηση σε: 
 

log(y) = log(a)+b log(x)     [ = γραµµική µορφή ] 
 
που, βέβαια, είναι τώρα της µορφής: 

 
Y = a'+b' X 

 
και απο εδώ συνεχίζουµε µε παρόµοιο τρόπο χρησιµοποιώντας σαν 
ανεξάρτητη µεταβλητή Χ τα log(x) και σαν εξαρτηµένη Y τα log(y). 
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Υπολογίζουµε έτσι τους συντελεστές a' και b' και από αυτούς τους 
αρχικούς µε: 

a' = log(a)  ⇒  a = 10a' (αν πρόκειται για δεκαδικό λογάριθµο) 
b' = b 

Παρατήρηση : Αν θέλουµε να δώσουµε "βάρος" σε ένα σηµείο, δηλαδή, 
να αναγκάσουµε την ευθεία να περνά πολύ κοντά από αυτό, 
επαναλαµβάνουµε τόσες φορές τις συντεταγµένες του, όσες φορές 
περισσότερο "βάρος" πρέπει να έχει το συγκεκριµένο σηµείο από τα 
υπόλοιπα. ∆ηλαδή, είναι σαν να προσθέτουµε περισσότερα σηµεία που 
προβάλλονται όµως στην ίδια φυσική θέση, και το ίδιο µπορεί να γίνει 
για όσα σηµεία θέλουµε. Ο αριθµός των ζευγών ν, βέβαια, αλλάζει 
αντίστοιχα. 
 

Με τον παρα κάτω τύπο µπορούµε να βρούµε το συντελεστή 
συσχέτισης r µεταξύ των δυο συνόλων στοιχείων x και y, που µας 
δείχνει πόσο καλά συσχετίζονται µεταξύ τους και κατά πόσο η ευθεία 
των ελαχίστων τετραγώνων προσεγγίζει την κατανοµή των σηµείων στο 
δισδιάστατο διάγραµµα. Μόνο από εδώ µπορούµε τελικά να ιδούµε αν 
οι µεταβλητές συσχετίζονται γραµµικά ή όχι, καθώς σε κάθε περίπτωση 
είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε ευθεία ελαχίστων τετραγώνων (που 
όµως δεν θα έχει καµία πραγµατική αξία ή ερµηνεία, αν όλα τα σηµεία 
κατανέµονται άτακτα πολύ µακριά από αυτή). 

                                    ν           ν       ν 
                  νΣ [xy] - Σ [x]Σ [y] 
                                  i=1          i=1     i=1 
r = ──────────────────────────────── 
 ┌───────────── ┌───────────── 
 │   ν            ν  │   ν            ν 
 │νΣ [x2] - (Σ [x])2  · │νΣ [y2] - (Σ [y])2 
 │  i=1          i=1  │  i=1          i=1 
 
Τιµές κοντά στο 0 σηµαίνουν ελάχιστη γραµµική συσχέτιση 

(προσοχή: υπάρχει και µη γραµµική συσχέτιση που µπορεί να είναι 
µεγάλη), ενώ τιµές κοντα στο 1 και -1 σηµαίνουν µεγάλη γραµµική θετική 
και αρνητική συσχέτιση, αντίστοιχα (δηλαδή, ταυτόχρονη αύξηση των 
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δύο µεταβλητών ή αύξηση της µιας και µείωση της άλλης, αντίστοιχα). 
Παρατηρούµε ότι σε Χ-Υ διάγραµµα έχουµε τοποθέτηση των σηµείων 
κοντά σε ευθεία (την ευθεία που προσεγγίζει η µέθοδος των ελαχίστων 
τετραγώνων) µε θετική ή αρνητική κλίση, αν έχουµε µεγάλη θετική ή 
αρνητική γραµµική συσχέτιση αντίστοιχα, ενώ όσο µικραίνει η συσχέτιση 
έχουµε µια γενική, πιο άτακτη εξάπλωση των σηµείων στο χώρο, που 
δεν πλησιάζει πια σε ευθεία. 
 
 
2.1.1. Παραβολή Ελαχίστων Τετραγώνων 
 

Αν επιχειρήσουµε να προσεγγίσουµε ένα σύνολο ζευγών τιµών 
(x,y) µε µια παραβολή της µορφής : 
 

y = a+bx+cx2 
 
οι εξισώσεις για τον προσδιορισµό των συντελεστών της παραβολής, 
αποδεικνύεται πως είναι οι : 
 

Σ[y] = νa+bΣ[x]+cΣ[x2] 
Σ[xy] = aΣ[x]+bΣ[x2]+cΣ[x3] 
Σ[x2y] = aΣ[x2]+bΣ[x3]+cΣ[x4] 

 
Οι αθροίσεις των ποσοτήτων στις αγκύλες γίνονται για 

i=1,2,...,ν, όπου i ο αύξων αριθµός του ζεύγους (x,y) και ν το πλήθος 
των σηµείων (x,y).   

Το σηµειοσύνολο (x, y) µπορεί επίσης να προσεγγιστεί µε 
πολυώνυµα τρίτου ή µεγαλύτερου βαθµού, πάντα µε το κριτήριο των 
ελαχίστων τετραγώνων. 
 
 
2.1.2. Επίπεδο Ελαχίστων Τετραγώνων 

 
Έστω ότι µια µεταβλητή z εξαρτάται από τις µεταβλητές x,y. Αν 

υπάρχει µια γραµµική σχέση που συνδέει τις x,y,z, τότε αναζητούµε µια 
εξίσωση της µορφής : 
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z = a+bx+cy 

 
που να προσεγγίζει, µε το κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων, το 
σύνολο των σηµείων (x,y,z). Σ’αυτήν την περίπτωση, οι συντελεστές a, 
b, c ορίζουν το επίπεδο των ελαχίστων τετραγώνων. Οι εξισώσεις για 
τον προσδιορισµό των συντελεστών του επιπέδου είναι οι : 
 

Σ[z] = νa+bΣ[x]+cΣ[y] 
Σ[xz] = aΣ[x]+bΣ[x2]+cΣ[xy] 
Σ[yz] = aΣ[y]+bΣ[xy]+cΣ[y2] 

 
Υπάρχει επίσης η δυνατότητα να προσδιοριστούν µη επίπεδες 

επιφάνειες ελαχίστων τετραγώνων, όπου το z συνδέεται µε µη 
γραµµικές σχέσεις µε τα x, y.  

 
 

2.1.3. Τυπικό Σφάλµα Εκτίµησης 
 

Έστω y’ η εκτιµώµενη τιµή του y, για µια δεδοµένη τιµή της 
ανεξάρτητης µεταβλητής x, µε βάση την ευθεία ή την καµπύλη 
ελαχίστων τετραγώνων. Ένα µέτρο του πόσο διασπαρµένα είναι τα 
σηµεία (x,y) γύρω από την καµπύλη, είναι το τυπικό σφάλµα εκτίµησης 
του y από το x, που συµβολίζεται µε σy,x και ορίζεται από τη σχέση : 
 

σ Σ[y-y'
νy,x =

]2

 

 
y είναι η πειραµατική τιµή που αντιστοιχεί στη µεταβλητή x. 

Το τυπικό σφάλµα εκτίµησης έχει ιδιότητες ανάλογες µε αυτές 
της τυπικής απόκλισης, µε την έννοια ότι αν φέρουµε δύο ευθείες 
παράλληλες προς την ευθεία των ελαχίστων τεραγώνων και σε 
κατακόρυφες από αυτήν αποστάσεις σy,x, 2σy,x, 3σy,x, θα δούµε ότι για 
ένα µεγάλο αριθµό δεδοµένων, µεταξύ των δύο αυτών ευθειών 
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βρίσκεται αντίστοιχα το 68.3%, το 95.5% και το 99.7% του συνόλου των 
σηµείων (x, y). 
 
2.1.4. Γενίκευση της Έννοιας του Συντελεστή Συσχέτισης 
 

Η έκφραση : 
 

r = 
νΣ[xy]-Σ[x]Σ[y]

νΣ[x ]-(Σ[x]) νΣ[y -(Σ[y])2 2 2 ] 2
 

 
δίνει το συντελεστή συσχέτισης για γραµµική σχέση µεταξύ των 
συντελεστών x και y. Γι’αυτόν το λόγο, ο r στην παρα πάνω σχέση 
ονοµάζεται γραµµικός συντελεστής συσχέτισης. 

Για µεγέθη που συνδέονται µε µη γραµµική σχέση (για 
παράδειγµα µε µια εξίσωση παραβολής), θα πρέπει να οριστεί ένας 
γενικευµένος συντελεστής συσχέτισης, σε τρόπο ώστε να λαµβάνεται 
υπόψη το είδος της συσχέτισης που επιθυµούµε να διερευνήσουµε. 

Για το σκοπό αυτόν, είναι σηµαντικό να ληφθεί υπόψη ότι ο 
συντελεστής συσχέτισης r για γραµµική σχέση µεταξύ x και y εκφράζεται 
και ως : 
 

r2 = 1-(Σ[y-y’]2)/(Σ[y-y]2) 
 
y είναι η µέση τιµή του συνόλου των τιµών της µεταβλητής y. 

Αποδεικνύεται επίσης ότι : 
 

Σ[y-y]2 = Σ[y-y’]2+Σ[y’-y]2 
 

Η ποσότητα στο αριστερό µέλος της παραπάνω εξίσωσης, 
καλείται ολική µεταβολή, ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους καλείται 
υπόλοιπη µεταβολή και ο δεύτερος όρος παλινδροµική ή 
παραγοντική µεταβολή (Spiegel, 1977). Η ορολογία αυτή µπορεί να 
εξηγηθεί από το ότι η ποσότητα y-y' εκφράζει την τυχαία απόκλιση από 
τη προβλεπόµενη τιµή y', ενώ η ποσότητα y’ -y εκφράζει µια 
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συστηµατική συµπεριφορά που υποδηλώνεται από την ευθεία των 
ελαχίστων τετραγώνων. 

 
 
Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε : 
 

r2 = (Σ[y’-y]2)/(Σ[y-y]2) = (Παλινδροµική µεταβολή)/(Ολική µεταβολή)                   
 

∆ηλαδή, το r2 εκφράζει το κλάσµα της ολικής µεταβολής που 
συνδέεται µε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων. Από αυτήν την 
έκφραση για το r2 µπορεί να οριστεί ένας γενικευµένος συντελεστής 
συσχέτισης r, για γραµµική ή µη γραµµική σχέση µεταξύ των x και y, µε 
βάση τον τύπο : 

r = 
Σ[y'-y]
Σ[y-y]

2

2  

 
Η τελευταία αυτή σχέση χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό 

συντελεστών µη γραµµικής συσχέτισης, που εκφράζουν το βαθµό 
συσχέτισης των δεδοµένων x, y µε βάση µια γραµµική ή µη γραµµική 
σχέση.     

Φυσικά, για να ληφθούν στατιστικές αποφάσεις από όλα τα 
παραπάνω, πρέπει να διερευνηθούν τα επίπεδα σηµαντικότητας (όρια 
εµπιστοσύνης) των αποτελεσµάτων (των συντελεστών που εξήχθησαν), 
οι βαθµοί ελευθερίας, και να χρησιµοποιηθούν κατάλληλα διαγράµµατα 
ή πίνακες. 

Μπορούµε λοιπόν τώρα να εφαρµόσουµε τα παρα πάνω σε 
κάποια γλώσσα προγραµµατισµού. Πολύ απλούστερα, µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε ένα λογιστικό φύλλο π.χ. το Aseasy για περιβάλλον 
DOS, το Lotus 123 για Windows, το Excel για Windows κ.λπ. που 
κάνουν αυτόµατο υπολογισµό των συντελεστών της ευθείας των 
ελαχίστων τετραγώνων και µπορούν να υπολογίσουν καµπύλες 
προσαρµογής βασισµένες σε εξισώσεις όχι µόνο πρώτου αλλά και 
ανωτέρου βαθµού. 
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2.2. Στοιχεία Θεωρίας Σφαλµάτων 
 

Η µέτρηση ενός φυσικού µεγέθους ενέχει το στοιχείο της 
παρέµβασης του ανθρώπου-παρατηρητή πάνω στη φύση. Η 
παρέµβαση αυτή, σε ατοµική κλίµακα, µπορεί να προξενήσει διαταραχές 
στη συµπεριφορά του συστήµατος, άρα και αβεβαιότητα στον 
προσδιορισµό της τιµής του µετρούµενου µεγέθους (πρόκειται για το 
γνωστό πρόβληµα της κβαντοµηχανικής για την επίδραση του 
παρατηρητή πάνω στο αντικείµενο παρατήρησης).   

Σε ένα ευρύ φάσµα µετρήσεων στο ύπαιθρο και στο εργαστήριο, 
η αβεβαιότητα αυτή µπορεί να θεωρηθεί πολύ µικρή, δηλαδή αµελητέα, 
σε σχέση µε την ακρίβεια που επιθυµούµε ή που µπορούµε να 
επιτύχουµε µε το διαθέσιµο εξοπλισµό. Υπεισέρχονται όµως σφάλµατα 
που έχουν να κάνουν µε τη συµπεριφορά του ίδιου του παρατηρητή, τις 
ιδιότητες και επιδόσεις των χρησιµοποιούµενων οργάνων, καθώς και µε 
άλλους, ανεξέλεγκτους παράγοντες, που σχετίζονται µε το µέσο που 
παρεµβάλλεται µεταξύ αντικειµένου παρατήρησης και παρατηρητή. 
Τέτοια σφάλµατα µπορεί να είναι σηµαντικά, µε την έννοια ότι οι 
µετρούµενες τιµές µπορούν να διαφέρουν σηµαντικά από τις «αληθείς» 
τιµές που θα λαµβάνονταν από παρατηρήσεις πολύ υψηλής ακρίβειας. 

Θα πρέπει λοιπόν να γίνει αντιληπτό ότι πάντα, σε οποιοδήποτε 
είδος µέτρησης, υπάρχει ένα σφάλµα (µια αβεβαιότητα) στην 
καταγραφόµενη τιµή, το µέτρο του οποίου µας δίνει την περιοχή τιµών 
στην οποία εκτιµούµε πως βρίσκεται η τιµή του µετρούµενου φυσικού 
µεγέθους. Γνωρίζοντας αυτό το σφάλµα, και συγκρίνοντάς το µε την 
ακρίβεια που εµείς θεωρούµε ως ικανοποιητική, σχηµατίζουµε µια 
εικόνα για την αξιοπιστία των µετρήσεών µας και για το τι αποκλίσεις 
αναµένεται να υπάρχουν µεταξύ των δικών µας προβλέψεων και της 
συµπεριφοράς του πραγµατικού κόσµου. 
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Αντικείµενο της θεωρίας σφαλµάτων είναι ο προσδιορισµός του 
µέτρου της ακρίβειας, ή, ισοδύναµα, της αβεβαιότητας, στον υπολογισµό 
των παραµέτρων µε τις οποίες περιγράφεται η συµπεριφορά ενός 
φυσικού συστήµατος. Ως γνωστικό αντικείµενο, η θεωρία σφαλµάτων 
θεµελιώνεται πάνω στη θεωρία πιθανοτήτων και στη στατιστική και 
εστιάζεται στο πώς και σε ποιο βαθµό οι µετρήσεις και οι υπολογισµοί 
φυσικών µεγεθών προσεγγίζουν ή αποκλίνουν από τη φυσική 
πραγµατικότητα. 

Παρακάτω εκτίθενται συνοπτικά κάποιες όψεις της θεωρίας 
σφαλµάτων µε άµεσο ενδιαφέρον στη διαδικασία µέτρησης και 
υπολογισµού µεγεθών. 

Σφάλµατα, όµως, που οφείλονται σε επιπολαιότητα η απροσεξία 
κατά την εκτέλεση των µετρήσεων και των υπολογισµών, καθώς επίσης 
σφάλµατα που οφείλονται σε λανθασµένους αλγορίθµους ή στη µη 
τήρηση των κανόνων διεξαγωγής των πειραµάτων, δεν εξετάζονται από 
την θεωρία σφαλµάτων. 

Για να αποφεύγουµε τέτοια σφάλµατα, δηλ. σφάλµατα που δεν 
κατηγοριοποιούνται και δεν ταξινοµούνται, ώστε να µπορεί να αρθεί η 
επίδρασή τους µε την ανάλογη µεθοδολογία, οφείλουµε να δείχνουµε 
µεγάλη προσοχή κατά την εκτέλεση των υπολογισµών και τη διεξαγωγή 
των πειραµατικών και στατιστικών µελετών. 
 
 
2.2.1. Είδη Σφαλµάτων 
 

Τα σφάλµατα που υπεισέρχονται στις µετρήσεις µεγεθών 
µπορούν να διακριθούν σε τρεις κατηγορίες (Κωτσάκης, 1972): Φανερά 
(χονδροειδή), συστηµατικά και τυχαία. 

Τα φανερά σφάλµατα οφείλονται σε λάθη του παρατηρητή 
κατά την ανάγνωση και καταγραφή των τιµών, στην ακαταλληλότητα του 
οργάνου µέτρησης, σε λάθη ή παρατηρήσεις στη διαδικασία εκτέλεσης 
του πειράµατος, καθώς και σε κάποιο έκτακτο εξωτερικό παράγοντα (για 
παράδειγµα, καταιγίδα κατά τη διάρκεια µέτρησης του γήινου 
ηλεκτροµαγνητικού πεδίου). Τα φανερά σφάλµατα µπορούν να 
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εντοπιστούν και να εξαλειφθεί η επίδρασή τους στο µετρούµενο 
µέγεθος. 

Τα συστηµατικά σφάλµατα είναι εκείνα που επηρεάζουν τα 
αποτελέσµατα µιας µέτρησης κάτω από τις ίδιες συνθήκες και µε την 
ίδια φορά. ∆ηλαδή, το συγκεκριµένο σφάλµα ή θα µεγαλώνει ή θα 
µικραίνει το αποτέλεσµα της µέτρησης. Τα συστηµατικά σφάλµατα 
µπορούν να οφείλονται στη λανθασµένη ένδειξη οργάνων, στο 
αντικείµενο µέτρησης, στην επίδραση του τρόπου ή του οργάνου 
µέτρησης, στην παράλειψη στο να λάβουµε υπόψη εξωτερικές 
επιδράσεις, καθώς και στον υπολογισµό µεγεθών µε βάση 
µαθηµατικούς τύπους που είναι χονδροειδείς προσεγγίσεις της φυσικής 
πραγµατικότητας και που δεν ενδείκνυνται για το φυσικό σύστηµα που 
παρατηρούµε.  

Τα συστηµατικά σφάλµατα έχουν µια αναγνωρίσιµη 
συµπεριφορά, που επιτρέπει να γίνουν οι απαραίτητες διορθώσεις στη 
µέτρηση και στον υπολογισµό των µεγεθών. 

Τα τυχαία σφάλµατα έχουν ακανόνιστο (στατιστικό) χαρακτήρα 
και µπορούν να επηρεάσουν το αποτέλεσµα µιας µέτρησης κατά τυχαία 
φορά (δηλαδή µπορούν να το µεγαλώσουν ή να το µικρύνουν).  

Οφείλονται τόσο σε αντικειµενικούς παράγοντες (σφάλµατα 
λόγω κυµαινόµενων συνθηκών θερµοκρασίας, πίεσης, ακτινοβολίας και 
άλλων διαταραχών), όσο και σε υποκειµενικούς (σφάλµατα κρίσης που 
γίνονται κατά την ανάγνωση της κλασµατικής υποδιαίρεσης µιας 
κλίµακας).  

Ο τυχαίος χαρακτήρας αυτών των σφαλµάτων συνηγορεί στο ότι 
θα πρέπει να καταφύγουµε σε στατιστικές µεθόδους για τον υπολογισµό 
τους.     

Στις επόµενες παραγράφους εξετάζεται το πώς µπορούν να 
υπολογιστούν τα τυχαία σφάλµατα. 
 
 
2.2.2. Υπολογισµός Μέσου Σφάλµατος Παρατήρησης και Μέσου 

Σφάλµατος Μέσης Τιµής  
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Έστω ότι κάποιο µέγεθος x, µετράται ν φορές µε το ίδιο όργανο 
και υπό τις ίδιες συνθήκες, οπότε λαµβάνονται οι τιµές x1, x2, ..., xν. Οι 
τιµές αυτές γενικά διαφέρουν µεταξύ τους, λόγω του τυχαίου σφάλµατος 
που αναπόφευκτα υπεισέρχεται στη διαδικασία της µέτρησης. 

Συνήθως θεωρούµε ότι οι τιµές x1, x2, ..., xν ακολουθούν µια 
κανονική κατανοµή γύρω από µια µέση τιµή Μ, που µπορεί να θεωρηθεί 
ότι είναι η αληθής τιµή και προσδιορίζεται, αν διαθέτουµε ένα πολύ 
µεγάλο αριθµό µετρήσεων. Από την τυπική απόκλιση σ της καµπύλης 
προσδιορίζεται η πιθανότητα να βρίσκεται µια τιµή xi σε διάφορα 
διαστήµατα τιµών γύρω από το Μ. Συγκεκριµένα, η πιθανότητα να 
βρίσκεται η τιµή xi στο διάστηµα [Μ-σ, Μ+σ] προσδιορίζεται από το 
εµβαδόν της καµπύλης από Μ-σ ως Μ+σ και είναι 0.683. Για το 
διάστηµα [Μ-2σ, Μ+2σ] η πιθανότητα είναι 0.954 και για το διάστηµα [Μ-
3σ, Μ+3σ] είναι 0.997. 

Στην πράξη όµως δε διαθέτουµε άπειρο, αλλά πεπερασµένο, 
πλήθος µετρήσεων ν, µε αποτέλεσµα να µην υπολογίζουµε την αληθή 
τιµή Μ, αλλά µια αριθµητική µέση τιµή x, µε βάση τον τύπο : 
 

x = Σ[xi] / ν 
 
όπου γενικά το x διαφέρει από το Μ. Από το σύνολο των µετρούµενων 
τιµών του x, υπολογίζουµε επίσης και µια τυπική απόκλιση σν, ή µέσο 
σφάλµα παρατήρησης, µε βάση τον τύπο : 
 

σ Σ[x-x
ν-1ν

i=
]2

 

 
Το φαινοµενικά παράδοξο να τοποθετηθεί παρονοµαστής ν-1 

στην έκφραση για το σν, αντί για ν, εξηγείται από το ότι οι διαφορές x-xi 
δεν είναι οι αποκλίσεις από την αληθή τιµή Μ, αλλά από τον αριθµητικό 
µέσο x. Αποδεικνύεται µάλιστα ότι 
 

Σ[x-xi]2 < Σ[Μ-xi]           (Κωτσάκης, 1972) 2
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Για το λόγο αυτόν, προκειµένου να έχουµε µια αξιόπιστη, κατά 
το δυνατόν, εκτίµηση του παρατηρησιακού σφάλµατος, θέτουµε στον 
παρονοµαστή ν-1 αντί για ν, οπότε αυξάνεται η αριθµητική τιµή του 
κλάσµατος. 

Ωστόσο, ένα διαφορετικό δείγµα τιµών xi, µε ν το πλήθος 
µετρήσεις, θα έδινε γενικά ένα διαφορετικό µέσο x. Σύµφωνα µε 
σχετικό θεώρηµα της στατιστικής, οι διάφοροι αριθµητικοί µέσοι των 
αντίστοιχων δειγµάτων ακολουθούν επίσης µια κανονική κατανοµή, η 
διασπορά της οποίας είναι η µέση τιµή των διασπορών των δειγµάτων, 
µε αποτέλεσµα η αντίστοιχη τυπική απόκλιση της µέσης τιµής σ να 
δίνεται από τη σχέση : 
 

∆x = σ = 
Σ[x-x
ν(ν-1)

i ]
2

 

 
Κατά συνέπεια, από ένα σύνολο µετρήσεων του µεγέθους x, 

υπολογίζουµε τον αριθµητικό µέσο x, που ονοµάζεται και µέση        
τιµή x, και την τυπική απόκλιση της µέσης τιµής, ή µέσο σφάλµα της 
µέσης τιµής, που συµβολίζεται µε σ ή µε ∆x. Συχνά, το ∆x 
ονοµάζεται απλώς σφάλµα του x.  

Το αποτέλεσµα των µετρήσεων του µεγέθους x αναγράφεται, 
µαζί µε το σφάλµα, µε τη µορφή  
 

x ± ∆x  
 
και µε κατάλληλη “στρογγυλοποίηση”, σε τρόπο ώστε το σηµαντικό 
ψηφίο τουx να είναι σύµφωνο µε την τάξη µεγέθους του µέσου 
σφάλµατος της µέσης τιµής. Αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό µε το 
παρακάτω παράδειγµα. 
 
Παράδειγµα : Μετράµε 10 φορές το µήκος l ενός νήµατος. Τα 
αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα 
 
 li (cm)  
 97.30  
 97.40  
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 97.35  
 97.45  
 97.30  
 97.40  
 97.35  
 97.40  
 97.30  
 97.35  
Από τις τιµές αυτές βρίσκουµε µέση τιµή µήκους 
 

l = Σ[li]/10 = 97.36cm 
 
Το µέσο σφάλµα της µέσης τιµής είναι 
 

σ = 
Σ[l-l

  cmi ] .
2

90
0 016=  

 
Με κατάλληλη στρογγυλοποίηση καταλήγουµε ότι 
 

l = (97.36 ± 0.02) cm 
 
 
 
2.2.3.  Σφάλµα στον Υπολογισµό Ποσότητας που Προσδιορίζεται 

από Έµµεσες Παρατηρήσεις 
 

Έστω u ποσότητα που δε µετράται άµεσα, αλλά υπολογίζεται 
από άλλες άµεσα µετρήσιµες ποσότητες a, b, c, ... µε βάση τη 
µαθηµατική σχέση : 

u = f(a, b, c, ...) 
 

Έστω ∆a, ∆b, ∆c, ..., τα σφάλµατα στη µέτρηση των 
παραµέτρων a, b, c, ..., αντίστοιχα. Αποδεικνύεται ότι το σφάλµα ∆u 
στον υπολογισµό της ποσότητας u δίδεται από τη σχέση : 
 

∆u = (
f
a
∆a)

f
b
∆b)

f
c
∆c)2 2∂

∂
∂
∂

∂
∂

+ +( ( ...2 +  
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Η µέση τιµή u υπολογίζεται από τη σχέση : 

 
u = f(a, b, c, ...) 

 
Παράδειγµα: Με τη βοήθεια του απλού εκκρεµούς µετράµε την 
επιτάχυνση της βαρύτητας g, µε βάση τον τύπο : 

g = 4π2l/T2 
 
όπου l το µήκος του εκκρεµούς και Τ η περίοδος ταλάντωσης. 

Εκτελώντας επανειληµµένα άµεσες µετρήσεις των l και Τ, 
βρίσκουµε τις µέσες τιµές l και Τ, και τα αντίστοιχα σφάλµατα ∆l, 
∆Τ. Έστω ότι βρίσκουµε : 
 

l ± ∆l = (97.36 ± 0.02) cm 
 

Τ ± ∆Τ = (1.981 ± 0.001) sec   
  
Οπότε η µέση τιµή g είναι : 
 

g = 4π2l /T = 979.43 cm/sec2 
 
και το µέσο σφάλµα της µέσης τιµής ∆g είναι : 
 

∆g = 
g
l
∆l)

g
T
∆T)

4π
Τ

∆l)
π l
T

∆T2 2
2

2
2

2

3
2( ( ( (

∂
∂

∂
∂

+ = +
8

)  

 
και τελικά : 
 

∆g = 1.009 cm/sec2 
 

Εποµένως, στρογγυλοποιώντας το αποτέλεσµα, καταλήγουµε 
ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι : 
 

g ± ∆g = (979 ± 1) cm/sec2 
 



 
 
 
 
 96                                                       ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ - ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 

Αυτό σηµαίνει ότι αν το πείραµα προσδιορισµού του g εκτελεστεί 
από 100 πειραµατιστές, οι 68 θα υπολογίσουν επιτάχυνση βαρύτητας 
από 978 ως 980 cm/sec2. 
 
 
 
 
 
2.2.4.   Υπολογισµός Σφαλµάτων των Συντελεστών της Ευθείας 

Ελαχίστων Τετραγώνων. 
 

Αν υπάρχει µια γραµµική σχέση µεταξύ των µετρούµενων 
µεγεθών x και y, ώστε : 

y = a+bx 
 
οι συντελεστές a, b µπορούν να προσδιοριστούν από τα ζεύγη τιµών (xi, 
yi) µε βάση τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Αν το σφάλµα στις 
τιµές xi είναι µικρό σε σχέση µε το σφάλµα των yi, τότε µπορούν να 
προσδιοριστούν οι µέσες τιµές a, b, από τις οποίες λαµβάνονται οι 
εκτιµώµενες τιµές y’, µε βάση τη σχέση : 

y’ =a+bx   
 
Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 23.15., οι συντελεστές a, b 
υπολογίζονται από τις σχέσεις : 
 

a = 
Σ[y Σ[x Σ[x Σ[x y

νΣ[x
i i

2
i i i

i
2

i

] ] - Σ[x ] ] ]
] - (Σ[x ]) 2

i  

 

b = 
νΣ[x y Σ[y
νΣ[x

i i i i

i
2

i

] - Σ[x ] ]
] - (Σ[x ]) 2  

 
Τα σφάλµατα ∆a, ∆b είναι (Κωτσάκης, 1972) : 
 

 ∆  a = ∆y
Σ[x

νΣ[x
i
2

i
2

i

]
] -  (Σ[x ]) 2
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∆b = ∆y
ν

νΣ[x i
2

i] - (Σ[x ]) 2  

 
όπου : 

 

∆y = 
Σ[y -a-bx

ν-2
i i ]

2

 

 
2.3. Φίλτρα Επεξεργασίας Χρονοσειρών και Καµπυλών 

Μεταβολής Φυσικών Μεγεθών 
 

Συχνά, µια χρονοσειρά ή µια καµπύλη µεταβολής φυσικού 
µεγέθους, όπως π.χ. η µεταβολή του µαγνητικού πεδίου κατά µήκος 
µιας τοµής στην επιφάνεια του εδάφους, µπορεί να θεωρηθεί ότι 
αποτελείται από µια σχετικά αργά µεταβαλλόµενη συνιστώσα και από 
µια ταχύτερα µεταβαλλόµενη συνιστώσα, που αποκαλείται υψίσυχνος 
θόρυβος. Αν ενδιαφέρει η ανάδειξη της σχετικά αργά µεταβαλλόµενης 
συνιστώσας, θα πρέπει να εξοµαλυνθεί η καµπύλη, αποµακρύνοντας 
τον υψίσυχνο θόρυβο. Η εξοµάλυνση της καµπύλης µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί µε την αντικατάσταση της κάθε τιµής yi του 
µετρούµενου µεγέθους µε µια ποσότητα yi’, που δίνεται από τη σχέση : 

 
yi’=(yi-m+yi-m+1+...+yi+yi+1+...+yi+m)/(2m+1) 
 
όπου m φυσικός αριθµός. 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε έναν κινούµενο µέσο όρο, που 
λειτουργεί ως φίλτρο εξοµάλυνσης. Το πλήθος των όρων στον 
αριθµητή της παραπάνω σχέσης ορίζει το παράθυρο του φίλτρου που 
εφαρµόζεται πάνω στην καµπύλη. 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η επίδραση ενός φίλτρου 
εξοµάλυνσης (κινούµενου µέσου όρου µε m=1) σε καµπύλη. Μπορεί 
κανείς να δει µια µετατόπιση των κορυφών της φιλτραρισµένης 
καµπύλης σε σχέση µε την αρχική. Αυτό µπορεί να έχει ανεπιθύµητα 
αποτελέσµατα στην ερµηνεία των φιλτραρισµένων δεδοµένων. 

 



 
 
 
 
 98                                                       ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ - ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
1
2
3
4
5
6
7
8

0 5 10 15

Αρχική καµπύλη

Φιλτραρισµένη
καµπύλη

Επίδραση φίλτρου κινούµενου µέσου όρου σε καµπύλη. 
 
Στο βαθµό που αυξάνεται το εύρος του παραθύρου (δηλαδή 

αυξάνεται το m), περιορίζονται οι διακυµάνσεις της καµπύλης, δηλαδή 
έχουµε µεγαλύτερη εξοµάλυνση. Υπάρχει όµως ο κίνδυνος, µαζί µε τον 
ανεπιθύµητο υψίσυχνο θόρυβο, να χαθεί και µέρος του σήµατος που 
επιθυµούµε να αναδείξουµε. Για το λόγο αυτό, θα πρέπει το µέγεθος του 
παραθύρου να ρυθµίζεται κατάλληλα, για την κάθε καµπύλη που 
πρόκειται να υποστεί επεξεργασία. Για τον προσδιορισµό του εύρους 
του παραθύρου, επιστρατεύεται συχνά η διαίσθηση και η εµπειρία, 
καθώς δεν υπάρχει αξιόπιστος γενικός κανόνας που να υποδεικνύει το 
κατάλληλο φίλτρο για την εκάστοτε περίπτωση. 

Συχνά, κατά την εξοµάλυνση, είναι επιθυµητό να έχει το yi 
µεγαλύτερη συµβολή στη διαµόρφωση του yi’ απ’όσο οι γειτονικές τιµές 
yi±j. Για το σκοπό αυτό, το yi πολλαπλασιάζεται µε ένα σχετικά υψηλό 
συντελεστή βαρύτητας, ενώ οι συντελεστές βαρύτητας των yi±j είναι 
σχετικά µικρότεροι. Η τιµή του παρονοµαστή του φίλτρου εξοµάλυνσης 
είναι ίση µε το αλγεβρικό άθροισµα των συντελεστών βαρύτητας. Οι 
σχέσεις : 

 
yi’=[17yi+12(yi+1+yi-1)-3(yi+2+yi-2)]/35 
 
και 
 
yi’=[7yi+6(yi+1+yi-1)+3(yi+2+yi-2)-2(yi+3+yi-3)]/21 
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εκφράζουν δυο φίλτρα µε 5 και 7 όρους, αντίστοιχα. 
Γενικά, φίλτρο ονοµάζεται η µαθηµατική σχέση µε την οποία 

προσδιορίζεται το yi’, ενώ η απόκριση του φίλτρου προσδιορίζεται 
από τις τιµές των συντελεστών βαρύτητας. 

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου δεν επιθυµούµε να εξοµαλύνουµε 
την καµπύλη, αλλά αντίθετα να την οξύνουµε, δίνοντας έµφαση στις 
διακυµάνσεις της. Για το σκοπό αυτό, µπορεί να υπολογιστεί η βαθµίδα 
της καµπύλης σε κάθε σηµείο της, µε βάση το φίλτρο : 
 
yi’=yi-yi-1 
 
ή µε το φίλτρο : 
 
yi’=2yi+2+yi+1-yi-1-2yi-2 
 
το παράθυρο του οποίου αποτελείται από 5 όρους. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι στα φίλτρα εξοµάλυνσης το αλγεβρικό 
άθροισµα των συντελεστών βαρύτητας είναι ένας θετικός αριθµός, ενώ 
στα φίλτρα βαθµίδας το αλγεβρικό άθροισµα είναι µηδέν. Γενικά, στα 
φίλτρα όξυνσης µιας καµπύλης, το αλγεβρικό άθροισµα των 
συντελεστών βαρύτητας βρίσκεται κοντά στο µηδέν, αν δεν είναι µηδέν. 

Είναι προφανές ότι αν το παράθυρο του φίλτρου αποτελείται 
από 2m+1 όρους, τα πρώτα m και τα τελευταία m σηµεία της 
χρονοσειράς, ή της καµπύλης µεταβολής φυσικού µεγέθους, δεν είναι 
δυνατό να φιλτραριστούν. Τα σηµεία αυτά, ή θα διατηρήσουν τις τιµές 
τους ή θα υποστούν επεξεργασία µε φίλτρο, το παράθυρο του οποίου 
έχει µικρότερο εύρος. 

Τα φίλτρα επινοήθηκαν αρχικά από τους ηλεκτρολόγους, για την 
επεξεργασία ηλεκτρικών σηµάτων. Στη συνέχεια όµως εφαρµόστηκαν 
σε µεγάλη κλίµακα σε διαφόρους τοµείς των γεωεπιστηµών, όπως 
επεξεργασία σεισµικών σηµάτων, µετρήσεων βαρυτικού, µαγνητικού ή 
ηλεκτροµαγνητικού πεδίου, καθώς και δεδοµένων από γεωτρήσεις. 
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2.4.  Ανάλυση Fourier 

 
Έστω η περιοδική συνάρτηση g(x) (σήµα g(x)) µε περίοδο Τ. Το 

σήµα αυτό µπορεί να αναλυθεί σε άθροισµα τριγωνοµετρικών 
συναρτήσεων της µορφής : 
 

g(x) =
a
2

(a cos 2n x
T

b n x
T

0
n

n
n+ +

=

∞

∑ π π

1

2sin )    

 
Τα a0, an, bn προσδιορίζονται από τις σχέσεις : 
 

a
T

g(x)dx0
-T/2

T/2

= ∫
2

 

a
T

g(x)cos
2n x

T
dxn

-T/2

T/2

= ∫
2 π

 

b
2
T

g(x)sin
2n x

T
dxn

-T/2

T/2

= ∫
π

 

 
αντίστοιχα. 
 
Κάθε ζεύγος an, bn εκφράζει ένα κύµα, που περιγράφεται από τη σχέση: 
 
yn(x) = ancos(2nπx/T) + bnsin(2nπx/T) 
 

Η διαδικασία προσδιορισµού των συντελεστών a0, an, bn 
καλείται ανάλυση Fourier, ή ανάλυση συχνοτήτων. Στο κάθε ζεύγος 
τιµών an, bn αντιστοιχεί ένας ακέραιος αριθµός n, που είναι η τάξη 
αρµονικής και συνδέεται µε τη  συχνότητα fn του αντίστοιχου κύµατος 
µε τη σχέση : 
 
fn=n/T 
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Για κάθε τάξη αρµονικής n, και αντίστοιχη συχνότητα fn, 
αντιστοιχεί ένα πλάτος Αn, µια φάση φn και µια ισχύς Ρn, που ορίζονται 
από τις σχέσεις : 
 
An = (an

2 + bn
2)1/2 

 
φn = arctan(bn / an) 
 
Pn = an

2 + bn
2 

  
Το πλάτος και η ισχύς εκφράζουν το πόσο συµβάλλει το κύµα 

στη διαµόρφωση του σήµατος και η φάση εκφράζει τη σχετική 
µετατόπιση του κύµατος ως προς τα άλλα κύµατα. Ειδικά, η ισχύς 
εκφράζει την ενέργεια που περιέχει το κύµα που αντιστοιχεί σε µια 
συγκεκριµένη συχνότητα.  

Ένα µη περιοδικό σήµα g(x), µπορεί να θεωρηθεί ότι έχει 
περίοδο Τ→∞  και να αναλυθεί κατά Fourier µε βάση τη σχέση : 

G(f) = g(x).e dx-i2 fx

-

π

∞

∞

∫  (µετασχηµατισµός Fourier)  

 
όπου f η συχνότητα. 

Το g(x) µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι ένα "άθροισµα" κυµάτων 
της µορφής g(f).ei2πfx, το οποίο εκφράζεται ως γενικευµένο ολοκλήρωµα: 

g(x) = 1
2

G(f).e dfi2 fx

-
π

π

∞

∞

∫  (αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier)  

 
Ως τώρα, έγινε λόγος για συνεχή σήµατα, δηλαδή για 

συναρτήσεις συνεχών µεταβλητών. Ωστόσο, ένα ψηφιακά 
αποθηκευµένο σεισµογράφηµα, ή ένα σύνολο τιµών του βαρυτικού 
πεδίου κατά µήκος µιας τοµής στο ύπαιθρο, είναι συναρτήσεις διακριτών 
µεταβλητών. Στην πρώτη περίπτωση, η καταγραφή του φυσικού 
µεγέθους γίνεται ανά συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα ∆t και στη δεύτερη 
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ανά συγκεκριµένη απόσταση ∆x. Το διακριτό σήµα g(x), που έχει ένα 
πεπερασµένο µήκος, δε θεωρείται περιοδικό και η ανάλυση Fourier 
πραγµατοποιείται µε αριθµητικές µεθόδους, µε τις οποίες προσδιορίζεται 
το ολοκλήρωµα G(f), που ορίστηκε παρα πάνω. Όπως και στην 
περίπτωση του συνεχούς περιοδικού σήµατος, κι’εδώ µπορούν, µε 
βάση τις ίδιες σχέσεις, να υπολογιστούν το πλάτος, η φάση και η ισχύς 
για την κάθε συχνότητα fn. Η συχνότητα fn είναι κι’εδώ : 
 
fn=n/T 
 
όπου όµως το Τ είναι το συνολικό µήκος του σήµατος g(x). Το n είναι, 
και σ’αυτήν την περίπτωση, η τάξη αρµονικής και λαµβάνει τιµές : 
 
n=0, 1, 2,..., N-1 
 
όπου Ν είναι το πλήθος των καταγραφών από τις οποίες αποτελείται το 
σήµα. 

Κατά την ανάλυση Fourier ενός σήµατος, λαµβάνεται το φάσµα 
συχνοτήτων του. Το σύνολο των τιµών An είναι το φάσµα πλατών 
(amplitude spectrum) και το σύνολο των τιµών Pn είναι το φάσµα 
ισχύων (power spectrum). Ένα φάσµα πλατών, όπως και ένα φάσµα 
ισχύων, χαρακτηρίζεται από κορυφές (σηµεία µεγίστου), που παρέχουν 
πληροφορίες για το ποιές κυρίως συχνότητες διαµορφώνουν το σήµα. 
Αν, για παράδειγµα, υπάρχει κορυφή σε τάξη αρµονικής n, τότε η 
συχνότητα fn=n/T συµβάλλει σηµαντικά στη διαµόρφωση του σήµατος 
και η περίοδος του αντίστοιχου κύµατος είναι T/n.  

Η µέγιστη συχνότητα που µπορεί να αναγνωριστεί σε ένα σήµα 
που αναλύεται κατά Fourier ονοµάζεται συχνότητα Nyquist (fΝ) και 
είναι ίση µε το µισό της συχνότητας δειγµατοληψίας (sampling 
frequency) fs, µε την οποία καταγράφηκε το σήµα. Αυτό οφείλεται στο ότι 
για να αναγνωριστεί ένα κύµα χρειάζονται τουλάχιστον δυο µετρήσεις 
(µια στην κορυφή και µια στην κοιλάδα του κύµατος). Εποµένως, αν για 
το σήµα g(x) υπάρχουν Ν καταγραφές, η ερµηνεία της καµπύλης που 
προκύπτει από την ανάλυση Fourier πραγµατοποιείται µε τα πρώτα Ν/2 
σηµεία µόνο. Ωστόσο, συχνότητες µεγαλύτερες του fΝ µπορούν να 
εκφραστούν στο φάσµα Fourier µέσα από µικρότερες συχνότητες και να 
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οδηγήσουν σε εσφαλµένη ερµηνεία του φάσµατος. Το φαινόµενο αυτό 
ονοµάζεται φαινόµενο επικάλυψης (aliasing effect) και για να 
αποφευχθεί θα πρέπει να είναι η συχνότητα Nyquist αρκετά µεγάλη, 
ώστε οι συχνότητες µε σηµαντική συνεισφορά στη διαµόρφωση του 
σήµατος να βρίσκονται µέσα στο διάστηµα [0, fΝ]. Για να εξασφαλιστεί 
µια τέτοια συνθήκη χρειάζεται µια a priori γνώση για το φασµατικό 
περιεχόµενο του σήµατος, καθώς και ένα αρκετά µικρό διάστηµα 
δειγµατοληψίας, που να αντιστοιχεί στην κατάλληλη συχνότητα Nyquist. 

Η ανάλυση Fourier, εκτός από την αναγνώριση χαρακτηριστικών 
συχνοτήτων του σήµατος, µπορεί επίσης να αξιοποιηθεί και στην 
επεξεργασία του σήµατος, µε σκοπό να απαλλαγεί αυτό από τον 
ανεπιθύµητο θόρυβο. Αυτό µπορεί να γίνει αν, στην καµπύλη που 
προκύπτει από την ανάλυση Fourier, αναγνωριστούν οι συχνότητες που 
αντιστοιχούν στο θόρυβο και αποκοπούν από τις υπόλοιπες, οπότε 
µπορεί να αποκατασταθεί το αρχικό σήµα, µε έναν αντίστροφο 
µετασχηµατισµό Fourier. 
 
 
2.4.1.  Παράδειγµα 
 

Μια χρονοσειρά αποτελείται από Ν = 256 καταγραφές, οι οποίες 
ελήφθησαν µε διάστηµα δειγµατοληψίας (sampling interval) ∆t = 2 sec. 
Η χρονοσειρά αναλύθηκε κατά Fourier και βρέθηκε ότι στο φάσµα 
πλατών της υπάρχει κορυφή που αντιστοιχεί σε τάξη αρµονικής n = 30. 
Να βρεθούν: α) Το µήκος Τ της χρονοσειράς,  β) η συχνότητα 
δειγµατοληψίας fs,  γ) η συχνότητα Nyquist fN, δ) η συχνότητα f3 του 
κύµατος που αντιστοιχεί στον κύκλο τάξης 30, ε) η περίοδος Τ30 του 
κύµατος που αντιστοιχεί στην τάξη αρµονικής 30. 

 
Λύση: 
 
α) Το µήκος της χρονοσειράς είναι : 
 
Τ = (Ν-1)·∆t = (256-1)·2 = 510 sec 
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β) Η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι : 
 
fs = 1/∆t = 1/2 = 0.5 c/sec 
 
γ) Η συχνότητα Nyquist είναι : 
 
fN = fs/2 = 0.5/2 = 0.25 c/sec 
 
 
 
δ) η συχνότητα του κύµατος που αντιστοιχεί στην τάξη αρµονικής 30 
είναι : 
f30 = 30/T = 30/510 = 0.059 c/sec 
 
ε) η περίοδος του κύµατος που αντιστοιχεί στην τάξη αρµονικής 30 είναι: 
 
Τ30 = Τ/30 = 510/30 = 17 sec 

 



 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                    
    
 
 
 
                                                                                       
 
 
 
 

3.  ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 
 
 

3.1. Εισαγωγή 
 
Στη στατιστική της µιας µεταβλητής, εξετάζεται η συµπεριφορά ενός 
πληθυσµού ή ενός δείγµατος µετρήσεων ενός µόνο φυσικού µεγέθους. 
Στατιστική µιας µεταβλητής εφαρµόζεται, για παράδειγµα, στην 
περίπτωση όπου έχουµε να επεξεργαστούµε µετρήσεις θερµοκρασίας 
ενός µετεωρολογικού σταθµού σε έναν τόπο. Υπάρχουν όµως 
περιπτώσεις όπου στα δεδοµένα των µετρήσεων υπεισέρχεται και ο 
γεωγραφικός παράγοντας, που συνήθως εκφράζεται µε τις 
συντεταγµένες X και Y των σταθµών όπου µετράται το φυσικό µέγεθος. 
Για παράδειγµα, οι µετρήσεις θερµοκρασίας σε διάφορους σταθµούς, µε 
διαφορετικές χωρικές συντεταγµένες, συνιστούν ένα σύνολο δεδοµένων 
όπου, πέρα από τις τιµές του µετρούµενου φυσικού µεγέθους, 
υπεισέρχεται και η γεωγραφική διάσταση. Η επεξεργασία δεδοµένων µε 
χωρικές συντεταγµένες αποτελεί αντικείµενο της γεωστατιστικής. 
Οι θέσεις όπου καταγράφεται ένα γεγονός, ή µετράται ένα φυσικό 
µέγεθος, συχνά αναπαριστάνονται ως σηµεία στο γεωγραφικό χώρο των 
δυο διαστάσεων. Ένα τέτοιο σηµειοσύνολο µπορεί να περιέχει µόνο 
γεωγραφική πληροφορία (π.χ. συντεταγµένες ηφαιστείων σε έναν 
ευρύτερο γεωγραφικό χώρο), ή να περιέχει γεωγραφική πληροφορία 
µαζί µε πληροφορία για την τιµή φυσικών µεγεθών (π.χ. τιµές 
ραδιενέργειας σε δίκτυο σταθµών µέτρησης που καλύπτει µια ευρύτερη 
περιοχή). 
Στην πρώτη περίπτωση (σηµειοσύνολα µε χωρική µόνο πληροφορία), η 
γεωστατιστική εξετάζει προβλήµατα του τύπου: κατά πόσον η δεδοµένη 
κατανοµή σηµείων στο χώρο είναι οµοιόµορφη (ή τυχαία, ή 
οµαδοποιηµένη); Τέτοιου είδους προβλήµατα εµπίπτουν στην ανάλυση 
χωρικών προτύπων. 
Στη δεύτερη περίπτωση (σηµειοσύνολα µε τιµές φυσικού µεγέθους και 
µε γεωγραφικές συντεταγµένες), η γεωστατιστική εξετάζει προβλήµατα 
χωρικής παρεµβολής του τύπου: πώς µπορούν να υπολογιστούν οι 
τιµές ενός φυσικού µεγέθους σε όλες τις θέσεις µιας περιοχής, αν 
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έχουµε στη διάθεσή µας τιµές µόνο σε ορισµένες θέσεις και πόσο 
ακριβείς θα είναι οι υπολογιζόµενες τιµές; 
Η µεθοδολογία της γεωστατιστικής θεµελιώνεται πάνω στη στατιστική 
της µιας µεταβλητής (κατανοµές, στατιστικές παράµετροι, διαστήµατα 
εµπιστοσύνης, έλεγχοι υποθέσεων). Μια καλή γνώση της στατιστικής 
της µιας µεταβλητής είναι απαραίτητη για να κατανοήσει κανείς τις 
µεθόδους της γεωστατιστικής.  
 

3.2. Ανάλυση χωρικών προτύπων 
 
Χωρικό πρότυπο είναι ο τρόπος µε τον οποίο τα σηµεία κατανέµονται 
στο χώρο. Τα σηµεία µπορούν να εκφράζουν θέσεις όπου εξελίσσονται 
ανθρωπογενείς δραστηριότητες (αστικά κέντρα, εµπορικά καταστήµατα, 
εγκλήµατα), φυσικά φαινόµενα (επίκεντρα σεισµών, ηφαίστεια, εστίες 
πυρκαϊών), γεωλογικές διεργασίες (θέσεις απολιθωµάτων, φλεβίδια 
ορυκτών σε πετρώµατα-ξενιστές, πετρελαϊκά κοιτάσµατα σε µια 
ευρύτερη περιοχή) και πολλές άλλες διαδικασίες. 
Η χωρική κατανοµή των σηµείων µπορεί να είναι κανονική (κανονικό 
χωρικό πρότυπο, σχ. 1), οµοιόµορφη (σχ. 2), τυχαία (σχ. 3), 
οµαδοποιηµένη (σχ. 4) και ανισότροπη (σχ. 5). Σε µια κανονική χωρική 
κατανοµή τα σηµεία απέχουν µεταξύ τους  καθορισµένες αποστάσεις. Σε 
µια οµοιόµορφη κατανοµή η πυκνότητα των σηµείων είναι σταθερή, σε 
όλη την επιφάνεια.  
 

 
 

Σχ. 1. Κανονική χωρική κατανοµή 
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Σχ. 2. Οµοιόµορφη χωρική κατανοµή 
     

 

 
 

Σχ. 3. Τυχαία χωρική κατανοµή 
 



 
 
 
 
 108                                                       ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ - ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 

 
 

Σχ. 4. Οµαδοποιηµένη χωρική κατανοµή 
 

 
 

Σχ. 5. Ανισότροπη χωρική κατανοµή 
 
Σε µια τυχαία χωρική κατανοµή, κάθε σηµείο έχει την ίδια πιθανότητα 
εµφάνισης σε οποιαδήποτε θέση και, επιπλέον, η θέση ενός σηµείου 
είναι ανεξάρτητη από τη θέση των άλλων σηµείων.  Σε µια 
οµαδοποιηµένη χωρική κατανοµή τα σηµεία είναι επιλεκτικά 
συγκεντρωµένα σε ορισµένες περιοχές. Τέλος, σε µια ανισότροπη 
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κατανοµή τα σηµεία τείνουν να σχηµατίζουν γραµµικούς σχηµατισµούς, 
ή η πυκνότητα σηµείων διαφέρει µε το αζιµούθιο. 
Αντικείµενο της ανάλυσης χωρικών προτύπων είναι η αναγνώριση του 
προτύπου που ακολουθεί µια δεδοµένη κατανοµή σηµείων. Για το 
σκοπό αυτό ακολουθούνται δυο βασικές κατηγορίες µεθόδων: οι 
µέθοδοι καννάβου και οι µέθοδοι απόστασης (Κουτσόπουλος 2002). 
 

3.2.1. Μέθοδοι ανάλυσης καννάβου χωρικών κατανοµών 
 
Στις µεθόδους ανάλυσης καννάβου, η επιφάνεια µε τα σηµεία χωρίζεται 
σε ορθογώνια φατνία. Για το κάθε φατνίο j µετράται και καταγράφεται ο 
αριθµός xj των σηµείων που βρίσκονται µέσα σ’αυτό, ή το πλήθος των 
φατνίων µε ένα δεδοµένο αριθµό σηµείων. Στη συνέχεια, συγκρίνονται οι 
τιµές xj µε τις θεωρητικά προβλεπόµενες (αναµενόµενες) τιµές αj, που 
αντιστοιχούν σε µια δεδοµένη χωρική κατανοµή (τυχαία, οµοιόµορφη, ή 
κάποιου άλλου τύπου). Αν, µε κάποιο στατιστικό κριτήριο (συνήθως χ2, t 
ή z), συµφωνούν οι τιµές xj και αj, τότε εκτιµάται ότι η εξεταζόµενη 
χωρική κατανοµή µε τιµές xj ακολουθεί ένα καθορισµένο πρότυπο (π.χ. 
τυχαίο ή οµοιόµορφο, ανάλογα µε βάση ποια χωρική κατανοµή 
υπολογίστηκαν τα αj). Αν υπάρχει σηµαντική απόκλιση µεταξύ τιµών xj 
και αj, τότε εκτιµάται ότι η εξεταζόµενη χωρική κατανοµή δεν ακολουθεί 
το χωρικό πρότυπο µε βάση το οποίο υπολογίστηκαν οι τιµές αj. 
Παρακάτω παρουσιάζονται δυο µέθοδοι ανάλυσης καννάβου, χωρικού 
προτύπου. 
 

3.2.1.α. Έλεγχος χ2 οµοιοµορφίας χωρικής κατανοµής 
 
Στον έλεγχο χ2, η βασική υπόθεση Η0 είναι: η υπό εξέταση χωρική 
κατανοµή είναι οµοιόµορφη. 
Η εναλλακτική υπόθεση Η1 είναι: η υπό εξέταση χωρική κατανοµή δεν 
είναι οµοιόµορφη. 
Το µέγεθος µέσω του οποίου πραγµατοποιείται ο έλεγχος χ2 είναι η 
ποσότητα x2 που υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

∑
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        (1) 
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T είναι το πλήθος των φατνίων. α είναι η πυκνότητα σηµείων ανά φατνίο 
για µια πρότυπη οµοιόµορφη χωρική κατανοµή και υπολογίζεται από τη 
σχέση: 
 
α = n/T         (2) 
 
όπου n είναι ο αριθµός των σηµείων της υπό εξέταση χωρικής 
κατανοµής. 
 

Εφαρµογή 
∆είγµα πετρώµατος φωτογραφήθηκε και η ψηφιακή εικόνα χωρίστηκε σε 
T = 15 φατνία, για το καθένα από τα οποία µετρήθηκε το πλήθος xj των 
απολιθωµάτων, που είναι µικρών διαστάσεων και µπορούν να 
θεωρηθούν σηµειακά. Το πλήθος των σηµείων n = 255. Να εξεταστεί, σε 
επίπεδο σηµαντικότητας 5%, το κατά πόσον η χωρική κατανοµή των 
απολιθωµάτων είναι οµοιόµορφη. 
 
Λύση: Στον παρακάτω πίνακα εµφανίζονται οι τιµές xj, οι θεωρητικά 
προβλεπόµενες τιµές αj που είναι ίσες µε τη µέση πυκνότητα ανά φατνίο 
α, όπου α = 255/15 = 17, καθώς και οι ποσότητες (xj-αj)2/αj (οι 
υπολογισµοί έγιναν µε το Excel). 
Από τη σχέση (1), υπολογίζεται ότι  
 
x2 = 5,64 
 
Οι βαθµοί ελευθερίας ν είναι: 
 
ν = T – 1 = 14 
 
Για 14 βαθµούς ελευθερίας (β.ε), και για πιθανότητα 0,05, η κρίσιµη τιµή 
xc

2 είναι: 
 
 xc

2 = 23,68 
 
Εποµένως  x2 < xc

2 και αυτό σηµαίνει ότι ισχύει η υπόθεση περί 
οµοιόµορφης χωρικής κατανοµής, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%. 
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xj  aj=a  (xj-aj)^2/aj

20  17  0,5294118
19  17  0,2352941
18  17  0,0588235
17  17  0
13  17  0,9411765
21  17  0,9411765
15  17  0,2352941
19  17  0,2352941
16  17  0,0588235
17  17  0
15  17  0,2352941
19  17  0,2352941
15  17  0,2352941
19  17  0,2352941
12  17  1,4705882

 
 

3.2.1.β. Έλεγχος χ2 τυχαίας χωρικής κατανοµής 
 
Προκειµένου να ελεγχθεί αν µια χωρική κατανοµή ακολουθεί τυχαίο 
χωρικό πρότυπο, το οποίο περιγράφεται µε µια κατανοµή Poisson, 
διαιρείται η επιφάνεια σε Τ ορθογώνια φατνία, στο κάθε ένα από τα 
οποία µετράται το πλήθος των περιεχόµενων σηµείων, που 
συµβολίζεται µε j. Για κάθε τιµή j, µετράται το πλήθος xj, των φατνίων 
που καθένα από αυτά περιέχει j το πλήθος σηµεία.  
Στη συνέχεια, για κάθε j υπολογίζεται το πλήθος των φατνίων αj, µε 
βάση το τυχαίο χωρικό πρότυπο. Τα αj υπολογίζονται από τη σχέση: 
 

!
)/(/

j
TnTea

j
Tn

j
−=         (3) 

 
που είναι η κατανοµή Poisson, πολλαπλασιασµένη επί το πλήθος των 
φατνίων. n είναι το πλήθος των σηµείων. 
Η βασική υπόθεση H0 είναι: Η χωρική κατανοµή ακολουθεί το τυχαίο 
πρότυπο. 
Η εναλλακτική υπόθεση Η1 είναι: Η χωρική κατανοµή δεν ακολουθεί το 
τυχαίο πρότυπο. 
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Ο έλεγχος της υπόθεσης πραγµατοποιείται µε βάση την κατανοµή χ2, 
µέσω του υπολογισµού της ποσότητας x2, όπου: 
 

∑
∞

=

−
=

0

2
2 )(

j j

jj

a
ax

x          (4) 

 

Εφαρµογή 
 
Να εξεταστεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, η υπόθεση ότι η χωρική 
κατανοµή της εφαρµογής της παραγράφου 2. 1. α ακολουθεί τυχαίο 
χωρικό πρότυπο. 
 
Λύση: Για να ελεγχθεί η υπόθεση περί τυχαίου χωρικού προτύπου, η 
εξεταζόµενη χωρική κατανοµή χωρίζεται σε Τ = 60 φατνία. Σε κάθε 
φατνίο µετρήθηκε το πλήθος j των σηµείων που περιέχει αυτό. Στη 
συνέχεια, για κάθε j, µετρήθηκε το πλήθος xj των φατνίων που 
περιέχουν j σηµεία και υπολογίστηκαν οι αντίστοιχες τιµές αj που 
αντιστοιχούν σε τυχαίο χωρικό πρότυπο, µε βάση τη σχέση (3). Τα 
αποτελέσµατα των µετρήσεων και υπολογισµών εµφανίζονται στον 
παρακάτω πίνακα: 
 
j  xj  aj  (xj-aj)^2/aj 

0  0  0,8558544,493234 4,493234 
1  0  3,63738  
2  1  7,729432 5,858807 
3  10  10,95003 0,082425 
4  29  11,63441 25,92001 
5  13  9,889244 0,978518 
6  7  7,004881 3,4E-06 
7  0  4,252964 4,252964 
8  0  2,2593874,045807 4,045807 

9-infinite  0  1,78642  
 
Οι µικρές τιµές aj αθροίστηκαν ώστε να µην υπολείπονται κατά πολύ 
από το 5.  
Το x2 υπολογίστηκε µε βάση τη σχέση (4) και είναι: 
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x2 = 45,63 
 
Οι β. ε. ν είναι: 
 
ν = 8 – 2 = 6 
 
Το xc

2, για πιθανότητα 0,05 και 6 β. ε. είναι: 
 
xc

2
 = 12,59 

 
 
 
Εποµένως  x2 > xc

2 και αυτό σηµαίνει ότι απορρίπτεται η υπόθεση περί 
τυχαίας χωρικής κατανοµής, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%. 
 

3.2.1.γ. Έλεγχος t χωρικής κατανοµής µε βάση το δείκτη s2/x 
 
Μια τυχαία χωρική κατανοµή περιγράφεται από την κατανοµή Poisson 
που, όπως είναι γνωστό, το πηλίκο διασποράς προς µέση τιµή είναι ίσο 
µε τη µονάδα. Με βάση αυτό το δεδοµένο, ένας τρόπος να εξεταστεί 
κατά πόσο µια χωρική κατανοµή σηµείων είναι τυχαία, είναι να 
υπολογιστεί το πηλίκο διασποράς s2 προς τη µέση τιµή x. Αν το πηλίκο 
s2/x είναι κοντά στη µονάδα, τότε εκτιµάται ότι η εξεταζόµενη χωρική 
κατανοµή είναι τυχαία. Αν το s2/x είναι σηµαντικά µικρότερο ή 
µεγαλύτερο από τη µονάδα, τότε η κατανοµή µπορεί να είναι 
οµοιόµορφη ή οµαδοποιηµένη, αντίστοιχα. Η ποσότητα που καθορίζει το 
κατά πόσον η εξεταζόµενη κατανοµή είναι ή δεν είναι τυχαία, είναι η 
ποσότητα t, που υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

σ

1
2

−
= x
s

t           (5) 

 
όπου το σ προσδιορίζεται από τη σχέση: 
 

1
2
−

=
T

σ          (6) 
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T είναι το πλήθος των φατνίων. 
Αυτό που εκφράζεται µέσω των σχέσεων (5) και (6), είναι ότι σε µια 
χωρική κατανοµή που ακολουθεί το τυχαίο πρότυπο, ο λόγος 
διασποράς προς µέση τιµή µείον τη µονάδα, s2/x - 1, ακολουθεί 
κατανοµή t (Student), µε τυπική απόκλιση σ που δίδεται από τη σχέση 
(6) και µε Τ-1 β.ε. 
Εποµένως, στον έλεγχο χωρικής κατανοµής µε βάση το δείκτη s2/x, η 
βασική υπόθεση Η0 είναι: η χωρική κατανοµή ακολουθεί το τυχαίο 
πρότυπο. 
Η εναλλακτική υπόθεση Η1 είναι: η χωρική κατανοµή δεν ακολουθεί το 
τυχαίο πρότυπο. 
Η ποσότητα t που κρίνει την ισχύ της βασικής υπόθεσης, υπολογίζεται 
από τη σχέση (5). 
 

Εφαρµογή 
 
Να ελεγχθεί, µε βάση το δείκτη s2/x, το κατά πόσον η χωρική κατανοµή 
της παραγράφου 3. 2. 1. β., όπου τα σηµεία περιέχονται σε Τ = 60 
φατνία, ακολουθεί το τυχαίο χωρικό πρότυπο, σε επίπεδο 
σηµαντικότητας 5%.  
 
 
 
Λύση: Η µέση τιµή x, µε βάση τον πίνακα της παραγράφου 2. 1. β., 
είναι: 
 
x = (Σjxj)/T = 4,25        
  
 
Η διασπορά s2, µε βάση τον ίδιο πίνακα, είναι: 
 
s2 = [Σ(j- x)2xj]/T = 0,854 
 
Εποµένως 
 
s2/x = 0,201 
 
Επίσης, από τη σχέση (6) και µε Τ = 60, έχουµε 
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σ = 0,184 
 
Με βάση τη σχέση (5) υπολογίζουµε την ποσότητα t, που είναι: 
 
t = -4,340 
 
Οι β.ε. είναι Τ-1=59 και η πιθανότητα είναι 0,05. Το κρίσιµο σηµείο tc, 
γι’αυτές τις παραµέτρους και για δίπλευρο έλεγχο, είναι: 
 
tc = 2,001 
 
Συγκρίνοντας τα t και tc, είναι φανερό ότι το t βρίσκεται εκτός του 
διαστήµατος [-tc, tc]. 
Αυτό σηµαίνει ότι σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% εκτιµούµε πως η 
εξεταζόµενη χωρική κατανοµή δεν ακολουθεί το τυχαίο πρότυπο. 
Η αρνητική τιµή t φαίνεται να υποδηλώνει οµοιόµορφη χωρική 
κατανοµή. Για να συναχθούν όµως οριστικά συµπεράσµατα, θα πρέπει, 
σε δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας, να γίνει µονόπλευρος έλεγχος της 
βασικής υπόθεσης Η0 (τυχαία κατανοµή), µε εναλλακτική υπόθεση Η1: 
οµοιόµορφη χωρική κατανοµή. Η εξεταζόµενη ανισότητα είναι η:  –tc ≤ t. 
Αν το t είχε µια σηµαντική θετική τιµή, αυτό θα ήταν ένδειξη για 
οµαδοποίηση της χωρικής κατανοµής. Σε αυτήν την περίπτωση, 
ενδείκνυται ο µονόπλευρος έλεγχος της βασικής υπόθεσης Η0 (τυχαία 
χωρική κατανοµή), µε εναλλακτική υπόθεση Η1: οµαδοποιηµένη χωρική 
κατανοµή. Η εξεταζόµενη ανισότητα είναι η:  t ≤ tc. 
 

3.2.1.δ. Ένα ακανθώδες ζήτηµα 
 
Στην παράγραφο 3.2.1.α., όπου η βασική υπόθεση ήταν αυτή της 
οµοιόµορφης χωρικής κατανοµής, και αυτό που καταγράφονταν ήταν ο 
αριθµός σηµείων σε  
 
 
κάθε φατνίο, η επιφάνεια µε τα 255 σηµεία χωρίστηκε σε 15 φατνία. Στις 
παραγράφους 3.2.1.β. και 3.2.1.γ, όπου η βασική υπόθεση ήταν αυτή 
της τυχαίας χωρικής κατανοµής και αυτό που καταγράφονταν ήταν ο 
αριθµός των φατνίων που περιείχαν ένα δεδοµένο πλήθος σηµείων, η 
επιφάνεια χωρίστηκεσε 60 φατνία (4 φορές περισσότερα από όσο 
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προηγουµένως). Σύµφωνα µε τους Swan & Sandilands 1995, οι 
αναλύσεις καννάβου µε τη βασική υπόθεση του τυχαίου χωρικού 
προτύπου πραγµατοποιούνται µε αρκετά µεγαλύτερο αριθµό φατνίων 
σε σχέση µε αυτόν που αντιστοιχεί στις αναλύσεις καννάβου µε τη 
βασική υπόθεση της οµοιοµορφίας. 
Ωστόσο, η επιλογή του µεγέθους του φατνίου, και συνακόλουθα του 
πλήθους των φατνίων στα οποία χωρίζονται τα σηµεία µιας χωρικής 
κατανοµής, έχει µεγάλη σηµασία, καθώς διαφορετικές διαστάσεις 
φατνίων µπορούν να οδηγήσουν σε διαφορετικές στατιστικές εκτιµήσεις. 
Είναι λοιπόν σηµαντικό να έχει κανείς ένα αντικειµενικό κριτήριο 
προσδιορισµού του βέλτιστου µεγέθους φατνίου. Ένα τέτοιο κριτήριο, 
µπορεί να είναι αυτό της µεγιστοποίησης της ισχύος του ελέγχου χ2, που 
σηµαίνει ότι το µέγεθος και το πλήθος των φατνίων θα πρέπει να είναι 
τέτοια ώστε, για ένα δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας, οι τιµές x2 και 
xc

2 θα πρέπει να διαφέρουν όσο το δυνατόν περισσότερο. Υπάρχουν 
επίσης και εµπειρικοί κανόνες, σύµφωνα µε τους οποίους ένα αξιόπιστο 
εµβαδόν φατνίου θα πρέπει να κυµαίνεται µεταξύ A/n και 2A/n, όπου Α η 
συνολική επιφάνεια και n το πλήθος των σηµείων της χωρικής 
κατανοµής (Κουτσόπουλος 2002).   
 

3.2.2. Χωρική ανάλυση µε µεθόδους απόστασης 
 
Η ανάλυση καννάβου επικεντρώνεται στην καταγραφή του αριθµού 
σηµείων ανά φατνίο. Η ανάλυση µε µεθόδους απόστασης, 
επικεντρώνεται στο πόσο απέχει, από κάθε σηµείο, το πλησιέστερο σε 
αυτό (κριτήριο απόστασης γειτονικού σηµείου). Σε µια οµαδοποιηµένη 
χωρική κατανοµή, η απόσταση από το γειτονικό σηµείο είναι σχετικά 
µικρή, ενώ σε µια οµοιόµορφη χωρική κατανοµή η απόσταση είναι 
µεγάλη. Σε µια τυχαία χωρική κατανοµή, η απόσταση από το γειτονικό 
σηµείο λαµβάνει ενδιάµεσες τιµές. Παρακάτω εξετάζονται δυο συνήθεις 
µέθοδοι ανάλυσης χωρικής κατανοµής µε το κριτήριο της απόστασης. 

 
 

3.2.2.α. Έλεγχος εγγύτερου γείτονα 
 
Στον έλεγχο εγγύτερου γείτονα, υπολογίζονται οι ποσότητες d και δ, που 
προσδιορίζονται από τις σχέσεις: 
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=δ          (8) 

 
n είναι ο αριθµός των σηµείων της χωρικής κατανοµής. di είναι η 
απόσταση σηµείου i από το πλησιέστερο γειτονικό σηµείο. Α είναι το 
εµβαδόν της επιφάνειας της χωρικής κατανοµής. 
Το d είναι η παρατηρούµενη µέση απόσταση από το πλησιέστερο 
γειτονικό σηµείο και το δ είναι η αναµενόµενη µέση απόσταση από το 
πλησιέστερο γειτονικό σηµείο. 
Οι τιµές d ακολουθούν µια γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή δ και µε 
τυπική απόκλιση σ που υπολογίζεται από τη σχέση (Κουτσόπουλος 
2002): 
 

An /
26136,0

2
=σ          (9) 

 
Οπότε η ποσότητα z, που ορίζεται ως: 
 

σ
δ−

=
dz                   (10) 

 
ακολουθεί µια τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. Με βάση το z µπορεί 
να γίνει ένας έλεγχος υπόθεσης µε κατανοµή z, όπου η βασική υπόθεση 
Η0 είναι: η χωρική κατανοµή ακολουθεί το τυχαίο πρότυπο και η 
εναλλακτική υπόθεση Η1 είναι: η χωρική κατανοµή δεν ακολουθεί το 
τυχαίο πρότυπο. 
 

Εφαρµογή 
 
Η επιφάνεια του πετρώµατος της εφαρµογής της παραγράφου 2.1.α. 
είναι Α = 10000m2 και ο αριθµός των σηµείων είναι n = 255. Η ανάλυση 
απόστασης από τον πλησιέστερο γείτονα έδωσε d = 6,253m. Να 
εξεταστεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, η υπόθεση ότι η χωρική 
κατανοµή των απολιθωµάτων, που εκφράζονται ως σηµεία στην 
ψηφιακή εικόνα, είναι τυχαία. 
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Λύση: Από τη σχέση (8) υπολογίζεται το δ, που είναι: 
 
δ = 0,5√(10000/255) = 3,131 
 
Από τη σχέση (9) υπολογίζεται το σ, που είναι: 
 
σ = 0,26136 x √(10000/2552) = 0,1025 
 
Από τη σχέση (10) υπολογίζεται το z, που είναι: 
 
z = (6,253 – 3,131)/0,1025 = 30,46 
 
Για δίπλευρο έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, το zc είναι: 
 
zc = 1,96 
 
∆ηλαδή z > zc , οπότε απορρίπτεται η υπόθεση περί τυχαίας χωρικής 
κατανοµής, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%. 
 

3.2.2.β. Έλεγχος χωρικής κατανοµής µε το λόγο d/δ 
 
Έχει διαπιστωθεί (Κουτσόπουλος 2002), ότι όταν ο λόγος d/δ είναι 
µικρότερος της µονάδας, η χωρική κατανοµή είναι οµαδοποιηµένη και 
όταν το d/δ είναι µεγαλύτερο της µονάδας η χωρική κατανοµή είναι 
οµοιόµορφη, και µάλιστα όταν αυτός ο λόγος είναι µεγαλύτερος ή ίσος 
του 2, η χωρική κατανοµή παρουσιάζει µια κανονικότητα. Όταν το d/δ 
είναι περίπου ίσο µε τη µονάδα, τότε η χωρική κατανοµή είναι τυχαία. 
Ο λόγος d/δ µπορεί, εποµένως, να αξιοποιηθεί στην αναγνώριση 
χωρικών προτύπων. Στην εφαρµογή της παραγράφου 3.2.2.α, για 
παράδειγµα, έχουµε d/δ = 6,253/3,131 = 1,997. Αυτό σηµαίνει ότι η 
εξεταζόµενη χωρική κατανοµή τείνει προς την κανονικότητα. 
 

3.2.3. Έλεγχος ανισοτροπίας 
 
Σε µια ευρύτερη περιοχή µε ηφαιστειακή δραστηριότητα, τα ηφαίστεια 
µπορεί να µην κατανέµονται οµοιόµορφα αλλά κατά µήκος γραµµών 
που αντιστοιχούν σε τεκτονικές δοµές. Ακόµα, σε µια περιοχή όπου 
γίνονται µετρήσεις σε διάφορες θέσεις, η δειγµατοληψία µπορεί να µην 
είναι τυχαία, ούτε οµοιόµορφη, αλλά να ακολουθεί επιλεκτικά γραµµές 
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ορισµένης διεύθυνσης. Αν το µετρούµενο µέγεθος (π.χ. συγκεντρώσεις 
µετάλλων) συνδέεται µε τον τεκτονισµό της περιοχής (κοίτασµα που 
αναπτύσσεται σε ρηγµατική ζώνη), και αν οι θέσεις δειγµατοληψίας είναι 
σε διευθύνσεις παράλληλες προς τον τεκτονισµό, τότε οι µετρήσεις 
µπορούν να περιέχουν συστηµατικά σφάλµατα. 
Τίθεται εποµένως το πρόβληµα της αναγνώρισης ανισότροπου χωρικού 
προτύπου, όπως αυτού που εµφανίζεται στο (σχ. 5). Για το σκοπό αυτό 
µπορεί να πραγµατοποιηθεί ένας έλεγχος χ2, µε βασική υπόθεση Η0: 
κανένας επιλεκτικός προσανατολισµός των σηµείων (οµοιόµορφο 
χωρικό πρότυπο) και Η1: επιλεκτικός προσανατολισµός των σηµείων 
(µη οµοιόµορφο χωρικό πρότυπο). Το µετρούµενο µέγεθος είναι το 
αζιµούθιο του ευθύγραµµου τµήµατος που συνδέει δυο σηµεία. Από το 
σύνολο των τιµών αζιµουθίου, και από την τιµή του µέσου αζιµουθίου, 
µπορεί να υπολογιστεί η ποσότητα x2 και να συγκριθεί µε την τιµή xc

2, 
για δεδοµένο επίπεδο εµπιστοσύνης. 
 

 
 
 

3.3. Μέθοδοι χωρικής παρεµβολής 
 
Οι µετρήσεις ενός φυσικού µεγέθους στο ύπαιθρο (π.χ. µετρήσεις 
θερµοκρασίας, συγκέντρωσης µετάλλων, µαγνητικού πεδίου και άλλες) 
γίνονται σε διακριτές θέσεις µε συντεταγµένες (xi, yi). Στην κάθε θέση (xi, 
yi), αντιστοιχεί µια τιµή zi, του µετρούµενου φυσικού µεγέθους z. Στο (σχ. 
6) εµφανίζονται οι θέσεις γεωτρήσεων για τον προσδιορισµό του 
πάχους z επιφανειακού στρώµατος αλλουβιακών αποθέσεων (τα 
δεδοµένα ελήφθησαν από το εκπαιδευτικό υλικό του λογισµικού ILWIS 
3. 3). Το πρόβληµα που ανακύπτει είναι πώς µπορούν να υπολογιστούν 
οι τιµές του z στις άλλες θέσεις της περιοχής έρευνας, µε βάση τις τιµές 
zi των σηµείων ελέγχου (xi, yi). Για το σκοπό αυτό έχουν αναπτυχθεί 
διάφορες µέθοδοι χωρικής παρεµβολής, που αναπτύσσονται παρακάτω. 
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Σχ. 6. Σηµεία λήψης µετρήσεων (σηµεία ελέγχου) µε γεωγραφικές 
συντεταγµένες (xi, yi) και µε αντίστοιχη τιµή µετρούµενου µεγέθους zi.  
 

3.3. 1. Χωρική παρεµβολή µε πολύγωνα Thiessen 
 
Σε αυτή τη µέθοδο χωρικής παρεµβολής, η επιφάνεια τιµών z θεωρείται 
ασυνεχής και αποτελούµενη από πολυγωνικές επιφάνειες σταθερής 
τιµής zi, που εκτείνονται γύρω από τα σηµεία (xi, yi). Η διαδικασία 
σχηµατισµού των πολυγωνικών επιφανειών παρουσιάεται στο (σχ. 7). 
Οι µεσοκάθετοι των γειτονικών σηµείων ελέγχου (xi, yi) και (xj, yj) 
ορίζουν τα πολύγωνα που τα περιβάλλουν. Σε κάθε πολύγωνο, η τιµή 
του µετρούµενου µεγέθους είναι σταθερή και ίση µε την τιµή του 
περιεχόµενου σηµείου ελέγχου. Σε όλα τα σηµεία του πολυγώνου Α, για 
παράδειγµα, η τιµή του µεγέθους z είναι ίση µε την τιµή του 
περιεχόµενου σηµείου ελέγχου.  
Αν εφαρµοστεί αυτή η µέθοδος χωρικής παρεµβολής στα δεδοµένα των 
µετρήσεων  z στην περιοχή που αναπαριστάνεται στο (σχ. 6), 
προκύπτει ο ψηφιδωτός χάρτης του (σχ. 8). 
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Σχ. 7. Προσδιορισµός πολυγώνων Thiessen. 
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Σχ. 8. Χωρική παρεµβολή µε πολύγωνα Thiessen 
 

Στο κάθε πολύγωνο του (σχ. 8), η τιµή του µεγέθους z είναι σταθερή. Η 
µέθοδος χωρικής παρεµβολής µε πολύγωνα Thiessen, που στη 
βιβλιογραφία αναφέρεται και ως παρεµβολή µε πολύγωνα Voronoi, ως 
ψηφιδοποίηση Dirichlet, ή ακόµα ως µέθοδος του εγγύτερου γείτονα 
(nearest neighbor),  
 
εφαρµόζεται όταν το καταγραφόµενο µέγεθος z δεν είναι µια συνεχής και 
οµαλά µεταβαλλόµενη ποσότητα, αλλά µια ταξινοµητική κατηγορία (π.χ. 
τύπος φυτοκάλυψης, βαθµός διαβρωσιµότητας εδάφους, εισοδηµατική 
κλίµακα και άλλα ασυνεχή µεγέθη που υποδηλώνουν ταξινόµηση του 
παρατηρησιακού υλικού). 
Στις µεθόδους χωρικής παρεµβολής που παρουσιάζονται παρακάτω, το 
µετρούµενο φυσικό µέγεθος είναι µια ποσότητα συνεχής και οµαλά 
µεταβαλλόµενη (π.χ. υψόµετρο, θερµοκρασία, συγκέντρωση ρύπων και 
άλλα µεγέθη).  
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3.3.2. Χωρική παρεµβολή µε τριγωνισµό 
 
Στη µέθοδο χωρικής παρεµβολής µε τριγωνισµό, τα σηµεία ελέγχου 
συνδέονται µεταξύ τους µε ευθύγραµµα τµήµατα, ώστε να σχηµατιστεί 
ένα τριγωνικό δίκτυο (Triangular Irregular Network, TIN). Ο 
συνηθέστερος αλγόριθµος σχηµατισµού τριγωνικού δίκτύου είναι ο 
τριγωνισµός κατά Delauney, µέσω του οποίου επιδιώκεται να 
σχηµατιστούν οξυγώνια τρίγωνα, που τείνουν να είναι ισόπλευρα 
(Isaaks & Srivastava 1989). Η τιµή z0, σε µια θέση µε συντεταγµένες (x0, 
y0), που βρίσκεται µέσα σε τρίγωνο µε συντεταγµένες (x1, y1), (x2, y2), 
(x3, y3) (βλ. σχ. 9), προσδιορίζεται από την εξίσωση του επιπέδου που 
ορίζεται από τις τρεις κορυφές του τριγώνου. 
 

 
 

Σχ. 9. Χωρική παρεµβολή µε τη µέθοδο του τριγωνισµού 
 
Η εξίσωση του επιπέδου είναι: 
 
z = ax + by + c        (11) 
 
 
a, b, c, είναι συντελεστές που υπολογίζονται από την επίλυση του 
γραµµικού συστήµατος: 
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ax1 + by1 + c = z1  
ax2 + by2 + c = z2        (12)
  
ax3 + by3 + c = z3 
 
Έχοντας υπολογίσει τις παραµέτρους a, b, c, είναι δυνατό να 
υπολογιστεί η τιµή z0, µε γεωγραφικές συντεταγµένες (x0, y0), από τη 
σχέση: 
 
z0 = ax0 + by0 +c        (13) 
 
Η ίδια διαδικασία επαναλαµβάνεται σε όλα τα σηµεία του γεωγραφικού 
χώρου, σε όλα τα τρίγωνα. 
Η µέθοδος του τριγωνισµού χρησιµοποιείται, κυρίως, στην κατασκευή 
τοπογραφικών χαρτών. Γνωρίζοντας το ανάγλυφο της περιοχής 
έρευνας, είναι δυνατό να καταγραφούν µε ένα GPS τα υψόµετρα 
διαφόρων σηµείων, που να καλύπτουν ικανοποιητικά τις δοµές που 
εµφανίζονται στο ανάγλυφο (κορυφογραµµές, χαράδρες, επίπεδες 
περιοχές). Έχοντας ένα λεπτοµερές δίκτυο τιµών υψοµέτρου, µπορούν 
να γίνουν αξιόπιστοι υπολογισµοί των υψοµέτρων όλων των σηµείων 
της περιοχής, µε βάση τις σχέσεις (12) και (13).  
Σε µετρήσεις άλλων µεγεθών, όπως συγκέντρωση µετάλλων ή 
θερµοκρασία, δεδοµένου ότι δεν είναι εκ των προτέρων γνωστό πού 
είναι οι υψηλές τιµές, πού είναι οι χαµηλές τιµές και πού είναι µεγάλη η 
χωρική µεταβολή του µετρούµενου µεγέθους, χρησιµοποιούνται άλλες 
µέθοδοι χωρικής παρεµβολής, που παρουσιάζονται στις επόµενες 
παραγράφους. 
 

3.3.3. Χωρική παρεµβολή µε κινούµενους µέσους όρους 
 
Στη χωρική παρεµβολή µε κινούµενους µέσους όρους (moving 
averages), η τιµή του µεγέθους z σε σηµείο µε συντεταγµένες (x, y) 
προσδιορίζεται από ένα γραµµικό συνδυασµό των γνωστών τιµών zi 
γειτονικών σηµείων ελέγχου. Οι συντελεστές των τιµών zi στο γραµµικό 
µετασχηµατισµό, που ονοµάζονται συντελεστές βαρύτητας (weighting 
coefficients) είναι, συνήθως, αντιστρόφως ανάλογοι της απόστασης των 
σηµείων ελέγχου από το σηµείο (x, y), έτσι ώστε η τιµή z να 
διαµορφώνεται, κυρίως, από τα εγγύτερα σηµεία ελέγχου. 
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Σχ. 10. Χωρική παρεµβολή µε κινούµενο µέσο όρο. 
 
Τα παραπάνω εκτεθέντα µπορούν να γίνουν περισσότερο κατανοητά, 
παρατηρώντας το (σχ. 10). Το σηµείο στο οποίο επιχειρείται να 
υπολογιστεί η τιµή του φυσικού µεγέθους z, απέχει αποστάσεις d1, d2 
και d3, από τα σηµεία ελέγχου µε γνωστές τιµές z1, z2 και z3, αντίστοιχα. 
Με βάση τη µέθοδο του κινούµενου µέσου όρου, η τιµή του z είναι: 
 

321

332211

/1/1/1
///
ddd
dzdzdz

z
++
++

=         (14) 

 
Ο παρονοµαστής στο δεξιό µέλος της σχέσης (14) εξυπηρετεί στην 
κανονικοποίηση των συντελεστών βαρύτητας (άθροισµα αυτών ίσο µε 
τη µονάδα). 
Γενικότερα, αν το σηµείο (x, y) περιβάλλεται από n το πλήθος γειτονικά 
σηµεία ελέγχου µε τιµές zi και αποστάσεις di, η τιµή z στη θέση (x, y) 
υπολογίζεται από τη σχέση: 
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Σχ. 11. Χάρτης τιµών z που παράχθηκε από χωρική παρεµβολή µε 
κινούµενο µέσο όρο 
 
Στο (σχ. 11) εµφανίζεται ο χάρτης τιµών πάχους επιφανειακού 
στρώµατος, που παράχθηκε από χωρική παρεµβολή, µε κινούµενο 
µέσο όρο, στα δεδοµένα του χάρτη του (σχ. 7) (παράγραφος 3. 1). 
Παρατηρούµε διάφορες φωτεινές κηλίδες, που εκφράζουν υψηλές τιµές 
z, να είναι διατεταγµένες διαγωνίως, από την κάτω αριστερή προς την 
άνω δεξιά πλευρά του χάρτη. Οι κηλίδες αυτές υποδηλώνουν µια 
επιµήκη περιοχή µε µέγιστες τιµές πάχους z, που εκτιµάται να έχει µια 
πιο οµαλή συµπεριφορά, αλλά που παρουσιάζει τοπικές κορυφές σε 
θέσεις που υπάρχουν σηµεία ελέγχου. Είναι χαρακτηριστικό της 
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µεθόδου του κινούµενου µέσου όρου να παράγει χάρτες µε τοπικές 
κορυφές σε σηµεία ελέγχου, χωρίς αυτές να ανταποκρίνονται στη 
φυσική πραγµατικότητα. 
Σε πολλά προγράµµατα χωρικής παρεµβολής, ο αριθµός των γειτονικών 
σηµείων ελέγχου που διαµορφώνουν την τιµή z σε µια θέση (x, y), 
διαµορφώνεται από την ακτίνα επιρροής µε κέντρο το σηµείο (x, y), το 
µήκος της οποίας επιλέγει ο χρήστης. Όσο µεγαλύτερη είναι η ακτίνα, 
τόσο αυξάνεται το πλήθος των σηµείων ελέγχου που διαµορφώνουν την 
τιµή z. 
 

3.3.4.α. Χωρική παρεµβολή µε τοπικές επιφάνειες τάσης 
 
Στη χωρική παρεµβολή µε τοπικές επιφάνειες τάσης (local trends), 
προσδιορίζεται η επιφάνεια ελαχίστων τετραγώνων που προσεγγίζει τα 
γειτονικά σηµεία ελέγχου γύρω από τη θέση (x, y). Η επιφάνεια αυτή 
είναι συνήθως επίπεδη (1ου βαθµού) ή 2ου βαθµού. Έχοντας 
προσδιορίσει τους συντελεστές της επιφάνειας ελαχίστων τετραγώνων, 
µπορεί να υπολογιστεί η τιµή z στο (x, y), από την εξίσωση της 
επιφάνειας. 
 

 
 

Σχ. 12. Τοπική καµπύλη τάσης και χωρική παρεµβολή στη θέση x. 
 
Στο (σχ. 11), παρουσιάζεται το πώς λειτουργεί, στις δυο διαστάσεις, η 
µέθοδος των τοπικών τάσεων. Εδώ, έχουµε τέσσερα συνευθειακά 
σηµεία ελέγχου xi, µε γνωστές τιµές zi. Με τη µέθοδο των ελαχίστων 
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τετραγώνων, προσδιορίζεται η καµπύλη 2ου βαθµού, που προσεγγίζει 
τις τέσσερις τιµές (xi, zi), και στη συνέχεια υπολογίζεται η τιµή z για τη 
θέση x. Η ίδια λογική ισχύει και για το γεωγραφικό χώρο, όπου εδώ τα 
σηµεία ελέγχου δεν είναι συνευθειακά αλλά οµοεπίπεδα και αντί για 
καµπύλες ελάχιστων τετραγώνων έχουµε επιφάνειες ελάχιστων 
τετραγώνων. 
Στα (σχ. 13) και (σχ. 14) παρουσιάζονται οι χάρτες που προέκυψαν από 
χωρική παρεµβολή των δεδοµένων του χάρτη του (σχ. 6), µε τη µέθοδο 
των τοπικών τάσεων επίπεδων επιφανειών και δευτεροβάθµιων 
επιφανειών, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι στο χάρτη που προέκυψε από 
τις επίπεδες επιφάνειες, εµφανίζονται κηλίδες υψηλής φωτεινότητας σε 
διαγώνια διάταξη, όπως και στο χάρτη του (σχ. 11) (χωρική παρεµβολή 
µε κινούµενο µέσο όρο), ενώ στο χάρτη που παράχθηκε από 
δευτεροβάθµιες επιφάνειες τάσης δεν εκδηλώνεται αυτό το φαινόµενο. 
Ωστόσο και στους δυο χάρτες χωρικής παρεµβολής µε τοπικές 
επιφάνειες τάσης, εκδηλώνονται πλευρικά φαινόµενα (edge effects), 
κυρίως στην πάνω πλευρά, όπου δεν κατέστη δυνατό να γίνουν 
αξιόπιστοι υπολογισµοί του πάχους z του επιφανειακού στρώµατος. 
Για χωρική παρεµβολή, αντί για πρωτοβάθµιες ή δευτεροβάθµιες 
επιφάνειες ελαχίστων τετραγώνων, είναι δυνατό να προσδιοριστούν 
κυβικές splines, που είναι τριτοβάθµιες επιφάνειες µε οµαλή 
συµπεριφορά και µε την ιδιότητα της πολλαπλής διαφορισιµότητας στα 
σηµεία ελέγχου (περισσότερες πληροφορίες για τις συναρτήσεις spline 
και τις ιδιότητές τους µπορεί κανείς να βρει στον Kreyszig 1979, ή σε 
άλλα συγγράµµατα εφαρµοσµένων µαθηµατικών). 
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Σχ. 13. Χωρική παρεµβολή µε τοπικές επίπεδες επιφάνειες 
 

 
 

Σχ. 14. Χωρική παρεµβολή µε τοπικές δευτεροβάθµιες επιφάνειες 
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3.3.4.β. Χωρική παρεµβολή µε εκτίµηση συνολικής επιφάνειας 
τάσης 

 
Όταν η επιφάνεια τάσης δεν προσδιορίζεται µόνο από ορισµένα σηµεία 
ελέγχου που βρίσκονται σε κύκλο πεπερασµένης ακτίνας γύρω από 
κάποια θέση, αλλά από το σύνολο των σηµείων ελέγχου της περιοχής 
έρευνας, τότε µιλάµε για χωρική παρεµβολή µε τη συνολική επιφάνεια 
τάσης. Προσδιορίζοντας την επιφάνεια τάσης όλων των σηµείων 
ελέγχου, υπολογίζονται, στη συνέχεια, οι τιµές του µεγέθους z σε κάθε 
θέση (x, y) της περιοχής έρευνας. 
 

 
 

Σχ. 15. Προσέγγιση τιµών σηµείων ελέγχου µε επίπεδη επιφάνεια 
ελαχίστων τετραγώνων 
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Σχ. 16. Προσέγγιση τιµών σηµείων ελέγχου µε δευτεροβάθµια επιφάνεια 
ελαχίστων τετραγώνων 
 
 
Η συνολική επιφάνεια τάσης είναι, συνήθως, επίπεδη ή δευτεροβάθµια, 
και σπανιότερα τριτοβάθµια. Όσο µεγαλύτερος είναι ο βαθµός της 
επιφάνειας προσέγγισης, τόσο πλησιάζουν οι τιµές z’ της επιφάνειας 
προσέγγισης τις τιµές z των σηµείων ελέγχου. Όµως οι επιφάνειες 
µεγάλου βαθµού παρουσιάζουν  
 
 
τοπικά ελάχιστα ή µέγιστα που δεν είναι καθόλου βέβαιο ότι 
ανταποκρίνονται στη φυσική πραγµατικότητα.  
Στα (σχ. 15) και (σχ. 16), εµφανίζονται η επίπεδη επιφάνεια ελαχίστων 
τετραγώνων και η δευτεροβάθµια επιφάνεια ελαχίστων τετραγώνων, 
αντίστοιχα, των δεδοµένων του χάρτη του (σχ. 6) της παραγράφου 3.3. 
1. Η εξίσωση της επίπεδης επιφάνειας ελαχίστων τετραγώνων, όπως 
προσδιορίστηκε από το λογισµικό ILWIS 3.3, είναι: 
 
z = 656,08 + 0,1045x – 0,0893y      (16) 
 
Η εξίσωση της δευτεροβάθµιας επιφάνειας ελαχίστων τετραγώνων, που 
προσδιορίστηκε από το ίδιο λογισµικό, είναι: 
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z = 642,34 + 0,1107x – 0,0866y + 9,193.e-5 x2 + 7,792.e-5xy – 9,654.e-6y2  (17) 
 
Παρατηρώντας τα (σχ. 15) και (σχ. 16) διαπιστώνουµε ότι οι ζώνες ίδιου 
διαστήµατος τιµών z της δευτεροβάθµιας επιφάνειας είναι 
καµπυλωµένες, ενώ οι αντίστοιχες της επίπεδης επιφάνειας είναι 
ευθύγραµµες. Η δευτεροβάθµια επιφάνεια παρουσιάζει µεγαλύτερη 
κλίση από πάνω αριστερά προς κάτω δεξιά, από όσο από πάνω προς 
τα κάτω. 
 

 
 

Σχ. 17. Υπολοιπόµενη επιφάνεια που προκύπτει από την αφαίρεση της 
επίπεδης επιφάνειας ελαχίστων τετραγώνων (σχ. 15) από την επιφάνεια 
της χωρικής παρεµβολής µε κινούµενο µέσο όρο (σχ. 11). 
 
Η επιλογή του βαθµού της πολυωνυµικής επιφάνειας προσέγγισης, 
µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια της ανάλυσης διασποράς (ANOVA, Swan 
& Sandilands 1995). Γενικά, όταν οι τιµές z µεταβάλλονται από το 
κέντρο προς την περιφέρεια, ενδείκνυται µια δευτεροβάθµια επιφάνεια 
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ελαχίστων τετραγώνων. Όταν το z τείνει να µεταβάλλεται µε σταθερό 
ρυθµό προς µια κατεύθυνση, τότε είναι καλύτερο να προσεγγιστούν οι 
τιµές των σηµείων ελέγχου µε µια επίπεδη επιφάνεια ελαχίστων 
τετραγώνων. 
Στην επεξεργασία χωρικών δεδοµένων, η γενική επιφάνεια τάσης δεν 
αξιοποιείται τόσο για τον υπολογισµό των τιµών του µεγέθους z στις 
διάφορες θέσεις εκτός των σηµείων ελέγχου, όσο για τη δηµιουργία 
χαρτών υπολοιπόµενων ανωµαλιών (residuals). Η υπολοιπόµενη 
ανωµαλία είναι η ανωµαλία περιορισµένης χωρικής κλίµακας, που 
µπορεί να προσδιοριστεί αν από το χάρτη τιµών z αφαιρεθεί η ανωµαλία 
ευρείας κλίµακας, που µπορεί να περιγραφεί από την εξίσωση της 
γενικής επιφάνειας τάσης.  
Στο (σχ. 17), εµφανίζεται ο χάρτης των υπολοιπόµενων ανωµαλιών zres 
που προκύπτουν αφαιρώντας τη γενική επίπεδη επιφάνεια τάσης της 
σχέσης (16), από τις τιµές z της χωρικής παρεµβολής µε κινούµενο µέσο 
όρο, οι οποίες υπολογίστηκαν µε βάση τη σχέση (15) και εµφανίζονται 
στο χάρτη του (σχ. 11).  
Επίσης, η επιφάνεια γενικής τάσης αξιοποιείται και στη χωρική 
παρεµβολή µε Kriging, όπως θα δούµε παρακάτω. 
 

3.3.5. Εκτίµηση χωρικής συσχέτισης τιµών φυσικού µεγέθους 
 
Στις µεθόδους χωρικής παρεµβολής µε κινούµενους µέσους όρους και 
µε τοπικές επιφάνειες τάσης, σηµαντικό ρόλο παίζει η ακτίνα επιρροής 
των γειτονικών σηµείων στον υπολογισµό της τιµής z(x, y), δηλαδή 
µέχρι ποια απόσταση από τη θέση (x, y) θα πρέπει να ληφθούν υπόψη 
γειτονικές τιµές zi(xi, yi) για χωρική παρεµβολή στη θέση (x, y). Ένα 
ποσοτικό κριτήριο για τον προσδιορισµό της ακτίνας επιρροής, είναι 
αυτό της θέσης ουσιαστικού µηδενισµού της καµπύλης συνδιασποράς 
(covariance) των τιµών zi(xi, yi). 
Ως συνδιασπορά C(h) τιµών zi(xi, yi) σε απόσταση h, ορίζεται η µέση 
τιµή της ποσότητας [(zi – µ(zi)] x [(zj – µ(zj)], όπου zi, zj τιµές 
µετρούµενου µεγέθους σε θέσεις που απέχουν απόσταση h και µ(zi), 
µ(zj) οι τοπικές µέσες τιµές των  zi και zj, αντίστοιχα (Κουτσόπουλος 
2002). Ο αριθµητικός υπολογισµός του C(h), για ένα σύνολο τιµών z 
σηµείων ελέγχου σε µια περιοχή έρευνας, µπορεί να πραγµατοποιηθεί 
µε βάση τη σχέση (Isaaks & Srivastava 1989): 
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N(h) είναι το πλήθος των ζευγών σηµείων ελέγχου που απέχουν µεταξύ 
τους απόσταση h. N είναι το πλήθος των σηµείων ελέγχου της περιοχής 
έρευνας. Η παραπάνω σχέση ισχύει αν η χωρική κατανοµή των τιµών z 
είναι στάσιµη και ισοτροπική. Ο όρος στάσιµη σηµαίνει ότι οι στατιστικές 
παράµετροι της κατανοµής είναι ανεξάρτητες από την απόλυτη θέση 
στην περιοχή έρευνας. Οι  
 
διαφορές στατιστικών παραµέτρων εξαρτώνται µόνο από το διάνυσµα 
της σχετικής θέσης των σηµείων, πάνω στα οποία µετρούνται. Ο όρος 
ισοτροπική υποδηλώνει ότι οι διαφορές στατιστικών παραµέτρων 
εξαρτώνται µόνο από την απόσταση µεταξύ των σηµείων και όχι από το 
αζιµούθιο της σχετικής θέσης αυτών.   
Αν το z µεταβάλλεται οµαλά ως προς τη θέση, είναι εύλογο να εκτιµούµε 
ότι για µικρές τιµές h τα zi, zj δεν διαφέρουν σηµαντικά, ενώ για µεγάλα h 
η διαφορά είναι σηµαντική. Κατά συνέπεια, µε βάση τη σχέση (18), το C 
παρουσιάζει µια πτωτική τάση ως προς h, όπως φαίνεται στο (σχ. 18). 
Το C(0) είναι ίσο µε την τυπική απόκλιση s2 των τιµών zi(xi, yi), αν το 
σφάλµα µέτρησης του µεγέθους z είναι µηδενικό. Αν το σφάλµα δεν είναι 
µηδενικό, τότε το C(0) διαφέρει από το s2 . 
Από το διάγραµµα συνδιασποράς (συνβαριόγραµµα) του (σχ. 18), 
µπορεί να εκτιµηθεί η απόσταση h0, στον οριζόντιο άξονα h, για την 
οποία η τιµή C πρακτικά µηδενίζεται. Αυτή η τιµή h0 είναι ίση µε την 
ακτίνα επιρροής των γειτονικών σηµείων, για χωρική παρεµβολή µε 
κινούµενους µέσους όρους ή τοπικές επιφάνειες τάσης. 
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Σχ. 18. ∆ιάγραµµα συνδιασποράς 
 

Το πηλίκο C(h)/C(0) είναι η χωρική συσχέτιση (spatial correlation) ρ(h), 
που λαµβάνει τιµές από 0 ως 1 και, από ποιοτική άποψη, έχει τη 
συµπεριφορά της καµπύλης του (σχ. 18). 
Άµεση σχέση µε τη συνάρτηση C(h) έχει η συνάρτηση γ(h), που 
ονοµάζεται βαριόγραµµα ή ηµιβαριόγραµµα (variogram, semivariogram). 
Η συνάρτηση γ(h) ορίζεται ως το ήµισυ της διασποράς της ποσότητας (zi 
– zj), όπου zi και zj τιµές z σηµείων ελέγχου που απέχουν µεταξύ τους 
απόσταση h (Κουτσόπουλος 2002). Το γ(h) µπορεί να υπολογιστεί από 
τη σχέση (Isaaks & Srivastava 1989): 
 

∑ −⋅=
hji
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h
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Η σηµασία των συµβόλων N και h είναι η ίδια όπως και στη σχέση (18). 
Οι συναρτήσεις γ(h) και C(h) συνδέονται µεταξύ τους µε τη σχέση 
(Κουτσόπουλος 2002): 
 
γ(h) = C(0) – C(h)        (20) 
 
Στο (σχ. 19) εµφανίζεται η γραφική παράσταση του βαριογράµµατος γ 
ως προς h. Παρατηρούµε ότι η καµπύλη γ(h) τείνει προς µια σταθερή 
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τιµή κατωφλίου (sill), που αποκαθίσταται από µια τιµή του h ίση µε h0 και 
µετά. Το h0 είναι επίσης η τιµή του h για την οποία η συνδιασπορά C 
πρακτικά µηδενίζεται. Η ζώνη τιµών h από 0 ως h0, κατά την οποία το 
βαριόγραµµα παρουσιάζει µια σαφή ανοδική τάση, ονοµάζεται ζώνη 
επιρροής (range) του βαριογράµµατος, και είναι ίση µε την τιµή. Για h = 
0, όταν το σφάλµα στη µέτρηση του µεγέθους z είναι µηδενικό, το γ είναι 
επίσης µηδενικό. Αν το σφάλµα δεν είναι µηδενικό, τότε η καµπύλη του 
βαριογράµµατος τέµνει τον κατακόρυφο άξονα σε µια θετική τιµή γ, που 
ορίζει το nugget του βαριογράµµατος. Αν το nugget είναι µηδέν, τότε η 
τιµή κατωφλίου είναι ίση µε τη διασπορά s2 του z στην περιοχή έρευνας. 
 

 
 

Σχ. 19. Η συνάρτηση βαριόγραµµα 
 
Το βαριόγραµµα που παράγεται από δεδοµένα υπαίθρου δεν έχει τόσο 
οµαλή συµπεριφορά όπως στο (σχ. 19), µπορεί όµως να προσεγγιστεί 
από χαρακτηριστικές συναρτήσεις (µοντέλα), όπως το σφαιρικό µοντέλο, 
το εκθετικό µοντέλο, το κανονικό µοντέλο και το γραµµικό µοντέλο. 
Το σφαιρικό (spherical) µοντέλο ορίζεται από τη σχέση: 
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a είναι η τιµή nugget, s2 είναι η τιµή κατωφλίου (διασπορά) και h0 είναι το 
µήκος της ζώνης επιρροής. 
Το εκθετικό (exponential) µοντέλο είναι: 
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Το κανονικό µοντέλο, ή µοντέλο Gauss, είναι: 
 

          
0                                                          0
0        )]/3exp(1[)()(

2
0

22





=
>−−⋅−+

=
h
hhhasahγ   (23) 

 
Το γραµµικό (linear) µοντέλο είναι: 
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b είναι η κλίση της ευθείας του βαριογράµµατος. 
Στο (σχ. 20) παρουσιάζεται η µεταβολή του γ ως προς h για κάθε 
µοντέλο βαριογράµµατος. 
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Σχ. 20. Βαριογράµµατα µε βάση το σφαιρικό, το εκθετικό, το κανονικό 
και το γραµµικό µοντέλο 
 
Άλλα µοντέλα βαριογράµµατος παρουσιάζονται από τον Liang 2004. Η 
επιλογή του κατάλληλου µοντέλου για την προσέγγιση του 
βαριογράµµατος των δεδοµένων υπαίθρου, εξαρτάται από τη 
συµπεριφορά του ως προς h. Ο υπολογισµός των παραµέτρων του 
µοντέλου, µπορεί να γίνει είτε µε τη µέθοδο δοκιµής-σφάλµατος, είτε µε 
αυτοµατοποιηµένους αλγορίθµους (GSLIB Conventions), και αποτελεί 
ένα από τα βήµατα της διαδικασίας χωρικής παρεµβολής µε Kriging.  
Για την εκτίµηση της χωρικής συσχέτισης τιµών z ενός φυσικού 
µεγέθους, χρησιµοποιούνται επίσης οι δείκτες χωρικής αυτοσυσχέτισης 
Moran και Geary. 
Ο δείκτης Moran I ορίζεται ως: 
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n είναι ο αριθµός των σηµείων 
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z  είναι η µέση τιµή 
zi και zj είναι οι παρατηρούµενες τιµές στις θέσεις (xi, yi) και (xj, yj), 
αντίστοιχα  
wij είναι µια ποσότητα που εκφράζει τη χωρική εγγύτητα µεταξύ (xi, yi) 
και (xj, yj) και ορίζεται ως: 
 
wij = 1,  αν η απόσταση µεταξύ (xi, yi) και (xj, yj) είναι µέσα στα όρια ενός  
              συγκεκριµένου διαστήµατος τιµών απόστασης [h – ∆h, h + ∆h] 
wij  = 0,  αν η απόσταση µεταξύ (xi, yi) και (xj, yj) είναι µέσα στο διάστηµα       
τιµών [h – ∆h, h + ∆h]  
 
Ο δείκτης Geary c ορίζεται ως: 
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Ο δείκτης I λαµβάνει θετικές τιµές για σηµαντική χωρική συσχέτιση και 
τιµές κοντά στο µηδέν, ή και αρνητικές, όταν δεν υπάρχει χωρική 
συσχέτιση.  
Ο δείκτης c είναι κοντά στο µηδέν για υψηλή χωρική συσχέτιση και 
λαµβάνει θετικές τιµές όταν δεν υπάρχει σηµαντική χωρική συσχέτιση.  
 

 
 

3.3.6. Χωρική παρεµβολή µε Kriging 
 
Στην παράγραφο 3.3.3 παρουσιάσαµε τη µέθοδο της χωρικής 
παρεµβολής µε κινούµενο µέσο όρο. Επισηµάναµε ότι υπάρχει ένας 
υποκειµενισµός ως προς την επιλογή της ακτίνας του κύκλου µε κέντρο 
το σηµείο (x, y), όπου επιχειρείται ο υπολογισµός του µεγέθους z, µέσα 
στον οποίο συµπεριλαµβάνονται τα σηµεία ελέγχου που διαµορφώνουν 
το µέσο όρο (ακτίνα επιρροής). Γενικότερα, δεν είδαµε ένα κριτήριο που 
να προσδιορίζει πόσα σηµεία ελέγχου συµµετέχουν στη διαµόρφωση 
του µέσου όρου. Επίσης, η παραδοχή ότι οι συντελεστές βαρύτητας των 
τιµών των σηµείων ελέγχου είναι αντιστρόφως ανάλογοι της απόστασης 
από το (x, y), είναι επίσης αυθαίρετη, έστω και αν διαισθητικά φαίνεται 



 
 
 
 
 140                                                       ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ - ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 

να στέκει. Επί πλέον, µε τους κινούµενους µέσους όρους, δεν υπάρχει 
δυνατότητα υπολογισµού του σφάλµατος, ή του επί τοις εκατό 
διαστήµατος εµπιστοσύνης, του υπολογιζόµενου µεγέθους. 
Ανάλογες παρατηρήσεις µπορούν να διατυπωθούν και για τις µεθόδους 
χωρικής παρεµβολής µε τοπικές επιφάνειες τάσης ή µε splines, κυρίως 
σε ό,τι αφορά την ακτίνα επιρροής και το πλήθος των συµµετεχόντων 
σηµείων ελέγχου, το είδος της τοπικής επιφάνειας τάσης και το σφάλµα 
στο υπολογιζόµενο µέγεθος. 
Στην περίπτωση χωρικής παρεµβολής µε κινούµενο µέσο όρο, 
διατυπώθηκε, στην παράγραφο 3.3.5., ένα κριτήριο προσδιορισµού της 
ακτίνας επιρροής, µε τη βοήθεια του συνβαριογράµµατος, ή ισοδύναµα, 
του βαριογράµµατος των τιµών των σηµείων ελέγχου. Μια τέτοια 
πρακτική δεν συνηθίζεται σε αυτό το είδος χωρικής παρεµβολής, δείχνει 
όµως την ανάγκη και τη δυνατότητα ανάπτυξης µιας εναλλακτικής 
µεθοδολογίας εκτίµησης τιµών z από σηµεία ελέγχου, που να αξιοποιεί 
την πληροφορία που δίνει η χωρική συσχέτιση του µετρούµενου 
µεγέθους. Αυτή η εναλλακτική µεθοδολογία χωρικής παρεµβολής, όπου 
αξιοποιείται η χωρική συσχέτιση για να αντιµετωπιστούν οι αδυναµίες 
των µεθόδων που εκτέθηκαν στις παραγράφους 3.3.3. και 3.3.4., έχει το 
γενικό όνοµα Kriging (Krige: ο µηχανικός µεταλλείων που ανακάλυψε τη 
µέθοδο).  
Η µεθοδολογία Kriging, αναπτύσσεται στη βάση της παραδοχής ότι το 
µετρούµενο µέγεθος z είναι µια περιφερειοποιηµένη µεταβλητή 
(regionalized variable), δηλαδή µια µονοσήµαντη και οµαλά 
µεταβαλλόµενη µεταβλητή, που δεν λαµβάνει τυχαίες τιµές, ούτε όµως 
περιγράφεται µε απόλυτη ακρίβεια από µια γεωµετρική επιφάνεια που 
να ορίζεται από µια µαθηµατική συνάρτηση. Η περιφερειοποιηµένη 
µεταβλητή έχει µια συνιστώσα τάσης (drift component), που µπορεί να 
είναι µια σταθερή µέση τιµή ή µια επιφάνεια πρώτου, δεύτερου ή τρίτου 
βαθµού. Η δεύτερη συνιστώσα της περιφερειοποιηµένης µεταβλητής 
είναι η υπολοιπόµενη (residual) συνιστώσα, που προσδιορίζεται 
αφαιρώντας τη συνιστώσα τάσης από την τιµή της περιφερειοποιηµένης 
µεταβλητής.  
Υπάρχουν διάφορες επί µέρους εκδοχές Kriging, ανάλογα µε τη 
συµπεριφορά της συνιστώσας τάσης, την ανισοτροπία των τιµών z των 
σηµείων ελέγχου, το αν επιχειρείται ο υπολογισµός του z σε σηµείο ή σε 
πολύγωνο, καθώς και µε το αν επιχειρείται ο υπολογισµός τιµών δυο ή 
περισσότερων περιφερειοποιηµένων µεταβλητών. 
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3.3.6.1. Σύνηθες Kriging 

 
Το σύνηθες (ordinary) Kriging πραγµατοποιείται µε βάση την παραδοχή, 
ότι η συνιστώσα τάσης είναι σταθερή σε όλη την περιοχή έρευνας, µε 
τιµή µ. Αυτό σηµαίνει, ότι το µετρούµενο µέγεθος (περιφερειοποιηµένη 
µεταβλητή) z, σε κάθε θέση (x, y), µπορεί να εκφραστεί ως: 
 
z(x, y) = µ + u(x, y)        (27) 
 
u είναι η υπολοιπόµενη µεταβλητή. 
Το ζητούµενο είναι ο προσδιορισµός του u σε κάθε θέση (x, y), µέσω 
ενός γραµµικού συνδυασµού της µορφής: 
 

∑
=

=
n

i
iii yxuwu

1
),('          (28) 

 
u(xi, yi) είναι οι υπολοιπόµενες τιµές των σηµείων ελέγχου. N είναι το 
πλήθος όλων των σηµείων ελέγχου. wi είναι οι συντελεστές βαρύτητας, 
που το άθροισµά τους είναι ίσο µε τη µονάδα. u’ είναι η εκτιµώµενη 
υπολοιπόµενη τιµή στο σηµείο (x, y), που, γενικά, διαφέρει από την 
αληθή τιµή u. Αν προσδιοριστούν τα u’(x, y), τότε µπορούν να βρεθούν 
οι εκτιµώµενες τιµές z’ από τη σχέση: 
 
z’(x, y) = µ + u’(x, y)        (29) 
 
Οι τιµές wi εκπληρώνουν τη συνθήκη της ελάχιστης µέσης τιµής Q του 
τετραγώνου της διαφοράς (u – u’)2 στη θέση (x, y). 
Το Q εκφράζεται, κατ’αρχήν, ως: 
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Το σύµβολο Ε υποδηλώνει µέση τιµή.  
Το Q δεν αλλάζει, αν τα u(x, y) και u’(x, y) αντικατασταθούν από τα u(x, 
y) – µ και u’(x, y) – µ, αντίστοιχα. 
Οπότε 
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Μετά από κάποια αλγεβρική επεξεργασία, η σχέση (31) γίνεται: 
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C0 είναι η συνδιασπορά για απόσταση h ίση µε µηδέν, C(0). 
Cij είναι η συνδιασπορά C(hij) για απόσταση σηµείων ελέγχου (xi, yi) και 
(xj, yj) ίση µε hij, µε i ∫ j.  
Ci είναι η συνδιασπορά C(hi) µεταξύ σηµείου (x, y), όπου πρόκειται να 
υπολογιστεί το u’, και σηµείου ελέγχου (xi, yi), σε απόσταση hi από το (x, 
y). 
Οι ποσότητες C0, Cij και Ci υπολογίζονται µε βάση κάποιο από τα 
µοντέλα προσέγγισης βαριογράµµατος των σχέσεων (21) ως (24), µε 
κατάλληλες παραµέτρους a και h0 που να προσεγγίζουν το 
βαριόγραµµα της υπό µελέτη περιοχής. Έχοντας προσδιορίσει τη 
συνάρτηση γ(h), είναι δυνατό να υπολογιστούν οι τιµές C(h), µε βάση τη 
σχέση (20), θέτοντας C(0) ίση µε την τιµή κατωφλίου της γ(h). 
Η ελαχιστοποίηση του Q, στη σχέση (32), εξασφαλίζεται µε µηδενισµό 
των παραγώγων ∑Q/∑wi. Αυτό, σε συνδυασµό µε τον περιορισµό Σi=1

nwi 
= 1, οδηγεί σε σύστηµα n +1 εξισώσεων µε n αγνώστους. Για να βρεθεί 
η ακριβής λύση του συστήµατος, η σχέση (32) γράφεται ως: 
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Η σχέση (32) είναι ισοδύναµη µε την (31), καθώς το άθροισµα των wi 
ισούται µε τη µονάδα. 
To λ είναι ο πολλαπλασιαστής Lagrange, που είναι µια άγνωστη 
πραγµατική ποσότητα, η οποία λειτουργεί «βοηθητικά» για να 
προσδιοριστούν επακριβώς οι τιµές wi (περισσότερα για το πώς ορίζεται 
και πώς αξιοποιείται ο πολλαπλασιαστής Lagrange, µπορεί κανείς να δει 
στον Logan 1999). 
∆εδοµένου ότι για κάθε wi ισχύει, λόγω της συνθήκης ελαχιστοποίησης 
του Q, ότι: 
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καθώς και ότι: 
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καταλήγουµε στο παρακάτω γραµµικό σύστηµα n+1 εξισώσεων µε 
αγνώστους w1, w2,…,wn, λ: 
 
w1C0 + w2C12 +…+ wnC1n + λ = C1 
w1C12 + w2C0 +…+ wnC2n + λ = C2 
……………………………………      (36) 
 
 
w1C1n + w2C2n +…+ wnC0 + λ = Cn 
w1      + w2       +…+ wn  +  0λ = 1 
 
Το γραµµικό σύστηµα (36), επιλύεται µε τη βοήθεια της άλγεβρας 
πινάκων. Στη συνέχεια, γνωρίζοντας τους συντελεστές βαρύτητας wi, 
καθώς και τη µέση τιµή µ, υπολογίζονται οι εκτιµώµενες υπολοιπόµενες 
τιµές u’(x, y) µέσω της σχέσης (28), καθώς και οι εκτιµώµενες τιµές της 
περιφερειοποιηµένης µεταβλητής z’, µέσω της σχέσης (29). 
Αντικαθιστώντας τις λύσεις wi του γραµµικού συστήµατος (36) στη 
σχέση (32), και µετά από κάποια αλγεβρική επεξεργασία, βρίσκεται η 
ελάχιστη τιµή σk

2 της ποσότητας Q. Το σk
2 εκφράζει, µέσω της σχέσης 

(30), την ελάχιστη µέση τετραγωνική απόκλιση µεταξύ αληθούς και 
εκτιµώµενης υπολοιπόµενης τιµής στη θέση (x, y) (διασπορά).  
Η έκφραση για το σk

2 είναι (Isaaks & Srivastava 1989): 
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και το σφάλµα Kriging σk είναι: 
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Με βάση το σk µπορούν να υπολογιστούν τα επί τοις εκατό διαστήµατα 
εµπιστοσύνης της εκτιµώµενης τιµής του µεγέθους z στη θέση (x, y). Με 
βάση τις σχέσεις (28), (29) και (38), το διάστηµα εµπιστοσύνης είναι: 
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          (39) 
 
zc είναι το εκατοστιαίο κρίσιµο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής 
κατανοµής, που αντιστοιχεί στο επί τοις εκατό διάστηµα εµπιστοσύνης. 
Το σύνηθες Kriging εφαρµόστηκε στις τιµές z της χωρικής κατανοµής 
της παραγράφου (3. 1). Πρώτα, προσδιορίστηκε το βαριόγραµµα της 
περιοχής µελέτης, που εµφανίζεται στο (σχ. 21). Το βαριόγραµµα αυτό 
προσεγγίστηκε µε το γκαουσιανό µοντέλο της σχέσης (23), θέτοντας 
nugget a = 3000, κατώφλι s = 15000 και ζώνη επιρροής h0 = 500. Η 
καµπύλη του βαριογράµµατος του µοντέλου αυτού, παρουσιάζεται 
επίσης στο (σχ. 21).  
Από τις τιµές C(h) του γκαουσιανού µοντέλου βαριογράµµατος, 
προσδιορίστηκαν τα C0, Cij και Ci και, µέσω του γραµµικού συστήµατος 
της σχέσης (36), τα wi και λ. Στη συνέχεια, από τις σχέσεις (28) και (29), 
υπολογίστηκαν οι τιµές χωρικής παρεµβολής z’(x, y) (σχ. 22) και, µέσω 
των σχέσεων (38) και (39), τα σφάλµατα Kriging (zc = 1). Ο χάρτης των 
σφαλµάτων εµφανίζεται στο (σχ. 23). 
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Σχ. 21. Βαριόγραµµα των τιµών z της χωρικής κατανοµής του (σχ. 6) 
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Σχ. 22. Χάρτης χωρικής παρεµβολής µε σύνηθες Kriging 
 
 



 
 
 
 
ΓΕΩΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ                                                                                                                   147 
 
 
 
   
 

 
 

Σχ. 23. Χάρτης σφαλµάτων Kriging 
 

3.3.6.2. Άλλες µορφές Kriging 
 
Εκτός από τη συνήθη Kriging, υπάρχουν και άλλες µέθοδοι χωρικής 
παρεµβολής, που είναι παραλλαγές αυτής και ανταποκρίνονται σε 
διαφορετικές συµπεριφορές µετρούµενων τιµών ή και σε διαφορετικά 
ζητούµενα. Αυτές οι εναλλακτικές µέθοδοι Kriging παρουσιάζονται 
παρακάτω συνοπτικά. Για περισσότερες πληροφορίες, µπορεί κανείς να 
ανατρέξει στους Isaaks & Srivastava 1989. 
 
3.3.6.2.α. Universal Kriging 
 
Η µέθοδος αυτή ενδείκνυται για περιπτώσεις, όπου υπάρχει µια 
ευρύτερη τάση χωρικής µεταβολής της τοπικής µέσης τιµής. Στη χωρική 
παρεµβολή µε Universal Kriging, προσδιορίζεται η επιφάνεια τάσης και 
αφαιρείται από τις τιµές της περιφερειοποιηµένης µεταβλητής. Στις 
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υπολοιπόµενες συνιστώσες εφαρµόζεται µια συνήθης χωρική 
παρεµβολή Kriging και στις τιµές που προκύπτουν προστίθεται η 
επιφάνεια τάσης. Universal Kriging εφαρµόστηκε στα δεδοµένα της 
χωρικής κατανοµής του (σχ. 6) και οι τιµές πάχους z, που προέκυψαν, 
διαφέρουν σηµαντικά από αυτές της συνήθους Kriging, σε ποσοστά που 
φτάνουν το 10%. Και τα σφάλµατα, επίσης, είναι κάπως µεγαλύτερα, σε 
σχέση µε αυτά που εκτιµήθηκαν µε συνήθη Kriging. 
 
 
 
3.3.6.2.β. Ανισοτροπικό Kriging 
 
Ανισοτροπία ως προς τη συµπεριφορά των τιµών µετρούµενου 
µεγέθους z, εκδηλώνεται στο βαριόγραµµα, η συµπεριφορά του οποίου 
είναι διαφορετική µε το αζιµούθιο. Αυτή η ανισοτροπία στη συµπεριφορά 
του βαριογράµµατος, λαµβάνεται υπόψη στο ανισοτροπικό Kriging.   
 
3.3.6.2.γ. Block Kriging 
 
Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται, όταν το ζητούµενο δεν είναι η χωρική 
παρεµβολή ανά σηµείο, αλλά η εκτίµηση της µέσης τιµής της 
περιφερειοποιηµένης µεταβλητής z σε διαφορετικές υποπεριοχές της 
ευρύτερης περιοχής έρευνας. 
 
3.3.6.2.δ. Co Kriging 
 
Εφαρµόζεται, όταν σε κάθε σηµείο της περιοχής έρευνας µετρώνται δυο 
ή περισσότερες περιφερειοποιηµένες µεταβλητές. 
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