












Πρόβλημα 4. ΄Εστω τα διανύσματα

u =

 3
2
−4

 , v =

−61
7

 , w =

 0
−5
2

 , z =

55
5


α) Είναι τα διανύσματα u, v γραμμικώς ανεξάρτητα; Τα διανύσματα u,w; Τα διανύσματα u, z; Τα δια-

νύσματα v, w ; Τα διανύσματα v, z; Τα διανύσματα w, z;
Απάντηση. Ο τρόπος να ελέγχξουμε γραμμική ανεξαρτησία είναι να φτιάξουμε τον πίνακα με στήλες αυτά

τα δύο διανύσματα και να κάνουμε απαλοιφή Gauss και να δούμε αν όλες οι μεταβλητές είναι βασικές. ΄Οταν

έχουμε δύο διανύσματα ωστόσο (διάφορα του μηδενικού διανύσματος, στην οποία περίπτωση πάντα είναι

γραμμικώς εξαρτημένα) μπορούμε πιο απλά να ελέγξουμε γραμμική εξάρτηση κοιτώντας αν ισχύει η σχέση

u = cv για κάποιο c ∈ R. Αυτό είναι πιο γρήγορο από το να κάνουμε απαλοιφή Gauss. Στην προκειμένη,

θα έπρεπε να έχουμε 3c = −6, 2c = 1 και −4c = 7 το οποίο δεν γίνεται, άρα u, v γραμμικώς ανεξάρτητα.

Ενδεικτικά, κοιτάμε και το ζεύγος z, v: η σχέση z = c · v θα έδινε 5 = −6c, 5 = c, 5 = 7c και εφόσον δεν

υπάρχει τέτοιο c ∈ R αυτό σημαίνει ότι z, v γραμμικώς ανεξάρτητα. Τα υπόλοιπα είναι όμοια.

β) Κάποιος βιαστικός συμφοιτητής σας είπε ότι αν όλα τα ζεύγη διανυσμάτων μεταξύ των u, v, w, z είναι

γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε και όλα τα u, v, z, w είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Συμφωνείτε ;
Απάντηση. Δεν ισχύει αυτό, διότι 4 διανύσματα στον R3

είναι πάντα γραμμικώς εξαρτημένα, οπότε ακόμη

κι αν ανά τρία να ήταν γραμμικώς ανεξάρτητα τότε δεν είναι όλα μαζί γραμμικώς ανεξάρτητα. Επιπρόσθετη

παρατήρηση: Μπορώ να φτιάξω ένα οσοδήποτε μεγάλο σύνολο διανυσμάτων , ήδη στον R2
έτσι ώστε ανά

δύο να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα αλλά ανά 3 να είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Πως ;

γ) Κάποιος συμφοιτητής σας ήθελε να ελέγξει αν τα διανύσματα u, v, z, w είναι γραμμικώς εξαρτημένα και

ισχυρίστηκε με περίσσια θέρμη ότι αρκεί να ελέγξει αν το w είναι γραμμικός συνδυασμός των άλλων τριών.

΄Εχει δίκιο;
Απάντηση. Ο συμφοιτητής σας κάνει λάθος. Η γραμμική εξάρτηση σημαίνει ότι υπάρχει ένα διάνυσμα

το οποίο είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων, αλλά ο ίδιος εμμέσως ισχυρίστηκε ότι γραμμική εξάρ-

τηση σημαίνει ότι ‘κάθε διάνυσμα είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων’ (και άρα αρκεί να κοιτάξω

ένα αυθαίρετα), το οποίο δεν ισχύει. Παραδείγματος χάρην, τα διανύσματα e1, e2, 2e2, 3e2, 4e2, 5e2, 6e2, . . .
είναι ασφαλώς γραμμικώς εξαρτημένα, αλλά το e1 δεν είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων – όλα

τα υπόλοιπα είναι ωστόσο. Υπό μια άλλη οπτική, το e1 στο προηγούμενο παράδειγμα είναι απαραίτητο για

να διατηρηθεί η γραμμική θήκη ίδια και άρα δεν μπορούμε να το πετάξουμε.

δ) Τελικά, είναι τα διανύσματα u, v, z, w γραμμικώς εξαρτημένα;
Απάντηση. ΄Οπως προείπαμε, τέσσερα διανύσματα στον R3

είναι πάντα γραμμικώς εξαρτημένα.









Πρόβλημα 6. ΄Εστω η απεικόνιση

T

(
x1
x2
x3
x4


)

=


0

x1 + x2
x2 + x3
x3 + x4


δηλαδη T : Rn → Rm

.

α) Με τι ισούται το m και με τι το n;
Απάντηση. Το m ισούται με 4 και το n ισούται με 4, εφόσον παίρνει διανύσματα μήκους 4 και τα στέλνει
σε διανύσματα μήκους 4.

β) Εξηγήστε γιατί η απεικόνιση T είναι γραμμική.
Απάντηση. ΄Ενας τρόπος είναι να ελέγξουμε τις ιδιότητες όπως κάναμε στο φροντιστήριο. Εναλλακτικά,

μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι T (x) = Ax για

A =


0 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


γ) Βρείτε έναν πίνακα A ώστε T (x) = Ax.
Υπενθύμιση: Το διάνυσμα ei ∈ Rn

έχει 1 στην i-οστή του συντεταγμένη και 0 οπουδήποτε αλλού. Υπάρχουν
ακριβώς n τέτοια διανύσματα στον Rn

. Για να βρω τον πίνακα της T αρκεί να βρω τα T (e1), T (e2), . . . , T (en) ∈
Rm
και να φτιάξω τον πίνακα με στήλες αυτά τα διανύσματα.

Απάντηση. Κοιτώντας τα T (e1), T (e2), T (e3), T (e4) θα βρούμε τον ίδιο πίνακα A όπως στο ερώτημα β).








