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1 Εισαγωγή

2 Τύποι ϰαι αναδροµή

2.1 Οι φυσιϰοί αριϑµοί
Οι φυσιϰοί αριϑµοί παράγονται από το επαγωγιϰό σχήµα

1. το µηδέν είναι φυσιϰός αριϑµός, ϰαι

2. ο επόµενος ϰαϑενός φυσιϰού αριϑµού είναι φυσιϰός αριϑµός.

Αυτή η επαγωγιϰή περιγραφή προσδιορίζει τον τύπο Nat των φυσιϰών αριϑµών. Γε-
νιϰά, ένας τύπος προσδιορίζεται από ένα επαγωγιϰό σχήµα αποτελούµενο από µηδέν
ή περισσότερες διαδιϰασίες ϰατασϰευής, ϰαϑεµιά από τις οποίες ονοµάζεται ρήτρα
(clause) του επαγωγιϰού σχήµατος ή ϰατασϰευαστής (constructor) του αντίστοιχου
τύπου. Καϑετί που ϰατασϰευάζεται µε τη βοήϑεια των ϰατασϰευαστών ενός τύπου
ονοµάζεται µέλος (member) αυτού του τύπου. (Κάποιοι άλλοι όροι για µέλος είναι
στοιχείο (element), ϰάτοιϰος (inhabitant) ϰαι σηµείο (point) ενός τύπου). Οι τύποι
συµβολίζονται µε ϰεφαλαία λατινιϰά γράµµατα A, B, C,…, ϰαι τα µέλη τους µε µιϰρά
λατινιϰά γράµµατα a, b, c,… , x, y, z. Για να δηλώσουµε ότι το a είναι µέλος τού
τύπου A γράφουµε a∶A.

Με αυτόν τον τυποϑεωρητιϰό συµβολισµό, η παραπάνω επαγωγιϰή περιγραφή
των φυσιϰών αριϑµών παίρνει τη µορφή

1. 0∶Nat,

2. εάν n∶Nat, τότε s(n)∶Nat.

Εποµένως, ο τύπος Nat έχει δύο ϰατασϰευαστές, τον 0, που δεν έχει ορίσµατα, ϰαι
τον s, ο οποίος έχει ένα όρισµα που είναι µε τη σειρά του µέλος τού Nat (οπότε είναι
αναδροµιϰός ϰατασϰευαστής). Αναπτύσσοντας, βλέπουµε ότι τα µέλη τού Nat είναι
τα

0, s(0), s(s(0)), … ,

τα οποία ϰαλούµε 0, 1, 2 ϰαι λοιπά.
΄Ενα µέλος ενός τύπου A ενδέχεται να εξαρτάται παραµετριϰά από ένα µέλος

τού τύπου A′ (οπότε δεν πρόϰειται, αυστηρά µιλώντας, για ένα µέλος, αλλά για µία
οιϰογένεια µελών τού A δεδειγµένη (indexed) από τον A′, ή, στην ορολογία που ϑα
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υιοϑετήσουµε, για έναν µετασχηµατισµό µελών τού A′ σε µέλη τού A)· γι΄ αυτήν την
περίπτωση χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό

(x∶A′) t(x)∶A,

ή ϰαι (x ∶A′) t(x) εάν δε συντρέχει λόγος αναφοράς στον A. (Σε συγϰεϰριµένες
περιπτώσεις, µπορούµε να συµπεράνουµε τον A από τη µορφή τού t(x).) Οµοίως, η
έϰφραση

(x1∶A1,… , xn∶An) t(x1,… , xn)∶A

συµβολίζει έναν µετασχηµατισµό µε n το πλήϑος ορίσµατα. (΄Ενας µετασχηµατισµός
() t() ∶A µε µηδέν το πλήϑος ορίσµατα δεν είναι παρά ένα µέλος τού A.) Επειδή
στην πράξη αυτός ο συµβολισµός των µετασχηµατισµών ϰαταντάει δύσχρηστος,
ϑα εϰµεταλλευόµαστε ϰάϑε ευϰαιρία που µας δίνεται για να γράφουµε απλώς t στη
ϑέση τού (x∶A) t(x), ϰαι το ίδιο για άλλες περιπτώσεις µετασχηµατισµών, έχοντας
πάντοτε ϰατά νου ότι πρόϰειται για ϰατάχρηση.

Τα ορίσµατα ενός µετασχηµατισµού µπορεί να είναι τα ίδια µετασχηµατισµοί·
αυτό αποτυπώνεται σε εϰφράσεις όπως

(x∶A, (y∶B) z(y)∶C) d(x, z)∶D,

όπου ο σηµαινόµενος µετασχηµατισµός έχει δύο ορίσµατα, εϰ των οποίων το ένα
είναι µέλος τού A ϰαι το άλλο είναι µετασχηµατισµός µελών τού B σε µέλη τού C .

2.2 Αναδροµή στούς φυσιϰούς αριϑµούς
Οι ϰύριες χρησιµότητες της επαγωγιϰής περιγραφής ενός τύπου είναι η δια-

τύπωση ορισµών µε αναδροµή ϰαι αποδείξεων µε επαγωγή. Θα εξετάσουµε τώρα
την περίπτωση της αναδροµής· για την επαγωγή ϑα είµαστε σε ϑέση να µιλήσουµε
µόλις εµπλουτίσουµε τη γλώσσα µε οιϰογένειες τύπων.

΄Εστω C τυχών τύπος. ∆οϑέντων ενός c0∶C ϰαι ενός (x ∶Nat, y ∶C) cs(x, y)∶C
µπορούµε να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό (x∶Nat) t(x)∶C ϑέτοντας

t(0) ∶≡ c0,
t(s(n)) ∶≡ cs(n, t(n)).

Λέµε ότι ο t ορίζεται µε αναδροµή (recursion) από τα c0 ϰαι cs· η δυνατότητα δια-
τύπωσης τέτοιων ορισµών είναι η αρχή τής αναδροµής για τον Nat.

Ως πρώτο παράδειγµα εφαρµογής τής αρχής τής αναδροµής, ας ορίσουµε έναν
µετασχηµατισµό (x∶Nat) pred(x)∶Nat που στέλνει το µηδέν στο µηδέν ϰαι ϰαϑέναν
άλλο φυσιϰό αριϑµό στον προηγούµενό του: Στην περίπτωση αυτή, ο τύπος C είναι
ο Nat (ο µόνος τύπος που έχουµε αυτή τη στιγµή), ϰαι οι ορίζουσες σχέσεις έχουν τη
µορφή

pred(0) ∶≡ 0,
pred(s(n)) ∶≡ n.

Πρόϰειται δηλαδή για το στιγµιότυπο του γενιϰού σχήµατος τής αναδροµής όπου
το c0 είναι το 0 ϰαι το cs(x, y) είναι το x .

Μπορούµε επίσης να ορίζουµε µετασχηµατισµούς που έχουν περισσότερα α-
πό ένα ορίσµατα, ϰάνοντας αναδροµή σε ένα από αυτά. Τέτοια περίπτωση είναι
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η πρόσϑεση φυσιϰών αριϑµών, την οποία ϑα ορίσουµε µε αναδροµή στον δεξιό
προσϑετέο, αφήνοντας τον αριστερό να υπάρχει ως παράµετρος:

m + 0 ∶≡ m,
m + s(n) ∶≡ s(m + n).

Βλέπουµε ότι το m + n ορίζεται µε αναδροµή από τα m ϰαι (x∶Nat, y∶Nat) s(y).
Ενίοτε δε ϑέλουµε να δώσουµε όνοµα στον µετασχηµατισµό που ορίζεται µε α-

ναδροµή· αυτό συµβαίνει π.χ. εάν ϑέλουµε να τον αποτιµήσουµε αµέσως ή όταν
εµφανίζεται ως όρισµα ϰάποιου άλλου µετασχηµατισµού. Επίσης, για τη µεταµαϑη-
µατιϰή µελέτη τής ϑεωρίας τύπων είναι απαραίτητο να µπορούµε να διατυπώσουµε
την αρχή τής αναδροµής µε τρόπο που να µην προϋποϑέτει την προσϑήϰη στη
γλώσσα ενός συµβόλου για ϰάϑε ορίσιµο µετασχηµατισµό. Αυτό το επιτυγχάνουµε
υποϰαϑιστώντας τήν αρχή τής αναδροµής µε το ένα ϰαι µοναδιϰό στιγµιότυπό της
στο οποίο τα ίδια τα c0 ϰαι cs έχουν περάσει µέσα στον συµβολισµό ως ορίσµατα.
Ορίζουµε λοιπόν τον αναδροµέα (recursor)

(z∶C, (x∶Nat, y∶C) w(x, y)∶C, n∶Nat) recNat (z, w, n)∶C

τού Nat µέσω τής αναδροµής

recNat (z, w, 0) ∶≡ z,
recNat (z, w, s(n)) ∶≡ w(n, recNat (z, w, n)).

Ο ϰύριος ρόλος τού αναδροµέα είναι ότι µπορεί να χρησιµοποιηϑεί για να εϰφραστεί
ϰάϑε αναδροµιϰός ορισµός. Ο προηγούµενος ενός φυσιϰού αριϑµού, λόγου χάριν,
µπορεί τώρα να γραφτεί

pred(n) ∶≡ recNat (0, (x∶Nat, y∶Nat) x, n),

ενώ το άϑροισµα δύο φυσιϰών αριϑµών,

m + n ∶≡ recNat (m, (x∶Nat, y∶Nat) s(y), n).

΄Ασϰηση 2.1. ΄Εχοντας την πρόσϑεση, ο πολλαπλασιασµός φυσιϰών αριϑµών ο-
ρίζεται από την αναδροµή

m ⋅ 0 ∶≡ 0,
m ⋅ s(n) ∶≡ m ⋅ n +m.

Γράψτε τό m ⋅ n χρησιµοποιώντας τόν αναδροµέα τού Nat. Προαιρετιϰά, συνεχίστε
µε τα mn ϰαι n!.

2.3 ΄Αλλα παραδείγµατα τύπων
Λίστες

Οι λίστες µελών ενός τύπου A συγϰροτούν έναν τύπο List(A), ο οποίος περι-
γράφεται από το επαγωγιϰό σχήµα

1. nilA∶List(A), ϰαι

2. εάν l∶List(A) ϰαι a∶A, τότε consA(l, a)∶List(A),
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όπου nilA είναι η ϰενή λίστα ϰαι consA(l, a) είναι η προέϰταση της l µε την προσϑήϰη
τού a. Στην πράξη, τα subscripts ϑα παραλείπονται όταν δεν υπάρχει ϰίνδυνος
σύγχυσης σχετιϰά µε το ποιος είναι ο A.

Ο List(A) είναι παράδειγµα τύπου που εξαρτάται παραµετριϰά από έναν προ-
ϋπάρχοντα τύπο. ΄Οπως ϰαι στην περίπτωση του Nat, τα µέλη του παράγονται από
µία διαδιϰασία προέϰτασης· ϑα δούµε αργότερα ότι ο Nat είναι ειδιϰή περίπτωση
(spoiler: Πάρτε για A τον τύπο µε ένα µέλος).

Η αρχή τής αναδροµής για τον List(A) έχει ως εξής: Εάν C είναι ένας ο-
ποιοσδήποτε τύπος, ϰαι µας έχουν δοϑεί ένα cnil ∶ C ϰαι ένας µετασχηµατισµός
(x∶List(A), y∶A, z∶C) ccons(x, y, z)∶C , οι σχέσεις

t(nil) ∶≡ cnil,
t(cons(l, a)) ∶≡ ccons(l, a, t(l))

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό (x ∶List(A)) t(x)∶C . Για παράδειγµα, το µήϰος len(l)
µιας λίστας l ορίζεται από την αναδροµή

len(nil) ∶≡ 0,
len(cons(l, a)) ∶≡ s(len(l)),

ενώ η συνένωση k + l δύο λιστών k, l,

k + nil ∶≡ k,
k + cons(l, a) ∶≡ cons(k + l, a).

΄Οπως ϰάναµε ϰαι µε τους φυσιϰούς αριϑµούς, µπορούµε να «παϰετάρουµε» την
αρχή τής αναδροµής τού List(A) σε έναν αναδροµέα

(v∶C, (x∶List(A), y∶A, z∶C) w(x, y, z)∶C, l∶List(A)) recList(A)(v, w, l)∶C

οριζόµενο από την αναδροµή

recList(A)(v, w, nil) ∶≡ v,

recList(A)(v, w, cons(l, a)) ∶≡ w(l, a, recList(A)(v, w, l)),

οπότε το µήϰος µιας λίστας µπορεί εναλλαϰτιϰά να οριστεί ως

len(l) ∶≡ recList(A)(0, (x∶List(A), y∶A, z∶Nat) s(z), l),

ϰαι η συνένωση δύο λιστών,

k + l ∶≡ recList(A)(k, (x∶List(A), y∶A, z∶List(A)) cons(z, y), l).

΄Ασϰηση 2.2. Η συνένωση cat(L)∶List(A) µιας λίστας L∶List(List(A)) λιστών µελών
ενός τύπου A έχει τον αναδροµιϰό ορισµό

cat(nilList(A)) ∶≡ nilA,

cat(consList(A)(L, l)) ∶≡ cat(L) + l.

Γράψτε τό cat(L) χρησιµοποιώντας τόν αναδροµέα τού List(List(A)).
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∆έντρα

Ο τύπος BTree των δυαδιϰών δέντρων συλλαµβάνεται από το επαγωγιϰό σχήµα
1. triv∶BTree,

2. εάν r∶BTree ϰαι s∶BTree, τότε join(r , s)∶BTree.
Στον BTree αντιστοιχεί η εξής αρχή αναδροµής: ∆οϑέντων ενός ctriv ∶C ϰαι ενός
(x∶BTree, y∶BTree, z∶C, w∶C)cjoin(x, y, z, w)∶C , όπουC είναι τυχών τύπος, µπορούµε
να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό (x∶BTree) t(x)∶C ϑέτοντας

t(triv) ∶≡ ctriv,
t(join(r , s)) ∶≡ cjoin(r , s, t(r), t(s)).

΄Ασϰηση 2.3. Περιγράψτε τή µορφή τού recBTree ϰαι διατυπώστε τις ορίζουσες
σχέσεις του.

Τα δυαδιϰά δέντρα είναι ειδιϰή περίπτωση δέντρων δεδοµένης διαϰλάδωσης. Ο
τύπος Tree(A) των δέντρων µε τύπο διαϰλάδωσης A ορίζεται από το επαγωγιϰό
σχήµα

1. trivA∶Tree(A),

2. εάν (x∶A) b(x)∶Tree(A), τότε joinA(x∶A) b(x)∶Tree(A).
Σχηµατιϰά, αυτό που λέει η δεύτερη ρήτρα είναι ότι εάν έχουµε ένα δέντρο b(x)
για ϰάϑε x ∶A, µπορούµε να ενώσουµε αυτά τα δέντρα µε µία ϰαινούργια ρίζα ϰαι
να φτιάξουµε ένα µεγάλο δέντρο joinA(x ∶A) b(x), το οποίο περιέχει όλα τα b(x)
ως άµεσα υποδέντρα. Για να επεϰτείνουµε τον ορισµό ενός µετασχηµατισµού t στο
joinA(x ∶A) b(x), έχοντας ήδη διαϑέσιµα τα t(b(x)) για x ∶A, χρειαζόµαστε έναν
µετασχηµατισµό

((x∶A) y(x)∶Tree(A), (x∶A) z(x)∶C) cjoin(y, z)∶C

οπότε, µαζί µε ένα ctriv∶C µπορούµε να ορίσουµε τον t ϑέτοντας
t(trivA) ∶≡ ctriv,
t(joinA(x∶A) b(x)) ∶≡ cjoin((x∶A) b(x), (x∶A) t(b(x))).

Παρατηρήστε ότι ο τύπος A εµφανίζεται αρνητιϰά στον ϰατασϰευαστή joinA,
οπότε αναµένεται ότι το Tree(A) συναρτάται ανταλλοίωτα µε το A. Πράγµατι, ένας
µετασχηµατισµός

(x∶B) u(x)∶A
επάγει έναν µετασχηµατισµό

(x∶Tree(A)) Tree(u)(x)∶Tree(B)

µε ορισµό
Tree(u)(trivA) ∶≡ trivB ,
Tree(u)(joinA(x∶A) b(x)) ∶≡ joinB(y∶B) Tree(u)(b(u(y))).

΄Ασϰηση 2.4. Περιγράψτε τόν αναδροµέα τού Tree(A), ϰαι εϰφράστε τόν Tree(u) µε
τη βοήϑειά του.
΄Ασϰηση 2.5. Στον ορισµό τού List(A), ο τύποςA εµφανίζεται ϑετιϰά. ∆οϑέντος ενός
µετασχηµατισµού (x∶A) u(x)∶B, ορίστε, χρησιµοποιώντας τήν αρχή τής αναδροµής
ή τον αναδροµέα τού List(A), τον µετασχηµατισµό (x ∶List(A)) List(u)(x)∶List(B) ο
οποίος απειϰονίζει µία λίστα µελών τού A στη λίστα των ειϰόνων τους µέσω τού u.
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Αληϑοτιµές

Ο Bool είναι ο τύπος που έχει αϰριβώς δύο µέλη false ϰαι true· εποµένως, περι-
γράφεται από το επαγωγιϰό σχήµα

1. false∶Bool,

2. true∶Bool.

Η αρχή τής αναδροµής για τονBool εϰφράζει το γεγονός ότι προϰειµένου να ορίσου-
µε έναν µετασχηµατισµό µελών τού Bool σε µέλη ενός τύπου C δεν έχουµε παρά να
πούµε τι ϰάνει µε το false ϰαι τι µε το true· συγϰεϰριµένα, δοϑέντων ενός cfalse∶C ϰαι
ενός ctrue∶C , οι σχέσεις

t(false) ∶≡ cfalse,
t(true) ∶≡ ctrue

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό (x∶Bool)t(x)∶C . ΄Οπωςπάντα, έχουµε έναναναδροµέα

(x∶C, y∶C, z∶Bool) recBool(x, y, z)∶C

µε ορίζουσες σχέσεις

recBool(x, y, false) ∶≡ x,
recBool(x, y, true) ∶≡ y.

Για παράδειγµα, µπορούµε να ορίσουµε τον αληϑοπίναϰα της διάζευξης µέσω τής
αναδροµής

or(b, false) ∶≡ b,
or(b, true) ∶≡ true,

ή, εναλλαϰτιϰά, µε τη βοήϑεια του αναδροµέα τού Bool,

or(b, c) ∶≡ recBool(b, true, c).

΄Ασϰηση 2.6. Ορίστε τούς αληϑοπίναϰες της σύζευξης ϰαι της συνεπαγωγής.

Η αρχή τής αναδροµής µάς παρέχει έναν τρόπο ορισµού µετασχηµατισµών από
τον Bool. Μια ϰαι στο επόµενο ϰεφάλαιο ϑα µιλήσουµε για λογιϰή, ταιριάζει να
ϰλείσουµε το ϰεφάλαιο της αναδροµής µε ϰάποια παραδείγµατα µετασχηµατισµών
προς τον Bool, δηλαδή αληϑοσυναρτήσεων (αληϑοµετασχηµατισµών, µάλλον, στην
ορολογία µας). Με την ευϰαιρία, ϑα πούµε δυο λόγια για πολλαπλή αναδροµή.

2.4 Πολλαπλή αναδροµή
Μέχρι τώρα είδαµε ποιϰίλα παραδείγµατα ορισµού µετασχηµατισµών, οι οποίοι

είχαν περισσότερα από ένα ορίσµατα, µε αναδροµή σε ένα από αυτά. Υπάρχουν
όµως ϰαταστάσεις όπου χρειάζεται να ϰάνουµε αναδροµή σε δύο ή περισσότερα
ορίσµατα ταυτόχρονα. Αυτή η ανάγϰη παρουσιάζεται, λόγου χάριν, στον αϰόλουϑο
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«ορισµό» τής αληϑοσυνάρτησης (x, y∶Nat) isequal(x, y)∶Bool της ισότητας φυσιϰών
αριϑµών:

isequal(0, 0) ∶≡ true,
isequal(0, s(n)) ∶≡ false,
isequal(s(m), 0) ∶≡ false,
isequal(s(m), s(n)) ∶≡ isequal(m, n).

Η ιδέα εδώ είναι νααποπλέξουµε τη διπλήαναδροµήσε δύο επάλληλες (ή διαδοχιϰές)
αναδροµές. Για να το πετύχουµε αυτό, γράφουµε το isequal(m, n) ως isequalm(n). Με
αυτόν τον συµβολισµό, οι δύο πρώτες σχέσεις

isequal0(0) ∶≡ true,
isequal0(s(n)) ∶≡ false

αποτελούν αναδροµιϰό ορισµό τού isequal0. Οµοίως, εάν έχουµε ορίσει τον isequalm ,
οι δύο άλλες σχέσεις

isequals(m)(0) ∶≡ false,

isequals(m)(s(n)) ∶≡ isequalm(n)

ορίζουν τον isequals(m). ∆εν έχουµε τώρα παρά να βάλουµε αυτά τα δύο µαζί σε
έναν αναδροµιϰό ορισµό τού isequalm , ή, εναλλαϰτιϰά, να επιστρατεύσουµε τον
αναδροµέα των φυσιϰών αριϑµών:

isequalm ∶≡ recNat (c0, (x, y) cs(x, y), m),

όπου

c0 ∶≡ (n∶Nat) recNat (true, (z∶Nat, w∶Bool) false, n),
cs(x, y) ∶≡ (n∶Nat) recNat (false, (z∶Nat, w∶Bool) y(z), n).

Παρατηρήστε ότι εδώ χρησιµοποιούµε µία διαφορετιϰή µορφή τού αναδροµέα
από αυτή που έχουµε παρουσιάσει, ϰαϑώς τόσο το δεύτερο όρισµα του cs όσο ϰαι
το ίδιο το recNat (c0, (x, y) cs(x, y), m) είναι µετασχηµατισµοί. Θα µπορούσαµε να
γενιϰεύσουµε τον rec ϰατάλληλα ώστε να συµπεριλάβουµε αυτή την περίπτωση·
επειδή όµως σύντοµα ϑα εισαγάγουµε τύπους συναρτήσεων, παρουσία τών οποίων
αυτός ο γενιϰότερος αναδροµέας ορίζεται από τον ειδιϰότερο, δεν ϑα χρειαστεί να
το ϰάνουµε. Από τη συζήτηση αυτή ας ϰρατήσουµε µόνο ότι µπορούµε, µε τον ένα
τρόπο ή µε τον άλλο, να δίνουµε ορισµούς µε πολλαπλή αναδροµή.

΄Ασϰηση 2.7. Τροποποιώντας τόν ορισµό τού isequal ορίστε, µε πολλαπλή αναδρο-
µή, έναν µετασχηµατισµό (m, n∶Nat) isless(m, n)∶Bool ο οποίος παίρνει τις τιµές true
ϰαι false ανάλογα µε το εάν ο m είναι ή δεν είναι µιϰρότερος του n.

2.5 Ασϰήσεις
΄Ασϰηση 2.8. Η πράξη (almost minus) m ∸ n ορίζεται από την αναδροµή

m ∸ 0 ∶≡ m,
m ∸ s(n) ∶≡ pred(m ∸ n).

Γράψτε τό m ∸ n χρησιµοποιώντας τόν recNat .
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΄Ασϰηση 2.9. Η αντιστροφή λίστας ορίζεται από την αναδροµή

inv(nil) ∶≡ nil,
inv(cons(l, a)) ∶≡ cons(nil, a) + inv(l).

Γράψτε τό inv(l) µε τη βοήϑεια του recList(A).

΄Ασϰηση 2.10 (insertion sort). Οµετασχηµατισµός (a∶A, l∶List(A))insert(a, l)∶List(A)
τής ένϑεσης ενός µέλους σε µία (ταξινοµηµένη) λίστα ορίζεται από την αναδροµή

insert(a′, nil) ∶≡ cons(nil, a′),
insert(a′, cons(l, a)) ∶≡ recBool(cons(cons(l, a), a′), cons(insert(a′, l), a), isless(a′, a)).

Χρησιµοποιήστε αυτόν τον µετασχηµατισµό για να περιγράψετε τον αλγόριϑµο
ταξινόµησης insertion sort. (Πρόϰειται για τον αλγόριϑµο ο οποίος, προϰειµένου να
ταξινοµήσει µία λίστα cons(l, a), ταξινοµεί πρώτα την l ϰαι µετά ϰάνει insert το a.)

3 Οιϰογένειες τύπων ϰαι επαγωγή
Στο προηγούµενο ϰεφάλαιο διατυπώσαµε ϰάποιες αρχές αναδροµής, µε τη βο-

ήϑεια τωνοποίων µπορούµε να εϰφράσουµε µετασχηµατισµούς µεταξύ τωνδιαφόρων
τύπων. Αυτό που φτιάξαµε, εν ολίγοις, είναι µία απλή συναρτησιαϰή γλώσσα. Εν-
διαφερόµαστε όµως επίσης για τις ιδιότητες αυτών των µετασχηµατισµών. Σε αυτό
το ϰεφάλαιο, ϰαι πολύ περισσότερο στο επόµενο, ϑα δούµε πώς µπορούµε, στο
πλαίσιο της ϑεωρίας τύπων, να διατυπώνουµε ϰαι να αποδειϰνύουµε προτάσεις.

Σε αντίϑεση µε άλλες µαϑηµατιϰές ϑεωρίες ϰαι ϑεµελιώσεις των µαϑηµατιϰών
όπως η ϑεωρία συνόλων, στη ϑεωρία τύπων οι µαϑηµατιϰές προτάσεις, ϰαϑώς ϰαι οι
αποδείξεις τους, είναι µαϑηµατιϰά αντιϰείµενα πρώτης ϰατηγορίας. Συγϰεϰριµένα,
οι µαϑηµατιϰές προτάσεις αναπαρίστανται από τύπους, που µπορούν να ϑεωρηϑούν
ταυτόχρονα µαϑηµατιϰές δοµές ϰαι µαϑηµατιϰοί ισχυρισµοί, µία σύλληψη γνωστή
ως propositions as types. Υπό αυτή τη σϰοπιά, τα µέλη ενός τύπου νοούνται ως
τεϰµήρια ή µάρτυρες αλήϑειας τής αντίστοιχης πρότασης. (Μεριϰές φορές λέγονται
επίσης αποδείξεις, αλλά αυτή η ορολογία µπορεί να είναι παραπλανητιϰή, εποµένως
γενιϰά την αποφεύγουµε.) Μία άµεση µεϑοδολογιϰή συνέπεια είναι ότι προϰειµένου
να δείξουµε ότι µία πρόταση αληϑεύει δεν έχουµε παρά να εµφανίσουµε ένα µέλος
τού τύπου που αντιστοιχεί σε αυτή την πρόταση.

Ωστόσο, αυτή η οπτιϰή σχετιϰά µε τις αποδείξεις διαφέρει ουσιωδώς από τη
συνήϑη. Ο τρόπος µε τον οποίο η λογιϰή γίνεται αντιληπτή από τη ϑεωρία τύπων
είναι ότι µια πρόταση δεν είναι απλώς αληϑής ή ψευδής, αλλά µάλλον µπορεί να
νοηϑεί ως η συλλογή όλων των δυνατών τεϰµηρίων αλήϑειας της. Σύµφωνα µε αυτήν
τη σύλληψη, οι αποδείξεις δεν είναι µόνο το µέσο επιϰοινωνίας των µαϑηµατιϰών,
αλλά αποτελούν ϰαι οι ίδιες αντιϰείµενο µελέτης ισότιµο µε πιο οιϰεία αντιϰείµενα
όπως οι αριϑµοί ϰαι οι συναρτήσεις.

3.1 Οιϰογένειες τύπων
Θα µιλήσουµε τώρα για το ένα από τα δύο δοµιϰά στοιχεία των προτάσεων, τα

ϰατηγορήµατα· το άλλο, οι λογιϰές σταϑερές, είναι το αντιϰείµενο του επόµενου
ϰεφαλαίου.

Μία οιϰογένεια τύπων (type family) είναι ένας µετασχηµατισµός µελών ϰάποιων
τύπων σε τύπους. Σε µία οιϰογένεια (x1 ∶A1,… , xn ∶An) A(x1,… , xn), οι A1,… , An
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λέγονται τύποι δειϰτών (indexing types), ϰαι οι επιµέρους τύποιA(x1,… , xn) λέγονται
στιγµιότυπα (instances) της οιϰογένειας.

Οι οιϰογένειες τύπων, που επίσης λέγονται εξαρτώµενοι τύποι (dependent types),
ήσαν µία από τις σηµαντιϰότερες ϰαινοτοµίες τής ϑεωρίας τύπων τού Martin-Löf.
Τυπιϰά παραδείγµατα οιϰογενειών τύπων αποτελούν τα διάφορα ϰατηγορήµατα
(x, y ∶ A) x = y , (x ∶ Nat) Prime(x) ϰ.λπ. που συναντάµε στα µαϑηµατιϰά. ΄Ενα
στοιχειώδες, αλλά σηµαντιϰό, παράδειγµα οιϰογένειας είναι η σταϑερή οιϰογένεια
(x ∶A) B όπου A ϰαι B είναι τύποι. Και βέβαια, µία οιϰογένεια () A() µε µηδέν το
πλήϑος ορίσµατα δεν είναι παρά ένας τύπος.

3.2 Ισότητα
Ο απλούστερος τρόπος να ορίσουµε µία οιϰογένεια είναι προδιαγράφοντας ϰα-

τασϰευαστές στα διάφορα στιγµιότυπά της, όπως ϰάναµε ϰαι για µεµονωµένους
τύπους. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτόν τον τρόπο για να ορίσουµε την πλέον ϰοινή
ϰαι πλέον σηµαντιϰή σχέση στα µαϑηµατιϰά, την ισότητα.

΄Εστω a∶A, όπου A τύπος. Η ισότητα προς a είναι η οιϰογένεια

(x∶A) a =A x

που ορίζεται από τη µοναδιϰή ρήτρα

refla∶a =A a.

Ως συνήϑως, όταν δεν υπάρχει ϰίνδυνος σύγχυσης ϑα παραλείπουµε το subscript
ϰαι ϑα γράφουµε απλούστερα a = b.

Η ισότητα προς a λέγεται επίσης βασισµένη (based) ισότητα, διότι το ένα σϰέλος
(το αριστερό στον συµβολισµό µας) ϰρατιέται σταϑερό, σε αντιδιαστολή µε την
(απλώς) ισότητα που ϑα ορίσουµε στο επόµενο ϰεφάλαιο, η οποία είναι οιϰογένεια
ωςπροςαµφότερα τασϰέλη. Οι δύο διαφέρουν όσοναφορά τη µορφή τούαναδροµέα,
αλλά είναι ισοδύναµες· για τον λόγο αυτόν, όταν δεν συντρέχει λόγος διάϰρισης ϑα
λέµε απλώς ισότητα.

Σχετιϰά µε την αρχή τής αναδροµής, παρατηρήστε ότι η ισότητα προς a είναι
οιϰογένεια, οπότε αυτό που ϑα ορίσουµε είναι µετασχηµατισµοί προς οιϰογένειες ως
προς τον ίδιο τύπο δειϰτών, ϰαι επίσης ότι έχουµε µόνο έναν ϰατασϰευαστή, οπότε
αρϰεί να πούµε τι ϰάνει ένας τέτοιος µετασχηµατισµός µε αυτόν. Αναλυτιϰότερα, ας
ϑεωρήσουµε ότι µας έχουν δοϑεί

1. µία οιϰογένεια (x∶A) C(x) τύπων, ϰαι

2. ένα µέλος crefla τού C(a).

Τότε, η σχέση
t(a, refla) ∶≡ crefla

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x∶A, y∶a = x) t(x, y)∶C(x).
Παρατηρήστε ότι, σε σχέση µε την περίπτωση των µεµονοµένων τύπων, εδώ

έχουµε ένα παραπάνω όρισµα, το οποίο χρησιµεύει στο να προσδιορίσει σε ποιο
στιγµιότυπο βρισϰόµαστε ϰάϑε φορά. ΄Ενας άλλος τρόπος να περιγραφεί αυτό είναι
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λέγοντας ότι αυτό που ορίζεται µε αναδροµή στην ισότητα προς a είναι µία δέσµη

(y∶a = b) t(b, y)∶C(b),
(y∶a = b′) t(b′, y)∶C(b′),
(y∶a = b′′) t(b′′, y)∶C(b′′),

⋮

αποτελούµενη από έναν µετασχηµατισµό για ϰάϑε µέλος τού τύπου δειϰτών A.
Ο αναδροµέας τής ισότητας προς a είναι ο µετασχηµατισµός

(x∶A, c∶C(a), p∶a = x) reca=x (c, p)∶C(x) (1)

που ορίζεται από την αναδροµή

reca=a(c, refla) ∶≡ c. (2)

΄Ενας άλλος τρόπος γραφής τού (1) είναι υπό µορφήν ϰανόνα:

x∶A c∶C(a) p∶a = x
.

reca=x (c, p)∶C(x)
(3)

Αυτή η έϰφραση ονοµάζεται ϰανόνας σχηµατισµού τού αναδροµέα τής ισότητας, δι-
ότι περιγράφει τον τρόπο µε τον οποίο αυτός συντάσσεται, δηλαδή τη µορφή των
ορισµάτων του ϰαι τον τύπο (ή τύπους στην προϰειµένη περίπτωση) των τιµών του.
Ανάλογοι ϰανόνες σχηµατισµού µπορούν να γραφτούν για τους άλλους µετασχηµα-
τισµούς.

΄Ασϰηση 3.1. Γράψτε τούς ϰανόνες σχηµατισµού των ϰατασϰευαστών τού List(A).

Εάν στον (3) βάλουµε, για λόγους συµµετρίας, στη ϑέση τού x ένα µέλος a′ τού
A ϰαι ϰρατήσουµε µόνο τους τύπους, παίρνουµε τον λογιϰό ϰανόνα

C(a) a = a′
,

C(a′)
(4)

γνωστό ϰαι ως indiscernibility of identicals, ο οποίος εϰφράζει το γεγονός ότι τα ίσα
µοιράζονται τις ίδιες ιδιότητες.

΄Ενα άµεσο πόρισµα του ϰανόνα (4) είναι ότι η ισότητα διατηρείται από µετα-
σχηµατισµούς· προϰειµένου για έναν µετασχηµατισµό (x ∶A) u(x)∶B, το ζητούµενο
προϰύπτει ϑέτοντας C(x) ∶≡ u(a) = u(x). Το επόµενο λήµµα εισάγει έναν χρήσιµο
συµβολισµό.

Λήµµα1. ΄Εστω (x∶A)u(x)∶B µετασχηµατισµός. Για οποιαδήποτε a, a′∶A ϰαι p∶a =A a′
υπάρχει ένα

apu(p)∶u(a) =B u(a
′)

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση apu(refla) ≡ reflu(a).

Απόδειξη. Εδώ, όπως ϰαι στην πλειονότητα των αποδείξεων στη ϑεωρία τύπων, η
εϰφώνηση υποδειϰνύει τον τρόπο δράσης. Συγϰεϰριµένα, η σχέση apu(refla) ≡ reflu(a)
µάς ϰαϑοδηγεί να ορίσουµε το apu(p) µε αναδροµή στο p. Θεωρούµε λοιπόν την
οιϰογένεια (x∶A)u(a) =B u(x) ϰαι το µέλος reflu(a) τού u(a) =B u(a), ϰαι ορίζουµε τον
µετασχηµατισµό (x∶A, y∶a =A x) t(x, y)∶u(a) =B u(x) µέσω τής αναδροµής

t(a, refla) ∶≡ reflu(a).
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∆εν έχουµε πλέον παρά να ϑέσουµε apu(p) ∶≡ t(a′, p).
Εναλλαϰτιϰά, µπορούµε να ορίσουµε απ΄ ευϑείας τον apu επιϰαλούµενοι τον

αναδροµέα τής ισότητας:

apu(p) ∶≡ reca=a′ (reflu(a), p).

΄Οπως αναµένεται, η ισότητα είναι σχέση ισοδυναµίας. Το αϰόλουϑο λήµµα
αποτελεί την τυποϑεωρητιϰή εϰδοχή τής συµµετρίας.

Λήµµα 2. Για οποιαδήποτε a, a′∶A υπάρχει ένας µετασχηµατισµός

(p∶a = a′) p−1∶a′ = a

ο οποίος ιϰανοποιεί τη σχέση refla−1 ≡ refla .

Απόδειξη. Θεωρούµε την οιϰογένεια (x ∶A) C(x), όπου C(x) ∶≡ x = a, ϰαι ορίζουµε
τον µετασχηµατισµό (x∶A, y∶a = x) t(x, y)∶C(x) µέσω τής αναδροµής

t(a, refla) ∶≡ refla .

Τέλος, ϑέτουµε p−1 ∶≡ t(a′, p). Το δεύτερο ζητούµενο είναι άµεσο:

refla
−1 ≡ t(a, refla) ≡ refla .

Με τη βοήϑεια του αναδροµέα τής ισότητας, το p−1 γράφεται

p−1 ∶≡ reca=a′ (refla , p).

Παρατηρήστε ότι η οµοιότητα του p−1 µε το ap(x∶A) x (p) είναι µόνο φαινοµενιϰή: Στη
µία περίπτωσηη οιϰογένειαως προς την οποία ϰάνουµε αναδροµή είναι η (x∶A)a = x ,
ενώστην άλλη η (x∶A)x = a. Το δίδαγµα είναι ότι είναι σηµαντιϰό, όταν δίνουµε έναν
ορισµό µε αναδροµή ή επιϰαλούµαστε τον αναδροµέα τής ισότητας, να αναφέρουµε
την οιϰογένεια στην οποία ο οριζόµενος µετασχηµατισµός παίρνει τιµές.

Για τη µεταβατιϰότητα έχουµε το αϰόλουϑο:

Λήµµα 3. Για οποιαδήποτε a, a′, a′′∶A υπάρχει ένας µετασχηµατισµός

(p∶a = a′, q∶a′ = a′′) p ⋅ q∶a = a′′

ο οποίος ιϰανοποιεί τη σχέση refla ⋅ refla ≡ refla .

Απόδειξη. Θεωρούµε την οιϰογένεια (x∶A) a = x , ϰαι ορίζουµε τον µετασχηµατισµό
(x∶A, y∶a′ = x) t(x, y)∶a = x µέσω τής αναδροµής

t(a′, refla′ ) ∶≡ p.

Τέλος, ϑέτουµε p ⋅ q ∶≡ t(a′′, q). Στην περίπτωση που a ≡ a′ ≡ a′′, έχουµε

refla ⋅ refla ≡ t(a, refla) ≡ refla .

Μπορούµε επίσης να εϰφράσουµε το p ⋅ q χρησιµοποιώντας τόν αναδροµέα τής
ισότητας:

p ⋅ q ∶≡ reca′=a′′ (p, q).
Για λόγους οµοιοµορφίας, διατυπώνουµε ϰαι το τετριµµένο λήµµα που διευϑετεί

την αναϰλαστιϰότητα:

Λήµµα 4. Για οποιοδήποτε a∶A υπάρχει ένα

1∶a = a

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση 1 ≡ refla .
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3.3 Επαγωγή
Η προσϑήϰη οιϰογενειών τύπων στη ϑεωρία µάς δίνει τη δυνατότητα να ισχυρο-

ποιήσουµε τις αρχές αναδροµής τών διαφόρων τύπων. Θα πάρουµε ως παράδειγµα
τους φυσιϰούς αριϑµούς: Η έννοια ενός αναδροµιϰού ορισµού

t(0) ∶≡ c,
t(s(n)) ∶≡ fn(t(n)),

όπου c∶C ϰαι (n∶Nat, x∶C) fn(x)∶C , είναι ότι ο t µπορεί να υπολογιστεί σε βήµατα:

t(0) ≡ c,
t(1) ≡ f0(t(0)),
t(2) ≡ f1(t(1)),

ϰαι ούτω ϰαϑεξής. Σχηµατιϰά, οι τιµές τού t λαµβάνονται «ϰυνηγώντας» τό c ϰατά
µήϰος τού διαγράµµατος

C
f0⟶ C

f1⟶ C
f2⟶ ⋯ .

Η ίδια, όµως, διαδιϰασία υπολογισµού εφαρµόζεται ϰαι στο γενιϰότερο διάγραµµα

C0
f0⟶ C1

f1⟶ C2
f2⟶ ⋯ ,

όπου, αντί για έναν τύπο C , έχουµε µία οιϰογένεια τύπων (n∶Nat) Cn . Οδηγούµαστε
έτσι στην αρχή τής επαγωγής τού Nat: ∆οϑέντων

• µιας οιϰογένειας τύπων (x∶Nat) C(x),

• ενός c0∶C(0), ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶Nat, y∶C(x)) cs(x, y)∶C(s(x)),

οι σχέσεις

t(0) ∶≡ c0,
t(s(n)) ∶≡ cs(n, t(n))

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό

(x∶Nat) t(x)∶C(x).

Με ανάλογο τρόπο γενιϰεύονται οι αρχές αναδροµής των άλλων τύπων. Η αρχή
τής επαγωγής για τον BTree, π.χ., διαµορφώνεται ως εξής: ∆οϑέντων

• µιας οιϰογένειας (x∶BTree) C(x),

• ενός ctriv∶C(triv), ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού

(x∶BTree, y∶BTree, z∶C(x), w∶C(y)) cjoin(x, y, z, w)∶C(join(x, y)),
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οι σχέσεις

t(triv) ∶≡ ctriv,
t(join(r , s)) ∶≡ cjoin(r , s, t(r), t(s))

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό (x∶BTree) t(x)∶C(x).

΄Ασϰηση 3.2. ∆ιατυπώστε τις αρχές επαγωγής των List(A) ϰαι Bool.

Λύση. ∆ιατυπώνουµε την αρχή επαγωγής για τον List(A): ∆οϑέντων

• µιας οιϰογένειας (x∶List(A)) C(x),

• ενός cnil∶C(nil), ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶List(A), y∶A, z∶C(x)) ccons(x, y, z)∶C(cons(x, y)),

οι σχέσεις

t(nil) ∶≡ cnil,
t(cons(l, a)) ∶≡ ccons(l, a, t(l)),

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό (x∶List(A)) t(x)∶C(x).
Η αρχή τής επαγωγής τού Nat οφείλει την ονοµασία της στο ότι εµπεριέχει την

οιϰεία µέϑοδο απόδειξης ιδιοτήτων των φυσιϰών µε επαγωγή: Εάν �(x) είναι µία
ιδιότητα φυσιϰών αριϑµών, από µία απόδειξη c0 τής �(0) ϰαι µία απόδειξη cs(x, y)
τής �(s(x)) από την �(x) λαµβάνουµε, µέσω τού µετασχηµατισµού t που ορίζεται µε
επαγωγή από τα c0 ϰαι cs, µία απόδειξη t(x) τής �(x) για τυχόντα φυσιϰό αριϑµό x .

Η γενίϰευση του αναδροµέα για την αρχή τής επαγωγής ονοµάζεται επαγωγέας
ϰαι συµβολίζεται ind· για τους φυσιϰούς αριϑµούς, έχει τη µορφή

(z∶C(0), (x∶Nat, y∶C(x)) w(x, y)∶C(s(x)), n∶Nat) indNat (z, w, n)∶C(n).

Ως παράδειγµα εφαρµογής τής αρχής τής επαγωγής, ας υποϑέσουµε ότι ϑέλουµε
να δείξουµε ότι η πρόσϑεση φυσιϰών αριϑµών είναι αντιµεταϑετιϰή,

n +m = m + n,

µε επαγωγή στο n. Αφ΄ ενός έχουµε να δείξουµε ότι 0+m = m+0, το οποίο, δεδοµένου
ότι m + 0 ≡ m, γράφεται ισοδύναµα

0 +m = m. (5)

Αφ΄ ετέρου, έχουµε να δείξουµε ότι εάν n + m = m + n, τότε s(n) + m = m + s(n), το
οποίο, δεδοµένου ότιm + s(n) ≡ s(m + n), ϰαι αξιοποιώντας τήν επαγωγιϰή υπόϑεση,
γράφεται ισοδύναµα

s(n) +m = s(n +m). (6)

Παρατηρήστε ότι οι σχέσεις (5) ϰαι (6) είναι οι ορίζουσες σχέσεις τής πρόσϑεσης
αντεστραµµένες· αυτό φαίνεται ϰαλύτερα εάν ϑεσουµε m +′ n ∶≡ n +m:

m +′ 0 = m,
m +′ s(n) = s(m +′ n).

Αυτό που µόλις διαπιστώσαµε είναι ειδιϰή περίπτωση του εξής αποτελέσµατος.
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Θεώρηµα 5 (µοναδιϰότητα του de�niendum). Ας ϑεωρήσουµε τον αναδροµιϰό ορισµό

t(0) ∶≡ c0,
t(s(n)) ∶≡ cs(n, t(n)),

όπου c0 ∶C ϰαι (x ∶Nat, y ∶C) cs(x, y) ∶C , ϰαι ας υποϑέσουµε ότι µας έχει δοϑεί ένας
µετασχηµατισµός (x∶Nat) u(x)∶C µαζί µε τα εξής δεδοµένα:

1. ένα p0∶u(0) = c0, ϰαι

2. έναν µετασχηµατισµό (x∶Nat) ps(x)∶u(s(x)) = cs(x, u(x)).

Τότε, υπάρχει ένας µετασχηµατισµός

(x∶Nat) p(x)∶u(x) = t(x).

Απόδειξη. Θα ορίσουµε τον p µε επαγωγή. Η µία ρήτρα τού ορισµού είναι προφανής:

p(0) ∶≡ p0∶u(0) = c0 ≡ t(0). (7)

΄Οσον αφορά την άλλη, εάν p(n)∶u(n) = t(n), τότε παίρνουµε

ps(n)∶u(s(n)) = cs(n, u(n))

ϰαι
ap(y∶C) cs(n,y)(p(n))∶cs(n, u(n)) = cs(n, t(n)) ≡ t(s(n))

οπότε µπορούµε να επιϰαλεστούµε τη µεταβατιϰότητα της ισότητας ϰαι να ϑέσουµε

p(s(n)) ∶≡ ps(n) ⋅ ap(y∶C) cs(n,y)(p(n))∶u(s(n)) = t(s(n)). (8)

Ο p ορίστηϰε µε επαγωγή από τις (7) ϰαι (8).

΄Ασϰηση 3.3. ∆ιατυπώστε ϰαι αποδείξτε τό ανάλογο του ϑεωρήµατος 5 για λίστες.

΄Ασϰηση 3.4. Συµπληρώστε τήν απόδειξη της αντιµεταϑετιϰότητας της πρόσϑεσης.
Συγϰεϰριµένα, ορίστε, µε επαγωγή στο m, µετασχηµατισµούς

(m∶Nat) p0(m)∶0 +m = m

ϰαι
(n,m∶Nat) ps(n,m)∶s(n) +m = s(n +m)

ϰαι µετά εφαρµόστε το ϑεώρηµα 5 για να συµπεράνετε, για οποιοδήποτεm∶Nat, την
ύπαρξη ενός µετασχηµατισµού

(n∶Nat) p(n)∶n +m = m + n.

3.4 Ασϰήσεις
΄Ασϰηση 3.5. ∆είξτε ότι η πρόσϑεση λιστών είναι προσεταιριστιϰή, περιγράφοντας,
για οποιαδήποτε j, k, l∶List(A), ένα µέλος τού τύπου

(j + k) + l = j + (k + l).

[Υπόδειξη: Κάντε επαγωγή στο l.]
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Λύση. Θα ϰάνουµε επαγωγή στο l. Αυτό σηµαίνει ότι ϑα χρησιµοποιήσουµε την
αρχή τής επαγωγής τού τύπου List(A) για να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό

(l∶List(A)) t(l)∶(j + k) + l = j + (k + l).

Κατά πρώτον, πρέπει να ορίσουµε το

t(nil)∶(j + k) + nil = j + (k + nil).

Από τον ορισµό τής πρόσϑεσης, όµως, παρατηρούµε ότι

(j + k) + nil ≡ j + k ≡ j + (k + nil),

οπότε µπορούµε να ϑέσουµε
t(nil) ∶≡ reflj+k .

Κατά δεύτερον, ας υποϑέσουµε ότι έχουµε το t(l)∶(j + k) + l = j + (k + l), ϰαι ϑέλουµε
να ορίσουµε το

t(cons(l, a))∶(j + k) + cons(l, a) = j + (k + cons(l, a)).

Οι υπολογισµοί των σϰελών αυτής της ισότητας δίνουν

(j + k) + cons(l, a) ≡ cons((j + k) + l, a),
j + (k + cons(l, a)) ≡ j + cons(k + l, a)

≡ cons(j + (k + l), a).

Εφ΄ όσον t(l)∶(j + k) + l = j + (k + l), µπορούµε να εφαρµόσουµε το λήµµα 1 ϰαι να
ϑέσουµε

t(cons(l, a)) ∶≡ ap(x∶List(A)) cons(x,a)(t(l))∶cons((j + k) + l, a) = cons(j + (k + l), a).

Από την αρχή τής επαγωγής τού List(A) λαµβάνουµε, για οποιαδήποτε λίστα
l∶List(A), το µέλος t(l) τού (j + k) + l = j + (k + l).

΄Ασϰηση 3.6. ∆οϑέντος ενός µετασχηµατισµού (x∶A) u(x)∶B, δείξτε ότι, για οποια-
δήποτε k, l∶List(A),

List(u)(k + l) = List(u)(k) + List(u)(l).

[Υπόδειξη: Κάντε επαγωγή στο l.]

΄Ασϰηση 3.7 (Φυσιϰότητα του cat). ∆οϑέντος ενός µετασχηµατισµού (x∶A) u(x)∶B,
δείξτε ότι, για οποιοδήποτε L∶List(List(A)),

cat(List(List(u))(L)) = List(u)(cat(L)).

[Υπόδειξη: Κάντε επαγωγή στο L.]
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4 Λογιϰή
Υπάρχει στενή σχέση ανάµεσα στη ϑεωρία τύπων ϰαι τη λογιϰή, ιδιαίτερα τη

ϑεωρία αποδείξεων. Μία πτυχή τής σχέσης αυτής, η οποία σϰιαγραφήϑηϰε ήδη στο
προηγούµενο ϰεφάλαιο, αφορά την ερµηνεία των προτάσεων ως τύπων, γνωστή ϰαι
ως αντιστοιχίαCurry-Howard. Ωστόσο, εδώ υποϰρύπτεται ένα σηµαντιϰά βαϑύτερο
γεγονός, που έχει να ϰάνει µε την ανάγνωση της ϑεωρίας τύπων ως ϑεωρίας νοήµα-
τος των αναλυτιϰών προτάσεων. Το ζήτηµα του προσδιορισµού των αναλυτιϰών
προτάσεων έχει πλούσια ιστορία ϰαι συνδέεται µε διάφορα άλλα εξαιρετιϰά εν-
διαφέροντα φιλοσοφιϰά ερωτήµατα, η πραγµάτευση των οποίων ξεφεύγει από τους
σϰοπούς αυτών των σηµειώσεων. Θα προσπαϑήσουµε µόνο να σϰιαγραφήσουµε το
σϰεπτιϰό στη βάση τού οποίου οιϰοδοµείται η σχέση µεταξύ λογιϰής ϰαι ϑεωρίας
τύπων.

4.1 Η έννοια του τεϰµηρίου αλήϑειας
Η αποδειϰτιϰή διαδιϰασία έχει απολύτως ϰεντριϰή ϑέση στα µαϑηµατιϰά. Και

διϰαίως, αφού είναι ο τρόπος µε τον οποίο αποϰτούµε γνώση των µαϑηµατιϰών
προτάσεων. Ποια είναι, όµως, η σχέση ανάµεσα στην απόδειξη ϰαι τη γνώση;
Στο [3], ο Martin-Löf περιγράφει το αποδειϰνύειν µία πρόταση � ως την πρόσϰτηση
ή ϰατασϰευή ή σύλληψη ενός τεϰµηρίου αλήϑειας της �. Τότε, το γνωρίζειν την �
νοείται ως το έχειν αποδείξει την �, δηλαδή ως η ϰατοχή ενός τεϰµηρίου αλήϑειας
της �.

Μία απόδειξη ενδέχεται, εϰτός από συµπέρασµα, να έχει ϰαι υποϑέσεις. Στην
περίπτωση αυτή, η γνώση η οποία ϰοµίζεται είναι ϰατά συνϑήϰη. ΄Αλλως ειπείν, µία
απόδειξη µε υποϑέσεις παρέχει σε ϰάποιον που γνωρίζει τις υποϑέσεις έναν τρόπο
να γνωρίσει το συµπέρασµα. ∆οϑέντος ότι το γνωρίζειν συνίσταται στην ϰατοχή
ενός τεϰµηρίου αλήϑειας, οδηγούµαστε στην εξής

∆ιαπίστωση. Μία απόδειξη παριστάνει έναν µετασχηµατισµό των τεϰµηρίων αλήϑειας
ϰάποιων προτάσεων (των υποϑέσεων) σε τεϰµήρια αλήϑειας ϰάποιας πρότασης (του
συµπεράσµατος).

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, έχουµε διευϰρινίσει τη σχέση µεταξύ απόδειξης ϰαι
γνώσης. Μένει αϰόµα να πούµε ποια είναι τα τεϰµήρια αλήϑειας των προτάσε-
ων. Σχετιϰά µε αυτό, παρατηρήστε ότι το τι συνιστά τεϰµήριο αλήϑειας ϰαϑεµιάς
πρότασης είναι αϰριβώς ό,τι χρειάζεται να γνωρίζει ϰανείς προϰειµένου να είναι
σε ϑέση τόσο να διατυπώνει αποδείξεις, όσο ϰαι να ϰατανοεί τις αποδείξεις που
διατυπώνουν άλλοι ως τέτοιες. Αυτή, όµως, είναι η λειτουργία τού νοήµατος:

Ορισµός 6. Αποδειϰτιϰό ή ϑετιϰό νόηµα (ή, απλώς, νόηµα) µιας πρότασης ονοµάζεται
το τι συνιστά τεϰµήριο αλήϑειας αυτής.

Το σϰεπτιϰό αυτού του ορισµού είναι ότι στα µαϑηµατιϰά, αλλά ϰαι σε ϰάϑε άλλο
πεδίο στο οποίο η αποδειϰτιϰή διαδιϰασία έχει ϰεντριϰό ρόλο, οι προτάσεις «ϰου-
βαλούν» το ϑετιϰό τους νόηµα, ϰαϑώς αυτό είναι που προσδιορίζει τους τρόπους µε
τους οποίους συµµετέχουν σε αποδείξεις.

4.2 Προτασιαϰή λογιϰή
΄Οσον αφορά τον προσδιορισµό τού νοήµατος των διαφόρων προτάσεων, παρα-

τηρήστε ότι ένας ορισµός είναι µία πράξη απόδοσης νοήµατος σε ένα σύµβολο, έναν
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όρο ή µία οποιαδήποτε άλλη, ενδεχοµένως σύνϑετη, γλωσσιϰή έϰφραση. Αυτό ση-
µαίνει, αντίστροφα, ότι η σχέση ανάµεσα σε µία γλωσσιϰή έϰφραση ϰαι στο νόηµά
της µπορεί να είναι αντιϰείµενο ορισµού, ϰι αυτό ισχύει ιδιαίτερα για προτάσεις1.
Από την άλλη µεριά, ο προσδιορισµός τού νοήµατος των προτάσεων µιας προϋπάρ-
χουσας γλώσσας δε µπορεί να είναι αυϑαίρετος, αλλά ϑα πρέπει να στηρίζεται σε
µία νοηµατιϰή ανάλυση αυτής της γλώσσας. Προϰειµένου για τη χρήση των λογι-
ϰών σταϑερών στα ϰατασϰευαστιϰά µαϑηµατιϰά, η σχετιϰή ανάλυση συνοψίζεται
στην ερµηνεία Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK), η οποία, για τους συνδέσµους,
έχει ως εξής:

• ΄Ενα τεϰµήριο αλήϑειας της �& αποτελείται από ένα τεϰµήριο αλήϑειας της
� ϰαι ένα τεϰµήριο αλήϑειας της  .

• Τεϰµήρια αλήϑειας της � ∨  είναι τα τεϰµήρια αλήϑειας της � ϰαϑώς ϰαι
εϰείνα της  .

• Τεϰµήριο αλήϑειας της � ⊃  είναι ένας µετασχηµατισµός τών τεϰµηρίων
αλήϑειας της � σε τεϰµήρια αλήϑειας της  .

• Η ⊥ δεν έχει τεϰµήρια αλήϑειας.

• Η ⊤ έχει ένα τεϰµήριο αλήϑειας.

Τέλος, η άρνηση ¬� µιας πρότασης � ορίζεται ως η πρόταση � ⊃ ⊥.
Η BHK διευϰρινίζει τον τρόπο µε τον οποίο οι λογιϰές σταϑερές χρησιµοποιο-

ύνται στα ϰατασϰευαστιϰά µαϑηµατιϰά. Το ϰάνει, δε, αυτό, περιγράφοντας το νόηµα
ϰαϑεµιάς σύνϑετης πρότασης συναρτήσει των νοηµάτων των απλούστερων προ-
τάσεων από τις οποίες έχει συντεϑεί. Μάλιστα, ϰαϑεµιά από τις ρήτρες τής BHK
είναι ένα επαγωγιϰό σχήµα. Συνεπεία αυτού, µπορούµε να πούµε ότι το νόηµα ϰα-
ϑεµιάς πρότασης είναι ο τύπος των τεϰµηρίων αλήϑειας αυτής. Αυτό µας επιτρέπει
να χρησιµοποιούµε τυποϑεωρητιϰή ορολογία ϰαι τυποϑεωρητιϰό συµβολισµό όταν
µιλάµε για προτάσεις· µεταξύ άλλων, γράφουµε x ∶� για να δηλώσουµε ότι το x
είναι τεϰµήριο αλήϑειας της �. Θα εξετάσουµε τους συνδέσµους ϰατά σειράν.

Σύζευξη

Στην BHK, οι ϰατασϰευαστές των (τεϰµηρίων αλήϑειας των) διαφόρων προ-
τάσεων έχουν αποσιωπηϑεί. Ωστόσο, προς χάριν τής τυποϑεωρητιϰής πραγµάτευ-
σης, χρειάζεται να τους εµφανίσουµε. ΄Ετσι, ορίζουµε την σύζευξη �1 & �2 δύο
προτάσεων �1 ϰαι �2 µέσω τού ϰατασϰευαστή (τεϰµηρίων αλήϑειας)

• Εάν a1∶�1 ϰαι a2∶�2, τότε pair(a1, a2)∶�1 & �2,

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

a1∶�1 a2∶�2 .
pair(a1, a2)∶�1 & �2

1Ο όρος πρόταση αντιστοιχεί, στα αγγλιϰά, στους δύο όρους sentence ϰαι proposition, ο πρώτος εϰ των
οποίων αναφέρεται στην πρόταση ως γλωσσιϰή έϰφραση, ενώ ο δεύτερος στο νόηµα ή τη σηµασία µιας
τέτοιας γλωσσιϰής έϰφρασης· ισοδύναµα, µία πρόταση-proposition είναι ένα προτασιαϰό νόηµα, ϰαι µία
πρόταση-sentence είναι µία γλωσσιϰή έϰφραση ενός τέτοιου νοήµατος. ΄Οταν µιλάµε για το νόηµα ή τον
ορισµό µιας πρότασης εννοούµε, ξεϰάϑαρα, την πρόταση ως γλωσσιϰή έϰφραση.
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Παραλείποντας τα τεϰµήρια αλήϑειας παίρνουµε τον ϰανόνα απαγωγής

�1 �2 &
�1 & �2

που εϰφράζει το στοιχειώδες λογιϰό γεγονός ότι από δύο προτάσεις µπορούµε να
συµπεράνουµε τη σύζευξή τους. Ο ϰανόνας αυτός ονοµάζεται ϰανόνας εισαγωγής
(introduction rule) τής σύζευξης, διότι περιγράφει τον (ϰανονιϰό) τρόπο µε τον οποίο
µία σύζευξη εµφανίζεται ως συµπέρασµα µιας απόδειξης.

΄Οπως ϰάϑε τύπος, η σύζευξη ιϰανοποιεί µία αρχή αναδροµής, η οποία λέει ότι,
δοϑέντος ενός µετασχηµατισµού (x1∶�1, x2∶�2) cpair(x1, x2)∶� , η σχέση

t(pair(a1, a2)) ∶≡ cpair(a1, a2)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x∶�1 & �2) t(x)∶� . Η αρχή αυτή συνοψίζεται σε έναν
αναδροµέα

((x1∶�1, x2∶�2) z(x1, x2)∶�, x∶�1 & �2) rec�1&�2 (z, x)∶�

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

(x1∶�1, x2∶�2)...
z(x1, x2)∶� x∶�1 & �2 ,

rec�1&�2 (z, x)∶�

οριζόµενο από τη σχέση

rec�1&�2 (z, pair(a1, a2)) ∶≡ z(a1, a2).

Εάν από τον ϰανόνα σχηµατισµού τού rec�1&�2 παραλείψουµε τα τεϰµήρια α-
λήϑειας παίρνουµε τον ϰανόνα απαγωγής

(�1, �2)...
� �1 & �2 & ,

�

ο οποίος εϰφράζει τον τρόπο µε τον οποίο µία σύζευξη µπορεί να χρησιµοποιηϑεί ως
υπόϑεση, ϰαι γι΄ αυτό λέγεται ϰανόνας απαλοιφής (elimination rule) τής σύζευξης.

∆ιάζευξη

΄Οµοια, η διάζευξη έχει τον επαγωγιϰό ορισµό
a1∶�1

in1(a1)∶�1 ∨ �2

a2∶�2 .
in2(a2)∶�1 ∨ �2

Κι εδώ µπορούµε να παραλείψουµε τα τεϰµήρια αλήϑειας ϰαι να πάρουµε τους
ϰανόνες εισαγωγής τής διάζευξης

�1
�1 ∨ �2

�2 ∨ ,
�1 ∨ �2
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οι οποίοι εϰφράζουν το γεγονός ότι µπορούµε να συµπεράνουµε µία διάζευξη από
εϰάτερη των διαζευϰτέων.

Η αρχή τής αναδροµής για τη διάζευξη έχει ως εξής: ∆οϑέντων δύο µετασχηµα-
τισµών (x1∶�1) cin1 (x1)∶� ϰαι (x2∶�2) cin2 (x2)∶� , οι σχέσεις

t(in1(a1)) ∶≡ cin1 (a1),
t(in2(a2)) ∶≡ cin2 (a2)

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό (x∶�1 ∨ �2) t(x)∶� . Ο αναδροµέας τής διάζευξης έχει
τον ϰανόνα σχηµατισµού

(x1∶�1)...
z1(x1)∶�

(x2∶�2)...
z2(x2)∶� x∶�1 ∨ �2

rec�1∨�2 (z1, z2, x)∶�

ϰαι ορίζεται από τις σχέσεις

rec�1∨�2 (z1, z2, in1(a1)) ∶≡ z1(a1),

rec�1∨�2 (z1, z2, in2(a2)) ∶≡ z2(a2).

∆ιαγράφοντας τα τεϰµήρια αλήϑειας από τον ϰανόνα σχηµατισµού τού rec�1∨�2
παίρνουµε τον ϰανόνα απαλοιφής τής διάζευξης

(�1)...
�

(�2)...
� �1 ∨ �2 ∨ ,
�

ο οποίος περιγράφει την απόδειξη µε διάϰριση περιπτώσεων.

Συνεπαγωγή

Η περίπτωση της συνεπαγωγής παρουσιάζει λίγο µεγαλύτερο ενδιαφέρον. Εδώ,
ο ορισµός έχει τη µορφή

• Εάν ο (x ∶�) b(x)∶ είναι µετασχηµατισµός των τεϰµηρίων αλήϑειας της �
σε τεϰµήρια αλήϑειας της  , τότε το �(x∶�) b(x) είναι τεϰµήριο αλήϑειας της
� ⊃  .

Η ιδιαιτερότητα της (µοναδιϰής) ρήτρας αυτού τού ορισµού είναι ότι, σε αντίϑεση
µε όλους τούς επαγωγιϰούς ορισµούς των άλλων συνδέσµων, εισάγει έναν ϰατα-
σϰευαστή, την �-αφαίρεση, ο οποίος δέχεται ένα όρισµα που δεν είναι µέλος ϰάποιου
τύπου, παρά είναι το ίδιο µετασχηµατισµός. Αυτό ανταναϰλάται ϰαι στον αντίστοι-
χο ϰανόνα σχηµατισµού, ο οποίος έχει τη µορφή

(x∶�)
...

b(x)∶ 
.

�(x∶�) b(x)∶� ⊃  
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Τα τεϰµήρια αλήϑειας των συνεπαγωγών ονοµάζονται συναρτήσεις. Θα ταίριαζε,
εποµένως, να γράφαµε function(x ∶�) b(x) αντί για �(x ∶�) b(x), µια ϰαι αυτό που
δηλώνεται εδώ είναι µία συνάρτηση µε όρισµα x ϰαι σώµα b(x). Ωστόσο, το σύµβολο
� είναι ϰαϑιερωµένο στη λογιϰή ϰαι τη ϑεωρία τύπων, ϰαι δε ϑα επιχειρήσουµε να
το αλλάξουµε.

Παραλείποντας τα τεϰµήρια αλήϑειας παίρνουµε τον ϰανόνα εισαγωγής τής
συνεπαγωγής

(�)
...
 

⊃
� ⊃  

ο οποίος, σε άλλες διατυπώσεις τής λογιϰής, είναι γνωστός ως ϑεώρηµα απαγωγής.
Η αρχή τής αναδροµής για τη συνεπαγωγή αποτελεί λίγο µεγαλύτερη πρόϰληση,

γι΄ αυτό τη διατυπώνουµε αναλυτιϰά: ΄Εστω � τυχούσα πρόταση, ϰαι ας υποϑέσουµε
ότι µας έχει δοϑεί ένας µετασχηµατισµός ((x ∶�) y(x)∶ ) c�(y)∶� ο οποίος δέχεται
ως όρισµα έναν µετασχηµατισµό τεϰµηρίων αλήϑειας της � σε τεϰµήρια αλήϑειας
της  ϰαι επιστρέφει ένα τεϰµήριο αλήϑειας της � . Με αυτά τα δεδοµένα, η σχέση

t(�(x∶�) b(x)) ∶≡ c�(b)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x∶� ⊃  ) t(x)∶� .
΄Ως συνήϑως, ο αναδροµέας τής συνεπαγωγής λαµβάνεται εµφανίζοντας ως

όρισµα την παράµετρο c� , οπότε έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(
x∶�

y(x)∶ )
...

z(y)∶� f ∶� ⊃  
,

rec�⊃ (z, f )∶�

ϰαι ορίζεται από τη σχέση

rec�⊃ (z, �(x∶�) b(x)) ∶≡ z(b).

Και πάλι, διαγράφοντας τα τεϰµήρια αλήϑειας λαµβάνουµε τον ϰανόνα απαλοιφής
τής συνεπαγωγής

(
�
 )
...
� � ⊃  

⊃ .
�

Εάν συµβολίσουµε � ⊢ � το γεγονός ότι η � έπεται (είναι λογιϰή συνέπεια) των

προτάσεων ϰαι ϰανόνων που ανήϰουν στο σύνολο �, ο (⊃ ) λέει ότι εάν � ∪{
�
 
} ⊢ � ,

τότε � ∪ {� ⊃  } ⊢ � .

Ψευδές

Το ψευδές έχει τον τετριµµένο, ή ϰενό, επαγωγιϰό ορισµό που δεν περιέχει ϰαµία
ρήτρα· ϰατά συνέπεια δεν έχει ϰαι ϰανόνες εισαγωγής. Εφ΄ όσον δεν έχει τεϰµήρια
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αλήϑειας, η αντίστοιχη αρχή αναδροµής λέει απλώς ότι για ϰάϑε πρόταση � ορίζεται
ένας µετασχηµατισµός τεϰµηρίων αλήϑειας της ⊥ σε τεϰµήρια αλήϑειας της � , που
είναι ϰαι ο αναδροµέας

(x∶⊥) rec⊥(x)∶�

τού ψευδούς· υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

x∶⊥ .
rec⊥(x)∶�

∆ιαγράφοντας τα τεϰµήρια αλήϑειας παίρνουµε τον ϰανόνα απαλοιφής τού ψευδούς

⊥ ⊥ ,
�

που είναι γνωστός ϰαι ως ex falso (sequitur) quodlibet.

Αληϑές

Το αληϑές έχει τον ορισµό

• !∶⊤,

η µοναδιϰή ρήτρα τού οποίου γράφεται επίσης

!∶⊤

ϰαι δίνει τον ϰανόνα εισαγωγής
⊤

⊤

που λέει, απλώς, ότι η ⊤ αληϑεύει.
Προϰειµένου να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό των τεϰµηρίων αλήϑειας του

αληϑούς δεν έχουµε παρά να πούµε πώς αυτός δρα στο µοναδιϰό τεϰµήριο αλήϑειας
!∶⊤· αυτό αϰριβώς εϰφράζεται από την αρχή αναδροµής τού αληϑούς: ∆οϑέντος
ενός c!∶� , η σχέση

t(!) ∶≡ c!

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x∶⊤) t(x)∶� . ΄Ετσι ϰαι ο αναδροµέας τού αληϑούς

(x∶�, y∶⊤) rec⊤(x, y)∶�

ορίζεται από τη σχέση
rec⊤(x, !) ∶≡ x.

Ο rec⊤ έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

x∶� y∶⊤
,

rec⊤(x, y)∶�

από τον οποίο αφαιρώντας τά τεϰµήρια αλήϑειας παίρνουµε τον ϰανόνα απαλοιφής
τού αληϑούς

� ⊤ ⊤ .
�
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4.2.1 Ειδιϰοί ϰανόνες απαλοιφής

Εάν ένας σύνδεσµος έχει αϰριβώς έναν ϰανόνα εισαγωγής, ο µοναδιϰός αυτός
ϰανόνας εισαγωγής µπορεί επίσης να διαβαστεί από ϰάτω προς τα επάνω. Τα προ-
ϊόντααυτής τής αντιστροφής λέγονται ειδιϰοί (special) ϰανόνες απαλοιφής (ϰαι, ενίοτε,
για αντιδιαστολή, οι άλλοι ϰανόνες απαλοιφής ονοµάζονται γενιϰοί ). Προϰειµένου
για τη σύζευξη, αυτοί είναι οι

�1 & �2
�1

�1 & �2 & .
�2

Για τη συνεπαγωγή έχουµε τον ϰανόνα

� ⊃  �
⊃ ,

 

γνωστό ϰαι ωςmodus ponens. Τέλος, για το αληϑές έχουµε µηδέν το πλήϑος ειδιϰούς
ϰανόνες απαλοιφής.

Για ϰαϑέναναπό τους τρεις παραπάνωσυνδέσµους, οι ειδιϰοί ϰανόνεςαπαλοιφής
είναι ισοδύναµοι µε τον (γενιϰό) ϰανόνα απαλοιφής. Για να το δείξουµε αυτό για τη
σύζευξη, ϑεωρούµε τους µετασχηµατισµούς

x∶�1 & �2
pr1(x)∶�1

x∶�1 & �2 ,
pr2(x)∶�2

οι οποίοι ορίζονται µέσω των αναδροµών

pr1(pair(a1, a2)) ∶≡ a1,
pr2(pair(a1, a2)) ∶≡ a2.

΄Οπως ϰαι ϰάϑε άλλος µετασχηµατισµός που ορίζεται µε αναδροµή, οι pr1 ϰαι pr2
µπορούν να εϰφραστούν µε τη βοήϑεια του rec�1&�2 · αντιστρόφως, ο rec�1&�2 ορίζε-
ται από τους pr1 ϰαι pr2 µέσω τής σχέσης

rec�1&�2 (z, x) ∶≡ z(pr1(x), pr2(x)).

΄Ασϰηση 4.1. Επαληϑεύστε ότι ο έτσι ορισµένος rec�1&�2 ιϰανοποιεί τις ορίζουσες
σχέσεις τού αναδροµέα τής σύζευξης.

Για να ταϰτοποιήσουµε τη συνεπαγωγή, ϑεωρούµε τον µετασχηµατισµό

f ∶� ⊃  x∶�
.

applyf (x)∶ 

ο οποίος ορίζεται µέσω της αναδροµής

apply�(x∶�) b(x)(a) ∶≡ b(a).

Ο rec�⊃ ορίζεται από τον apply µέσω τής σχέσης

rec�⊃ (z, f ) ∶≡ z((x∶�) applyf (x)).

΄Ασϰηση 4.2. Επαληϑεύστε ότι ο έτσι ορισµένος rec�⊃ ιϰανοποιεί την ορίζουσα
σχέση τού αναδροµέα τής συνεπαγωγής.
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Για την περίπτωση του αληϑούς, αρϰεί να παρατηρήσουµε ότι ο rec⊤ ορίζεται
ϰαι χωρίς αναδροµή:

rec⊤(x, y) ∶≡ x.

Αυτό ανταναϰλά το γεγονός ότι ο ϰανόνας απαλοιφής τού αληϑούς είναι περιττός.

΄Ασϰηση4.3. Επαληϑεύστε ότι ο έτσι ορισµένος rec⊤ ιϰανοποιεί την ορίζουσασχέση
τού αναδροµέα τού αληϑούς.

∆υνάµει τού παραπάνω ϑεωρήµατος, είναι ϰαϑιερωµένο στη φυσιϰή απαγωγή
να χρησιµοποιούνται οι ειδιϰοί ϰανόνες απαλοιφής όπου είναι διαϑέσιµοι.

4.2.2 Παραδείγµατα

Ως πρώτο παράδειγµα, ας δούµε πώς από τις � ⊃  ϰαι  ⊃ � µπορούµε να
συµπεράνουµε την � ⊃ � :

 ⊃ �
� ⊃  (�)

⊃
 

⊃
� ⊃

� ⊃ � .

΄Οπως συνηϑίζεται στα µαϑηµατιϰά, γράψαµε την απόδειξη χωρίς να αναφέρουµε
τα τεϰµήρια αλήϑειας των εµπλεϰόµενων προτάσεων. Ωστόσο, ανατρέχοντας στους
ϰανόνες σχηµατισµού από τους οποίους προέρχονται οι διάφοροι λογιϰοί ϰανόνες,
µπορούµε από µία απόδειξη να εϰµαιεύσουµε τον µετασχηµατισµό τον οποίο πα-
ριστάνει. Προϰειµένου για την απόδειξη του παραδείγµατος, ο µετασχηµατισµός
αυτός είναι ο

(f ∶� ⊃  , g∶ ⊃ �) g ◦ f ,

όπου
g ◦ f ∶≡ �(x∶�) applyg (applyf (x))

είναι η σύνϑεση συναρτήσεων. Υπάρχουν επίσης ταυτοτιϰές συναρτήσεις:

(x∶�)
⊃

id� ∶≡ �(x∶�) x∶� ⊃ � .

4.3 Κατηγορηµατιϰή λογιϰή
Για τους ποσοδείϰτες, οι σχετιϰές ρήτρες τής BHK είναι οι εξής:

• ΄Ενα τεϰµήριο αλήϑειας της ∃(x ∶A) �(x) αποτελείται από ένα µέλος a τού
τύπου A ϰαι ένα τεϰµήριο αλήϑειας της πρότασης �(a).

• Τεϰµήριο αλήϑειας της ∀(x∶A) �(x) είναι ένας µετασχηµατισµός που απειϰο-
νίζει ϰαϑένα µέλος a τού τύπου A σε ένα τεϰµήρια αλήϑειας της πρότασης
�(a).
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Υπαρϰτιϰός ποσοδείϰτης

΄Εστω (x ∶A) �(x) οιϰογένεια προτάσεων. Η πρόταση ∃(x ∶A) �(x) έχει τον
ϰατασϰευαστή

• Εάν a∶A ϰαι b∶�(a), τότε pair(a, b)∶∃(x∶A) �(x).

Χρησιµοποιούµε το ίδιο όνοµα για τον ϰατασϰευαστή τού υπαρϰτιϰού ποσοδείϰτη
µε αυτό που χρησιµοποιήσαµε για τον ϰατασϰευαστή τής σύζευξης. Αυτό είναι
εσϰεµµένο: Από τυποϑεωρητιϰή άποψη, η υπαρϰτιϰή ποσόδειξη δεν είναι παρά µία
εξαρτώµενη (dependent) σύζευξη.

Ως ϰανόνας σχηµατισµού, η ρήτρα τού παραπάνω ορισµού γράφεται

a∶A b∶�(a)
.

pair(a, b)∶∃(x∶A) �(x)

Παραλείποντας τα τεϰµήρια αλήϑειας από τον παραπάνω ϰανόνα παίρνουµε τον
ϰανόνα εισαγωγής τού υπαρϰτιϰού ποσοδείϰτη

a∶A �(a)
∃ ,

∃(x∶A) �(x)

ο οποίος µας λέει ότι δοϑείσης τής �(a) για ϰάποιο a µπορούµε να συµπεράνουµε
την ∃(x∶A) �(x).

Η αρχή τής αναδροµής τού υπαρϰτιϰού ποσοδείϰτη λέει ότι, δοϑέντος ενός
µετασχηµατισµού (x∶A, y∶�(x)) cpair(x, y)∶� , η σχέση

t(pair(a, b)) ∶≡ cpair(a, b)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (w∶∃(x∶A) �(x)) t(w)∶� . Η αρχή αυτή συνοψίζεται σε
έναν αναδροµέα

((x∶A, y∶�(x)) z(x, y)∶�, w) rec∃(x∶A) �(x)(z, w)∶�

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

(x∶A, y∶�(x))
...

z(x, y)∶� w∶∃(x∶A) �(x)
,

rec∃(x∶A) �(x)(z, w)∶�

οριζόµενο από τη σχέση

rec∃(x∶A) �(x)(z, pair(a, b)) ∶≡ z(a, b).

Εάν από τον ϰανόνα σχηµατισµού τού rec∃(x∶A) �(x) παραλείψουµε τα τεϰµήρια
αλήϑειας παίρνουµε τον ϰανόνα απαλοιφής τού υπαρϰτιϰού ποσοδείϰτη

(x∶A, �(x))
...
� ∃(x∶A) �(x)

∃ .
�
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Καϑολιϰός ποσοδείϰτης

΄Εστω (x ∶A) �(x) οιϰογένεια προτάσεων. Η πρόταση ∀(x ∶A) �(x) έχει τον
ϰατασϰευαστή

• Εάν ο (x ∶A) b(x) ∶ �(x) είναι µετασχηµατισµός, τότε το �(x ∶A) b(x) είναι
τεϰµήριο αλήϑειας της ∀(x∶A) �(x).

Και στην περίπτωση του ϰαϑολιϰού ποσοδείϰτη συµβολίζουµε τον ϰατασϰευαστή
όπως τον ϰατασϰευαστή τής συνεπαγωγής: Η ϰαϑολιϰή ποσόδειξη είναι η εξαρ-
τώµενη (dependent) εϰδοχή τής συνεπαγωγής.

Ο � έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού
(x∶A)

...
b(x)∶�(x)

,
�(x∶A) b(x)∶∀(x∶A) �(x)

από τον οποίο παίρνουµε, παραλείποντας τα µέλη, τον ϰανόνα εισαγωγής τού ϰα-
ϑολιϰού ποσοδείϰτη:

(x∶A)
...

�(x)
∀ .

∀(x∶A) �(x)
Απο λογιϰή άποψη, αυτός ο ϰανόνας λέει ότι από µία απόδειξη της �(x) για τυχόν
x∶A µπορούµε να συµπεράνουµε την ∀(x∶A) �(x).

Η αρχή τής αναδροµής για τον ϰαϑολιϰό ποσοδείϰτη είναι επίσης γενίϰευση της
αντίστοιχης αρχής για την συνεπαγωγή: Εάν η � είναι τυχούσα πρόταση, ϰαι µας
έχει δοϑεί ένας µετασχηµατισµός ((x∶A) y(x)∶�(x)) c�(y)∶� , τότε η σχέση

t(�(x∶A) b(x)) ∶≡ c�(b)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (f ∶∀(x ∶A) �(x)) t(f )∶� . ΄Ως συνήϑως, ο αναδροµέας
τού ϰαϑολιϰού ποσοδείϰτη λαµβάνεται εµφανίζοντας ως όρισµα την παράµετρο c� ,
οπότε έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(
x∶A

y(x)∶�(x) )
...

z(y)∶� f ∶∀(x∶A) �(x)
,

rec∀(x∶A) �(x)(z, f )∶�

ϰαι ορίζεται µε αναδροµή από τη σχέση

rec∀(x∶A) �(x)(z, �(x∶A) b(x)) ∶≡ z(b).

Και πάλι, διαγράφοντας τα τεϰµήρια αλήϑειας λαµβάνουµε τον ϰανόνα απαλοιφής
τού ϰαϑολιϰού ποσοδείϰτη

(
x∶A
�(x) )

...
� ∀(x∶A) �(x)

∀ .
�
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Κανόνες εισαγωγής Κανόνες απαλοιφής (Ειδιϰοί)

&
�1 �2
�1 & �2

(�1, �2)...
� �1 & �2

�
�1 & �2
�1

�1 & �2
�2

∨
�1

�1 ∨ �2

�2
�1 ∨ �2

(�1)...
�

(�2)...
� �1 ∨ �2
�

⊃

(�)
...
 

� ⊃  

(
�
 )
...
� � ⊃  

�
� ⊃  �

 

⊥
⊥
�

⊤ ⊤
� ⊤
� ∅

∃
a∶A �(a)
∃(x∶A) �(x)

(x∶A, �(x))
...
� ∃(x∶A) �(x)

�

∀

(x∶A)
...

�(x)
∀(x∶A) �(x)

(
x∶A
�(x) )

...
� ∀(x∶A) �(x)

�
∀(x∶A) �(x) a∶A

�(a)

= a = a
b∶A �(a) a = b

�(b)

Πίναϰας 1: Κανόνες φυσιϰής απαγωγής.
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Ο ϰαϑολιϰός ποσοδείϰτης έχει επίσης έναν ειδιϰό ϰανόνα απαλοιφής,

∀(x∶A) �(x) a∶A
∀ ,

�(a)

ο οποίος, όπως ϰαι στην περίπτωση της συνεπαγωγής, λαµβάνεται από τον ϰανόνα
σχηµατισµού

f ∶∀(x∶A) �(x) a∶A
applyf (a)∶�(a)

τού µετασχηµατισµού apply που ορίζεται από την αναδροµή

apply�(x∶A) b(x)(a) ∶≡ b(a).

Και πάλι, οι δύο ϰανόνες απαλοιφής είναι ισοδύναµοι συνεπεία τού εναλλαϰτιϰού
ορισµού

rec∀(x∶A) �(x)(z, f ) ∶≡ z((x∶A) applyf (x))

τού αναδροµέα τού ϰαϑολιϰού ποσοδείϰτη.

Ισότητα

Ελέγχεται ϰατά πόσον η ισότητα είναι λογιϰή έννοια. Ωστόσο, έχει αρϰετά λο-
γιϰά χαραϰτηριστιϰά ώστε να διϰαιολογείται η ϑέση της στο ϰεφάλαιο της λογιϰής.
Μια ϰαι για την ισότητα έχουµε µιλήσει ήδη στο προηγούµενο ϰεφάλαιο, µπορούµε
να περάσουµε απ΄ ευϑείας στο δια ταύτα.

Η ισότητα προς a έχει τον ϰανόνα εισαγωγής

=a = a

ϰαι τον ϰανόνα απαλοιφής

b∶A �(a) a = b
= ,

�(b)

όπου η (x∶A) �(x) είναι οιϰογένεια προτάσεων.
΄Ολοι οι ϰανόνες φυσιϰής απαγωγής βρίσϰονται συγϰεντρωµένοι στον πίναϰα 1.

5 Στοιχειώδης ϑεωρία τύπων
Η ϰαϑιερωµένη παλέτα τύπων τής MLTT περιλαµβάνει, εϰτός από την ισότητα,

διάφορους πεπερασµένους τύπους (0, 1, ϰλπ.), γινόµενα A × B ϰαι αϑροίσµατα
A + B τύπων, τύπους συναρτήσεων A → B, αϑροίσµατα ∑(x∶A) B(x) ϰαι γινόµενα
∏(x ∶A) B(x) οιϰογενειών, τύπους W, τον τύπο των φυσιϰών αριϑµών, ϰαι, ϰατά
περίπτωση, άλλους γειωµένους τύπους (τύπους λιστών ϰλπ.).

5.1 Ισότητα
Για την ισότητα έχουµε µιλήσει ήδη σε προηγούµενα ϰεφάλαια. Τώρα ϑα ο-

ρίσουµε πάλι την ισότητα, αυτή τη φορά ως οιϰογένεια ως προς αµφότερα τα σϰέλη.
Αυτός ο «συµµετριϰός» ορισµός τής ισότητας, µολονότι είναι ισοδύναµος µε τον
άλλον, έχει περισσότερο τυποϑεωρητιϰό νόηµα.

28



Τύπος Πρόταση

Μέλος Τεϰµήριο αλήϑειας

Μετασχηµατισµός Απόδειξη

0 ⊥
1 ⊤
× &
+ ∨
→ ⊃

∑ ∃

∏ ∀
= =

Πίναϰας 2: Αντιστοιχία µεταξύ τυποϑεωρητιϰών ϰαι λογιϰών εννοιών.

΄Εστω A τύπος. Η ισότητα του A είναι η οιϰογένεια

(x, y∶A) x =A y

που έχει τον ϰατασϰευαστή

(x∶A) reflx ∶x =A x,

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

x∶A
reflx ∶x =A x.

Από λογιϰή άποψη, ο ϰανόνας αυτός λέει ότι η ισότητα είναι σχέση αναϰλαστιϰή.
Η αρχή τής αναδροµής για την ισότητα έχει ως εξής: ∆οϑέντων

• µιας οιϰογένειας (x, y∶A) C(x, y), ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶A) crefl(x)∶C(x, x),

η σχέση
t(a, a, refla) ∶≡ crefl(a)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x, y∶A, p∶x =A y) t(x, y, p)∶C(x, y). Ο ως άνω ορισµός
γράφεται, εναλλαϰτιϰά,

t(a, b, p) ∶≡ recCa=b(crefl, p),

αξιοποιώντας τόν σχετιϰό αναδροµέα

((x∶A) y(x)∶C(x, x), a, b∶A, p∶a =A b) recCa=b(y, p)∶C(a, b).

Ο αναδροµέας αυτός έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(x∶A)
y(x)∶C(x, x) a, b∶A p∶a =A b

recCa=b(y, p)∶C(a, b) ,
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ο οποίος, αναγνωσµένος λογιϰά, λέει ότι η ισότητα είναι η µιϰρότερη αναϰλαστιϰή
σχέση, ϰαι ορίζεται µέσω τής αναδροµής

recCa=a(y, refla) ∶≡ y(a).

Η ισότητα συνοδεύεται επίσης από µία αρχή επαγωγής, η οποία λέει ότι, δο-
ϑέντων

• µιας οιϰογένειας (x, y∶A, p∶x =A y) C(x, y, p), ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶A) crefl(x)∶C(x, x, reflx ),

η σχέση
t(x, x, reflx ) ∶≡ crefl(x)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x, y ∶A, p∶x =A y) t(x, y, p)∶C(x, y, p). ΄Εχουµε έναν
επαγωγέα

((x∶A) y(x)∶C(x, x, reflx ), a, b∶A, p∶a =A b) indCa=b(y, p)∶C(a, b, p),

ο οποίος έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(x∶A)
y(x)∶C(x, x, reflx ) a, b∶A p∶a =A b

indCa=b(y, p)∶C(a, b)

ϰαι ορίζουσα σχέση
indCa=a(y, refla) ∶≡ y(a).

5.2 Τύποι συναρτήσεων
∆οϑέντων δύο τύπων A ϰαι B, ο τύπος A→ B των συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού

A ϰαι πεδίο τιµών B έχει τον ϰατασϰευαστή

((x∶A) b(x)∶B) �(b)∶A→ B,

ή, ως ϰανόνας σχηµατισµού,
(x∶A)
b(x)∶B

�(b)∶A→ B.

Η αρχή επαγωγής τού A→ B είναι ένας τρόπος ορισµού µετασχηµατισµών από τον
A→ B προς οιϰογένειες τής µορφής (f ∶A→ B) C(f ): ∆οϑέντος ενός µετασχηµατι-
σµού

((x∶A) b(x)∶B) c�(b)∶C(�(b))

η σχέση
t(�(b)) ∶≡ c�(b)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (f ∶A → B) t(f ) ∶C(f ). Ο ορισµός αυτός µπορεί να
εϰφραστεί ϰαι µε τη βοήϑεια του επαγωγέα τού A→ B:

t(f ) ∶≡ indCA→B(c� , f ).
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Ο indCA→B έχει τη µορφή

(((x∶A) y(x)∶B) z(y)∶C(�(y)), f ∶A→ B) indCA→B(z, f )∶C(f ),

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

(
x∶A
y(x)∶B )

z(y)∶C(�(y)) f ∶A→ B

indCA→B(z, f )∶C(f ) ,

ϰαι ορίζεται από την αναδροµή

indCA→B(z, �(b)) ∶≡ z(b).

Ο recCA→B είναι η ειδιϰή περίπτωση του indCA→B ϰατά την οποία η οιϰογένεια C είναι
σταϑερή.

Είπαµε ότι οι δύο εϰδοχές τής ισότητας που έχουµε περιγράψει είναι ισοδύναµες
µεταξύ τους. Το επόµενο ϑεώρηµα αφορά τη µία ϰατεύϑυνση της ισοδυναµίας: Ο
αναδροµέας τής ισότητας προς a είναι εϰφράσιµος από τον αναδροµέα τής ισότητας.
(Η άλλη ϰατεύϑυνση είναι αυτόµατη, αλλά δε ϑα µας απασχολήσει· στο εξής ϑα
έχουµε να ϰάνουµε µόνο µε την ισότητα.)

Θεώρηµα 7. Εάν (x∶A) B(x) οιϰογένεια ϰαι p∶a =A b, τότε υπάρχει συνάρτηση

p∗∶B(a) → B(b).

Απόδειξη. Η p∗ ϑα οριστεί µε αναδροµή στο p. Θεωρούµε την οιϰογένεια τύπων
(x, y∶A) C(x, y) µε

C(x, y) ∶≡ B(x) → B(y),

ϰαι ϑέτουµε
(refla)∗ ∶≡ �(x∶B(a)) x.

Η εφαρµογή applyf (x) τής συνάρτησης f ∶A → B στο όρισµα x∶A ορίζεται από
την αναδροµή

apply�(b)(x) ∶≡ b(x).

Ιδιαίτερα, µε τα δεδοµένα τού ϑεωρήµατος 7 ορίζεται ο µετασχηµατισµός

transportB(p, x) ∶≡ applyp∗ (x),

ο οποίος ιϰανοποιεί την ορίζουσα σχέση (2) τού αναδροµέα τής ισότητας προς a:

transportC (refla , c) ≡ c. (9)

Κατά συνέπεια, τα λήµµατα 1–4, οι αποδείξεις των οποίων χρησιµοποιούν την αρχή
αναδροµής τής ισότητας προς a, εξαϰολουϑούν να ισχύουν για την ισότητα.

Στο προηγούµενο ϰεφάλαιο είχαµε παρατηρήσει ότι ο recA→B ϑα µπορούσε να
οριστεί µέσω τού apply. Συγϰεϰριµένα, ο µετασχηµατισµός

rec′A→B(z, f ) ∶≡ z(applyf )
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ιϰανοποιεί την ορίζουσα σχέση τού recA→B ,

rec′A→B(z, �(b)) ≡ z(apply�(b))
≡ z(b).

Η απόπειρα επέϰτασης του γεγονότος αυτού στον indA→B προσϰρούει στο ότι υ-
πάρχει ασυµφωνία τύπων:

z(applyf )∶C(�(applyf )),

indA→B(z, f )∶C(f ).

Ο τρόπος να συσχετίσουµε αυτά τα δύο στιγµιότυπα της C µάς παρέχεται από το
επόµενο λήµµα.

Λήµµα 8. Για οποιαδήποτε f ∶A→ B υπάρχει ένα

�A→B(f )∶�(applyf ) = f

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση �A→B(�(b)) ≡ refl�(b).

Απόδειξη. Με επαγωγή στην f · εάν η f είναι τής µορφής �(b), τότε

�(apply�(b)) ≡ �(b)

(από τον ορισµό τού apply), οπότε µπορούµε να ϑέσουµε

�A→B(�(b)) ∶≡ refl�(b).

Συνοψίζοντας, έχουµε τα εξής:

apply�(b) ≡ b,
�(applyf ) = f .

Εφ΄ όσον έχουµε τον �A→B , µπορούµε πλέον να ϑέσουµε

ind′A→B(z, f ) ∶≡ transportC (�A→B(f ), z(applyf )).

Είναι εύϰολο να ελεγχϑεί ότι ο ind′A→B ιϰανοποιεί την ορίζουσα σχέση τού indA→B:

ind′A→B(z, �(b)) ≡ z(b).

Πόρισµα 9. Ο indA→B είναι ορίσιµος από τους apply ϰαι �A→B .

Εξ αιτίας αυτού, η συνήϑης πραϰτιϰή ϰατά την παρουσίαση της ϑεωρίας τύπων
είναι ο indA→B να αποσιωπάται προς χάριν των apply ϰαι �A→B . Αυτά ϑα χρη-
σιµοποιούµε ϰι εµείς στο εξής· µάλιστα, ϑα υιοϑετήσουµε τον ϰαϑιερωµένο στα
µαϑηµατιϰά συµβολισµό ϰαι ϑα γράφουµε, ϰάπως ϰαταχρηστιϰά, απλώς f (x) στη
ϑέση τού applyf (x).

΄Εχοντας εγϰαϑιδρύσει αυτόν τον συµβολισµό, ο applyf γράφεται

(x∶A) f (x).

Οι τιµές ενός µετασχηµατισµού µπορούν να είναι µέλη διαφορετιϰών στιγµιο-
τύπων µιας οιϰογένειας. Αυτή είναι η περίπτωση µε τους µετασχηµατισµούς που
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ορίζονται µε αναδροµή στην ισότητα (ϰαι σε οποιαδήποτε άλλη οιϰογένεια), όπως
ϰαι µε τους επαγωγείς των διαφόρων τύπων. Σε έναν τέτοιο µετασχηµατισµό
(x∶A)b(x)∶B(x) αντιστοιχεί µία συνάρτηση f µε f (x)∶B(x) για x∶A. Οι συναρτήσεις
µε αυτή τη γενιϰότερη έννοια, οι οποίες λέγονται ϰαι «εξαρτώµενες» συναρτήσεις,
συγϰροτούν έναν τύπο, το (εξαρτώµενο) γινόµενο τής οιϰογένειας (x∶A)B(x), ο οποίος
συµβολίζεται

∏(x∶A) B(x).

Ο τύπος αυτός έχει τον ϰατασϰευαστή

((x∶A) b(x)∶B(x)) �(b)∶∏(x∶A) B(x),

µε ϰανόνα σχηµατισµού
(x∶A)

b(x)∶B(x)
�(b)∶∏(x∶A) B(x).

Είναι φανερό από την περιγραφή τού ∏(x ∶A) B(x) ότι ο A → B είναι η ειδιϰή
περίπτωση στην οποία η οιϰογένεια (x ∶A) B(x) είναι σταϑερή. Ισχύουν παρόµοια
πράγµατα µε την περίπτωση των απλών συναρτήσεων· η αρχή τής επαγωγής, φερ΄
ειπείν, µας επιτρέπει να ορίζουµε µετασχηµατισµούς τής µορφής

(f ∶∏(x∶A) B(x)) t(f )∶C(f ),

όπου (f ∶∏(x∶A) B(x)) C(f ) οιϰογένεια, ϑέτοντας

t(�(b)) ∶≡ c�(b)

για ϰάποιον ϰατάλληλο µετασχηµατισµό ((x ∶A) b(x)∶B(x)) c�(b)∶C(�(b)). Ο επα-
γωγέας

(((x∶A) b(x)∶B(x)) z(b)∶C(�(b)), f ∶∏(x∶A) B(x)) indC∏(x∶A) B(x)(z, f )∶C(f )

έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(
x∶A

b(x)∶B(x) )
z(b)∶C(�(b)) f ∶∏(x∶A) B(x)

indC∏(x∶A) B(x)(z, f )∶C(f ) ,

ϰαι την ορίζουσα σχέση

indC∏(x∶A) B(x)(z, �(b)) ∶≡ z(b).

Η εφαρµογή συνάρτησης σε όρισµα ορίζεται όπως ϰαι στην περίπτωση των απλών
συναρτήσεων, ϰαι ισχύει το ανάλογο του λήµµατος 8:

Λήµµα 10. Για οποιαδήποτε f ∶∏(x∶A) B(x) υπάρχει ένα

�∏(x∶A) B(x)(f )∶�(x∶A) f (x) = f

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση �∏(x∶A) B(x)(�(b)) ≡ refl�(b).
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5.3 Τύποι ζευγών
Τα ζεύγη τα αποτελούµενα από ένα µέλος τού τύπου A1 ϰαι ένα τού τύπου A2

αποτελούν έναν τύπο A1 ×A2, το (ϰαρτεσιανό) γινόµενο των A1 ϰαι A2, ο οποίος έχει
τον ϰατασϰευαστή

(x1∶A1, x2∶A2) pair(x1, x2)∶A1 × A2,

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

x1∶A1 x2∶A2

pair(x1, x2)∶A1 × A2.

Από την παραπάνω περιγραφή συνάγεται η εξής αρχή επαγωγής για τον A1 × A2:
∆οϑέντων µιας οιϰογένειας

(x∶A1 × A2) C(x)

ϰαι ενός µετασχηµατισµού

(x1∶A1, x2∶A2) cpair(x1, x2)∶C(pair(x1, x2)),

µπορούµε να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό (x∶A1 × A2) t(x)∶C(x) ϑέτοντας

t(pair(a1, a2)) ∶≡ cpair(a1, a2).

Από την αρχή επαγωγής λαµβάνεται ο επαγωγέας

((x1∶A1, x2∶A2) z(x1, x2)∶C(pair(x1, x2)), x∶A1 × A2) indCA1×A2 (z, x)∶C(x),

µε ϰανόνα σχηµατισµού

(x1∶A1, x2∶A2)
z(x1, x2)∶C(pair(x1, x2)) x∶A1 × A2

indCA1×A2
(z, x)∶C(x)

ϰαι ορίζουσα σχέση

indCA1×A2 (z, pair(a1, a2)) ∶≡ z(a1, a2).

Οι προβολές

(x∶A1 × A2) pr1(x)∶A1,
(x∶A1 × A2) pr2(x)∶A2

ορίζονται από τις αναδροµές

pr1(pair(a1, a2)) ∶≡ a1,
pr2(pair(a1, a2)) ∶≡ a2,

ϰαι, αντιστρόφως, ο αναδροµέας τού A1 × A2 είναι ορίσιµος από αυτές:

recA1×A2 (z, x) ∶≡ z(pr1(x), pr2(x)).

΄Οπως συνέβη ϰαι µε τους τύπους συναρτήσεων, προϰειµένου να πάρουµε πίσω τον
indA1×A2 από τις pr1 ϰαι pr2 χρειαζόµαστε το επόµενο αποτέλεσµα, το οποίο έχει ϰαι
ανεξάρτητη χρησιµότητα.
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Λήµµα 11. Για οποιοδήποτε x∶A1 × A2, υπάρχει ένα

�A1×A2 (x)∶pair(pr1(x), pr2(x)) = x

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση �A1×A2 (pair(x1, x2)) ≡ reflpair(x1,x2).

Απόδειξη. Με επαγωγή στο x , ϑέτοντας

�A1×A2 (pair(x1, x2)) ∶≡ reflpair(x1,x2).

΄Ασϰηση 5.1. Ορίστε, µε τη βοήϑεια των pri ϰαι �A1×A2 , έναν µετασχηµατισµό ο
οποίος ιϰανοποιεί την ορίζουσα σχέση τού indA1×A2 .

΄Εχουµε, επίσης, τον τύπο 1 µε ένα µέλος, ο οποίος έχει τον ϰατασϰευαστή

01∶1,

ϰαι του οποίου ο επαγωγέας

(z∶C(01), x∶1) indC1 (z, x)∶C(x),

ο οποίος ορίζεται από την επαγωγή

indC1 (z, 01) ∶≡ z,

είναι ϰατάτι χρησιµότερος από τον αναδροµέα του.

΄Ασϰηση 5.2. Για οποιοδήποτε x∶1, υπάρχει ένα

�1(x)∶01 = x

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση �1(01) ≡ refl01 .

Λύση. Μπορούµε να γράψουµε απ΄ ευϑείας ένα µέλος τού τύπου 01 = x :

�1(x) ∶≡ ind
(x∶1) 01=x
1 (refl01 , x).

Η ζητούµενη σχέση είναι άµεση.
Εφ΄ όσον ο rec1 ορίζεται (χωρίς αναδροµή), ο ind1 ορίζεται (µόνο) από τον �1

µέσω τής σχέσης
indC1 (z, x) ∶≡ transport

C (�1(x), z).

΄Ασϰηση 5.3. ∆είξτε ότι ο έτσι ορισµένος ind1 ιϰανοποιεί την ορίζουσα σχέση τού
επαγωγέα τού 1.

Εάν έχουµε µία οιϰογένεια (x∶A) B(x), µπορούµε επίσης να σχηµατίζουµε ζέυγη
pair(a, b) µε a∶A ϰαι b∶B(a). Αυτά τα ζεύγη, τα οποία ενίοτε ϰαλούνται εξαρτώµενα
ζεύγη, συγϰροτούν έναν τύπο ∑(x∶A)B(x), το (εξαρτώµενο) άϑροισµα της (x∶A)B(x),
µε ϰατασϰευαστή

(x∶A, y∶B(x)) pair(x, y)∶∑(x∶A) B(x),

ή, υπό µορφήν ϰανόνα σχηµατισµού,

x∶A y∶B(x)
pair(x, y)∶∑(x∶A) B(x).
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Φυσιϰά, εάν η (x ∶A) B(x) είναι σταϑερή, αυτό που περιγράψαµε είναι το γινόµενο
A × B.

΄Εχουµε µία αρχή επαγωγής, που λέει ότι δοϑέντων µιας οιϰογένειας

(w∶∑(x∶A) B(x)) C(w)

ϰαι ενός µετασχηµατισµού

(x∶A, y∶B(x)) cpair(x, y)∶C(pair(x, y)),

η σχέση
t(pair(a, b)) ∶≡ cpair(a, b)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό

(w∶∑(x∶A) B(x)) t(w)∶C(w).

Ορίζεται, εποµένως, ένας επαγωγέας

((x∶A, y∶B(x)) z(x, y)∶C(pair(x, y)), w∶∑(x∶A) B(x)) indC∑(x∶A) B(x)(z, w)∶C(w),

ο οποίος έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(x∶A, y∶B(x))
z(x, y)∶C(pair(x, y)) w∶∑(x∶A) B(x)

indC∑(x∶A) B(x)(z, w)∶C(w) ,

ϰαι ορίζεται από την αναδροµή

indC∑(x∶A) B(x)(z, pair(a, b)) ∶≡ z(a, b).

Οι προβολές τώρα έχουν τη µορφή

(w∶∑(x∶A) B(x)) pr1(w)∶A,

(w∶∑(x∶A) B(x)) pr2(w)∶B(pr1(w)),

ϰαι ορίζονται όπως ϰαι στην περίπτωση των µη εξαρτώµενων ζευγών,

pr1(pair(a, b)) ∶≡ a,
pr2(pair(a, b)) ∶≡ b.

Ο ind∑(x∶A) B(x) µπορεί ϰαι εδώ να εϰφραστεί µέσω των pri , µε τη βοήϑεια του
επόµενου λήµµατος.

Λήµµα 12. Για οποιοδήποτε w∶∑(x∶A) B(x), υπάρχει ένα

�∑(x∶A) B(x)(w)∶pair(pr1(w), pr2(w)) = w

το οποίο ιϰανοποιεί τη σχέση �∑(x∶A) B(x)(pair(x, y)) ≡ reflpair(x,y).

Απόδειξη. ΄Οπως στο λήµµα 11.
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5.4 Αϑροίσµατα
Το άϑροισµα A1 + A2 δύο τύπων A1 ϰαι A2 είναι το τυποϑεωρητιϰό ανάλογο της

ξένης ένωσης στη ϑεωρία συνόλων, του συν-γινοµένου στη ϑεωρία ϰατηγοριών ϰαι
της διάζευξης στη λογιϰή. ΄Εχει δύο ϰατασϰευαστές

(x1∶A1) in1(x1)∶A1 + A2,
(x2∶A2) in2(x2)∶A1 + A2,

µε ϰανόνες σχηµατισµού

x1∶A1

in1(x1)∶A1 + A2

x2∶A2

in2(x2)∶A1 + A2.

Η αρχή τής επαγωγής για τον A1 + A2 είναι ο ορισµός µε διάϰριση περιπτώσεων:
∆οϑέντων µιας οιϰογένειας

(x∶A1 + A2) C(x)

ϰαι µετασχηµατισµών

(x1∶A1) cin1 (x)∶C(in1(x)),
(x2∶A2) cin2 (x)∶C(in2(x)),

µπορούµε να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό (x∶A1 + A2) t(x)∶C(x) ϑέτοντας

t(in1(a1)) ∶≡ cin1 (a1),
t(in2(a2)) ∶≡ cin2 (a2).

Ο αναδροµέας

((x1∶A1)z1(x1)∶C(in1(x1)), (x2∶A2)z2(x2)∶C(in2(x2)), x∶A1+A2)indCA1+A2 (z1, z2, x)∶C(x)

τού A1 + A2 έχει τον ϰανόνα σχηµατισµού

(x1∶A1)
z1(x1)∶C(in1(x1))

(x2∶A2)
z2(x2)∶C(in2(x2)) x∶A1 + A2

indCA1+A2
(z1, z2, x)∶C(x)

ϰαι ορίζουσες σχέσεις

indCA1+A2 (z1, z2, in1(a1)) ∶≡ z1(a1),

indCA1+A2 (z1, z2, in2(a2)) ∶≡ z2(a2).

Παρατήρηση. Η αλληλεπίδραση του αϑροίσµατος µε ενδεχόµενες εξαρτήσεις ϑέτει
την αϰόλουϑη πρόϰληση: Ας ϑεωρήσουµε δύο οιϰογένειες (x ∶A1 + A2) B(x) ϰαι
(x∶A1 + A2) C(x), ϰαι δύο µετασχηµατισµούς

(x1∶A1, y∶B(in1(x1))) c1(x1, y)∶C(in1(x1)),
(x2∶A2, y∶B(in2(x2))) c2(x2, y)∶C(in2(x2)),

ϰαι ας υποϑέσουµε ότι αποπειρώµαστε να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό

(x∶A1 + A2, y∶B(x)) c(x, y)∶C(x)
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µε επαγωγή στο πρώτο όρισµα:

c(in1(x1), y) ∶≡ c1(x1, y),
c(in2(x2), y) ∶≡ c2(x2, y).

Εάν αντί για την αρχή τής επαγωγής τού A1 + A2 επιλέγαµε να χρησιµοποιήσουµε
τον indA1+A2 , ϑα ϰαταλήγαµε σε µία έϰφραση της µορφής

indA1+A2 ((x1∶A1) c1(x1, y), (x2∶A2) c2(x2, y), x).

Το πρόβληµα µε αυτή την έϰφραση είναι ότι οι µετασχηµατισµοί (xi∶Ai) ci(xi , y) δεν
είναι ϰαλά σχηµατισµένοι, διότι το y εξαρτάται από το xi ϰαι εποµένως δε µπορεί
να λειτουργήσει ως ανεξάρτητη παράµετρος. Η ϰατάσταση είναι ανάλογη µε την
περίπτωση της πολλαπλής αναδροµής. Η λύση, όπως ϰαι εϰεί, είναι να εννοήσουµε
τα ορίσµατα του indA1+A2 ως µετασχηµατισµούς, οι τιµές των οποίων δύνανται να
είναι µε τη σειρά τους µετασχηµατισµοί. ΄Εχοντας ϰάνει αυτή τη συµφωνία µπορούµε
να γράψουµε

c(x, y) ∶≡ indA1+A2 ((x1∶A1) d1(x1), (x2∶A2) d2(x2), x)(y),

όπου

d1(x1) ∶≡ (y∶B(in1(x1))) c1(x1, y),
d2(x2) ∶≡ (y∶B(in2(x2))) c2(x2, y).

Φυσιϰά, µπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε συναρτήσεις, εφ΄ όσον τις έχουµε.
Υπάρχει επίσης ένας τύπος 0 που δεν έχει ϰατασϰευαστές (ϰαι εποµένως δεν έχει

µέλη), η αρχή επαγωγής τού οποίου δίνει, για οποιαδήποτε οιϰογένεια

(x∶0) C(x)

έναν µετασχηµατισµό
(x∶0) t(x)∶C(x)

χωρίς ορίζουσες σχέσεις (µια ϰαι δεν υπάρχει τίποταστο οποίο να µπορεί να οριστεί).
Αυτός ο µετασχηµατισµός είναι ϰαι ο επαγωγέας

(x∶0) indC0 (x)∶C(x)

τού 0· ο ϰανόνας σχηµατισµού τού indC0 έχει τη µορφή

x∶0
indC0 (x)∶C(x).

Εφ΄ όσον ο 0 δεν έχει ϰατασϰευαστές, το αντίστοιχο λήµµα � είναι τετριµµένο:
Για οποιοδήποτε x ∶0, υπάρχει ένα �0(x)∶0. Αυτό, µε τη σειρά του, σηµαίνει ότι ο
ind0 µπορεί να οριστεί από τον rec0. Πράγµατι,

indC0 (x) ∶≡ rec
C(x)
0 (x).

Ο τυπιϰός τρόπος για να δείξει ϰανείς ότι ένας τύπος A δεν έχει µέλη είναι να
ορίσει έναν µετασχηµατισµό

(x∶A) t(x)∶0

(ή, ισοδύναµα, µία συνάρτηση f ∶A→ 0): Η ύπαρξη ενός τέτοιου µετασχηµατισµού
σηµαίνει ότι εάν ο A είχε ένα µέλος a, τότε ο 0 ϑα είχε το µέλος t(a), άτοπο.
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΄Ασϰηση 5.4. ΄Εστω E ο τύπος που έχει ως µοναδιϰό ϰατασϰευαστή τον

(x∶E) e(x)∶E.

∆είξτε ότι ο E δεν έχει µέλη. [Υπόδειξη: ∆ιατυπώστε πρώτα την αρχή αναδροµής
τού E.]

Λύση. Θέλουµε να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό (x∶E) t(x)∶0, ϰαι για τον σϰοπό
αυτόν ϑα χρειαστούµε την αρχή τής αναδροµής τού E: ∆οϑέντων

• ενός τύπου C , ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶E, y∶C) ce(x, y)∶C ,

η σχέση
t(e(x)) ∶≡ ce(x, t(x))

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (x∶E) t(x)∶C .
Εάν πάρουµε για C τον τύπο 0, ο ζητούµενος µετασχηµατισµός µπορεί να οριστεί

από την αναδροµή
t(e(x)) ∶≡ t(x)

(άλλως ειπείν, εφαρµόζουµε την αρχή τής αναδροµής, έχοντας ϑέσει ce(x, y) ∶≡ y).

5.5 Ο τύπος Bool
Ο Bool έχει δύο ϰατασϰευαστές,

false, true∶Bool.

Ο Bool ϑα µπορούσε επίσης να οριστεί ως ο 1 + 1, αλλά είναι χρήσιµο να τον έχουµε
περιγράψει ανεξάρτητα. Αντιστρόφως, µπορούµε να ορίσουµε διµελή αϑροίσµατα
από το ∑ ϰαι τον Bool (άσϰηση 5.12).

∆οϑέντων µιας οιϰογένειας (x∶Bool)C(x), ενός cfalse∶C(false) ϰαι ενός ctrue∶C(true),
µπορούµε να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό (x∶Bool) t(x)∶C(x) ϑέτοντας

t(false) ∶≡ cfalse,
t(true) ∶≡ ctrue.

Αυτή η αρχή επαγωγής παϰετάρεται στον επαγωγέα

(x∶C(false), y∶C(true), z∶Bool) indCBool(x, y, z)∶C(z)

τού Bool, µε ϰανόνα σχηµατισµού

x∶C(false) y∶C(true) z∶Bool

indCBool(x, y, z)∶C(z)

ϰαι ορίζουσες σχέσεις

indCBool(x, y, false) ∶≡ x,

indCBool(x, y, true) ∶≡ y.
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5.6 Ασϰήσεις
΄Ασϰηση 5.5. Περιγράψτε µία συνάρτηση

f ∶((A1 → C) × (A2 → C)) → ((A1 + A2) → C).

Λύση. Αρϰεί να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό

(x∶(A1 → C) × (A2 → C)) b(x)∶(A1 + A2) → C.

Γι΄ αυτό, αρϰεί να ορίσουµε έναν µετασχηµατισµό

(x∶(A1 → C) × (A2 → C), y∶A1 + A2) c(x, y)∶C.

΄Ενας τέτοιος c µπορεί να οριστεί µε αναδροµή στα x ϰαι y ,

c(pair(f1, f2), ini(yi)) ∶≡ fi(yi), i = 1, 2,

ή, ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τις προβολές ϰαι τον αναδροµέα τού A1 + A2:

c(x, y) ∶≡ recA1+A2 (applypr1(x), applypr2(x), y).

Η ζητούµενη συνάρτηση είναι η

f ∶≡ �(x∶(A1 → C) × (A2 → C)) �(y∶A1 + A2) c(x, y).

΄Ασϰηση 5.6. Περιγράψτε µία συνάρτηση

f ∶∏(x∶A1 + A2) [(∑(x1∶A1) in1(x1) = x) + (∑(x2∶A2) in2(x2) = x)].

΄Ασϰηση 5.7. Ορίστε µία συνάρτηση

f ∶(∑(x∶1) A(x)) → A(01)

η οποία ιϰανοποιεί τη σχέση
f (pair(01, a)) ≡ a.

΄Ασϰηση 5.8. Χρησιµοποιήστε τόν indBool για να ορίσετε µία συνάρτηση

f ∶∏(x∶Bool) (false = x) + (true = x)

µε f (false) ≡ in1(reflfalse) ϰαι f (true) ≡ in2(refltrue).

Λύση. Θα µπορούσαµε να συµπεράνουµε την ύπαρξη µιας τέτοιας συνάρτησης από
τις δύο προηγούµενες ασϰήσεις, αλλά εδώ µας ζητείται να την ορίσουµε απ΄ ευϑείας.
Θεωρούµε την οιϰογένεια (x∶Bool) C(x) µε C(x) ∶≡ (false = x) + (true = x), ϰαι τα

cfalse ∶≡ in1(reflfalse)∶C(false),
ctrue ∶≡ in2(refltrue)∶C(true),

µε τη βοήϑεια των οποίων σχηµατίζεται η συνάρτηση

�(x∶Bool) indCBool(cfalse, ctrue, x).
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΄Ασϰηση 5.9. Χρησιµοποιήστε τήν f τής προηγούµενης άσϰησης για να ορίσετε τόν
indBool, ϰαι ελέγξτε ότι ο µετασχηµατισµός που ορίσατε ιϰανοποιεί την ορίζουσα
σχέση του.

Λύση. Πρώτα ορίζουµε το

indCBool(cfalse, ctrue, x)∶C(x),

όπου η (x∶Bool)C(x) είναι οιϰογένεια τύπων, cfalse∶C(false), ctrue∶C(true) ϰαι x∶Bool.
Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό

(y∶(false = x) + (true = x)) t(y)∶C(x)

που ορίζεται από την αναδροµή

t(in1(p)) ∶≡ transportC (p, cfalse),

t(in2(q)) ∶≡ transportC (q, ctrue),

ϰαι ϑέτουµε
indCBool(cfalse, ctrue, x) ∶≡ t(f (x)).

Ελέγχουµε ότι ιϰανοποιείται η ορίζουσα σχέση τού indBool:

t(f (false)) ≡ t(in1(reflfalse)) (ορισµός f )
≡ transportC (reflfalse, cfalse) (ορισµός t)
≡ cfalse (9)

ϰαι όµοια για το true.

΄Ασϰηση 5.10 (Αϰολουϑία Fibonacci). Ορίστε έναν µετασχηµατισµό

(x∶Nat) fib(x)∶Nat

ο οποίος ιϰανοποιεί τις σχέσεις fib(0) = 0, fib(1) = 1, ϰαι fib(n + 2) = fib(n + 1) + fib(n).

΄Ασϰηση 5.11 ([6, ΄Ασϰηση 1.4]). Μία ειδιϰή περίπτωση του ορισµού µε αναδροµή
στον Nat είναι ο ορισµός µε επανάληψη (iteration):

t(0) ∶≡ c0,
t(s(n)) ∶≡ cs(t(n)),

όπου C τύπος, c0∶C ϰαι (x∶C) cs(x)∶C . Αυτοί οι ορισµοί µπορούν, εναλλαϰτιϰά, να
εϰφραστούν µε τη βοήϑεια του iterator τούNat, ο οποίος ορίζεται από την επανάληψη

iterNat (c0, cs, 0) ∶≡ c0,
iterNat (c0, cs, s(n)) ∶≡ cs(iterNat (c0, cs, n)).

∆οϑέντων ενός τύπου C , ενός µέλους c0 τού C , ϰαι ενός µετασχηµατισµού
(x ∶Nat, y ∶C) cs(x, y)∶C ορίστε, χρησιµοποιώντας τόν iterNat αντί τού recNat , έναν
µετασχηµατισµό (n∶Nat) r(n)∶C ο οποίος ιϰανοποιεί τις σχέσεις

r(0) = c0,
r(s(n)) = cs(n, r(n)),
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ϰαι συµπεράνετε ότι για οποιονδήποτε φυσιϰό αριϑµό n, r(n) = recNat (c0, cs, n).
[Υπόδειξη: Πρώτα χρησιµοποιήστε τόν iterNat για να ορίσετε έναν µετασχηµατισµό
(x ∶Nat × C) t(x)∶Nat × C , ϰαι εν συνεχεία εφαρµόστε ζεύγη ϰαι προβολές για να
πάρετε τον r . Για τη δεύτερη ισότητα, ϰάντε επαγωγή στο n. Τέλος, χρησιµοποιήστε
τό ϑεώρηµα 5.]

΄Ασϰηση 5.12 ([6, ΄Ασϰηση 1.5]). Εάν η (x ∶Bool) A(x) είναι οιϰογένεια, δείξτε ότι
ο τύπος ∑(x ∶Bool) A(x) συµπεριφέρεται ως το άϑροισµα των A(false) ϰαι A(true):
Ορίστε µετασχηµατισµούς in1, in2 ϰαι ind, ϰαι επαληϑεύστε τις σχετιϰές ιδότητες.

΄Ασϰηση 5.13 ([6, ΄Ασϰηση 1.6]). Εάν η (x ∶Bool) A(x) είναι οιϰογένεια, ορίστε
ϰατάλληλους µετασχηµατισµούς

(xfalse∶A(false), xtrue∶A(true)) pair(xfalse, xtrue)∶∏(x∶Bool) A(x),

ϰαι

(y∶∏(x∶Bool) A(x)) pr1(y)∶A(false),

(y∶∏(x∶Bool) A(x)) pr2(y)∶A(true),

ϰαι επαληϑεύστε ότι ιϰανοποιούν τις προβλεπόµενες ορίζουσες σχέσεις.

6 Σύµπαντα
Σε µία πρώτη ανάγνωση, τα σύµπαντα είναι για τους τύπους ό,τι οι τύποι συναρ-

τήσεων για τους µετασχηµατισµούς. Τα µέλη ενός τύπου συναρτήσεων ϰωδιϰοποιο-
ύν ϰάποιους µετασχηµατισµούς, ϰαι η αποϰωδιϰοποίηση πραγµατοποιείται από τον
apply· τα µέλη ενός σύµπαντος ϰωδιϰοποιούν ϰάποιους τύπους, ϰαι η αποϰωδιϰο-
ποίηση πραγµατοποιείται από ένα ϰατηγόρηµα T . Ωστόσο, η αναλογία τελειώνει
ϰάπου εδώ. Θα ξεϰινήσουµε µε ϰάποια πράγµατα που µπορούµε να ϰάνουµε, ή ϑα
ϑέλαµε να µπορούµε να ϰάνουµε, στη ϑεωρία τύπων.

6.1 Μεγάλη αναδροµή
Η αρχή αναδροµής ενός τύπου µάς επιτρέπει να ορίζουµε µετασχηµατισµούς

αξιοποιώντας τόν τρόπο µε τον οποίο τα µέλη του παράγονται από τους διάφο-
ρους ϰατασϰευαστές. Τίποτα δε χρησιµοποιείται από, ή προϋποτίϑεται για, το
πεδίο τιµών τού οριζόµενου µετασχηµατισµού. Μπορούµε, εποµένως, να άρουµε τον
περιορισµό ότι το πεδίο τιµών είναι ένας τύπος, ϰαι να ϑεωρήσουµε γενιϰότερες
µορφές µετασχηµατισµών. ΄Ενα είδος µετασχηµατισµού που µας ενδιαφέρει είναι οι
οιϰογένειες τύπων. Οι αναδροµές που ορίζουν οιϰογένειες ονοµάζονται «µεγάλες»
(“large”) αναδροµές. Στην περίπτωση του Bool έχουν την εξής µορφή: ∆οϑέντων δύο
τύπων Cfalse ϰαι Ctrue, οι σχέσεις

C(false) ∶≡ Cfalse,
C(true) ∶≡ Ctrue,

ορίζουν µία οιϰογένεια (x∶Bool)C(x). Αυτή η αναδροµή συνοψίζεται στον λεγόµενο
«µεγάλο» αναδροµέα RecBool, µε ορίζουσες σχέσεις

RecBool(Cfalse, Ctrue, false) ∶≡ Cfalse,
RecBool(Cfalse, Ctrue, true) ∶≡ Ctrue.
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Η άσϰηση 5.8 χαραϰτηρίζει τα µέλη τού Bool ϰατά το ήµισυ: ϰάϑε µέλος τού
Bool είναι ίσο µε ένα εϰ των false ϰαι true. Εφ΄ όσον έχουµε στη διάϑεσή µας την
µεγάλη αναδροµή, µπορούµε να συµπληρώσουµε αυτή την ειϰόνα δείχνοντας ότι
αυτά τα δύο δεν είναι ίσα µεταξύ τους.

Θεώρηµα 13. Υπάρχει µετασχηµατισµός

(p∶true = false) t(p)∶0.

Εποµένως, true ≠ false.

Απόδειξη. Θεωρούµε την οιϰογένεια

(x∶Bool) C(x)

που ορίζεται από την αναδροµή

C(false) ∶≡ 0,
C(true) ∶≡ 1.

Ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι ο

(p∶true = false) transportC (p, 01).

Από το παραπάνω ϑεώρηµα µπορούµε να συναγάγουµε όλες τις αναµενόµενες
ανισότητες· για παράδειγµα,

Πόρισµα 14 (4ο αξίωµα του Peano). Για οποιονδήποτε φυσιϰό αριϑµό n, s(n) ≠ 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό που ορίζεται από την αναδροµή

t(0) ∶≡ false,
t(s(n)) ∶≡ true.

Εάν για ϰάποιον n, s(n) = 0, τότε true = false, άτοπο.
Επίσης, µπορούµε να ορίσουµε την οιϰογένεια (n ∶Nat) Fn των πεπερασµένων

τύπων, όπου ο τύπος Fn έχει αϰριβώς n µέλη, µέσω τής αναδροµής

F0 ∶≡ 0,
Fs(n) ∶≡ Fn + 1,

ή χρησιµοποιώντας τόν µεγάλο αναδροµέα τού Nat:

Fn ∶≡ RecNat (0, (X, Y ) Y + 1, n).

Το επόµενο παράδειγµα έχει λογιϰό ενδιαφέρον, ϰαι ϑα µας οδηγήσει στο αντι-
ϰείµενο του ϰεφαλαίου. Ας υποϑέσουµε ότι ϑέλουµε να περιγράψουµε έναν τύπο, τα
µέλη τού οποίου αναπαριστούν τις προτάσεις τής γλώσσας τής ϰατηγορηµατιϰής
λογιϰής µε ισότητα. Θα χρειαστεί πρώτα απ΄ όλα να διευϑετήσουµε το ϑέµα των
µεταβλητών (individual variables). Στις γλώσσες πρώτης τάξης, οι µεταβλητές έχουν
πεδία διαϰύµανσης, τα λεγόµενα sorts. Συνήϑως υπάρχει µόνο ένα sort, οπότε αυτό
αποσιωπάται, ϰαϑώς δε συνεισφέρει ϰάτι στη διατύπωση. Η ϑεωρία των διανυσµα-
τιϰών χώρων, όµως, έχει δύο sorts, το Scalar για τα στοιχεία τού σώµατος, ϰαι το
Vector για τα στοιχεία τού διανυσµατιϰού χώρου. Εµείς εδώ ϑα πραγµατευϑούµε τη
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γενιϰή περίπτωση, οπότε ϑα ϑεωρήσουµε ότι µας έχει δοϑεί ένας τύπος Sort, τα µέλη
τού οποίου είναι τα σύµβολα της γλώσσας για τα διάφορα sorts, ϰαι επιπλέον, για
ϰάϑε k∶Sort, ένας τύπος TSort (k) που είναι το πεδίο διαϰύµανσης των µεταβλητών
τού sort k. Αυτό ϑα µας επιτρέψει να περιγράψουµε τις προτάσεις απ΄ ευϑείας,
χρησιµοποιώντας τόν διαϑέσιµο µηχανισµό τής περιβάλλουσας ϑεωρίας τύπων για
να αναπαραστήσουµε τις φόρµουλες ως µετασχηµατισµούς.

Για να µην προϰληϑεί σύγχυση µε την ισότητα της ϑεωρίας τύπων, η ισότητα
της γλώσσας ϑα συµβολίζεται eq. Ο τύπος Sent των τυπιϰών προτάσεων έχει τους
ϰατασϰευαστές

• (r , s∶Sent) r & s∶Sent,

• (r , s∶Sent) r ∨ s∶Sent,

• (r , s∶Sent) r ⊃ s∶Sent,

• ⊥∶Sent,

• ⊤∶Sent,

• (k∶Sort, (x∶TSort (k)) t(x)∶Sent) ∀(k, t)∶Sent,

• (k∶Sort, (x∶TSort (k)) t(x)∶Sent) ∃(k, t)∶Sent,

• (k∶Sort, a, b∶TSort (k)) eq(k, a, b)∶Sent.

Υπάρχουν πολλά πράγµατα που ϑα µπορούσαµε να ϰάνουµε µε την παραπάνω
περιγραφή. Ωστόσο, ο σϰοπός µας εδώ δεν είναι να ϰάνουµε λογιϰή. Αυτό που µας
ενδιαφέρει πρωτίστως είναι η ερµηνεία των τυπιϰών προτάσεων. Ορίζουµε λοιπόν
την οιϰογένεια τύπων, ή ϰατηγόρηµα,

(s∶Sent) T (s)

µέσω τής αναδροµής

T (r & s) ∶≡ T (r) × T (s),
T (r ∨ s) ∶≡ T (r) + T (s),
T (r ⊃ s) ∶≡ T (r) → T (s),

T (⊥) ∶≡ 0,
T (⊤) ∶≡ 1,

T (∀(k, t)) ∶≡ ∏(x∶TSort (k)) t(x),

T (∃(k, t)) ∶≡ ∑(x∶TSort (k)) t(x),

T (eq(k, a, b)) ∶≡ a =TSort (k) b.

Το T αποτελεί ανάϑεση τεϰµηρίων αλήϑειας, ή απόδοση νοήµατος, στις τυπιϰές
προτάσεις. Σε πιο παραδοσιαϰή φιλοσοφιϰή ορολογία, ϰαι λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι οι τύποι είναι αναγνώσιµοι ως (ερµηνευµένες) προτάσεις, το T (s) µπορεί να
νοηϑεί ως η πραγµατιϰή πρόταση που εϰφράζει τις συνϑήϰες αλήϑειας της τυπιϰής
πρότασης s. Για τον λόγο αυτόν, αφ΄ ότου εισήχϑη από τον Tarski στο [5], το T
ονοµάζεται το ϰατηγόρηµα της αλήϑειας του Sent.
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6.2 Σύµπαντα ϰατά Tarski
Θα ϑέλαµε να µιµηϑούµε την παραπάνω ϰατασϰευή για να ορίσουµε έναν τύπο

U , τα µέλη τού οποίου ϑα αναπαριστούν, µε τη βοήϑεια ενός ϰατηγορήµατος T ,
ϰάποιους από τους τύπους. Τώρα δεν υπάρχει η διάϰριση µεταξύ Sort ϰαι Sent, ϰαι
τα U ϰαι T χρειάζεται να οριστούν από το µηδέν. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να µην
είναι πλέον εφιϰτός ο διαχωρισµός ανάµεσα στον ορισµό τού U ϰαι εϰείνον τού T .
Για παράδειγµα, ο ϰατασϰευαστής που αντιστοιχεί στο εξαρτώµενο γινόµενο έχει
τη µορφή

(a∶U , (x∶T (a)) b(x)∶U ) π(a, b)∶U ,

ή, ως ϰανόνας σχηµατισµού,

a∶U
(x∶T (a))
b(x)∶U

π(a, b)∶U ,

όπου φαίνεται ξεϰάϑαρα ότι προϰειµένου να σχηµατίσουµε το π(a, b) πρέπει ήδη να
γνωρίζουµε το T (a). Παρόµοια είναι η ϰατάσταση µε το εξαρτώµενο άϑροισµα ϰαι
την ισότητα. Ο πλήρης αµοιβαίος ορισµός των U ϰαι T έχει τη µορφή

(a, b∶U ) sum(a, b)∶U T (sum(a, b)) ∶≡ T (a) + T (b),
zero∶U T (zero) ∶≡ 0,
one∶U T (one) ∶≡ 1,

(a∶U , (x∶T (a)) b(x)∶U ) π(a, b)∶U T (π(a, b)) ∶≡ ∏(x∶T (a)) T (b(x)),

(a∶U , (x∶T (a)) b(x)∶U ) σ(a, b)∶U T (σ(a, b)) ∶≡ ∑(x∶T (a)) T (b(x)),

(a∶U , b, c∶T (a)) eq(a, b, c)∶U T (eq(a, b, c)) ∶≡ b =T (a) c.

Κάϑε ρήτρα τού παραπάνω ορισµού αποτελείται από έναν ϰατασϰευαστή τού U ϰαι
την ορίζουσα σχέση τού T που αντιστοιχεί σε αυτόν τον ϰατασϰευαστή, εις τρόπον
ώστε οι ϰατασϰευαστές τούU να µπορούν να αναφέρονται στον T . Οι ορισµοί αυτής
της µορφής ονοµάζονται επαγωγιϰοαναδροµιϰοί (inductive-recursive) ορισµοί, ϰαι τα
ζεύγη (U , T ) που ορίζονται µε αυτόν τον τρόπο ονοµάζονται σύµπαντα ϰατά Tarski.
Κατά τη συνήϑη µαϑηµατιϰή πραϰτιϰή, ϑα αναφερόµαστε στον U ως το σύµπαν,
αντί τού (U , T ).

Εάν a∶U µε T (a) ≡ A, λέµε ότι το a είναι η ανάϰλαση τούAστοU , ϰαι (εάν υπάρχει
τέτοιο a) ότι ο A αναϰλάται στο U . Στο παράδειγµα, οι τύποι που αναϰλώνται στο
σύµπαν είναι τα αϑροίσµατα (αναϰλασµένων) τύπων, οι τύποι 0 ϰαι 1, τα εξαρτώµενα
γινόµενα ϰαι αϑροίσµατα, ϰαι οι ισότητες. Ισοδύναµα, λέµε ότι το σύµπαν είναι
ϰλειστό ως προς τους παραπάνω τρόπους σχηµατισµού τύπων.

Η επιλογή των τύπων στον παραπάνω ορισµό είναι ενδειϰτιϰή. Θα µπορούσαµε,
φερ΄ ειπείν, να προσϑέσουµε ένα µέλος που να αναπαριστά τους φυσιϰούς αριϑµούς:

nat∶U T (nat) ∶≡ Nat.

Μπορούµε επίσης να αναϰλάσουµε ένα σύµπαν U µέσα σε ένα (ευρύτερο) σύµπαν
U ′, εντάσσοντας στον ορισµό τού U ′ τη ρήτρα

u∶U ′ T ′(u) ∶≡ U .
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Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να σχηµατίσουµε µία ολόϰληρη αϰολουϑία

U0, U1, U2,…

συµπάντων, ϰαϑένα από τα οποία αναϰλά όλα τα προηγούµενα. Εν συνεχεία,
µπορούµε να αναϰλάσουµε το ίδιο το σχήµα

(U ) U ′

σε ένα σύµπαν U! το οποίο, ϰατά συνέπεια, αναϰλά όλα τα Un . Και δεν υπάρχει
λόγος να σταµατήσουµε εδώ.

6.3 Σύµπαντα ϰατά Russell
Είναι εξαιρετιϰά βολιϰό, στην πράξη, να παραλείπουµε το T ϰαι να γράφουµε

απ΄ ευϑείας
A∶U

αντί για
a∶U , µε T (a) ≡ A.

Εάν αυτό το ϰάνουµε συστηµατιϰά, οδηγούµαστε στην έννοια τού σύµπαντος ϰατά
Russell: ΄Ενα σύµπαν ϰατά Russell είναι ένας τύπος, τα µέλη τού οποίου είναι τύποι.
Στην περίπτωση αυτή, για λόγους διάϰρισης, χρησιµοποιούµε το ϰαλλιγραφιϰό  .
΄Οπως στη ϑεωρία συνόλων, δεν µπορούµε να έχουµε ένα σύµπαν∞ που να περιέχει
όλους τούς τύπους, συµπεριλαµβανοµένου τού εαυτού του (∞∶∞)· ϰάτι τέτοιο
ϑα οδηγούσε σε παράδοξα (ϰαι, αισίως, δεν υπάρχει τρόπος να οριστεί ένα τέτοιο
σύµπαν). Αντ΄ αυτού έχουµε, όπως στην περίπτωση των συµπάντων ϰατά Tarski, µία
ιεραρχία

 0∶ 1∶ 2∶⋯ ,

όπου ϰάϑε σύµπαν n είναι µέλος τού επόµενου σύµπαντος n+1. Επιπλέον, ϑε-
ωρούµε ότι η ιεραρχία αυτή είναι συσσωρευτιϰή, δηλαδή ϰάϑε µέλος τού n είναι
επίσης µέλος τού n+1. Αυτό µας αποµαϰρύνει από την ϰαϑαρή ϑεωρία τύπων (συ-
µπεριλαµβανοµένων των συµπάντων ϰατά Tarski), όπου δεν τίϑεται ϑέµα ένα µέλος
ενός τύπου να είναι επίσης µέλος ϰάποιου άλλου τύπου, αλλά διευϰολύνει πάρα
πολύ τις διατυπώσεις ϰαι, σε ϰάϑε περίπτωση, µπορούµε, αν ϑέλουµε, να το δούµε
ως απλή ϰατάχρηση συµβολισµού. Επίσης, ϑα µπορούσαµε να προεϰτείνουµε την
ιεραρχία στο υπερπεπερασµένο, ϑεωρώντας ένα σύµπαν! που να περιέχει όλα τα
n ϰ.ο.ϰ., αλλά αυτό είναι πια εσωτεριϰό ϑέµα τής ϑεωρίας τύπων χωρίς πραϰτιϰή
χρησιµότητα. ΄Οταν δεν έχει σηµασία σε ποιο σύµπαν αναφερόµαστε, ϑα λέµε απλά
 ϰαι ϑα εννοούµε ϰάποιο από τα n .

Η ϰύρια χρησιµότητα των συµπάντων είναι ότι µας επιτρέπουν να ϰάνουµε µε
τύπους ό,τι µπορούµε να ϰάνουµε µε τα µέλη ενός τύπου. Για παράδειγµα, µία
οιϰογένεια µπορεί να γραφτεί ως µετασχηµατισµός

(x∶A) B(x)∶

µε τιµές σε ένα σύµπαν. Μπορούµε επίσης να ϑεωρούµε οιϰογένειες επί ενός σύµπα-
ντος, π.χ.,

(A, B∶ ) A + B∶ .
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Η οιϰογένεια Fn των πεπερασµένων τύπων µπορεί τώρα να οριστεί µε τη βοήϑεια
του (µιϰρού) αναδροµέα τού Nat:

Fn ∶≡ recNat (0, (x∶Nat, y∶ ) y + 1, n).

Μπορούµε επίσης να σχηµατίζουµε γινόµενα ϰαι αϑροίσµατα τέτοιων οιϰογενειών·
το άϑροισµα όλων των τύπων που ανήϰουν σε ένα σύµπαν  γράφεται

∑(A∶ ) A

(ϰαι, για την περίπτωση που υπάρχει αµφιβολία, δεν είναι µέλος τού  ).

7 Οµοτοπιϰή ϑεωρία τύπων2

Η ϰεντριϰή ιδέα στην οµοτοπιϰή ϑεωρία τύπων είναι ότι µπορούµε να αντι-
ληφϑούµε τους τύπους ως χώρους στη ϑεωρία οµοτοπίας. Στην ϰλασιϰή ϑεωρία
οµοτοπίας, ένας χώρος X αναπαρίσταται από ένα σύνολο σηµείων εφοδιασµένο µε
µία τοπολογία, ϰαι ένα µονοπάτι µεταξύ των σηµείων x ϰαι y τού X αναπαρίσταται
από µία συνεχή απειϰόνιση p∶[0, 1] → X , όπου p(0) = x ϰαι p(1) = y . Από πολλές
απόψεις, η αυστηρή (δηλαδή, ϰατά σηµείο) ισότητα µονοπατιών είναι υπερβολιϰά
λεπτή σχέση. Για παράδειγµα, µπορεί ϰανείς να ορίσει τις πράξεις τής συνένωσης
µονοπατιών (αν το p είναι µονοπάτι από το x στο y ϰαι το q είναι µονοπάτι από το y
στο z, τότε η συνένωση p ⋅q είναι µονοπάτι από το x στο z) ϰαι της αντιστροφής (το
p−1 είναι µονοπάτι από το y στο x). Ωστόσο, υπάρχουν φυσιϰές εξισώσεις µεταξύ
αυτών των πράξεων που δεν ισχύουν για την αυστηρή ισότητα: Για παράδειγµα, το
µονοπάτι p ⋅p−1 (το οποίο πηγαίνει από το x στο y ϰαι πάλι πίσω) δεν είναι αυστηρά
ίσο µε το σταϑερό µονοπάτι στο x .

Η λύση είναι να ϑεωρήσουµε µία αδρότερη έννοια ισότητας µονοπατιών που
ονοµάζεται οµοτοπία. Μία οµοτοπία µεταξύ των συνεχών απειϰονίσεων f ∶X1 → X2
ϰαι g∶X1 → X2 είναι µία συνεχής απειϰόνιση H ∶X1 × [0, 1] → X2 µε H (x, 0) = f (x)
ϰαι H (x, 1) = g(x). Προϰειµένου για δύο µονοπάτια p ϰαι q από το x στο y , µία
οµοτοπία είναι µία συνεχής απειϰόνιση H ∶[0, 1] × [0, 1] → X µε H (s, 0) = p(s) ϰαι
H (s, 1) = q(s) για όλα τα s ∈ [0, 1]. Σε αυτήν την περίπτωση απαιτούµε επίσης ότι
H (0, t) = x ϰαι H (1, t) = y για όλα τα t ∈ [0, 1], ούτως ώστε για ϰάϑε t η απειϰόνιση
H ( , t) να είναι ϰαι πάλι µονοπάτι από το x στο y· µία οµοτοπία αυτού τού είδους
λέµε ότι διατηρεί τα άϰρα. ∆εδοµένου ότι το [0, 1] × [0, 1] είναι διδιάστατο, µιλάµε
επίσης για την H ως διδιάστατο µονοπάτι µεταξύ µονοπατιών.

Για παράδειγµα, επειδή το p ⋅ p−1 φεύγει ϰαι επιστρέφει ϰατά µήϰος τής ίδιας
διαδροµής, γνωρίζουµε ότι µπορούµε να συρριϰνώσουµε συνεχώς το p ⋅ p−1 στο
σταϑερό µονοπάτι—δε ϑα πιαστεί, για παράδειγµα, γύρω από µία τρύπα στον χώρο.
Η οµοτοπία είναι σχέση ισοδυναµίας, ϰαι πράξεις όπως η συνένωση, η αντιστροφή,
ϰ.λπ. την σέβονται. Επιπλέον, οι ϰλάσεις ισοδυναµίας των οµοτοπιϰών βρόχων
(loops) σε ϰάποιο σηµείο x0 (όπου δύο βρόχοι p ϰαι q εξισώνονται όταν υπάρχει
µία βασισµένη οµοτοπία µεταξύ τους, δηλαδή µία οµοτοπία H όπως παραπάνω που
ιϰανοποιεί επιπλέον H (0, t) = H (1, t) = x0 για όλα τα t) σχηµατίζουν µία οµάδα που
ονοµάζεται ϑεµελιώδης οµάδα. Αυτή η οµάδα είναι µία αλγεβριϰή αναλλοίωτη ενός
χώρου, η οποία µπορεί να χρησιµοποιηϑεί για να διερευνηϑεί εάν δύο χώροι είναι
οµοτοπιϰά ισοδύναµοι (υπάρχουν συνεχείς απειϰονίσεις εϰατέρωϑεν, οι συνϑέσεις των

2Το ϰεφάλαιο αυτό βασίζεται σε µεγάλο βαϑµό στο [6, ϰεφάλαιο 2].
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οποίων είναι οµοτοπιϰές προς τις ταυτοτιϰές), επειδή οι ισοδύναµοι χώροι έχουν
ισοµορφιϰές ϑεµελιώδεις οµάδες.

Επειδή οι οµοτοπίες είναι οι ίδιες ένα είδος διδιάστατου µονοπατιού, υπάρχει µία
φυσιϰή έννοια τριδιάστατης οµοτοπίας µεταξύ οµοτοπιών, ϰαι, στη συνέχεια, οµοτο-
πίας µεταξύ οµοτοπιών µεταξύ οµοτοπιών, ϰαι ούτω ϰαϑεξής. Αυτός ο άπειρος πύργος
σηµείων, µονοπατιών, οµοτοπιών, οµοτοπιών µεταξύ οµοτοπιών, . . . , εφοδιασµένος
µε αλγεβριϰές πράξεις όπως η ϑεµελιώδης οµάδα, είναι στιγµιότυπο µιας αλγεβριϰής
δοµής που ονοµάζεται (ασϑενές) ∞-οµαδοειδές. ΄Ενα ∞-οµαδοειδές αποτελείται από
µία συλλογή αντιϰειµένων, µία συλλογή µορφισµών µεταξύ αντιϰειµένων, ϰαι στη
συνέχεια µορφισµών µεταξύ µορφισµών, ϰαι ούτω ϰαϑεξής, εφοδιασµένων µε ϰάποια
περίπλοϰη αλγεβριϰή δοµή· ένας µορφισµός στο επίπεδο k ονοµάζεται k-µορφισµός.
Οι µορφισµοί σε ϰάϑε επίπεδο έχουν ταυτοτιϰούς, σύνϑεση ϰαι αντιστροφή, τα οποία
είναι ασϑενή µε την έννοια ότι ιϰανοποιούν τους νόµους τού οµαδοειδούς (η σύνϑεση
είναι προσεταιριστιϰή, οι ταυτοτιϰοί είναι ουδέτερα στοιχεία για τη σύνϑεση, τα α-
ντίστροφα απλοποιούνται) µόνο ϰατά προσέγγιση µορφισµών στο επόµενο επίπεδο,
ϰαι αυτό δηµιουργεί περαιτέρω δοµή. Για παράδειγµα, επειδή η προσεταιριστιϰότη-
τα της σύνϑεσης µορφισµών p ⋅ (q ⋅ r) = (p ⋅ q) ⋅ r είναι η ίδια µορφισµός ανώτερης
διάστασης, χρειάζονται πρόσϑετες πράξεις που να συσχετίζουν τις διάφορες απο-
δείξεις προσεταιριστιϰότητας: Οι διάφοροι τρόποι συσχετισµού τού p ⋅ (q ⋅ (r ⋅ s)) µε
το ((p ⋅ q) ⋅ r) ⋅ s δηµιουργούν το πεντάγωνο του Mac Lane.

Στην οµοτοπιϰή ϑεωρία τύπων, ϰάϑε τύπος έχει τη δοµή ενός ∞-οµαδοειδούς.
Θυµηϑείτε ότι για οποιονδήποτε τύπο A ϰαι οποιαδήποτε x, y∶A έχουµε έναν τύπο
ισότητας x = y . Λογιϰά, µπορούµε να σϰεφτούµε τα µέλη τού x = y ως τεϰµήρια
ότι τα x ϰαι y είναι ίσα ή ως ταυτίσεις τού x µε το y . Επιπλέον, η ϑεωρία τύπων
(σε αντίϑεση, ας πούµε, µε τη λογιϰή πρώτης τάξης) µάς επιτρέπει να ϑεωρήσουµε
τα µέλη τού x = y επίσης ως άτοµα που µπορούν να είναι αντιϰείµενο περαιτέρω
προτάσεων. Εποµένως, µπορούµε να επαναλάβουµε την ισότητα: Μπορούµε να
σχηµατίσουµε τον τύπο p =x=y q των ταυτίσεων µεταξύ των ταυτίσεων p ϰαι q,
ϰαι του τύπου r =p=x=yq s, ϰαι ούτω ϰαϑεξής. Η δοµή αυτού τού πύργου ισοτήτων
αντιστοιχεί αϰριβώς σε αυτή των συνεχών µονοπατιών ϰαι (ανώτερων) οµοτοπιών
µεταξύ τους σε έναν χώρο, ή σε ένα ∞-οµαδοειδές.

΄Ετσι, ϑα αναφερόµαστε συχνά σε ένα µέλος p∶x = y ως µονοπάτι από το x στο
y· ϰαλούµε τα x ϰαι y πέρατα του µονοπατιού. ∆ύο µονοπάτια p, q ∶x = y µε τα
ίδια πέρατα λέγεται ότι είναι παράλληλα, οπότε ένα µέλος r ∶p =x=y q µπορεί να
νοηϑεί ως οµοτοπία· ϑα το αναφέρουµε συχνά ως διδιάστατο µονοπάτι. Παροµοίως,
ο r =p=x=yq s είναι ο τύπος των τριδιάστατων µονοπατιών µεταξύ δύο παράλληλων
διδιάστατων µονοπατιών, ϰαι ούτω ϰαϑεξής. Εάν ο τύπος A είναι «σύνολο», όπως ο
Nat, αυτοί οι επαναλαµβανόµενοι τύποι ισότητας δε ϑα έχουν ενδιαφέρον, αλλά στη
γενιϰή περίπτωση µπορούν να αναπαριστούν µη τετριµµένους τύπους οµοτοπίας.

Μία σηµαντιϰή διαφορά µεταξύ τής οµοτοπιϰής ϑεωρίας τύπων ϰαι της ϰλασιϰής
ϑεωρίας τής οµοτοπίας είναι ότι η οµοτοπιϰή ϑεωρία τύπων παρέχει µία συνϑετιϰή
περιγραφή των χώρων, µε την εξής έννοια. Η συνϑετιϰή γεωµετρία είναι η γεωµετρία
στο στυλ τού Ευϰλείδη: Ξεϰινά από ϰάποιες βασιϰές έννοιες (σηµεία ϰαι ευϑείες),
ϰατασϰευές (µία ευϑεία που συνδέει δύο σηµεία) ϰαι αξιώµατα (όλες οι ορϑές γω-
νίες είναι ίσες), ϰαι συνάγει τις λογιϰές τους συνέπειες. Αυτό αντιδιαστέλλεται
µε την αναλυτιϰή γεωµετρία, όπου έννοιες όπως σηµεία ϰαι ευϑείες ερµηνεύονται
συγϰεϰριµένα χρησιµοποιώντας ϰαρτεσιανές συντεταγµένες στον ℝn—οι ευϑείες ε-
ίναι σύνολα σηµείων—ϰαι οι βασιϰές ϰατασϰευές ϰαι αξιώµατα συνάγονται από
αυτήν την αναπαράσταση. Ενώ η ϰλασιϰή ϑεωρία τής οµοτοπίας είναι αναλυτιϰή
(οι χώροι ϰαι τα µονοπάτια αποτελούνται από σηµεία), η οµοτοπιϰή ϑεωρία τύπων
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είναι συνϑετιϰή: τα σηµεία, τα µονοπάτια ϰαι τα µονοπάτια µεταξύ µονοπατιών
είναι βασιϰές, αδιαίρετες, αρχιϰές έννοιες.

Επιπλέον, ένα από τα ϰαταπληϰτιϰά πράγµατα σχετιϰά µε την οµοτοπιϰή ϑεωρία
τύπων είναι ότι όλες οι βασιϰές ϰατασϰευές ϰαι αξιώµατα—όλη η ανώτερη δοµή
οµαδοειδούς—προϰύπτει αυτόµατα από την αρχή επαγωγής για την ισότητα. Αυτή
η αρχή επαγωγής εφοδιάζει ϰάϑε τύπο µε τη δοµή ενός ∞-οµαδοειδούς, ϰαι ϰάϑε
µετασχηµατισµό µεταξύ δύο τύπων µε τη δοµή ενός µορφισµού µεταξύ δύο τέτοιων
οµαδοειδών. Αυτό είναι ενδιαφέρον από µαϑηµατιϰή άποψη, επειδή δίνει έναν νέο
τρόπο εργασίας µε ∞-οµαδοειδή. Είναι ενδιαφέρον από τυποϑεωρητιϰή άποψη,
επειδή αποϰαλύπτει νέες πράξεις που συνδέονται µε ϰάϑε τύπο ϰαι µετασχηµατισµό.

7.1 Η δοµή οµαδοειδούς των τύπων
Θυµηϑείτε (λήµµατα 2–4) ότι ένας οποιοσδήποτε τύπος A φέρει την εξής δοµή:

• Για x∶A, ένα reflx∶x = x . Καλούµε το reflx το σταϑερό µονοπάτι (constant path)
στο x .

• Για x, y∶A ϰαι p∶x = y , ένα p−1∶y = x µε (reflx )−1 ≡ reflx . Καλούµε το p−1 το
αντίστροφο (inverse) του p.

• Για x, y, z ∶A, p ∶x = y ϰαι q ∶y = z, ένα p ⋅ q ∶x = z µε reflx ⋅ reflx ≡ reflx .
Καλούµε το p ⋅ q την συνένωση (concatenation) των p ϰαι q.

Τα παραπάνω προέϰυψαν από την απόδειξη ότι η ισότητα του A είναι σχέση ισοδυ-
ναµίας. Ωστόσο, δε ϑα µείνουµε σ΄ αυτό. Από οµοτοπιϰή άποψη, οι πράξεις αυτές
αποτελούν το πρώτο επίπεδο της δοµής οµαδοειδούς τού A—χρειαζόµαστε επίσης
συνϑήϰες συνοχής (coherence conditions) για τις πράξεις αυτές, ϰαϑώς ϰαι ανάλο-
γες πράξεις σε ανώτερες διαστάσεις. Για παράδειγµα, ϑέλουµε να ξέρουµε ότι τα
σταϑερά µονοπάτια είναι ουδέτερα ως προς συνένωση, ότι το p−1 είναι αντίστροφο
του p ως προς συνένωση, ϰαι ότι η συνένωση είναι προσεταιριστιϰή.

Λήµµα 15. ΄Εστω A τύπος.

1. Για οποιαδήποτε x, y∶A ϰαι p∶x = y , reflx ⋅ p = p ϰαι p ⋅ refly = p.

2. Για οποιαδήποτε x, y∶A ϰαι p∶x = y , p ⋅ p−1 = reflx ϰαι p−1 ⋅ p = refly .

3. Για οποιαδήποτε x, y, z, w∶A, p∶x = y , q∶y = z ϰαι r∶z = w , (p ⋅q) ⋅ r = p ⋅ (q ⋅ r).

Απόδειξη. Σε όλες τις περιπτώσεις, ϑα επιστρατεύσουµε την αρχή επαγωγής τής
ισότητας προϰειµένου να αναγάγουµε το γενιϰό αποδειϰτέο στο ειδιϰό στο οποίο
όλα τα µονοπάτια είναι σταϑερά.

1. ∆είχνουµε την πρώτη ισότητα. Πλήρως διατυπωµένο, το ζητούµενο είναι να
ορίσουµε ένα

lu(x, y, p)∶reflx ⋅ p = p.

Θεωρούµε την οιϰογένεια (x, y∶A, p∶x = y)C(x, y, p) µεC(x, y, p) ∶≡ reflx ⋅p = p.
Τότε,

C(x, x, reflx ) ≡ (reflx ⋅ reflx = reflx )
≡ (reflx = reflx ).
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Εποµένως, µπορούµε να ορίσουµε το lu(x, y, p) µε επαγωγή στο p, ϑέτοντας

lu(x, x, reflx ) ∶≡ reflreflx .

΄Οµοια ορίζεται ένα
ru(x, y, p)∶p ⋅ refly = p.

2. Για την πρώτη ισότητα, ϑεωρούµε την οιϰογένεια (x, y∶A, p∶x = y) C(x, y, p)
µε C(x, y, p) ∶≡ p ⋅ p−1 = reflx . Τότε,

C(x, x, reflx ) ≡ (reflx ⋅ (reflx )−1 = reflx )
≡ (reflx ⋅ reflx = reflx )
≡ (reflx = reflx ).

Εποµένως, µπορούµε να ορίσουµε ένα

ri(x, y, p)∶C(x, y, p)

µέσω τής επαγωγής
ri(x, x, reflx ) ∶≡ reflreflx .

Η δεύτερη ισότητα αποδειϰνύεται παροµοίως.

3. Θα ϰανουµε διαδοχιϰά επαγωγή στα r , q, ϰαι p. Θεωρούµε την οιϰογένεια
(x, y∶A, p∶x = y, z∶A, q∶y = z, w∶A, r∶z = w) C(x, y, p, z, q, w, r) µε

C(x, y, p, z, q, w, r) ∶≡ (p ⋅ q) ⋅ r = p ⋅ (q ⋅ r).

Κατ΄ αρχάς έχουµε

(reflx ⋅ reflx ) ⋅ reflx ≡ reflx ⋅ reflx ≡ reflx

ϰαι
reflx ⋅ (reflx ⋅ reflx ) ≡ reflx ⋅ reflx ≡ reflx

ϰαι εποµένως
reflreflx ∶C(x, x, reflx , x, reflx , x, reflx ).

Μπορούµε εποµένως να ορίσουµε, µε επαγωγή στο r , ένα

u(x, w, r)∶C(x, x, reflx , x, reflx , w, r)

µε
u(x, x, reflx ) ∶≡ reflreflx .

Εν συνεχεία ορίζουµε, µε επαγωγή στο q, ένα

v(x, z, q, w, r)∶C(x, x, reflx , z, q, w, r)

µε
v(x, x, reflx , w, r) ∶≡ u(x, w, r).

Τέλος ορίζουµε, µε επαγωγή στο p, τον επιϑυµητό µετασχηµατισµό

assoc(x, y, p, z, q, w, r)∶C(x, y, p, z, q, w, r)

µε
assoc(x, x, reflx , z, q, w, r) ∶≡ v(x, z, q, w, r).
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Μπορούµε να δώσουµε τους εξής γενιϰούς ορισµούς από την ϰλασιϰή ϑεωρία οµο-
τοπίας:

Ορισµός 16. ΄Ενας τύπος µε διαϰεϰριµένο σηµείο (pointed type) είναι ένας τύπος A
µαζί µε ένα σηµείο a∶A, το οποίο ϰαλείται βασιϰό σηµείο (basepoint) αυτού.

Ορισµός 17. Ο τύπος των βρόχων (loop type) ενός τύπου µε διαϰεϰριµένο σηµείο
(A, a) είναι ο τύπος µε διαϰεϰριµένο σηµείο


(A, a) ∶≡ (a = a, refla).

Τα σηµεία του ονοµάζονται βρόχοι (loops) στο a. Ο n-οστός τύπος των βρόχων τού
(A, a) ορίζεται από την αναδροµή


0(A, a) ∶≡ (A, a),


n+1(A, a) ∶≡ 
(
n(A, a)).

Το επόµενο αποτέλεσµα προέρχεται από την ϰλασιϰή ϑεωρία οµοτοπίας, ϰαι έχει
ως βασιϰό πόρισµα ότι οι ανώτερες οµάδες οµοτοπίας ενός χώρου είναι αβελιανές.

Θεώρηµα 18 (Eckman-Hilton). Στον δεύτερο τύπο των βρόχων 
2(A, a), η πράξη τής
συνένωσης µονοπατιών είναι αντιµεταϑετιϰή: � ⋅� = � ⋅� για οποιαδήποτε �, �∶
2(A, a).

Απόδειξη. [6, ϑεώρηµα 2.1.6].
΄Οπως φανερώνει το παραπάνω ϑεώρηµα, η άλγεβρα των τύπων µονοπατιών

ανώτερης διάστασης δεν εξαντλείται στη δοµή οµαδοειδούς σε ϰάϑε διάσταση.
Συνεχίζοντας, ϑα εξετάσουµε τη συµπεριφορά των συναρτήσεων στα µονοπάτια.

Θα δούµε ότι όπως οι τύποι είναι αυτοµάτως (∞-)οµαδοειδή, έτσι ϰαι οι συναρτήσεις
είναι αυτοµάτως οµοµορφισµοί οµαδοειδών. Πρώτα πρέπει να ορίσουµε τον τρόπο
µε τον οποίο µία συνάρτηση δρα επί ενός µονοπατιού.

Ορισµός 19. ΄Εστω f ∶A → B συνάρτηση. Η δράση τής f επί ενός µονοπατιού
p∶a = b στον A ορίζεται ως το µονοπάτι

f (p) ∶≡ apapplyf (p)∶f (a) = f (b)

στον B.

Αυστηρά µιλώντας, ο συµβολισµός αυτός είναι διφορούµενος, αλλά γενιϰά δεν
προϰαλεί σύγχυση. Αϰολουϑεί την ϰαϑιερωµένη στη ϑεωρία ϰατηγοριών πραϰτιϰή
τής χρήσης τού ίδιου συµβόλου για την εφαρµογή ενός συναρτητή σε αντιϰείµενα
ϰαι σε µορφισµούς.

Λήµµα 20. Η δράση τής f ∶A→ B στα µονοπάτια τού A είναι οµοµορφιϰή:

1. f (p ⋅ q) = f (p) ⋅ f (q),

2. f (reflx ) = reflf (x),

3. f (p−1) = f (p)−1.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς παρατηρήστε ότι, για x∶A,

f (reflx ) ≡ apapplyf (reflx ) ≡ reflapplyf (x) ≡ reflf (x).
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1. Μπορούµε να ϰάνουµε επαγωγή σε οποιοδήποτε από τα p ϰαι q, ή σε αµφότε-
ρα· στην τελευταία περίπτωση, που είναι ϰαι η ενδεδειγµένη, ϑεωρούµε την
οιϰογένεια (x, y∶A, p∶x = y, z∶A, q∶y = z) C(x, y, p, z, q) µε

C(x, y, p, z, q) ∶≡ f (p ⋅ q) = f (p) ⋅ f (q).

΄Εχουµε
f (reflx ⋅ reflx ) ≡ f (reflx ) ≡ reflf (y)

ϰαι
f (reflx ) ⋅ f (reflx ) ≡ reflf (y) ⋅ reflf (y) ≡ reflf (y)

ϰαι εποµένως
reflreflf (x)∶C(x, x, reflx , x, reflx ).

΄Αρα µπορούµε να ορίσουµε, για x, z∶A ϰαι q∶x = z, ένα

u(x, z, q)∶C(x, x, reflx , z, q)

µε την επαγωγή
u(x, x, reflx ) ∶≡ reflreflf (x) .

Εν συνεχεία ορίζουµε, µε επαγωγή στο p, ένα

v(x, y, p, z, q)∶C(x, y, p, z, q)

ϑέτοντας
v(x, x, reflx , z, q) ∶≡ u(x, z, q)

που είναι ϰαι το ζητούµενο.

2. ΄Αµεσο.

3. Θεωρούµε την οιϰογένεια (x, y∶A, p∶x = y) C(x, y, p) µε

C(x, y, p) ∶≡ f (p−1) = f (p)−1.

Οι υπολογισµοί δίνουν

f (refl−1x ) ≡ f (reflx ) ≡ reflf (x),

ϰαι
f (reflx )−1 ≡ refl−1f (x) ≡ reflf (x),

οπότε έχουµε
reflreflf (x)∶C(x, x, reflx ).

Μπορούµε εποµένως να ορίσουµε ένα

t(x, y, p)∶C(x, y, p)

ϑέτοντας
t(x, x, reflx ) ∶≡ reflreflf (x) ,

που είναι το ζητούµενο.
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Το επόµενο λήµµα βεβαιώνει ότι ο παραπάνω ορισµός τής δράσης τής f στα
µονοπάτια είναι «συναρτητιϰός». Ας ϑυµηϑούµε τις βασιϰές ϰατηγοριϰές πράξεις
µεταξύ συναρτήσεων:

idA ∶≡ �(x∶A) x,
g◦f ∶≡ �(x∶A) g(f (x)).

Λήµµα 21. 1. idA(p) = p,

2. (g◦f )(p) = g(f (p)).

Απόδειξη. Με επαγωγή στο p, αρϰεί να ελέγξουµε ϰαϑεµία από τις ισότητες στην
περίπτωση που το p είναι ένα σταϑερό µονοπάτι. Για την πρώτη έχουµε

idA(reflx ) ≡ reflidA(x) ≡ reflx ,

ενώ για τη δεύτερη,

(g◦f )(reflx ) ≡ refl(g◦f )(x) ≡ reflg(f (x)),

g(f (reflx )) ≡ g(reflf (x)) ≡ reflg(f (x)).

Εφ΄ όσον οι εξαρτώµενοι µετασχηµατισµοί αποτελούν ουσιώδες συστατιϰό τής
ϑεωρίας τύπων, ϑα χρειαστούµε επίσης µια εϰδοχή τού λήµµατος 1 για αυτές. Ω-
στόσο, αυτό δεν είναι τόσο απλό να διατυπωϑεί, επειδή εάν (x ∶A) u(x)∶B(x) ϰαι
p∶x = y , τότε τα u(x)∶B(x) ϰαι u(y)∶B(y) είναι µέλη διαφορετιϰών τύπων, έτσι ώστε
a priori να µην µπορούµε ϰαν να ρωτήσουµε αν είναι ίσα. Η λύση είναι ότι το ίδιο
το p µάς δίνει έναν τρόπο να συσχετίσουµε τους τύπους B(x) ϰαι B(y).

Λήµµα 22. ΄Εστω (x∶A) u(x)∶B(x) µετασχηµατισµός. Για οποιδήποτε p∶x = y στον A
υπάρχει

apdu(p)∶p∗(u(x)) = u(y).

Απόδειξη. Με επαγωγή στο p, αρϰεί να εξετάσουµε την περίπτωση των σταϑερών
µονοπατιών, οπότε το ζητούµενο ανάγεται στο

(reflx )∗(u(x)) = u(x),

το οποίο ισχύει από τον ορισµό τού p∗.
Η µεταφορά ϰατά µήϰος τής συνένωσης δύο µονοπατιών είναι η σύνϑεση των

επιµέρους µεταφορών:

Λήµµα 23. ΄Εστω (x∶A)B(x) οιϰογένεια. Εάν p∶x = y ϰαι q∶y = z στον A ϰαι w∶B(x),
τότε

q∗(p∗(w)) = (p ⋅ q)∗(w).

Απόδειξη. Με επαγωγή στα p ϰαι q, το ζητούµενο περιορίζεται στο να δείξουµε, για
οποιοδήποτε w∶B(x),

transportB(reflx ⋅ reflx , w) = transportB(reflx , transportB(reflx , w)).

Αυτό όµως είναι άµεση συνέπεια της σχέσης (9).
Το επόµενο αποτέλεσµα ϑα µας χρειαστεί παραϰάτω.

Λήµµα 24. Για a∶A ϑεωρούµε την οιϰογένεια (x∶A)B(x) µε B(x) ∶≡ a = x . Εάν p∶a = b
ϰαι q∶b = c, τότε transportB(q, p) = p ⋅ q.
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Απόδειξη. Κάνουµε επαγωγή στο q. Εφ΄ όσον transportB(reflb , p) ≡ p, το ζητούµενο
ανάγεται στο

p = p ⋅ reflb ,

το οποίο γνωρίζουµε ήδη (λήµµα 15).

7.2 Οµοτοπία
Ορισµός 25. Ας ϑεωρήσουµε µία οιϰογένεια (x ∶ A) B(x) ϰαι δύο συναρτήσεις
f , g∶∏(x∶A) B(x). Μία οµοτοπία από την f στην g είναι ένα µέλος τού τύπου

f ∼ g ∶≡ ∏(x∶A) (f (x) = g(x)).

Λήµµα 26. Η οµοτοπία είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η αναϰλαστιϰότητα είναι προφανής:

�(x∶A) reflf (x)∶f ∼ f .

Για τη συµµετρία: Εάν H ∶f ∼ g, τότε

�(x∶A) H (x)−1∶g ∼ f .

Τέλος, για τη µεταβατιϰότητα, εάν H ∶f ∼ g ϰαι I ∶g ∼ ℎ, τότε

�(x∶A) H (x) ⋅ I (x)∶f ∼ ℎ.

Επίσης, η σύνϑεση συναρτήσεων σέβεται την οµοτοπία.

Λήµµα 27. Για e∶A→ B, f1, f2∶B → C , g∶C → D, ϰαι H ∶f1 ∼ f2,

1. �(x∶A) H (e(x))∶f1◦e ∼ f2◦e,

2. �(y∶B) g(H (y))∶g◦f1 ∼ g◦f2.

Ορισµός 28. Αντίστροφη µιας συνάρτησης f ∶A → B είναι µία τριάδα (g, �, �)
αποτελούµενη από µία συνάρτηση g ∶ B → A ϰαι οµοτοπίες � ∶ f ◦g ∼ idB ϰαι
�∶g◦f ∼ idA.

Στην πράξη ϑα συγχέουµε την (g, �, �) µε την g, ϰαι ϑα αναφερόµαστε στην g ως
αντίστροφη της f . Ο τύπος των αντιστρόφων µιας συνάρτησης f ∶A→ B είναι ο

QInv( f ) ∶≡ ∑(g∶B → A) [( f ◦g ∼ idB) × (g◦f ∼ idA)].

Μία συνάρτηση που έχει αντίστροφη λέγεται ισοµορφισµός. Ο τύπος των ισο-
µορφισµών από τον A στον B είναι ο

A ≅ B ∶≡ ∑( f ∶A→ B) QInv( f ).

Ο ισοµορφισµός τύπων είναι σχέση ισοδυναµίας:

Λήµµα 29. 1. Η αντίστροφη τής idA είναι η idA.

2. Εάν η g είναι αντίστροφη της f , τότε η f είναι αντίστροφη της g.

3. Εάν η g είναι αντίστροφη της f , ϰαι η g′ είναι αντίστροφη της f ′, ϰαι ορίζεται η
σύνϑεση f ′◦f , τότε η g◦g′ είναι αντίστροφη της f ′◦f .
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Λήµµα 30. Εάν (x∶A)B(x) οιϰογένεια ϰαι p∶a = b στον A, τότε η συνάρτηση µεταφοράς

p∗∶B(a) → B(b)

είναι ισοµορφισµός.

Πρώτη απόδειξη. Από τον ορισµό τής p∗ έχουµε, για a∶A, (refla)∗ ≡ idB(a), που είναι
ισοµορφισµός από το προηγούµενο λήµµα. Το ζητούµενο έπεται µε επαγωγή στο p.

∆εύτερη απόδειξη. Από το λήµµα 23 έχουµε, για p∶x = y ϰαι q∶y = z, (p ⋅q)∗ ∼ q∗◦p∗,
οπότε (p−1)∗◦p∗ ∼ idB(a) ϰαι p∗◦(p−1)∗ ∼ idB(b). ΄Αρα, η p∗ έχει αντίστροφη.

7.3 Χαραϰτηρισµός τής ισότητας
Τύποι ζευγών

Ας ϑεωρήσουµε το ϰαρτεσιανό γινόµενο A1 × A2 δύο τύπων A1 ϰαι A2. Για
οποιαδήποτε x, y∶A1×A2 ϰαι p∶x = y λαµβάνουµε µονοπάτια appr1 (p)∶pr1(x) = pr1(y)
ϰαι appr2 (p)∶pr2(x) = pr2(y). Ορίζεται εποµένως συνάρτηση

f ∶(x = y) → (pr1(x) = pr1(y)) × (pr2(x) = pr2(y))

µε
f (p) ≡ pair(appr1 (p), appr2 (p)).

Θεώρηµα 31. Για οποιαδήποτε x, y∶A1 × A2, η f είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. ∆υνάµει τής αρχής επαγωγής για το A1 × A2, αρϰεί η αντίστροφη να
οριστεί στην περίπτωση ϰατά την οποία αµφότερα τα x ϰαι y είναι ϰάποια ζεύγη
pair(x1, x2) ϰαι pair(y1, y2) αντίστοιχα. Χρειαζόµαστε εποµένως µία

g∶(x1 = y1) × (x2 = y2) → (pair(x1, x2) = pair(y1, y2)).

Για z1∶x1 = y1 ϰαι z2∶x2 = y2 ορίζουµε, µε επαγωγή στα z1 ϰαι z2, το

cpair(z1, z2)∶pair(x1, x2) = pair(y1, y2)

ϑέτοντας
cpair(reflx1 , reflx2 ) ∶≡ reflpair(x1,x2). (10)

Με τη βοήϑεια του cpair ορίζουµε, για z∶(x1 = y1) × (x2 = y2), το

t(z)∶pair(x1, x2) = pair(y1, y2)

µέσω τής επαγωγής
t(pair(z1, z2)) ∶≡ cpair(z1, z2). (11)

Η ζητούµενη συνάρτηση ϑα είναι η

g ∶≡ �(z∶(x1 = y1) × (x2 = y2)) t(z).

Από τις (10) ϰαι (11) παίρνουµε τη χαραϰτηριστιϰή ιδιότητα της g:

g(pair(reflx1 , reflx2 )) ≡ reflpair(x1,x2). (12)
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΄Εχουµε αϰόµη να δείξουµε ότι οι f ϰαι g είναι αντίστροφες µεταξύ τους. Παρατη-
ρήστε ϰατ΄ αρχάς ότι η f ιϰανοποιεί τη σχέση

f (reflpair(x1,x2)) ≡ pair(appr1 (reflpair(x1,x2)), appr2 (reflpair(x1,x2)))

≡ pair(reflx1 , reflx2 ). (13)

Προϰειµένου για την f (g(z)) = z, µε επαγωγή στο z αρϰεί να δείξουµε ότι

f (g(pair(z1, z2))) = pair(z1, z2).

Μία αϰόµα επαγωγή στα z1 ϰαι z2 ανάγει το ζητούµενο στο

f (g(pair(reflx1 , reflx2 ))) = pair(reflx1 , reflx2 ),

το οποίο είναι άµεση απόρροια των (12) ϰαι (13). Για να δείξουµε ότι g(f (p)) = p
ϰάνουµε πρώτα επαγωγή στο p, οπότε το ζητούµενο περιορίζεται στην περίπτωση
που το p είναι το reflx ,

g(f (reflx )) = reflx ,

ϰαι µετά στο x , οπότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το x είναι ένα ζεύγος pair(x1, x2),

g(f (reflpair(x1,x2))) = reflpair(x1,x2).

Αυτό προϰύπτει παροµοίως από τις (13) ϰαι (12).
Την αντίστροφη της f που ορίσαµε µπορούµε να τη συµβολίσουµε

pair=∶(pr1(x) = pr1(y)) × (pr2(x) = pr2(y)) → (x = y).

Ειδιϰότερα, εάν ϑέσουµε x ∶≡ pair(pr1(y), pr2(y)), παίρνουµε ένα µέλος

pair=(pair(reflpr1(y), reflpr2(y)))∶pair(pr1(y), pr2(y)) = y.

΄Ασϰηση 7.1. ∆είξτε ότι pair=(pair(reflpr1(y), reflpr2(y))) = �A1×A2 (y) (λήµµα 11).

Εν συνεχεία ϑα χαραϰτηρίσουµε την ισότητα στους τύπους εξαρτώµενων ζευγών.
Εφ΄ όσον το εξαρτώµενο άϑροισµα είναι γενίϰευση του ϰαρτεσιανού γινοµένου,
αναµένουµε ότι τα µονοπάτια σε έναν τύπο ∑(x∶A) B(x) ϑα είναι ζεύγη µονοπατιών
όπως παραπάνω, αλλά χρειάζεται λίγη σϰέψη για να δώσουµε τους σωστούς τύπους
αυτών των µονοπατιών.

Εάν το p∶w = w′ είναι µονοπάτι στο∑(x∶A)B(x), τότε λαµβάνουµε, όπως πριν, το
µονοπάτι appr1 (p)∶pr1(w) = pr1(w

′). Ωστόσο, δε µπορούµε να ρωτήσουµε αµέσως εάν
το pr2(w) είναι ίσο µε το pr2(w′)αφού αυτά τα δύο δε βρίσϰονται απαραίτητα στο ίδιο
στιγµιότυπο της (x∶A) B(x). Μπορούµε όµως να µεταφέρουµε το pr2(w) ϰατά µήϰος
τού µονοπατιού appr1 (p), ϰαι αυτό µας δίνει ένα µέλος τού ίδιου τύπου µε το pr2(w′).
Με επαγωγή στο p λαµβάνουµε ένα µονοπάτι transportB(appr1 (p), pr2(w)) = pr2(w

′).
Παρατήρηση. Εάν έχουµε x ∶ A ϰαι u, v ∶ B(x) ούτως ώστε pair(x, u) = pair(x, v),
δεν έπεται ότι u = v. Το µόνο που µπορούµε να συµπεράνουµε είναι ότι υπάρχει
p ∶x = x ούτως ώστε transportB(p, u) = v. Αυτή είναι µια γνωστή πηγή σύγχυσης
για τους νεοεισερχόµενους στη ϑεωρία τύπων, αλλά έχει νόηµα από τοπολογιϰή
άποψη: η ύπαρξη στον ολιϰό χώρο ενός µονοπατιού pair(x, u) = pair(x, v) µεταξύ δύο
σηµείων που τυχαίνει να βρίσϰονται στο ίδιο νήµα δε συνεπάγεται την ύπαρξη ενός
µονοπατιού u = v που βρίσϰεται εξ ολοϰλήρου εντός αυτού του νήµατος.
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Το επόµενο ϑεώρηµα λέει ότι η διαδιϰασία αυτή είναι αντιστρέψιµη.

Θεώρηµα 32. ∆οϑέντων µιας οιϰογένειας (x∶A)B(x) ϰαι w,w′∶∑(x∶A)B(x), υπάρχει
ισοµορφισµός

(w = w′) ≅ ∑(q∶pr1(w) = pr1(w
′)) transportB(q, pr2(w)) = pr2(w

′).

Απόδειξη. Για p∶w = w′ ϑεωρούµε το

b(p)∶∑(q∶pr1(w) = pr1(w
′)) transportB(q, pr2(w)) = pr2(w

′)

που ορίζεται µέσω τής επαγωγής

b(reflw ) ∶≡ pair(reflpr1(w), reflpr2(w)). (14)

Θα δείξουµε ότι η συνάρτηση

�(b)∶(w = w′) → ∑(q∶pr1(w) = pr1(w
′)) transportB(q, pr2(w)) = pr2(w

′)

είναι ισοµορφισµός. ΄Οπως ϰαι στην περίπτωση του ϰαρτεσιανού γινοµένου, η αντί-
στροφη ϑα οριστεί όταν τα w ϰαι w′ είναι ϰάποια ζεύγη pair(w1, w2) ϰαι pair(w′1, w′2).
Για q∶w1 = w′1 ϰαι r∶transportB(q, w2) = w′2 ορίζουµε

cpair(q, r)∶pair(w1, w2) = pair(w′
1, w′

2)

µε επαγωγή στα q ϰαι r ,

cpair(reflw1 , reflw2 ) ∶≡ reflpair(w1,w2). (15)

Εν συνεχεία ϑεωρούµε, για z∶∑(q∶w1 = w′1) transportB(q, w2) = w′2, το

t(z)∶pair(w1, w2) = pair(w′
1, w′

2)

που ορίζεται από την επαγωγή

t(pair(q, r)) ∶≡ cpair(q, r). (16)

Από τις (16) ϰαι (15) έπεται ότι

t(pair(reflw1 , reflw2 )) ≡ reflpair(w1,w2). (17)

Μένει να δείξουµε ότι η �(t) είναι αντίστροφη της �(b). Παρατηρήστε ότι, για
w1, w′1∶A, w2∶B(w1), ϰαι w′2∶B(w′1), η (14) δίνει τη σχέση

b(reflpair(w1,w2)) ≡ pair(reflw1 , reflw2 ). (18)

Η σχέση b(t(z)) = z προϰύπτει, µε επαγωγή στο z, από την

b(t(pair(q, r))) = pair(q, r),

η οποία προϰύπτει, µε επαγωγή στα q ϰαι r , από την

b(t(pair(reflw1 , reflw2 ))) = pair(reflw1 , reflw2 ). (19)

Η σχέση t(b(p)) = p ανάγεται, µε επαγωγή στο p, στην

t(b(reflw )) = reflw ,

η οποία ανάγεται, µε επαγωγή στο w , στην

t(b(reflpair(w1,w2))) = reflpair(w1,w2). (20)

Αµφότερες οι (19) ϰαι (20) συνάγονται από τις (18) ϰαι (17).
Και οι τετριµµένες περιπτώσεις έχουν ϰαµιά φορά τη σηµασία τους.
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Θεώρηµα 33. Για οποιαδήποτε x, y∶1, (x = y) ≅ 1.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη σταϑερή συνάρτηση

f ∶≡ �(p∶x = y) 01∶(x = y) → 1.

Προϰειµένου να ορίσουµε µία συνάρτηση στην αντίϑετη ϰατεύϑυνση µπορούµε,
επιϰαλούµενοι την αρχή επαγωγής τού 1, να υποϑέσουµε ότι αµφότερα τα x ϰαι y
είναι το 01, στην οποία περίπτωση ϑέτουµε

g ∶≡ �(z∶1) refl01∶1 → (01 = 01).

Η µία σχέση που έχουµε να δείξουµε είναι η f (g(z)) = z, η οποία, αναπτύσσοντας τον
ορισµό τής f , γράφεται 01 = z, οπότε ϰαι αποδειϰνύεται µε τετριµµένη επαγωγή στο
z. Για την άλλη, εάν p∶x = y , έχουµε να δείξουµε ότι g(f (p)) = p, δηλαδή g(01) = p.
Η αρχή επαγωγής τής ισότητας µας επιτρέπει να περιοριστούµε στην περίπτωση
που το p είναι το reflx , οπότε, µε µία περαιτέρω επαγωγή στο x , µας µένει να δείξουµε
ότι reflx = reflx .

Αϑροίσµατα

Αναµένουµε ότι ένα άϑροισµα A1 +A2 αποτελείται από ξένα µεταξύ τους αϰριβή
αντίτυπα των A1 ϰαι A2. Εποµένως, ϑα πρέπει να έχουµε

(in1(a1) = in1(b1)) ≅ (a1 = b1),
(in2(a2) = in2(b2)) ≅ (a2 = b2),
(in1(a1) = in2(a2)) ≅ 0.

Για να δείξουµε τα παραπάνω, ϑα ορίσουµε µία οιϰογένεια σύγϰρισης

(x, y∶A1 + A2) Code(x, y)

µε αναδροµή στα x ϰαι y:

Code(in1(x1), in1(y1)) ∶≡ (x1 = y1),
Code(in1(x1), in2(x2)) ∶≡ 0,
Code(in2(x2), in1(x1)) ∶≡ 0,
Code(in2(x2), in2(y2)) ∶≡ (x2 = y2).

Θεώρηµα 34. Για οποιαδήποτε x, y∶A1 + A2, (x = y) ≅ Code(x, y).

Απόδειξη. Στη µία ϰατεύϑυνση: Πρώτα ορίζουµε, για x∶A1 + A2, ένα

crefl(x)∶Code(x, x)

µε επαγωγή στο x ,

crefl(in1(x1)) ∶≡ reflx1 ,
crefl(in2(x2)) ∶≡ reflx2 .

Μετά ορίζουµε, για x, y∶A1 + A2 ϰαι p∶x = y , ένα

t(x, y, p)∶Code(x, y)
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µε επαγωγή στο p,
t(x, x, reflx ) ∶≡ crefl(x).

Τέλος, ϑέτουµε

encodex,y ∶≡ �(p∶x = y) t(x, y, p)∶(x = y) → Code(x, y).

Στην άλλη ϰατεύϑυνση: Ορίζουµε, για x, y∶A1 + A2, το

decodex,y ∶Code(x, y) → (x = y)

µε επαγωγή στα x ϰαι y,

decodein1(x1),in1(y1) ∶≡ �(c∶Code(in1(x1), in1(y1))) apin1 (c),

decodein1(x1),in2(x2) ∶≡ �(c∶Code(in1(x1), in2(x2))) rec0(c),
decodein2(x2),in1(x1) ∶≡ �(c∶Code(in2(x2), in1(x1))) rec0(c),
decodein2(x2),in2(y2) ∶≡ �(c∶Code(in2(x2), in2(y2))) apin2 (c).

Μένει να δείξουµε ότι για οποιαδήποτε x, y ∶A1 + A2 οι συναρτήσεις encodex,y ϰαι
decodex,y είναι αντίστροφες µεταξύ τους. Αφ΄ ενός ϑέλουµε, για p∶x = y,

decodex,y (encodex,y (p)) = p.

Η αρχή επαγωγής τής ισότητας ανάγει το ζητούµενο στην εύρεση ενός µονοπατιού

decodex,x (encodex,x (reflx )) = reflx .

Με επαγωγή στο x , το ζητούµενο σπάει σε δύο περιπτώσεις,

decodein1(x1),in1(x1)(encodein1(x1),in1(x1)(reflin1(x1))) = reflin1(x1),

decodein2(x2),in2(x2)(encodein2(x2),in2(x2)(reflin2(x2))) = reflin2(x2),

που προϰύπτουν αµφότερες από τους ορισµούς των encode ϰαι decode. Αφ΄ ετέρου
ϑέλουµε, για c∶Code(x, y),

encodex,y (decodex,y (c)) = c.

∆ιαϰρίνουµε περιπτώσεις: ΄Οταν τα x ϰαι y έρχονται από τον ίδιο προσϑετέο, έχουµε
να δείξουµε τις

encodein1(x1),in1(y1)(decodein1(x1),in1(y1)(c)) = c,

encodein2(x2),in2(y2)(decodein2(x2),in2(y2)(c)) = c.

Με επαγωγή στο c, αρϰεί να ελέγξουµε ότι

encodein1(x1),in1(x1)(decodein1(x1),in1(x1)(reflx1 )) = reflx1 ,

ϰαι
encodein2(x2),in2(x2)(decodein2(x2),in2(x2)(reflx2 )) = reflx2 ,

που είναι άµεση απόρροια των ορισµών. ΄Οταν τα x ϰαι y έρχονται από δια-
φορετιϰούς προσϑετέους, τότε Code(x, y) ≡ 0, οπότε αποδειϰνύονται τα πάντα,
συµπεριλαµβανοµένου τού αποδειϰτέου.

Η αϰόλουϑη τετριµµένη περίπτωση δεν έχει ϰαµία ιδιαίτερη σηµασία, ϰαι την
αναφέρουµε για λόγους πληρότητας.

Θεώρηµα 35. Για οποιαδήποτε x, y∶0, (x = y) ≅ 0.
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Σύµπαντα ϰαι τύποι συναρτήσεων

΄Οπως ϰάναµε για άλλους τύπους, ϑα µπορούσαµε για την ισότητα του A → B
να επιδιώξουµε έναν χαραϰτηρισµό τής µορφής

(f = g) ≅ (applyf = applyg ).

Ωστόσο, ϰάτι τέτοιο δε ϑα ήταν ιδιαίτερα χρήσιµο, γιατί απλώς ϑα µετέϑετε το
πρόβληµα στο να περιγράψουµε την ισότητα µεταξύ οµοειδών (δηλαδή µε τον ίδιο
ϰανόνα σχηµατισµού) µετασχηµατισµών, ϰι αυτό προσϰρούει στο εµπόδιο της απου-
σίας ϰάποιας αρχής επαγωγής για µετασχηµατισµούς. Παρόµοια είναι η ϰατάσταση
µε τα σύµπαντα ϰατά Russell: Προϰειµένου να διατυπώσουµε την αρχή επαγωγής
ενός σύµπαντος, πρέπει να επανεισάγουµε τον φορµαλισµό των συµπάντων ϰατά
Tarski, ϰαι αυτό είναι ϰάτι που µπορεί να µη ϑέλουµε ή να µη µπορούµε να ϰάνουµε.

Στην ϰλασιϰή ϑεωρία συνόλων, όταν έχουµε µία σχέση ισοδυναµίας E σε ένα
σύνολο X , µπορούµε να σχηµατίσουµε το σύνολο X /E των ϰλάσεων ισοδυναµίας
τής E, µαζί µε την απειϰόνιση � ∶a ↦ [a] που στέλνει ϰάϑε στοιχείο τού X στην
ϰλάση ισοδυναµίας του. Η � χαραϰτηρίζεται από την εξής (ϰαϑολιϰή) ιδιότητα: Για
µία συνάρτηση f ∶X → Y , υπάρχει (µοναδιϰή) g∶X /E → Y µε g◦� = f ,

X
f //

�
��

Y

X /E
g

==

,

τότε ϰαι µόνο, εάν η f σέβεται την E (δηλ. E(x, y) ⇒ f (x) = f (y)). Αυτή η ιδιότητα
µας επιτρέπει να ορίζουµε συναρτήσεις επί τού X /E χρησιµοποιώντας αντιπρο-
σώπους των ϰλάσεων ισοδυναµίας: Πρώτα ορίζουµε µία συνάρτηση επί τού X , ϰαι
µετά ελέγχουµε ότι αυτή «ϰατεβαίνει» στο πηλίϰο, δηλαδή ότι σέβεται τη σχέση
ισοδυναµίας.

Η ϰατασϰευή τού πηλίϰου δεν είναι γενιϰά δυνατή. Αντ΄ αυτού, στα ϰατασϰευα-
στιϰά µαϑηµατιϰά εϰµεταλλευόµαστε την παραπάνω αντιστοιχία ώστε να αναπα-
ριστούµε συναρτήσεις (ϰαι άλλες έννοιες) επί τού X /E ως συναρτήσεις επί τού X οι
οποίες σέβονται την E. Σε αυτή την προσέγγιση, η ίδια η E αναπαριστά την ισότητα
του X /E, δηλαδή εϰτελεί χρέη ισότητας, οπότε ϰαλείται ορισµένη ισότητα (de�ned
equality) στο X .

Υπάρχουν δύο επιλογές για το πώς ϑα χειριστούµε την ορισµένη ισότητα. Η
µία είναι να δείχνουµε ϰατά περίπτωση ότι ϰάτι που ορίζουµε σέβεται την ορισµένη
ισότητα, ϰαι οδηγεί στην έννοια του ανώτερου επαγωγιϰού τύπου. Η άλλη είναι να
υποϑέσουµε ότι τα πάντα σέβονται την ορισµένη ισότητα. Το πώς ϑα το ϰάνουµε
αυτό εξαρτάται από την περίπτωση. Η ϑεωρία τύπων έχει την ιδιαιτερότητα ότι,
ούτως ή άλλως, όλοι οι τύποι είναι εφοδιασµένοι µε ισότητα. Εποµένως, για x, y∶A
ορίζεται

f ∶(x = y) → E(x, y)

µε την επαγωγή
f (reflx ) ∶≡ r(x),

όπου r ϰάποιο (δοϑέν) τεϰµήριο αλήϑειας ότι η E είναι αναϰλαστιϰή. Μπορούµε
τώρα να διατυπώσουµε την πρόταση/υπόϑεση ότι η f είναι ισοµορφισµός. Αυτό
συνεπάγεται, µεταξύ άλλων, ότι η E χαραϰτηρίζει την ισότητα του A.
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Η φυσιϰή έννοια ταύτισης µεταξύ δοµών είναι ο ισοµορφισµός. Ωστόσο, η
υπόϑεση ότι ο ισοµορφισµός χαραϰτηρίζει την ισότητα,

(A = B) ≅ (A ≅ B),

είναι ασυνεπής. Χρειαζόµαστε µία «βελτιωµένη» εϰδοχή τού ισοµορφισµού. Ευτυ-
χώς, η ϰλασιϰή ϑεωρία οµοτοπίας έχει µία ιδέα για το ποιος είναι ο «σωστός» τύπος
ισοµορφισµών.

Ορισµός 36. Αριστερή (δεξιά) αντίστροφη µιας f ∶A → B είναι µία g ∶B → A µε
g◦f ∼ idA (f ◦g ∼ idB).

΄Εχουµε τους τύπους

Lef tInv(f ) ∶≡ ∑(g∶B → A) g◦f ∼ idA,

RightInv(f ) ∶≡ ∑(g∶B → A) f ◦g ∼ idB .

Λήµµα 37. Εάν η f έχει αριστερή ϰαι δεξιά αντίστροφη, τότε είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Από την υπόϑεση έχουµε gl , gr∶B → A µε gl◦f ∼ idA ϰαι f ◦gr ∼ idB , οπότε

f ◦gl ∼ f ◦gl◦f ◦gr ∼ f ◦gr ∼ idB .

Θέτουµε
IsEquiv(f ) ∶≡ Lef tInv(f ) × RightInv(f ).

Οι ισοδυναµίες (equivalences) από τον A στον B είναι τα µέλη τού τύπου

A ≃ B ∶≡ ∑(f ∶A→ B) IsEquiv(f ).

Παρατήρηση. Από το προηγούµενο λήµµα, οι τύποι A ≃ B ϰαι A ≅ B είναι λογιϰά
ισοδύναµοι. Ωστόσο, δεν είναι ισοµορφιϰοί. Εποµένως, έχει σηµασία σε ποιον από
τους δύο αναφερόµαστε ϰάϑε φορά. Αντιϑέτως, όταν λέµε απλώς ότι µία συνάρτηση
είναι ισοµορφισµός/ισοδυναµία, τότε διατυπώνουµε µία ιδιότητα, οπότε τα δύο είναι
εναλλάξιµα µεταξύ τους. Στην πράξη, ϑα έχουµε µία ελαφρά προτίµηση προς
την ισοδυναµία έναντι του ισοµορφισµού, ϰαϑώς είναι εϰείνη που έχει µεγαλύτερο
τυποϑεωρητιϰό/γεωµετριϰό νόηµα. Φυσιϰά, ο συνηϑέστερος τρόπος να δείξει ϰανείς
ότι µία συνάρτηση είναι ισοδυναµία είναι να εµφανίσει µία αντίστροφη αυτής.

Από τις γενιϰές παρατηρήσεις που ϰάναµε πάνω στην ορισµένη ισότητα, εάν το
 είναι ϰάποιο σύµπαν τότε για οποιουσδήποτε τύπουςA, B∶ υπάρχει συνάρτηση

idtoeqv∶(A = B) → (A ≃ B).

Εύϰολα φαίνεται, µε επαγωγή στο p, ότι η υποϰείµενη συνάρτηση του idtoeqv(p)
είναι η συνάρτηση µεταφοράς p∗ ως προς την οιϰογένεια (X ∶ ) X .

Ορισµός 38. ΄Ενα σύµπαν  είναι univalent εάν η idtoeqv είναι ισοδυναµία. Στην
περίπτωσηαυτή, η (δοϑείσα) αντίστροφη της idtoeqvσυµβολίζεται ua (από τα αρχιϰά
τού «univalence axiom»).

Η παραπάνω ιδιότητα εϰφράζεται από τον τύπο

Univ( ) ∶≡ ∏(A, B∶ ) QInv(idtoeqv).
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Υπάρχουν δύο τρόποι να χειριστούµε αυτή την ιδιότητα. Ο ένας τρόπος είναι να
πούµε, όπως ϰάνει το [6], ότι όλα τα σύµπαντα στα οποία αναφερόµαστε είναι
univalent· αυτό συνίσταται, ϰατά το µάλλον ή ήττον, στο να εντάξουµε στη ϑεωρία
το univalence ως αξίωµα (εξ ου ϰαι ο όρος univalence axiom). Ο άλλος τρόπος είναι
να το αναφέρουµε ρητά ως υπόϑεση στα ϑεωρήµατα που εξαρτώνται από αυτό.
Εµείς εδώ ϑα ϰάνουµε ϰάτι που είναι πιο ϰοντά στο δεύτερο, αλλά στην πράξη δεν
έχει µεγάλη σηµασία.

Λήµµα 39. Μέσα σε ένα univalent σύµπαν ισχύουν τα εξής:

1. reflA = ua(idA),

2. ua(f ) ⋅ ua(g) = ua(g◦f ),

3. ua(f )−1 = ua(f −1).

Περνάµε σε συναρτήσεις. Η οµοτοπία είναι αναϰλαστιϰή (λήµµα 26), εποµένως
ορίζεται συνάρτηση

happly∶(f = g) → (f ∼ g).

Ορισµός 40. ΄Ενας τύπος συναρτήσεων ∏(x∶A) B(x) είναι εϰτασιαϰός (extensional)
εάν η happly είναι ισοδυναµία. Στην περίπτωση αυτή, η (δοϑείσα) αντίστροφη της
happly συµβολίζεται funext.

Αποδειϰνύεται, τόσο παρουσία ανώτερων επαγωγιϰών τύπων, όσο ϰαι παρουσία
univalence, ότι όλοι οι τύποι συναρτήσεων είναι εϰτασιαϰοί.

Με τη βοήϑεια των happly ϰαι funext µπορούµε να περιγράψουµε τη δοµή οµα-
δοειδούς ενός εϰτασιαϰού τύπου συναρτήσεων:

Λήµµα 41. ΄Εστω ∏(x∶A) B(x) εϰτασιαϰός.

1. reflf = funext(�(x∶A) reflf (x)),

2. p ⋅ q = funext(�(x∶A) happly(p)(x) ⋅ happly(q)(x)),

3. p−1 = funext(�(x∶A) happly(p)(x)−1).

Απόδειξη. Η happly έχει οριστεί από την επαγωγή

happly(reflf ) ∶≡ �(x∶A) reflf (x).

Η πρώτη σχέση προϰύπτει εφαρµόζοντας την funext. Για τη δεύτερη αρϰεί, µε
επαγωγή στα p ϰαι q, να δείξουµε ότι

reflf ⋅ reflf = funext(�(x∶A) reflf (x) ⋅ reflf (x)),

το οποίο ανάγεται στο προηγούµενο. Η τρίτη σχέση αποδειϰνύεται οµοίως µε
επαγωγή στο p.

Επειδή ο µη εξαρτώµενος τύπος συναρτήσεωνA→ B είναι ειδιϰή περίπτωση του
εξαρτώµενου τύπου συναρτήσεων∏(x∶A)B(x) όταν η B είναι ανεξάρτητη του x , όλα
όσα έχουµε πει παραπάνω ισχύουν ϰαι σε µη εξαρτώµενες περιπτώσεις. Οι ϰανόνες
για τη µεταφορά, ωστόσο, είναι ϰάπως απλούστεροι στη µη εξαρτώµενη περίπτωση.
∆οϑέντος ενός µονοπατιού p∶x1 = x2 σε έναν τύπο X ϰαι δύο οιϰογενειών (x∶X )A(x)
ϰαι (x∶X ) B(x), έστω (x∶X ) C(x) η οιϰογένεια µε C(x) ∶≡ A(x) → B(x). Για f ∶C(x1)
έχουµε

transportC (p, f ) = �(x∶X ) transportB(p, f (transportA(p−1, x))) (21)
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Με άλλα λόγια, η µεταφορά µιας συνάρτησης f ∶A(x1) → B(x1) ϰατά µήϰος ενός
µονοπατιού p∶x1 = x2 είναι η συνάρτηση A(x2) → B(x2) που µεταφέρει το όρισµά
της προς τα πίσω ϰατά µήϰος του p (στην οιϰογένεια A), εφαρµόζει την f , ϰαι
στη συνέχεια µεταφέρει το αποτέλεσµα προς τα εµπρός ϰατά µήϰος του p (στην
οιϰογένεια B). Αυτό µπορεί να αποδειχϑεί εύϰολα µε επαγωγή στο p.

Ισότητα

Ο στόχος µας εδώ είναι να επεϰτείνουµε τον χαραϰτηρισµό τής ισότητας ενός
τύπου στα µονοπάτια αυτού τού τύπου.

Θεώρηµα42 ([6, ϑεώρηµα 2.11.1]). Ηδράση µιας ισοδυναµίας f∶A→ B στα µονοπάτια
τού A επάγει, για οποιαδήποτε x, y∶A, µία ισοδυναµία

(x = y) ≃ (f (x) = f (y)).

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε univalence. Το ϑεώρηµα ισχύει ϰαι χωρίς αυτή την
υπόϑεση· ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται για την (πιο µαϰροσϰελή) απόδειξη χωρίς
univalence µπορεί να ανατρέξει στο [6, ϑεώρηµα 2.11.1].

Από την υπόϑεση, η f είναι ισοδυναµία· δηλαδή, έχουµε ένα e∶ IsEquiv(f ) ϰαι
εποµένως pair(f , e) ∶ A ≃ B. Από univalence, η idtoeqv ∶ (A = B) → (A ≃ B)
είναι ισοδυναµία, οπότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το pair(f , e) είναι τής µορφής
idtoeqv(q) για ϰάποιο q ∶A = B. Εν συνεχεία, µε επαγωγή στο q, µπορούµε να
περιοριστούµε στην περίπτωση που το q είναι το reflA, οπότε η f είναι η idA. Από
το λήµµα 21 έχουµε, για p∶x = y ,

idA(p) = p,

ϰαι εποµένως η δράση τής idA στα µέλη τού x = y είναι η ταυτοτιϰή, που είναι
ισοµορφισµός (λήµµα 29), άρα ισοδυναµία.

Ειδιϰότερα, εάν έχουµε έναν χαραϰτηρισµό

f ∶(x = y) ≃ E(x, y)

τής ισότητας ενός τύπου A, το παραπάνω ϑεώρηµα µας παρέχει έναν χαραϰτηρισµό

(p = q) ≃ (f (p) = f (q))

τής ισότητας του x = y . Παραδείγµατος χάριν, για x, y∶A1×A2 έχουµε (ϑεώρηµα 31)
µία ισοδυναµία

f ∶(x = y) → (pr1(x) = pr1(y)) × (pr2(x) = pr2(y))

µε
f (p) ≡ pair(appr1 (p), appr2 (p)).

΄Επεται ότι, για p, q∶x = y , υπάρχει ισοδυναµία

(p = q) ≃ (pair(appr1 (p), appr2 (p)) = pair(appr1 (q), appr2 (q)))
≃ (appr1 (p) = appr1 (q)) × (appr2 (p) = appr2 (q)).
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8 Λογιϰή ϰαι σύνολα3

Σε προηγούµενα ϰεφάλαια είδαµε πώς οι τύποι µπορούν να διαβαστούν ως προ-
τάσεις, ϰαι πώς οι προτάσεις µπορούν να εϰφραστούν ως τύποι. Αυτή η ανα-
παράσταση της λογιϰής εντός τής ϑεωρίας τύπων χρησιµοποιήϑηϰε σε διάφορες
περιπτώσεις, τόσο για τη διατύπωση ορισµών, όσο ϰαι για την απόδειξη µαϑηµα-
τιϰών προτάσεων. Στο ϰεφάλαιο αυτό ϑα εξετάσουµε µία διαφορετιϰή προσέγγιση
στη λογιϰή, ϰαι ϑα δούµε πού υπερτερεί ϰαι πού υστερεί.

Μια ϰαι στο ϰεφάλαιο αυτό ϑα ϰάνουµε χρήση ανώτερων επαγωγιϰών τύπων, ϑα
ϑεωρούµε, χωρίς να το αναφέρουµε ρητά, ότι οι τύποι συναρτήσεων είναι εϰτασιαϰοί.

8.1 Απλές προτάσεις
Κατ΄ αρχήν, οποισδήποτε τύπος µπορεί να αναγνωστεί ως πρόταση, αρϰεί οι ϰα-

τασϰευαστές του να ερµηνευϑούν ως προδιαγραφές/αναϑέσεις τεϰµηρίων αλήϑειας.
ΟNat, για παράδειγµα, είναι µία πρόταση που έχει µία άπειρη αϰολουϑία τεϰµηρίων
αλήϑειας. Αυτό µάς επιτρέπει, χωρίς ϰαµία περιστροφή, να αντιστοιχίσουµε τις
λογιϰές σταϑερές σε ϰατάλληλους τρόπους σχηµατισµού τύπων· π.χ., η διάζευξη
δύο τύπων αναπαρίσταται από το διµελές άϑροισµα, ϰαι ούτω ϰαϑεξής. Αυτή η γνη-
σίως ϰατασϰευαστιϰή αντίληψη της λογιϰής έχει προφανή πλεονεϰτήµατα. Είναι,
όµως, επιϑυµητό να είµαστε σε ϑέση να εϰφράσουµε, στο αυτό πλαίσιο, ϰαι ϰλασιϰές
ϑεωρίες. Ωστόσο, µπορούµε να δείξουµε ότι οι τυποϑεωρητιϰές εϰφράσεις των ϰλα-
σιϰών αρχών τής διπλής άρνησης ϰαι τού αποϰλειόµενου τρίτου είναι ασύµβατες µε
το univalence.

Θεώρηµα 43. ΄Εστω ότι το σύµπαν  είναι univalent, ϰαι ότι για όλους τούς X ∶ ,
¬¬X → X . Εάν ο X ∶ είναι ϰατοιϰηµένος, τότε οποιαδήποτε ισοδυναµία f ∶X → X
έχει σταϑερό σηµείο.

Απόδειξη. Από univalence, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η f είναι τής µορφής
idtoeqv(p) για ϰάποιο p∶X = X στο  . Θεωρούµε τις οιϰογένειες (X ∶ ) A(X ) µε
A(X ) ∶≡ ¬¬X , (X∶ )B(X ) µε B(X ) ∶≡ X , ϰαι (X∶ )C(X ) µε C(X ) ∶≡ A(X ) → B(X ).
Εφ΄ όσον το  είναι ευσταϑές έχουµε, για X ∶ , ένα stX ∶C(X ). Από το λήµµα 22,

transportC (p, stX ) = stX .

Από τη σχέση (21) παίρνουµε

transportC (p, stX ) = �(y∶¬¬X ) transportB(p, stX (transportA(p−1, y))).

Εν τω µεταξύ, ο τύπος ¬¬X είναι απλή πρόταση, οπότε

transportA(p−1, y) = y.

Βάζοντας όλα αυτά µαζί παίρνουµε

f ◦stX = �(y∶¬¬X ) f (stX (y))
= �(y∶¬¬X ) idtoeqv(p)(stX (y))
= �(y∶¬¬X ) transportB(p, stX (y))
= �(y∶¬¬X ) transportB(p, stX (transportA(p−1, y)))
= transportC (p, stX )
= stX .

3Το ϰεφάλαιο αυτό βασίζεται σε µεγάλο βαϑµό στο [6, ϰεφάλαιο 3].
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Εν τω µεταξύ, έχουµε ένα x∶X , από το οποίο σχηµατίζεται ένα µέλος

w ∶≡ �(g∶¬X ) g(x)

τού ¬¬X , οπότε
f (stX (w)) = stX (w).

∆ιάφοροι τύποι είναι ισοδύναµοι µε τον εαυτό τους ϰατά τρόπους που δεν έχουν
σταϑερά σηµεία· π.χ., ο Bool ≃ 1 + 1 έχει την ισοδυναµία neg∶Bool → Bool µε

neg(false) ≡ true,
neg(true) ≡ false.

΄Επεται ότι, σε ένα univalent σύµπαν  που είναι ϰλειστό ως προς τις στοιχειώδεις
τυποϑεωρητιϰές πράξεις, οι τύποι τής µορφής ¬¬X → X , όπου X∶ , είναι αδύνατο
να είναι όλοι ϰατοιϰηµένοι. Και, εφ΄ όσον η αρχή τής διπλής άρνησης απορρέει από
την αρχή τού αποϰλειόµενου τρίτου, είναι επίσης αδύνατο να είναι ϰατοιϰηµένοι
όλοι οι τύποι τής µορφής X + ¬X .

Τόσο οι επιϑυµητές, όσο ϰαι οι ανεπιϑύµητες ιδιότητες της ϰατά Curry-Howard
λογιϰής έχουν ϰοινή προέλευση: ΄Οταν οι τύποι διαβάζονται ως προτάσεις, εν-
δέχεται να περιέχουν πληροφορία πέραν τού εάν είναι αληϑείς ή ψευδείς, η οποία
απορρέει από την ύπαρξη διαφορετιϰών µεταξύ τους τεϰµηρίων αλήϑειας, ϰαι όλες
οι τυποϑεωρητιϰές ϰατασϰευές σέβονται αυτή την επιπλέον πληροφορία. Ωστόσο,
από την οπτιϰή γωνία από την οποία συνήϑως εννοούµε ϰαι χρησιµοποιούµε τις
προτάσεις δεν ενδιαφερόµαστε για το πόσα ϰαι ποια τεϰµήρια αλήϑειας έχει µία
πρόταση, αλλά µόνο για το εάν έχει τέτοια τεϰµήρια, δηλαδή εάν αληϑεύει.

Μπορούµε να λάβουµε µία πιο συµβατιϰή λογιϰή περιοριζόµενοι σε τύπους που
δεν περιέχουν πληροφορία πλέον τής αληϑοτιµής τους, ϰαι βλέποντας µόνο αυτούς
ως λογιϰές προτάσεις. Αυτό υποδειϰνύει τον αϰόλουϑο ορισµό.

Ορισµός 44. Μία απλή πρόταση (mere proposition) είναι ένας τύπος, όλα τα µέλη
τού οποίου είναι ίσα µεταξύ τους.

Μπορούµε να γράψουµε τον παραπάνω ορισµό ως τον τύπο

IsProp(A) ∶≡ ∏(x, y∶A) x = y.

Απόρροια του παραπάνω ορισµού είναι ότι η λογιϰή ισοδυναµία µεταξύ απλών
προτάσεων ταυτίζεται µε την ισοδυναµία (ϰαι, παρουσία univalence, µε την ισότητα):

Λήµµα 45. Για απλές προτάσεις A ϰαι B, εάν A→ B ϰαι B → A, τότε A ≃ B.

Απόδειξη. Εάν f ∶A → B ϰαι g∶B → A τότε, εφ΄ όσον ο A είναι απλή πρόταση, για
x∶A ϑα έχουµε g(f (x)) = x · όµοια, για y∶B έχουµε f (g(y)) = y . ΄Αρα, οι f ϰαι g είναι
αντίστροφες µεταξύ τους.

Η έννοια της απλής πρότασης µας επιτρέπει να εϰφράσουµε την αρχή τού απο-
ϰλειόµενου τρίτου µε τρόπο που να µην έρχεται σε σύγϰρουση µε το univalence:

LEM( ) ∶≡ ∏(A∶ ) [IsProp(A) → (A + ¬A)].
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8.2 n-τύποι
Ας ανεβούµε ένα σϰαλοπάτι πάνω από τις απλές προτάσεις.

Ορισµός 46. ΄Ενα σύνολο είναι ένας τύπος A τέτοιος που για οποιαδήποτε x, y∶A ο
τύπος x = y είναι απλή πρόταση.

Συµβολιϰά,
IsSet(A) ∶≡ ∏(x, y∶A) IsProp(x = y).

Θα µπορούσαµε να συνεχίσουµε στην επόµενη διάσταση, ϰαι να ονοµάσουµε
(απλό) οµαδοειδές (ή 1-οµαδοειδές) έναν τύπο, όλες οι ισότητες του οποίου είναι
σύνολα,

IsGroupoid(A) ∶≡ ∏(x, y∶A) IsSet(x = y),

ϰαι ούτω ϰαϑεξής. Αντ΄ αυτού, ϑα ορίσουµε ολόϰληρη την ϰλίµαϰα αυτή µε αναδρο-
µή, ξεϰινώντας µάλιστα ένα επίπεδο ϰάτω από τις απλές προτάσεις:

Ορισµός 47. ΄Ενας τύπος A ονοµάζεται συσταλτός (contractible) εάν υπάρχει a∶A, το
ϰέντρο συστολής, ούτως ώστε, για οποιδήποτε x∶A, a = x . Συµβολίζουµε το δοσµένο
µονοπάτι a = x µε contrx .

Με άλλα λόγια, έχουµε έναν τύπο

IsContr(A) ∶≡ ∑(a∶A) ∏(x∶A) a = x.

Λήµµα 48. Ο τύπος 1 είναι συσταλτός.

Απόδειξη. ΄Ασϰηση 5.2.
Μπορούµε να δώσουµε τον εξής χαραϰτηρισµό τής συσταλτότητας:

Θεώρηµα 49. Για έναν τύπο A, τα αϰόλουϑα είναι λογιϰά ισοδύναµα:

1. Ο A είναι συσταλτός,

2. Ο A είναι ϰατοιϰηµένη (ή αληϑής) απλή πρόταση,

3. Ο A είναι ισοδύναµος µε τον 1.

Απόδειξη. 1.⇒ 2.: Εάν οA έχει ϰέντρο συστολής a, τότε σίγουρα είναι ϰατοιϰηµένος
(από το a), ϰαι για x, y∶A έχουµε x = a = y.

2. ⇒ 3.: Εφ΄ όσον οι A ϰαι 1 είναι αµφότεροι ϰατοιϰηµένοι, υπάρχουν σταϑερές
συναρτήσεις A → 1 ϰαι 1 → A. Εποµένως, είναι λογιϰά ισοδύναµοι. Και εφ΄
όσον είναι απλές προτάσεις (ο 1 είναι απλή πρόταση από το προηγούµενο βήµα τής
απόδειξης), από το λήµµα 45 έπεται ότι είναι ισοδύναµοι.

3.⇒ 1.: Η συσταλτότητα τουA έπεται από την ισοδυναµία του µε ένανσυσταλτό
τύπο. Αναλυτιϰότερα, εάν οι f ∶A→ 1 ϰαι g∶1 → A είναι αντίστροφες µεταξύ τους,
τότε για x∶A έχουµε

01 = f (x),

οπότε
g(01) = g(f (x)) = x.

΄Εποµένως, ο A έχει ϰέντρο συστολής το g(01).
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Ορισµός 50. Για n ≥ −2, το ϰατηγόρηµα Is−n−type ορίζεται µε την αναδροµή

Is−(−2)−type(A) ∶≡ IsContr(A),
Is−(n + 1)−type(A) ∶≡ ∏(x, y∶A) Is−n−type(x = y).

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι ο A είναι n-τύπος.

Οι n-τύποι έχουν τις αϰόλουϑες στοιχειώδεις ιδιότητες ϰλειστότητας:

Λήµµα 51. Για n ≥ −2, εάν ο A είναι n-τύπος ϰαι για x ∶A ο B(x) είναι n-τύπος, τότε
ο ∑(x ∶A) B(x) είναι n-τύπος. Ειδιϰότερα, εάν οι A ϰαι B είναι n-τύποι, τότε ο A × B
είναι n-τύπος.

Απόδειξη. Θα ϰάνουµε επαγωγή στο n:
Για τη βάση τής επαγωγής (όπου n το −2), ϑεωρούµε ϰέντρα συστολής a του A

ϰαι b(x) του B(x) για x∶A, ϰαι ϑα δείξουµε ότι το pair(a, b(a)) είναι ϰέντρο συστολής
τού ∑(x ∶A) B(x), δηλαδή για οποιοδήποτε y∶ ∑(x ∶A) B(x), pair(a, b(a)) = y. Από
τον χαραϰτηρισµό τής ισότητας στον ∑(x∶A) B(x) έχουµε

(pair(a, b(a)) = y) ≃ ∑(p∶a = pr1(y)) transport
B(p, b(a)) = pr2(y).

Αρϰεί, εποµένως, να βεβαιώσουµε ότι ο τύπος στα δεξιά είναι ϰατοιϰηµένος. Κατ΄
αρχάς, υπάρχει µονοπάτι

contrpr1(y)∶a = pr1(y),

οπότε λαµβάνουµε ένα µονοπάτι q∶

transport(contrpr1(y), b(a)) = b(pr1(y)) [λήµµα 22]
= pr2(y). [b(pr1(y)) ϰέντρο συστολής τού B(pr1(y))]

Κατά συνέπεια έχουµε

pair(contrpr1(y), q)∶∑(p∶a = pr1(y)) transport
B(p, b(a)) = pr2(y).

Για το επαγωγιϰό βήµα, ϑεωρούµε έναν (n + 1)-τύπο A ϰαι (n + 1)-τύπους B(x)
για x ∶A. Από τον χαραϰτηρισµό τής ισότητας στα εξαρτώµενα αϑροίσµατα, για
y, z∶∑(x∶A) B(x) έχουµε

(y = z) ≃ ∑(p∶pr1(y) = pr1(z)) transport
B(p, pr2(y)) = pr2(z).

Εφ΄ όσον οι pr1(y) = pr1(z) ϰαι transportB(p, pr2(y)) = pr2(z) είναι ισότητες µέσα στους
(n + 1)-τύπους A ϰαι B(pr1(z)) αντίστοιχα, έπεται ότι είναι n-τύποι, οπότε ο τύπος
στα δεξία τής παραπάνω ισοδυναµίας είναι n-τύπος (επαγωγιϰή υπόϑεση). ΄Αρα, ο
y = z είναι n-τύπος, ϰαι εποµένως ο ∑(x∶A) B(x) είναι (n + 1)-τύπος.

Λήµµα 52. Εάν για x ∶A ο B(x) είναι n-τύπος, τότε ο ∏(x ∶A) B(x) είναι n-τύπος.
Ειδιϰότερα, εάν ο B είναι n-τύπος, τότε ο A→ B είναι n-τύπος.

Απόδειξη. Θα ϰάνουµε επαγωγή στο n:
Για τη βάση τής επαγωγής (όπου n το −2), έχουµε ένα ϰέντρο συστολής b(x) τού

B(x) για x∶A, ϰαι ϑα δείξουµε ότι η συνάρτηση �(x∶A) b(x) είναι ϰέντρο συστολής
τού ∏(x∶A) B(x). Για g∶∏(x∶A) B(x) ϰαι a∶A έχουµε

(�(x∶A) b(x))(a) ≡ b(a)
= g(a). (b(a) ϰέντρο συστολής)
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Εφ΄ όσον οι τύποι συναρτήσεων έχουν υποτεϑεί εϰτασιαϰοί, έπεται ότι

�(x∶A) b(x) = g.

Για το επαγωγιϰό βήµα, ας υποϑέσουµε ότι για x ∶A ο B(x) είναι (n + 1)-τύπος.
Εφ΄ όσον ο ∏(x∶A) B(x) είναι εϰτασιαϰός, για οποιεσδήποτε f , g∶∏(x∶A) B(x) ϑα
είναι

(f = g) ≃ ∏(x∶A) f (x) = g(x).

Εφ΄ όσον ο f (x) = g(x) είναι ισότητα µέσα στον (n + 1)-τύπο B(x), έπεται ότι είναι
n-τύπος, οπότε ο ∏(x ∶A) f (x) = g(x) είναι n-τύπος (επαγωγιϰή υπόϑεση). ΄Αρα ο
f = g είναι n-τύπος, ϰαι εποµένως ο ∏(x∶A) B(x) είναι (n + 1)-τύπος.

Οι απλές προτάσεις συµπίπτουν µε τους (−1)-τύπους.

Λήµµα 53. Εάν ο A είναι απλή πρόταση, τότε για οποιαδήποτε x, y∶A ο τύπος x = y
είναι συσταλτός.

Πρώτη απόδειξη. Εάν x, y ∶A, τότε ο A είναι ϰατοιϰηµένος (από τα x ϰαι y), οπότε
A ≃ 1. Εν τω µεταξύ, από τον χαραϰτηρισµό τής ισότητας στον 1 (ϑεώρηµα 33), για
οποιαδήποτε x, y∶1, (x = y) ≃ 1.

∆εύτερη απόδειξη. ∆οϑέντων x, y∶A, ϑεωρούµε την οιϰογένεια (z∶A)C(z) µε C(z) ∶≡
(x = z). Από την υπόϑεση, για z∶A έχουµε ένα u(z)∶C(z). Για οποιοδήποτε p∶x = y
έχουµε, από το λήµµα 22,

transportC (p, u(x)) = u(y).

Εν τω µεταξύ, από το λήµµα 24,

transportC (p, u(x)) = u(x) ⋅ p.

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις παίρνουµε

u(x)−1 ⋅ u(y) = p,

ϰαι εποµένως το u(x)−1 ⋅ u(y) είναι ϰέντρο συστολής τού τύπου x = y .
΄Επεται από το προηγούµενο λήµµα ότι για οποιονδήποτε τύπο A, οι τύποι

IsProp(A) ϰαι Is−(−1)−type(A) είναι λογιϰά ισοδύναµοι. Μάλιστα, είναι ισοδύνα-
µοι, ϰαϑώς είναι αµφότεροι απλές προτάσεις:

Λήµµα 54. Ο τύπος IsProp(A) είναι απλή πρόταση.

Απόδειξη. Θεωρούµε ότι ο IsProp(A) είναι εϰτασιαϰός, οπότε για να δείξουµε ότι οι
f , g ∶ IsProp(A) είναι ίσες µεταξύ τους αρϰεί να δείξουµε ότι f (x, y) = g(x, y) για
οποιαδήποτε x, y∶A. ΄Οµως, τα f (x, y) ϰαι g(x, y) είναι αµφότερα µονοπάτια από το
x στο y ϰαι εποµένως είναι ίσα διότι, δυνάµει τής f ή τής g, ο A είναι απλή πρόταση,
οπότε ο x = y είναι συσταλτός, άρα απλή πρόταση.

Λήµµα 55. Για n ≥ −2, ο τύπος Is−n−type(A) είναι απλή πρόταση.

Απόδειξη. Θα ϰάνουµε επαγωγή στο n:
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Για να δείξουµε ότι ο IsContr(A) είναι απλή πρόταση, ϑεωρούµε την οιϰογένεια
(a∶A) C(a) µε C(a) ∶≡ ∏(x ∶A) a = x . Για pair(a, contr), pair(a′, contr′)∶ IsContr(A),
έχουµε

contr∶C(a),
contr′∶C(a′),
contra∶a = a′,

ϰαι εποµένως
transportC (contra , contr)∶C(a′).

Εφ΄ όσον οA είναι συσταλτός (δυνάµει εϰατέρου των pair(a, contr) ϰαι pair(a′, contr′)),
έπεται ότι είναι απλή πρόταση, οπότε ο a′ = x είναι συσταλτός για x ∶A, άρα ο
C(a′) ≡ ∏(x∶A)a′ = x είναι συσταλτός, ϰαι εποµένως είναι απλή πρόταση. Συνεπώς,
υπάρχει µονοπάτι

q∶transportC (contra , contr) = contr′.

Σχηµατίζεται έτσι το µέλος pair(contra , q) τού τύπου

∑(p∶a = a′) transportC (p, contr) = contr′.

Αυτός ο τύπος είναι, από τον χαραϰτηρισµό τής ισότητας στα εξαρτώµενα αϑρο-
ίσµατα, ισοδύναµος µε τον pair(a, contr) = pair(a′, contr′).

Για το επαγωγιϰό βήµα, ας ϑεωρήσουµε έναν τύπο A. Για x, y ∶A, από την
επαγωγιϰή υπόϑεση ο τύπος Is−n−type(x = y) είναι απλή πρόταση, άρα (−1)-τύπος.
Από την ϰλειστότητα ως προς εξαρτώµενα γινόµενα (λήµµα 52) έπεται ότι ο τύπος
Is−(n + 1)−type(A) ≡ ∏(x, y ∶A) Is−n−type(x = y) είναι (n + 1)-τύπος, άρα απλή
πρόταση.

Η ϰλίµαϰα των n-τύπων είναι ϰλειστή προς τα άνω.

Λήµµα 56. Εάν ο A είναι n-τύπος, τότε είναι (n + 1)-τύπος.

Απόδειξη. Θα ϰάνουµε επαγωγή στο n. Αφ΄ ενός, εάν ο A είναι (−2)-τύπος, δηλαδή
συσταλτός, τότε είναι απλή πρόταση, δηλαδή (−1)-τύπος. Αφ΄ ετέρου, εάν ο A είναι
(n + 1)-τύπος, τότε για x, y∶A ο τύπος x = y είναι n-τύπος, οπότε είναι (n + 1)-τύπος
(επαγωγιϰή υπόϑεση), ϰαι εποµένως ο A είναι (n + 2)-τύπος.

8.3 Η λογιϰή των απλών προτάσεων
΄Ολες οι λογιϰές σταϑερές πλην των ∨ ϰαι ∃ διατηρούν απλές προτάσεις. Για τον

0 είναι τετριµµένο, ϰαι για τον 1 είναι πόρισµα του ϑεωρήµατος 49. Η ϰλειστότητα
των απλών προτάσεων ως προς σύζευξη ϰαι ϰαϑολιϰή ποσόδειξη προϰύπτει από τα
λήµµατα 51 ϰαι 52 αντίστοιχα, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι απλές προτάσεις είναι οι
(−1)-τύποι. Μπορούµε εποµένως να ορίσουµε τις αϰόλουϑες πράξεις µεταξύ απλών
προτάσεων:

⊤ ∶≡ 1,
⊥ ∶≡ 0,

P & Q ∶≡ P × Q,
P ⊃ Q ∶≡ P → Q,

∀(x∶A) P (x) ∶≡ ∏(x∶A) P (x).
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Από την άλλη, αϰόµα ϰαι εάν οι A1 ϰαι A2 είναι απλές προτάσεις, ο A1 + A2
γενιϰά δεν είναι απλή πρόταση· π.χ., τα δύο µέλη τού 1 + 1 ≃ Bool δεν είναι ίσα
µεταξύ τους (ϑεώρηµα 13). Από λογιϰή άποψη, το άϑροισµα τύπων αντιστοιχεί σε
µία «γνησίως ϰατασϰευαστιϰή» έννοια διάζευξης, ϰαϑένα τεϰµήριο αλήϑειας της
οποίας περιέχει ως πρόσϑετη πληροφορία ϰάποιον από τους δύο διαζευϰτέους ο
οποίος αληϑεύει. Το ίδιο ζήτηµα αναϰύπτει µε τον τύπο ∑(x ∶A) B(x). Ο τύπος
αυτός ενσαρϰώνει µία γνησίως ϰατασϰευαστιϰή ανάγνωση του «υπάρχει x∶A έτσι
ώστε B(x)» που ϑυµάται τον µάρτυρα x , ϰαι ως εϰ τούτου δεν είναι γενιϰά απλή
πρόταση, αϰόµη ϰαι εάν όλοι οι B(x) είναι.

Τα παραπάνω συνδέονται άµεσα µε δύο ιδιότητες που τα ϰατασϰευαστιϰά συ-
στήµατα έχουν, ενώ τα ϰλασιϰά γενιϰά όχι: Την ιδιότητα της διάζευξης (disjunction
property), που λέει ότι εάν ⊢ �1 ∨ �2 τότε ⊢ �1 ή ⊢ �2, ϰαι την ιδιότητα της ύπαρξης
(existence property), που λέει ότι εάν ⊢ ∃(x∶A) �(x), τότε ⊢ �(t) για ϰάποιον ϰλειστό
όρο t∶A.

Εάν ενδιαφερόµασταν αποϰλειστιϰά για την ϰλασιϰή λογιϰή, δε ϑα υπήρχε ϑέµα,
ϰαϑώς στην περίπτωση αυτή τα ∨ ϰαι ∃ ορίζονται:

P ∨c Q ∶≡ ¬(¬P & ¬Q),
∃c (x∶A) P (x) ∶≡ ¬∀(x∶A) ¬P (x). (22)

Ωστόσο, ϑέλουµε να διατηρήσουµε την επιλογή να ϰάνουµε ϰατασϰευαστιϰά µα-
ϑηµατιϰά. Για τον σϰοπό αυτόν, χρειαζόµαστε έναν τρόπο να περιϰόψουµε ή να
συνϑλίψουµε τους P + Q ϰαι ∑(x∶A) P (x) σε απλές προτάσεις, ξεχνώντας αυτές τις
πρόσϑετες πληροφορίες.

8.4 Προτασιαϰή σύνϑλιψη
Το ζητούµενο είναι να οριστεί, για οποιονδήποτε τύπο A (ή για οποιονδήποτε

τύπο A∶ ), µία απλή πρόταση ‖A‖, η οποία να µπορεί να υποϰαταστήσει τον A
στις λογιϰές του λειτουργίες. Αυτό αναλύεται στα εξής δύο: Πρώτον, για οποια-
δήποτε απόδειξη µε συµπέρασµα A, να υπάρχει απόδειξη (µε τις ίδιες υποϑέσεις)
µε συµπέρασµα ‖A‖. Αναγϰαία ϰαι ιϰανή συνϑήϰη γι΄ αυτό είναι για οποιοδήποτε
τεϰµήριο αλήϑειας a∶A να έχουµε ένα τεϰµήριο αλήϑειας |a|∶ ‖A‖. Και δεύτερον,
για οποιαδήποτε απόδειξη u µιας απλής πρότασης P από τον A (ϰαι, ενδεχοµένως,
άλλες υποϑέσεις), να υπάρχει µία απόδειξη v της P απο την ‖A‖· ϑα ϑεωρήσουµε την
λίγο ισχυρότερη απαίτηση ότι η v έχει ουσιαστιϰά την ίδια δοµή µε την u, µε την
έννοια ότι v(|x |) = u(x) για οποιοδήποτε x∶A. Συνοψίζοντας, έχουµε τα εξής:

• Ο ‖A‖ είναι απλή πρόταση.

• Για a∶A έχουµε ένα |a|∶‖A‖.

• ∆οϑέντος ενός µετασχηµατισµού (x∶A)u(x)∶P , όπου P απλή πρόταση, ορίζεται
µετασχηµατισµός (x∶‖A‖) v(x)∶P ούτως ώστε για x∶A, v(|x |) ≡ u(x).

Εφ΄ όσον τα παραπάνω ιϰανοποιούνται, η ‖A‖ ονοµάζεται προτασιαϰή σύνϑλιψη
(propositional truncation) ή (−1)-σύνϑλιψη του A.

Με τη βοήϑεια της προτασιαϰής σύνϑλιψης, µπορούµε να συµπεριλάβουµε τους
∨ ϰαι ∃ στη λογιϰή των απλών προτάσεων ϑέτοντας

P ∨ Q ∶≡ ‖P + Q‖,

∃(x∶A) P (x) ∶≡ ‖∑(x∶A) P (x)‖.
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΄Ενας τρόπος να ορίσουµε την προτασιαϰή σύνϑλιψη για τους τύπους ενός
σύµπαντος  είναι να ϑέσουµε

‖A‖ ∶≡ ∏(X ∶ ) [IsProp(X ) → ((A→ X ) → X )].

Είναι εύϰολο να πειστεί ϰανείς, χρησιµοποιώντας τό λήµµα 52, ότι ο ‖A‖ είναι απλή
πρόταση. Επίσης, για x∶A έχουµε ένα µέλος

|x | ∶≡ �(X ∶ ) �(ℎ∶IsProp(X )) �(f ∶A→ X ) f (x)

τού ‖A‖ . Τέλος, δοϑέντος ενός µετασχηµατισµού (x ∶A) u(x) ∶ P , όπου P απλή
πρόταση στο  , µπορούµε να ϑέσουµε, για y∶‖A‖ ,

v(y) ∶≡ y(P )(ℎ)(�(u)),

όπου ℎ∶IsProp(P ) είναι ο δοσµένος µάρτυρας ότι ο P είναι απλή πρόταση. Η σχέση
v(|x | ) = u(x) είναι τετριµµένη.

Αυτός ο ορισµός τής σύνϑλιψης έχει δύο οµοειδείς µεταξύ τους αδυναµίες.
Πρώτον, η τρίτη ιδιότητα της σύνϑλιψης ιϰανοποιείται µόνο για απλές προτάσεις
που αναϰλώνται στο  · εάν ο A εµπλέϰεται στην απόδειξη µιας απλής πρότασης
P∶ , όπου  ϰάποιο άλλο (ανώτερο) σύµπαν, τότε ϑα πρέπει η σύνϑλιψη του A να
ληφϑεί στο  . ∆εύτερον, αϰόµη ϰαι εάν ενδιαφερόµαστε µόνο για απλές προτάσεις
που αναϰλώνται στο  , γενιϰά το ‖A‖ δεν αναϰλάται στο  αλλά στο αµέσως α-
νώτερο σύµπαν ′. Σε πολλές περιπτώσεις, τα προαναφερϑέντα δεν έχουν σηµασία,
αλλά ως γενιϰός ορισµός τής σύνϑλιψης δεν είναι απόλυτα ιϰανοποιητιϰός.

Ταπροβλήµατα του ‖A‖ εξαφανίζονται εάν ϰάνουµε την (impredicative) υπόϑεση
ότι όλες οι προτάσεις αναϰλώνται σε όλα τα σύµπαντα (propositional resizing, [6,
σελ. 116]). Με την αϰόµα ισχυρότερη υπόϑεση LEM( ) για όλα τα σύµπαντα  ,
έχουµε

‖A‖ ≃ ¬¬A

([6, άσϰηση 3.14]). Παρατηρήστε ότι στην ϰλασιϰή περίπτωση (22),

P ∨c Q ≡ ¬(¬P × ¬Q)
≃ ¬¬(P + Q),

∃c (x∶A) P (x) ≡ ¬∀(x∶A) ¬P (x)

≃ ¬¬∑(x∶A) P (x).

∆ηλαδή, χωρίς να το αναφέρουµε, χρησιµοποιήσαµε την προτασιαϰή σύνϑλιψη υπό
την µορφή τής διπλής άρνησης.

Μπορούµε επίσης να ορίσουµε την προτασιαϰή σύνϑλιψηως (ανώτερο) επαγωγι-
ϰό τύπο. Συγϰεϰριµένα, δοϑέντος ενός τύπουA, ο τύπος ‖A‖ έχει τους ϰατασϰευαστές

• Για a∶A, έχουµε |a|∶‖A‖.

• Για x, y∶‖A‖, έχουµε p(x, y)∶x = y .

Η ιδιαιτερότητα του παραπάνω ορισµού είναι ότι οι ϰατασϰευαστές δεν παράγουν
µόνο µέλη, αλλά ϰαι µονοπάτια. Ο p, ο οποίος συνήϑως δεν ονοµάζεται, εγγυάται
ότι ο ‖A‖ είναι απλή πρόταση.

Η τρίτη ιδιότητα της προτασιαϰής σύνϑλιψης είναι η αρχή αναδροµής τού ‖A‖:
∆οϑέντων
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• µιας απλής πρότασης P , ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶A) c||(x)∶P

η σχέση
t(|x |) ∶≡ c||(x)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (y∶‖A‖) t(y)∶P .
΄Εχουµε επίσης µία αρχή επαγωγής: ∆οϑέντων

• µιας οιϰογένειας απλών προτάσεων (y∶‖A‖) P (y), ϰαι

• ενός µετασχηµατισµού (x∶A) c||(x)∶P (|x |)

η σχέση
t(|x |) ∶≡ c||(x)

ορίζει έναν µετασχηµατισµό (y∶‖A‖) t(y)∶P (y).
Αντίϑετα µε τους πιο στοιχειώδεις τύπους που είχαµε δει µέχρι τώρα, γενιϰά δεν

έχουµε
∏(y∶‖A‖) ∑(x∶A) |x | = y,

ϰαϑώς στην ϰατασϰευή τού ‖A‖ υπάρχει απώλεια πληροφορίας, που µας εµποδίζει
από ένα y∶‖A‖ να πάµε πίσω σε ένα x∶A. Ισχύει όµως ότι

Λήµµα 57. ∀(y∶‖A‖) ∃(x∶A) |x | = y .

Απόδειξη. Ας ϑεωρήσουµε την οιϰογένεια απλών προτάσεων (y∶‖A‖) P (y) µε

P (y) ∶≡ ∃(x∶A) |x | = y.

Ορίζουµε µετασχηµατισµό (y∶‖A‖) t(y)∶P (y) µε αναδροµή στο y: Για a∶A ϑέτουµε

t(|a|) ∶≡ |pair(a, refl|a|)|.

Το ζητούµενο τεϰµήριο αλήϑειας είναι το �(t)∶∀(y∶‖A‖) ∃(x∶A) |x | = y .

8.5 Το αξίωµα της επιλογής
Θεώρηµα 58. ΄Εστωσαν A τύπος ϰαι (x∶A)B(x) ϰαι (x∶A, y∶B(x))C(x, y) οιϰογένειες.
Υπάρχει ισοδυναµία

∏(x∶A) ∑(y∶B(x)) C(x, y) ≃ ∑(g∶∏(x∶A) B(x)) ∏(x∶A) C(x, g(x)). (23)

Απόδειξη. Για f ∶∏(x∶A) ∑(y∶B(x)) C(x, y) ϰαι x∶A έχουµε

f (x)∶∑(y∶B(x)) C(x, y).

Εφαρµόζοντας τις προβολές παίρνουµε

pr1(f (x))∶B(x),
pr2(f (x))∶C(x, pr1(f (x))).

Εποµένως,

pr1◦f ≡ �(x∶A) pr1(f (x))∶∏(x∶A) B(x),

pr2◦f ≡ �(x∶A) pr2(f (x))∶∏(x∶A) C(x, pr1(f (x))),
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οπότε
pair(pr1◦f , pr2◦f )∶∑(g∶∏(x∶A) B(x)) ∏(x∶A) C(x, g(x)).

Στην αντίϑετη ϰατεύϑυνση, εάν z∶∑(g∶∏(x∶A) B(x)) ∏(x∶A)C(x, g(x)) ϰαι x∶A,

pr1(z)(x)∶B(x),
pr2(z)(x)∶C(x, pr1(z)(x)),

οπότε
pair(pr1(z)(x), pr2(z)(x))∶∑(y∶B(x)) C(x, y).

Εποµένως,

�(x∶A) pair(pr1(z)(x), pr2(z)(x))∶∏(x∶A) ∑(y∶B(x)) C(x, y).

Είναι εύϰολο να ελεγχϑεί ότι αυτές οι δύο είναι αντίστροφες µεταξύ τους.
Το παραπάνω ϑεώρηµα είναι αξιοσηµείωτο, διότι η προφανής λογιϰή ανάγνωσή

του είναι το «αξίωµα επιλογής». Από την άλλη µεριά, µπορεί ϰανείς να εγείρει την
ένσταση ότι η (23) δεν ϰουβαλάει το σύνηϑες νόηµα του αξιώµατος της επιλογής,
ϰαϑώς οι τιµές τής g έχουν προδιαγραφεί ήδη ϰαι δεν υπάρχουν επιλογές να γίνουν.

΄Εχοντας την έννοια της προτασιαϰής σύνϑλιψης, µπορούµε να διατυπώσουµε
µία εϰδοχή τού αξιώµατος επιλογής που είναι πιο ϰοντά στη συνολοϑεωρητιϰή
πρόϑεση. Ας ϑεωρήσουµε ένα σύνολο X , για x ∶X ένα σύνολο A(x), ϰαι για x ∶X
ϰαι a∶A(x) µία απλή πρόταση P (x, a). Το αξίωµα επιλογής AC (για σύνολα) είναι η
πρόταση

∀(x∶X ) ∃(a∶A(x)) P (x, a) → ∃(g∶∏(x∶X ) A(x)) ∀(x∶X ) P (x, g(x)).

Αναπτύσσοντας τους ορισµούς των λογιϰών σταϑερών, αυτό µπορεί επίσης να γρα-
φτεί στη µορφή

∏(x∶X ) ‖‖‖∑(a∶A(x)) P (x, a)‖‖‖ →
‖‖‖∑(g∶∏(x∶X ) A(x)) ∀(x∶X ) P (x, g(x))‖‖‖ .

Στη ϑεωρία συνόλων, το αξίωµα επιλογής είναι ισοδύναµο µε την πρόταση ότι το
γινόµενο µη ϰενών συνόλων είναι µη ϰενό.

Λήµµα 59. Το AC είναι ισοδύναµο µε το ότι για οποιοδήποτε σύνολο A ϰαι οιϰογένεια
συνόλων (x∶A) B(x),

∏(x∶A) ‖B(x)‖ → ‖‖‖∏(x∶A) B(x)‖‖‖ . (24)

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι τοAC συνεπάγεται την (24). Εφ΄ όσον ο 1 είναι απλή
πρόταση, από το AC λαµβάνουµε

∏(x∶A) ‖‖‖∑(y∶B(x)) 1‖‖‖ →
‖‖‖∑(g∶∏(x∶A) B(x)) ∏(x∶A) 1‖‖‖ . (25)

Εν τω µεταξύ έχουµε

∑(x∶X ) 1 ≃ X,

∏(x∶X ) 1 ≃ 1,

(άσϰηση), οπότε η (25) είναι ισοδύναµη µε την (24).
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Εν συνεχεία δείχνουµε ότι η (24) συνεπάγεται το AC. Για οποιοδήποτε x ∶A, ο
τύπος ∑(y∶B(x)) P (x, y) είναι σύνολο (λήµµα 51), οπότε από την (24) παίρνουµε

∏(x∶A) ‖‖‖∑(y∶B(x)) P (x, y)‖‖‖ →
‖‖‖∏(x∶A) ∑(y∶B(x)) P (x, y)‖‖‖

≃ ‖‖‖∑(g∶∏(x∶A) B(x)) ∏(x∶A) P (x, g(x))‖‖‖ .
(ϑεώρηµα 58)

΄Ενα άλλο γνωστό ισοδύναµο του αξιώµατος της επιλογής είναι ότι ϰάϑε συνάρ-
τηση που είναι επί έχει δεξιά αντίστροφη.

Λήµµα 60. Το AC συνεπάγεται ότι για f ∶A→ B, όπου A ϰαι B σύνολα,

∀(y∶B) ∃(x∶A) f (x) = y → ∃(g∶B → A) f ◦g ∼ idB .

Απόδειξη. Στο AC, ϑεωρήστε P (x, y) ∶≡ f (x) = y .

΄Ασϰηση 8.1. ∆είξτε ότι, αντιστρόφως, το προηγούµενο λήµµα συνεπάγεται το AC.
[Υπόδειξη: Εφαρµόστε το στη συνάρτηση pr1∶∑(x∶A) B(x) → A.]
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