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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

Υπάρχουν πολλές µέθοδοι για τον προσδιορισµό των άλλων υπερεχουσών κατά

µέτρο ιδιοτιµών από τη στιγµή που υπολογισθεί η µεγαλύτερη. Στη συνέχεια ϑα

αναφερθούµε σε µία µόνο µέθοδο που ϐασίζεται σε µετασχηµατισµούς

οµοιότητας.

Ας υποθέσουµε ότι οι ιδιοτιµές ενός πίνακα A ικανοποιούν τη σχέση

|λ1| > |λ2| > . . . > |λm| >> |λm+1| ≥ . . . ≥ |λn| (1)

δηλαδή οι τιµές |λ1| , |λ2| , . . . , |λm| απέχουν αρκετά η µία από την άλλη. Τότε η

λ1 µπορεί να υπολογισθεί µε τη µέθοδο των δυνάµεων και αποµένει ο

υπολογισµός των άλλων ιδιοτιµών που υπερέχουν, των λ2, λ3, . . . , λm.
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

Κατασκευή νέου πίνακα από τον αρχικό µε υποβιβασµό (deflation).

Ο νέος πίνακας κατασκευάζεται κατά τέτοιο τρόπο ώστε να έχει σαν ιδιοτιµές

µόνο τις υπόλοιπες άγνωστες ιδιοτιµές του αρχικού πίνακα. Η επαναληπτική

εφαρµογή της διαδικασίας αυτής ϑα υπολογίσει όλες τις υπόλοιπες

υπερέχουσες ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα. Οι πιο εύχρηστες

µέθοδοι υποβιβασµού είναι εκείνες που ϐασίζονται στους µετασχηµατισµούς

οµοιότητας. Για την περιγραφή της µεθόδου υποθέτουµε κατ΄ αρχήν ότι η

ιδιοτιµή λ1 και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα x(1) του πίνακα A1 έχουν υπολογιστεί.
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

΄Εστω τώρα H1 ένας µη ιδιάζων πίνακας τέτοιος ώστε

H1x
(1) = ke

(1)
(2)

όπου k ̸= 0 και e(1) = (1, 0, 0, . . . , 0)T . Αν αναβάλουµε τη διαδικασία εύρεσης

του H1, τότε έχουµε

A1x
(1) = λ1x

(1)

από την οποία λαµβάνουµε

H1A1H
−1

1 (H1x
(1)) = λ1H1x

(1)
(3)

η οποία λόγω της (2) γράφεται

H1A1H
−1

1 e
(1) = λ1e

(1)
(4)
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

που δηλώνει ότι η πρώτη στήλη του πίνακα H1A1H
−1

1 πρέπει να είναι η λ1e(1),

άρα µπορούµε να γράψουµε

A2 = H1A1H
−1

1 =

[
λ1 bT

0 B2

]
, (5)

όπου ο πίνακας B2 είναι n − 1 τάξης και το διάνυσµα b έχει n − 1 στοιχεία.

Επειδή ο A2 έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε τον A1, έπεται ότι ο πίνακας B2 έχει

ιδιοτιµές τις λ2, λ3, . . . , λn. Μπορούµε λοιπόν να εργαστούµε µε τον πίνακα B2

προκειµένου να προσδιορίσουµε την επόµενη ιδιοτιµή λ2 και το αντίστοιχο

ιδιοδιάνυσµα y(2) του B2 που ικανοποιούν την

B2y
(2) = λ2y

(2). (6)
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

Αυτό που αποµένει είναι η εύρεση του ιδιοδιανύσµατος x(2) του A1 που

αντιστοιχεί στην λ2. ΄Εστω z(2) το ιδιοδιάνυσµα του A2 που αντιστοιχεί στην λ2,

τότε

A2z
(2) = λ2z

(2)
(7)

ή

H1A1H
−1

1 z
(2) = λ2z

(2)

ή

A1(H
−1

1 z
(2)) = λ2(H

−1

1 z
(2))

συνεπώς

x
(2) = H

−1

1 z
(2)

(8)
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

αφού A1x(2) = λ2x(2). Αρκεί λοιπόν να υπολογισθεί το z(2) για την εύρεση του

x(2). Η (7) λόγω της (5) γράφεται∣∣∣∣ λ1 bT

0 B2

∣∣∣∣ z
(2) = λ2z

(2)
(9)

λόγω όµως της (6) µπορούµε να λάβουµε

z
(2) =

[
α

y(2)

]
(10)

όπου α ένα ϐαθµωτό µέγεθος, που προσδιορίζεται από την (9) ή την

λ1α+ b
T
y
(2) = λ2α

ή

α =
bT y(2)

λ2 − λ1

. (11)

(ΕΚΠΑ) Αριθµητική Γραµµική ’λγεβραΚεφάλαιο 4. Αριθµητικός Υπολογισµός Ιδιοτιµών και Ιδιοδιανυσµάτων18 Απριλίου 2024 7 / 13



Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

Συµπέρασµα

Παρατηρούµε ότι τα λ2, y(2) υπολογίζονται µε τη µέθοδο των δυνάµεων [ϐλ.

(6)], το z(2) υπολογίζεται από την (10), όπου το α δίνεται από την (11). ΄Εχοντας

υπολογίσει το z(2), το x(2) ϐρίσκεται από την (8).

Συνεχίζοντας κατ΄ αυτό τον τρόπο υπολογίζουµε τις υπόλοιπες υπερέχουσες

ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του A1. Είναι ϕανερό ότι οι διαδοχικοί

υποβιβασµοί του A1 ϑα τον µετασχηµατίσουν, στο όριο, σε ένα άνω τριγωνικό

πίνακα.
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε ένα τρόπο για την εκλογή του H1 έτσι ώστε η

διαδικασία της διατάραξης να είναι αριθµητικά ευσταθής. ∆ιαλέγουµε τον H1

τέτοιον ώστε

H1 = L1I1,p (12)

όπου L1 είναι ένας στοιχειώδης κάτω τριγωνικός πίνακας και I1,p ένας

µεταθετικός πίνακας, όπου p είναι τέτοιο ώστε η x
(1)
p είναι η µεγαλύτερη κατά

µέτρο συνιστώσα του x(1). Από τις (2) και (12) έχουµε ότι

y = I1,px
(1)

(13)

και

L1y = ke
(1)

(14)
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Υπολογισµός των υπερεχουσών ιδιοτιµών

όπου

L1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−y2/y1 1 0
...

. . .

−yn/y1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(15)

και k = y1 = x
(1)
p .

Η εισαγωγή του µεταθετικού πίνακα I1,p ουσιαστικά ορίζει µία διαδικασία

οδήγησης, η οποία απαιτεί τα στοιχεία του H1 να είναι κατά µέτρο µικρότερα ή

ίσα από τη µονάδα, εξασφαλίζοντας έτσι την αριθµητική ευστάθεια όπως και στη

µέθοδο της απαλοιφής του Gauss.
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Παράδειγµα

΄Εστω ο πίνακας

A1 =

 2 3 2

10 3 4

3 6 1

 .

Με τη µέθοδο των δυνάµεων υπολογίζουµε την ιδιοτιµή λ1 = 11.0 και το

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα x(1) = (0.5, 1.0, 0.75)T . Παρατηρούµε ότι

k = y1 = 1.0 = x
(1)
2 , άρα p = 2 και y = (1.0, 0.5, 0.75)T έτσι

L1 =

 1 0 0

−0.5 1 0

−0.75 0 1

 .
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’ρα

A2 = L1I1,2A1I1,2L
−1

1

=

 1 0 0

−0.5 1 0

−0.75 0 1

 3 10 4

3 2 2

6 3 1

 1 0 0

0.5 1 0

0.75 0 1


=

 3 10 4

1.5 −3 0

3.75 −4.5 −2

 1 0 0

0.5 1 0

0.75 0 1

 =

 11 10 4

0 −3 0

0 −4.50 −2

 .
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Παρατηρούµε ότι ο πολ/µός µε L
−1

1 δεν χρειαζόταν αφού γνωρίζουµε ότι η

πρώτη στήλη του A2 είναι ίση µε λ1e(1). Από την τελευταία σχέση έχουµε ότι

B2 =

[
−3 0

−4.5 −2

]
και οι υπόλοιπες ιδιοτιµές του είναι -3 και -2. Εύκολα υπολογίζονται και τα

αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα.
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