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Παράλληλοι Αριθµητικοί Αλγόριθµοι

Σχήµατα ∆ιαχωρισµού (ή Απεικόνισης)

ενός πίνακα στους επεξεργαστές

1. ∆ιαχωρισµός σε λωρίδες

α) σε οµάδες λωρίδων

(i) σε οµάδες συνεχών γραµµών

(ii) σε οµάδες συνεχών στηλών

β) κυκλικά σε λωρίδες

(i) κυκλικά σε γραµµές

(ii) κυκλικά σε στήλες

γ) κυκλικά σε οµάδες λωρίδων

2. ∆ιαχωρισµός σε τετράγωνες ή ορθογώνιες περιοχές ή υποπίνακες
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Οµοιόµορφος διαχωρισµός σε λωρίδες

ενός 16 × 16 πίνακα σε 4 επεξεργαστές

Σχήµα: (α) σε οµάδες συνεχών στηλών (ϐ) κυκλικά συνεχών γραµµών
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Οµοιόµορφος διαχωρισµός σε τετράγωνα τεµάχια

ενός 8 × 8 πίνακα σε 16 επεξεργαστές

Σχήµα: (α) σε οµάδες συνεχών τετραγώνων (ϐ) κυκλικά σε τετράγωνα
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Στον διαχωρισµό ενός n× n πίνακα σε οµάδες συνεχών στηλών σε p
επεξεργαστές P0, P1, · · · , Pp−1, ο επεξεργαστής Pi περιέχει τις στήλες µε

δείκτες :

(n/p)i, (n/p)i + 1, · · · , (n/p)(i + 1)− 1

Στον διαχωρισµό ενός n× n πίνακα κυκλικά σε οµάδες στηλών σε p
επεξεργαστές P0, P1, · · · , Pp−1, ο επεξεργαστής Pi περιέχει τις γραµµές

µε δείκτες :

i, i + p, i + 2p, · · · , i + n− p

Στον διαχωρισµό ενός n× n πίνακα κυκλικά σε οµάδες λωρίδων (π.χ

οριζοντίων) ο πίνακας διαχωρίζεται σε οµάδες των q γραµµών (q < n/p)

και αυτές κατανέµονται κυκλικά στους p επεξεργαστές.

Ο διαχωρισµός ενός n× n πίνακα σε τετράγωνα τεµάχια αντιστοιχεί

ϕυσικά σε ένα διδιάστατο τετραγωνικό πλέγµα επεξεργαστών.

Παράδειγµα

Μπορούµε να απεικονίσουµε ένα n× n πίνακα σε ένα δίκτυο µε π-επεξεργαστές

υποδιαιρώντας αυτόν σε οµάδες (υποπίνακες) µεγέθους (n/
√

p)× (n/
√

p).
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1. Αναστροφή Πίνακα

Ο ανάστροφος ενός n× n πίνακα A είναι ένας πίνακας AT
ίδιας

διάστασης, τέτοιος ώστε να ισχύει : AT[i, j] = A[j, i] για κάθε

i, j = 0, 1, · · · , n− 1.

Στην διαδικασία της αναστροφής ενός πίνακα, όλα τα στοιχεία του κάτω

από την κύρια διαγώνιο µετακινούνται στις αντίστοιχες ϑέσεις πάνω από

την κύρια διαγώνιο και αντίστροφα.

Αν υποτεθεί ότι για την ανταλλαγή(αντιµετάθεση) ενός Ϲεύγους στοιχείων

του πίνακα απαιτείται µια χρονική µονάδα, τότε ο ακολουθιακός χρόνος

για την αναστροφή ενός n× n πίνακα A είναι (n2 − n)/2 ( ή

προσεγγιστικά n2/2).

Στη συνέχεια µελετώνται παράλληλοι αλγόριθµοι για την αναστροφή ενός

τετραγωνικού πίνακα µε τη χρήση διαφόρων σχηµάτων διαχωρισµού του.
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1.1 ∆ιαχωρισµός σε τετράγωνα

Θεωρούµε ότι ένας n× n πίνακας A απεικονίζεται σε ένα λογικό

τετραγωνικό πλέγµα επεξεργαστών και ότι είναι διαχωρισµένος σε

τετράγωνα τεµάχια.

΄Ενα λογικό πλέγµα µπορεί να εµφυτευθεί

α) σε ένα ϕυσικό πλέγµα ή

ϐ) σε ένα υπερκύβο.

Στη συνέχεια περιγράφουµε παράλληλους αλγορίθµους για τις δύο αυτές

αρχιτεκτονικές.
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1.1.1 Πλέγµα(mesh) Περίπτωση 1: p = n2

Υποθέτουµε ότι ο n× n πίνακας A καταχωρείται σε ένα τετραγωνικό

πλέγµα επεξεργαστών έτσι ώστε ο κάθε επεξεργαστής να κατέχει ένα

µόνο στοιχείο του πίνακα (Σχ.3(α)).

Στο ακόλουθο σχήµα παρουσιάζεται η διαδικασία της αναστροφής ενός

τετραγωνικού πίνακα διάστασης n = 4 σε ένα τετραγωνικό πλέγµα µε

p = 16 επεξεργαστές.
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Σχήµα 3 : Αναστροφή ενός 4× 4 πίνακα µε διαχωρισµό σε τετράγωνα

σε πλέγµα µε 16 επεξεργαστές

Σχήµα: (α) ϐήµατα Επικοινωνίας (ϐ) Τελική κατάσταση
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Ας ϕανταστούµε µια διαγώνια διαδροµή διαµέσου των επεξεργαστών

P0, P5, P10, P15.

Για να γίνει η αναστροφή πρέπει τα στοιχεία του πίνακα που ϐρίσκονται

κάτω από την κύρια διαγώνιο να µετακινηθούν στις αντίστοιχες διαµετρικά

αντίθετες ϑέσεις πάνω από την κύρια διαγώνιο και αντίστροφα.

Κάθε στοιχείο που ϐρίσκεται κάτω από τη κύρια διαγώνιο µετακινείται πρώτα

προς τα πάνω µέχρι τη διαγώνιο και µετά προς τα δεξιά στον αντίστοιχο

επεξεργαστή του προορισµού του.

Παρόµοια, κάθε στοιχείο που ϐρίσκεται πάνω από τη κύρια διαγώνιο

µετακινείται πρώτα προς τα κάτω µέχρι τη διαγώνιο και µετά προς τα

αριστερά στον αντίστοιχο επεξεργαστή του προορισµού του.
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Σχ. 3(α): Η µορφή επικοινωνίας

Για παράδειγµα

I το στοιχείο του πίνακα που ϐρίσκεται αρχικά στον P8 µετακινείται στον P2

διερχόµενο διαµέσου των P4, P0 και P1 και

I το αρχικό στοιχείο του P2 µετακινείται στον P8 διερχόµενο διαµέσου των P6,

P10 και P9.

Σχ. 3(ϐ): Η τελική κατανοµή των στοιχείων στους επεξεργαστές
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1.1.2 Πλέγµα (mesh) Περίπτωση 2: p < n2

Θεωρούµε ότι ο n× n πίνακας A διαµοιράζεται στους p επεξεργαστές µε

τη χρήση ενός οµοιόµορφου διαχωρισµού σε οµάδες τετραγώνων.

Η αναστροφή του A µπορεί να υπολογιστεί σε δύο ϕάσεις όπως ϕαίνεται

στο σχήµα 4.

1η ϕάση

Στην 1η φάση οι οµάδες του πίνακα µεταχειρίζονται ως αδιαίρετες ενότητες(µονάδες) και

αναστρέφεται ο διδιάστατος πίνακας που έχει ως στοιχεία του τις οµάδες (σχ. 4(α)).

Σε αυτό το ϐήµα απαιτείται µια εσωτερική επικοινωνία παρόµοια εκείνης στο σχήµα 3(α), εκτός

του ότι επικοινωνούν (αντί των στοιχείων του πίνακα) οι (n/
√

p)× (n/
√

p) οµάδες.

2η ϕάση

Στην 2η φάση πρέπει όλες οι οµάδες να αναστραφούν τοπικά µέσα στους αντίστοιχους

επεξεργαστές τους (σχ. 4(β)).
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Σχήµα 4 : Οι δυό ϕάσεις της αναστροφής ενός 8× 8 πίνακα

µε διαχωρισµό σε τετράγωνα σε πλέγµα µε 16 επεξεργαστές

Σχήµα: (α) ϐήµατα Επικοινωνίας (ϐ) Τοπική Αναδιάταξη
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΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 4(α) τα µονοπάτια επικοινωνίας των οµάδων

στην ίδια γραµµή ή στήλη επικαλύπτονται.

Π.χ. όλες οι οµάδες που αρχικά ϐρίσκονται στην πρώτη στήλη (δηλ. οι P4,

P8 και P12) διέρχονται διαµέσου της P0 για να ϕθάσουν στους

αντίστοιχους προορισµούς τους στην πρώτη γραµµή (που είναι οι P1, P2

και P3 αντίστοιχα).

Συνεπώς, πρέπει να συγχρονίζονται τα διάφορα ϐήµατα επικοινωνίας έτσι

ώστε µόνο ένα µήνυµα να µεταφέρεται κατά µήκος µιας σύνδεσης ανά

χρονική στιγµή.

Π.χ. στο πρώτο ϐήµα ο P12 µεταφέρει την οµάδα του στον P8, ο P8 την

µεταφέρει στον P4 και ο P4 την µεταφέρει στον P0.
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Κατά τη διάρκεια της ϕάσης της επικοινωνίας, οι οµάδες του πίνακα που

ϐρίσκονται αρχικά στους κάτω-αριστερά και πάνω-δεξιά επεξεργαστές (σχ.

5(α)) διανύουν τις µέγιστες αποστάσεις για να ανταλλάξουν τις ϑέσεις

τους.

Τα µονοπάτια αυτά, διανύοντας το καθένα προσεγγιστικά 2
√

p συνδέσεις,

καθορίζουν τον συνολικό χρόνο επικοινωνίας.

Επειδή κάθε οµάδα περιέχει n2/p στοιχεία, για την µετακίνησή της

διαµέσου µιας απλής σύνδεσης απαιτείται χρόνος ίσος µε ts + twn2/p.

Συνεπώς για την µετακίνηση όλων των οµάδων στους τελικούς

προορισµούς τους απαιτείται συνολικός χρόνος ίσος µε 2(ts + twn2/p)
√

p.

Ο κάθε επεξεργαστής απαιτεί προσεγγιστικά n2/2p χρονικές µονάδες για

την αναστροφή του (n/
√

p)× (n/
√

p) υποπίνακα που κατέχει.
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΄Ετσι λοιπόν, ο συνολικός χρόνος της παράλληλης διάτρεξης είναι :

Tp =
n2

2p
+ 2ts

√
p + 2tw

n2

√
p

Αρα το κόστος του παράλληλου συστήµατος είναι :

p · Tp =
n2

2
+ 2tsp

3
2 + 2twn2√p

Ο όρος που συνδέεται µε το tw καταλήγει σε ένα κόστος Θ(n2√p) που

είναι µεγαλύτερο από το Θ(n2) της ακολουθιακής αναστροφής.

Ο συνολικός χρόνος επικοινωνίας του αλγορίθµου αυτού είναι η ίδια και

για τις δύο τεχνικές αποστολής µηνυµάτων.
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Υπερκύβος

Είδαµε προηγουµένως ότι αν ένας τετραγωνικός πίνακας είναι οµοιόµορφα

διαχωρισµένος σε οµάδες ίσου µεγέθους τότε η αναστροφή του µπορεί να

γίνει σε δυό ϕάσεις :

1. πρώτα η αναστροφή των οµάδων τετραγώνων και

2. έπειτα η αναστροφή των στοιχείων µέσα στην κάθε οµάδα.

Λαµβάνοντας υπόψη τα ανωτέρω αναπτύσσουµε τον γνωστό αναδροµικό

αλγόριθµο αναστροφής (Recursive Transposition Algorithm) (RTA) που είναι

κατάλληλος για την αρχιτεκτονική του υπερκύβου(Σχ. 5).

∆ιδάσκων: Επίκ. Καθηγητής Φ. Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Παράλληλοι Υπολογισµοί (Μεταπτυχιακό) 19 Απριλίου 2010 17 / 31



Ο αναδροµικός αλγόριθµος αναστροφής (RTA)

Αν ο πίνακας A είναι διαχωρισµένος σε 4 οµάδες τετραγώνων η εργασία

της αναστροφής του περιλαµβάνει την ανταλλαγή της πάνω-δεξιάς και

κάτω-αριστεράς οµάδας (Σχ. 5(α)) και µετά τον υπολογισµό του

αναστρόφου κάθε µιας από τις 4 οµάδες εσωτερικά. Ο υπολογισµός των

µετασχηµατισµών αυτών των οµάδων µπορεί να γίνει παράλληλα µε την

επιπλέον υποδιαίρεση καθεµιάς από αυτές σε 4 υποοµάδες (Σχ. 5(β)) και

µε επανάληψη της διαδικασίας.

Η διαδικασία της υποδιαίρεσης και αναστροφής των οµάδων

επαναλαµβάνεται αναδροµικά µέχρις ότου όλος ο πίνακας

αναστραφεί(Σχ. 5(γ) και (δ)).

∆ιδάσκων: Επίκ. Καθηγητής Φ. Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Παράλληλοι Υπολογισµοί (Μεταπτυχιακό) 19 Απριλίου 2010 18 / 31



Σχήµα 5 Ο αναδροµικός αλγόριθµος αναστροφής (RTA)

ενός 8× 8 πίνακα

(α) ∆ιαίρεση του πίνακα σε 4 οµάδες (ϐ) ∆ιαίρεση της κάθε οµάδας σε 4 υποοµάδες

και ανταλλαγή της πάνω-δεξιάς και ανταλλαγή της πάνω δεξιάς

µε την κάτω-αριστερή οµάδα µε την κάτω-αριστερή υποοµάδα

∆ιδάσκων: Επίκ. Καθηγητής Φ. Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Παράλληλοι Υπολογισµοί (Μεταπτυχιακό) 19 Απριλίου 2010 19 / 31



Ο αλγόριθµος (RTA) αντιστοιχεί ϕυσικά σε ένα υπερκύβο

Σχήµα: (γ) Τελευταία υποδιαίρεση και Αναστροφή δ) Τελική κατάσταση

∆ιδάσκων: Επίκ. Καθηγητής Φ. Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Παράλληλοι Υπολογισµοί (Μεταπτυχιακό) 19 Απριλίου 2010 20 / 31



Ο αλγόριθµος RTA αντιστοιχεί ϕυσικά σε ένα υπερκύβο

Στο 1ο ϐήµα του αλγορίθµου, ϑεωρούµε ότι ένας υπερκύβος µε π

επεξεργαστές αποτελείται από 4 υποκύβους µε p/4 επεξεργαστές ο

καθένας (αν
√

p είναι δύναµη του 2). Καθεµιά από τις 4 οµάδες, που

προκύπτουν από την πρώτη υποδιαίρεση του πίνακα, αντιστοιχεί στον

καθένα από τους υποκύβους.

Στα επόµενα ϐήµατα ένας υποκύβος ϑεωρείται ως ένας συνδυασµός από

4 µικρότερους υποκύβους.

Στο τελικό αναδροµικό ϐήµα, οι υποκύβοι περιέχουν ένα µόνο

επεξεργαστή ο καθένας.

Επειδή στο κάθε αναδροµικό ϐήµα το µέγεθος των υποκύβων υποτετραπλασιάζεται, συνολικά

εκτελούνται

log4p = (log2p)/2 ϐήµατα.

Υποθέτουµε ότι ένας n× n πίνακας διαµοιράζεται σε p επεξεργαστές µε τη χρήση του

διαχωρισµού σε οµάδες τετραγώνων. Τα ϐήµατα της επικοινωνίας που υλοποιεί ο αλγόριθµος

RTA παρουσιάζονται στο σχήµα 6 για n = 8 και p = 16.
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Σχήµα 6 Βήµατα επικοινωνίας στον RTA

σε έναν υπερκύβο 16 επεξεργαστών.

(α) ∆ιαίρεση του πίνακα σε 4 οµάδες (ϐ) ∆ιαίρεση της κάθε οµάδας σε 4 υποοµάδες

και ανταλλαγή της πάνω-δεξιάς και ανταλλαγή της πάνω δεξιάς

µε την κάτω-αριστερή οµάδα µε την κάτω-αριστερή υποοµάδα

∆ιδάσκων: Επίκ. Καθηγητής Φ. Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Παράλληλοι Υπολογισµοί (Μεταπτυχιακό) 19 Απριλίου 2010 22 / 31



Παράδειγµα: n = 8 και p = 16
Η µορφή επικοινωνίας χρησιµοποιεί την ιδιότητα του δικτύου ενός

υπερκύβου σύµφωνα µε την οποία κάθε σύνολο των αντιστοίχων

επεξεργαστών στους 4 υποκύβους είναι ένας υπερκύβος 4

επεξεργαστών.

Στο σχήµα 6(α), ένας υπερκύβος µε 16 επεξεργαστές υποδιαρείται σε 4

υποκύβους µε 4 επεξεργαστές ο καθένας. Στους 4 αυτούς υποκύβους, οι

επεξεργαστές P0, P2, P10 και P8 κατέχουν τις αντίστοιχες ϑέσεις (πάνω

αριστερή γωνία) και είναι συνδεδεµένες σε ένα υπερκύβο.

΄Οταν τα πάνω-δεξιά και κάτω αριστερά (τέταρτα) τµήµατα του πίνακα

ανταλλάσονται, ο P8 στέλνει τα δεδοµένα του στον P2 διαµέσου του P0

και ο P2 στέλνει τα δεδοµένα του στον P8 διαµέσου του P10.

Κατά τη διάρκεια της επικοινωνίας αυτής οι P0, P10 παρίστανται στην

ανταλλαγή των δεδοµένων µεταξύ P2 και P8 αλλά δεν εκτελούν καµµιά

επικοινωνία µε τα δικά τους (δεδοµένα).
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Στο κάθε αναδροµικό ϐήµα του αλγορίθµου, τα Ϲεύγη των επεξεργαστών

ανταλλάσουν τις οµάδες του πίνακα έτσι ώστε ένας ενδιάµεσος

επεξεργαστής να δέχεται πρώτα τα δεδοµένα από τον πηγαίο και έπειτα

να τα προωθεί στον προορισµό τους.

Μετά από κάθε ϐήµα, το πρόβληµα ανάγεται στην αναστροφή ενός πίνακα

µε διάσταση 1/4 της διάστασης του αρχικού πίνακα.

Μετά από (log2p)/2 ϐήµατα, ο n× n πίνακας έχει υποδιαιρεθεί σε

οµάδες τετραγώνων διάστασης n/
√

p× n/
√

p , οι οποίες

αναστρέφονται τοπικά στον κάθε επεξεργαστή.

Επειδή το µέγεθος της κάθε ατοµικής οµάδας δεδοµένων που επικοινωνεί

είναι n2/p, το κάθε ϐήµα επικοινωνίας απαιτεί ts + twn2/p χρονικές

µονάδες (υποθέτοντας ότι η αποστολή µηνυµάτων γίνεται µε αποθήκευση

και προώθηση (store-and-forward routing)).
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Ο συνολικός χρόνος για την εκτέλεση των log2p ϐηµάτων επικοινωνίας

είναι :

T1 = (ts + tw
n2

p
)logp.

Επίσης ο χρόνος που απαιτείται για την εκτέλεση της αναστροφής στις

τοπικές οµάδες είναι :

T2 =
n2

2p
.

Εποµένως ο συνολικός χρόνος της παράλληλης διάτρεξης του αλγορίθµου

RTA είναι :

T = T1 + T2 = (ts + tw
n2

p
)logp +

n2

2p
.

Αν υποθέσουµε ότι η αποστολή µηνυµάτων στον υπερκύβο γίνεται µε

διαχωρισµό και απόδοση (cut-through routing)) τότε ο χρόνος

επικοινωνίας του αλγορίθµου RTA ϐελτιώνεται και είναι :

T = (ts + twn2/p + 2th)logp.
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Συµπέρασµα

Αρα στον υπερκύβο(όπως και στην περίπτωση πλέγµατος), η αναστροφή

πίνακα µε διαχωρισµό σε τετράγωνα δεν έχει ϐέλτιστο κόστος.

Το υπολογιστικό κόστος του παράλληλου αλγορίθµου και για τις δυό

τεχνικές αποστολής µηνυµάτων είναι :

p · Tp = Θ(n2logp).
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1.2 ∆ιαχωρισµός σε λωρίδες

Θεωρούµε ότι ένας n× n πίνακας A απεικονίζεται σε n επεξεργαστές

έτσι ώστε ο κάθε επεξεργαστής να περιέχει µιά πλήρη γραµµή του πίνακα.

Με αυτή την απεικόνιση, ο επεξεργαστής Pi αρχικά περιέχει τα στοιχεία της

i γραµµής του πίνακα µε δείκτες [i, 0], [i, 1], · · · , [i, n− 1].

Μετά την αναστροφή, το στοιχείο a[i, 0] ανήκει στον P0, το στοιχείο a[i, 1]
ανήκει στον P1, κ.ο.κ.

Γενικά, το στοιχείο a[i, j] αρχικά µένει στον Pi, αλλά κατά τη διάρκεια της

αναστροφής µετακινείται στον Pj.

Το σχήµα της µεταφοράς δεδοµένων ϕαίνεται στο σχήµα 7 για ένα 4× 4
πίνακα που απεικονίζεται σε 4 επεξεργαστές µε τη χρήση του διαχωρισµού

σε γραµµές. Κάθε επεξεργαστής στέλνει ένα µόνο στοιχείο του πίνακα

σε κάθε άλλο επεξεργαστή, δηλαδή γίνεται µια επικοινωνία όλων προς

όλους προσωπικά.

Γενικά, αν p ≤ n τότε ο κάθε επεξεργαστής αρχικά αποθηκεύει n/p
γραµµές(δηλ. n2/p στοιχεία) του πίνακα.
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Σχήµα 7 Επικοινωνία όλων προς όλους προσωπικά

για την αναστροφή ενός 4× 4 πίνακα µε p = 4 επεξεργαστές

Με την εκτέλεση της αναστροφής γίνεται µιά επικοινωνία όλων προς

όλους προσωπικά µεταξύ των οµάδων του πίνακα µεγέθους n/p× n/p,

αντί των µεµονωµένων στοιχείων.
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Στο τέλος της ϕάσης επικοινωνίας, ο κάθε επεξεργαστής εκτελεί µιά

εσωτερική αναστροφή σε αυτές τις οµάδες. Υποθέτοντας ότι κάθε

ανταλλαγή ενός Ϲεύγους στοιχείων απαιτεί µια χρονική µονάδα, µια τέτοια

οµάδα πίνακα µπορεί να αναστραφεί σε n2/(2p2) χρονικές µονάδες.

Επειδή ο κάθε επεξεργαστής έχει p τέτοιες οµάδες, για την αναστροφή

τους απαιτούνται n2/(2p) χρονικές µονάδες.

Οι εκφράσεις για τον χρόνο µιας όλων προς όλους προσωπικής

επικοινωνίας σε διάφορες αρχιτεκτονικές προκύπτει από τον σχετικό

πίνακα(σχήµα 8), αν αντικαταστήσουµε το µέγεθος m του µηνύµατος µε

n2/p2.

Ο αλγόριθµος έχει ϐέλτιστο κόστος µόνο σε υπερκύβο µε αποστολή

µηνυµάτων µε διαχωρισµό και απόδοση, όπου ο χρόνος επικοινωνίας

προσεγγιστικά είναι :

Tcomm = ts(p− 1) + tw
n2

p
+

1
2

thplogp.
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Ο συνολικός χρόνος της παράλληλης διάτρεξης είναι :

Tp =
n2

2p
+ ts(p− 1) + tw

n2

p
+

1
2

thplogp.

΄Αρα το κόστος του παράλληλου συστήµατος είναι :

p · Tp =
n2

2
+ tsp(p− 1) + twn2 +

1
2

thp2logp.

Ο όρος που συνδέεται µε το tw καταλήγει σε ένα κόστος Θ(n2) που είναι

ϐέλτιστο.
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Σχήµα 8 Χρόνοι Επικοινωνίας των διαφόρων λειτουργιών

σε διάφορες αρχιτεκτονικές µε επικοινωνία µιας σύνδεσης(link)

µε διαχωρισµό και απόδοση

Αρχιτεκτονική

Λειτουργία ∆ακτύλιος ∆ιδιάστατο πλέγµα Υπερκύβος

(αναδιπλούµενο τετραγωνικό)

Ενας προς όλους (ts + twm)logp (ts + twm)logp (ts + twm)logp
+th(p − 1) +2th(

√
p − 1)

Ολοι προς όλους (ts + twm)(p − 1) 2ts(
√

p − 1) + twm(p − 1) ts logp + twm(p − 1)

Ενας προς όλους (ts + twm)(p − 1) 2ts(
√

p − 1) + twm(p − 1) ts logp + twm(p − 1)
προσωπικά

Ολοι προς όλους (ts + twp/2)(p − 1) (2ts + twmp)(
√

p − 1) (ts + twm)(p − 1) + (th/2)plogp
προσωπικά

Κυκλικά χ-ολισθήσεις (ts + twm)bp/2c (ts + twm)(2b√p/2c + 1) ts + twm + th(logp − γ(q))

ts : ο χρόνος εκκίνησης

tw : ο χρόνος µεταφοράς µιας λέξης

th : ο χρόνος αναµονής(ή ανίχνευσης)

γ(q) : ο µέγιστος ακέραιος j τέτοιος ώστε ο 2j
δεν διαιρεί τον q
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