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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Η ανάγκη για παράλληλους υπολογιστές

• Οι εφαρµογές απαιτούν χρονοβόρους υπολογισµούς :

– σχεδιασµός αεροπλάνων

– αριθµητική προσοµοίωση σε προβλήµατα Υπολογιστικής ∆υ-
ναµικής των Ρευστών

• Η αύξηση των υπολογισµών ϑα κορεστεί.

Λύση: Χρήση της παραλληλίας

ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ

Π

Π1 Π2 Π3 ΠN

Π: πρόβλημα

Πi: υποπρόβλημα

· · ·
· · ·

Σχήµα 1.1: ∆ιάγραµµα block παράλληλης επεξεργασίας

1
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Παράλληλος Αλγόριθµος

Μια µέθοδος λύσης για ένα δεδοµένο πρόβληµα που πρόκειται να υλο-
ποιηθεί σε ένα παράλληλο υπολογιστή

Παράλληλος Υπολογιστής

΄Ενας υπολογιστής µε πολλές µονάδες επεξεργασίας ή επεξεργαστές

Μοντέλα Υπολογισµού

• SISD S: Single
• MISD I: Instruction
• SIMD D: Data
• MIMD M: Multiple

SISD

• John von Neumann 1940

• Ακολουθιακός (σειριακός) Αλγόριθµος

ΕΛΕΓΧΟΣ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗΣ ΜΝΗΜΗ

INSTRUCTION

STREAM STREAM

DATA

Σχήµα 1.2: Single Instruction Single Data



3 1.1. Η ανάγκη για παράλληλους υπολογιστές

1.1.1 MISD

P1
1

2

Ν

P2

PN

C1

C2

CN

Μνήμη
Data

Stream

Instruction Stream

......

Σχήµα 1.3: Multiple Instruction Single Data

Παράδειγµα: ΄Ελεγχος εάν ένας αριθµός z είναι πρώτος

Παράλληλος Αλγόριθµος

• ΄Εστω ότι υπάρχουν τόσοι επεξεργαστές όσοι είναι και οι υποψήφιοι
διαιρέτες του z .

• ΄Ελεγχος από κάθε επεξεργαστή αν ο υποψήφιος διαιρέτης διαιρεί
το z .

Παράδειγµα: Εύρεση του συνόλου (κατηγορίας) στην οποία ανήκει ένα
αντικείµενο

Παράλληλος Αλγόριθµος

• Υποθέτουµε ότι υπάρχουν τόσοι επεξεργαστές όσες είναι οι κατηγο-
ϱίες.

• Στέλνεται το αντικείµενο σε κάθε επεξεργαστή, ο οποίος ελέγχει αν
ανήκει στην κατηγορία του.

Μειονέκτηµα
• Ειδικής µορφής υπολογισµοί



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 4

1.1.2 SIMD

P1 P2 PN

M1 M2 MN

Δίκτυο Διασύνδεσης

. . .

. . .

C

Instruction Stream

Data
Stream

M3

P3

Σχήµα 1.4: Single Instruction Multiple Data
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αν (B = 0)

C = A

αλλιώς

C = A/B

5

0

0

A

B

C

Επεξεργαστής 0

4

2

0

A

B

C

Επεξεργαστής 1

1

1

0

A

B

C

Επεξεργαστής 2

0

0

0

A

B

C

Επεξεργαστής 3

Αρχικές τιµές

5

0

5

A

B

C

Επεξεργαστής 0

4

2

0

A

B

C

Επεξεργαστής 1

1

1

0

A

B

C

Επεξεργαστής 2

0

0

0

A

B

C

Επεξεργαστής 3

Βήµα 1

5

0

5

A

B

C

Επεξεργαστής 0

4

2

2

A

B

C

Επεξεργαστής 1

1

1

1

A

B

C

Επεξεργαστής 2

0

0

0

A

B

C

Επεξεργαστής 3

Βήµα 2

Αδρανής︸ ︷︷ ︸ Αδρανής︸ ︷︷ ︸

Αδρανής︸ ︷︷ ︸ Αδρανής︸ ︷︷ ︸

Σχήµα 1.5

ΔΙΚΤΥΟ ΔΙΑΣΥΝΔΕΣΗΣ

M

P

M

P

M

P

M

P

P: Processor
M: Memory

Σχήµα 1.6: Μία τυπική αρχιτεκτονική διαβίβασης µηνυµάτων (message
passing)
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Δίκτυο

διασύνδεσης

P

P

P

M

M

M

Δίκτυο

διασύνδεσης

M

M

MP

M

P

M

P

M Δίκτυο

διασύνδεσης

P

M

P

M

P

M

(α) (β) (γ)

Σχήµα 1.7: Κοινή Μνήµη: (α) UMA, (ϐ) NUMA µε τοπική και ολική
µνήµη, (γ) NUMA µε τοπική µνήµη µόνο

∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης Υπολογιστές

• C. mmp

• NYU Ultracomputer

Μειονεκτήµατα

- µεγάλο εύρος δικτύου διασύνδεσης

- αργή προσπέλαση µνήµης

Θεραπεία → τοπική µνήµη
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Δίκτυο

διασύνδεσης

M

M

MP

M

P

M

P

M UMA NUMA
TC-2000
KSR-1

Διαμοιραζόμενης

Μνήμης

Σχήµα 1.8: Υπολογιστής ∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης

• Κάθε επεξεργαστής έχει τη δική του τοπική µνήµη (πρόγραµµα και
δεδοµένα)

• Οι επεξεργαστές λειτουργούν σύγχρονα: σε κάθε ϐήµα, όλοι οι ε-
πεξεργαστές εκτελόυν την ίδια εντολή, ο κάθε ένας σε διαφορετικά
δεδοµένα

• Κατάλληλοι για παράλληλα-δεδοµένα (data-parallel)

distributed memory ή/και message-passing

Επικοινωνία

δίκτυο διασύνδεσης
(interconnection network)

διαµοιραζόµενη (κοινή) µνήµη
(shared memory)
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1.2 ∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης (PRAM) SIMD

• EREW

• CREW

• ERCW

• CRCW

M1 M2 MN

P1 P2 PN

HIGH SPEED BUS

Παράδειγµα

Να προσδιοριστεί αν ένα δεδοµένο στοιχείο x ϐρίσκεται σε ένα αρχείο µε
n ϑέσεις.

Ακολουθιακός αλγόριθµος −→ απαιτεί n ϐήµατα.

Παράλληλος αλγόριθµος :
EREW SM SIMD µε N 6 n επεξεργαστές P1,P2, . . .PN .

• Μετάδοση (Broadcasting) του x στους επεξεργαστές

1. P1 διαβάζει το x και το µεταδίδει στον P2
2. Οι P1 και P2 µεταδίδουν ταυτόχρονα το x στους P3 και P4

αντίστοιχα, κ.ο.κ.

3. Οι P1 , P2 , P3 και P4 µεταδίδουν ταυτόχρονα το x στους P5 ,
P6 , P7 και P8 αντίστοιχα, κ.ο.κ.

Η µετάδοση του x σε όλους τους επεξεργαστές απαιτεί log2N ϐήµα-
τα

• Χωρισµός του αρχείου σε υποαρχεία µε n/N στοιχεία

Pi αναζητεί σε n/N στοιχεία άρα n/N ϐήµατα

Σύνολο: logN+ n/N ϐήµατα
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Αν χρησιµοποιηθεί µια λογική µεταβλητή F για τη δήλωση ότι ϐρέθηκε το
x , τότε

logN+ (n/N) logN

γιατί σε κάθε ϐήµα της αναζήτησης απαιτείται η γνώση της F σε όλους
τους επεξεργαστές (broadcasting logN ).

Για CREW SM SIMD:

- 1 ϐήµα για µετάδοση του x

- 1 ϐήµα για µετάδοση της F (τέλος κάθε αναζήτησης)

΄Αρα µόνο n/N ϐήµατα για αναζήτηση.

1.3 ∆υναµικά ∆ίκτυα ∆ιασύνδεσης

1.3.1 Crossbar ∆ίκτυα ∆ιασύνδεσης

M1 M2 M3 M4 M5 Mb−1

P1

P2

P3

P4

P5

Pp−1

b memory banks

p

επεξεργαστές

Διακόπτης

O(pb), p ≤ b

O(p2),→ αν p μεγάλο τότε

το δίκτυο είναι

μη αποτ/κό

Σχήµα 1.9: Crossbar Switch: Cray Y-MP, Fujitsu VDD 500
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1.3.2 Bus-based ∆ίκτυα ∆ιασύνδεσης

Bus

Processor Processor Processor

Global memory

Bus

Cache

Global memory

Processor Processor Processor

Cache Cache

Σχήµα 1.10: Αρχιτεκτονική µε bus: Symmetry, Multimax - κορεσµός µε
µικρό πλήθος επεξεργαστών

0

1

p-1

Στάδιο 1 Στάδιο 2 Στάδιο n

0

1

p-1

............

............

Δίκτυο διασύνδεσης πολλών σταδίωνΕπεξεργαστές Συστοιχίες μνήμης

Σχήµα 1.11
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Αριθμός επεξεργαστών

Κ
ό
σ
τ
ο
ς

Αριθμός επεξεργαστών

Α
π
ό
δ
ο
σ
η

Crossbar
Πολλών

σταδίων Δίαυλος

Δίαυλος

Πολλών

σταδίων

Crossbar

Σχήµα 1.12

1.3.3 Πολυφασικά Multistage ∆ίκτυα ∆ιασύνδεσης

• ∆ίκτυο ωµέγα

j =

{
2i, 0 6 i 6 p/2− 1

2i+ 1− p, p/2 6 i 6 p− 1

Αριστερή περιστροφή στη δυαδική παράσταση i για να ληφθεί το j

000 0

001 1

010 2

011 3

100 4

101 5

110 6

111 7

0 000 = απ(000)
1 001 = απ(100)
2 010 = απ(001)
3 011 = απ(101)
4 100 = απ(010)
5 101 = απ(110)
6 110 = απ(011)
7 111 = απ(111)

Παράλληλοι υπολογιστές : BBN Butterfly, IBM RP-3, NYU Ultracomputer

Παρατήρηση: Μόνο ένας επεξεργαστής µπορεί να διαβάσει ή να γράψει
σε ένα τµήµα µνήµης.
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000

001

010

011

100

101

110

111

000

001

010

011

100

101

110

111

Α

Β

p=8
p/2× log p στοιχεία διακόπτες
ΑΒ: blocking network

Σχήµα 1.13: ∆ίκτυο Ωµέγα

1.3.4 ∆ίκτυο ∆ιασύνδεσης

• Οι µνήµες Mi είναι κατανεµηµένες µεταξύ των N επεξεργαστών
(Mi =M/N ϑέσεις µνήµης)

• ∆ιπλής κατεύθυνσης γραµµή επικοινωνίας µεταξύ των επεξεργαστών
(µηνύµατα)
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P1

P2

P3

N

Cross Bar
Switch

M1 M2 M3

R

διακόπτης

(switch)

απαίτηση

M/R

Cray-YMP, Fujitsu VPP500

Κόστος επικοινωνίας

=

N ×M/R

Σχήµα 1.14
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Κλίκα (clique)

P1

P2 P5

P3 P4

επικοινωνία

Σχήµα 1.15: Κλίκα (clique)

Σύνολο N(N−1)
2 γραµµές.

Εξωπραγµατικό για µεγάλο N

Γραµµικός πίνακας

P1 P2 P3 PN. . .

Σχήµα 1.16: Γραµµικός πίνακας
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∆ιδιάστατος πίνακας
m×m, m =

√
N (mesh)

P(j,k)

0 ≤ j ≤ m− 1
0 ≤ k ≤ m− 1

Σχήµα 1.17: ∆ιδιάστατος πίνακας

∆έντρο

P1

P2 P3

P6P5P4 P7

Σχήµα 1.18: ∆έντρο
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Ps

Pd

Ps

Pd

DAP, Paragon XP/S Cray T3D

Σχήµα 1.19

∆ίκτυο ∆έντρου

Ps Pd Ps Pd

Στοιχεία Διακοπτών

Επεξεργαστές

Σχήµα 1.20

• ∆ίκτυα Πλήρους ∆υαδικού ∆έντρου

• ∆ιαδροµή Μηνύµατος
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Σχήµα 1.21: fat tree network

Κύβος

N = 2q, q ≥ 1

(q = 0)

0 0 1

(q = 1)

10 11

00 01

(q = 2)

0110 0111

0100 0101

0010 0011

0000 0001
(q = 3)

(q = 4)

Σχήµα 1.22
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1.4 MIMD Υπολογιστές

P1 P2 PN

M1 M2 MN

Δίκτυο Διασύνδεσης

. . .

. . .

C1 C2 CN
. . .

1 2 ΝInstruction
Stream

1 2 Ν

Data
Stream

Σχήµα 1.23: Multiple Instruction Multiple Data

• Σύγχρονη λειτουργία

• Ασύγχρονη λειτουργία

∆ίκτυο Υπερκύβου

0100 0110

0010
0000

0101

0001 0011

0111

1100

1000

1101

1001

1110

1010

1111

1011

Σχήµα 1.24: ∆ίκτυο Υπερκύβου
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d-διάστασης υπερκύβος
p = 2d επεξεργαστές

Ιδιότητες

• ∆ύο επεξεργαστές συνδέονται τότε και µόνο τότε αν διαφέρουν κατά
ένα ακριβώς bit.

• Σε έναν d-διάστασης υπερκύβο ο κάθε επεξεργαστής συνδέεται άµε-
σα µε d άλλους επεξεργαστές.

• Ο συνολικός αριθµός των bit ϑέσεων στα οποία διαφέρουν δύο επε-
ξεργαστές λέγεται απόσταση του Hamming.

Αρίθµηση των επεξεργαστών

0

1

00

01

11

10

000

100 110

010

111101

011001

0000

0100 0110

0010

01 1 10101

0 0 110001

1000

1100 1110

1010

11111101

1 0111001

0-D υπερκύβος

1-D υπερκύβος 2-D υπερκύβος

3-D υπερκύβος

s

t

4-D υπερκύβος

Σχήµα 1.25: Απόσταση Hamming 0101 και 1011 = 3 (s⊕ t = 1110 )

΄Οταν ένας υπερκύβος d+1-διάστασης κατασκευάζεται µε τη σύνδεση δύο
υπερκύβων d-διάστασης, στις ετικέτες του ενός υπερκύβου τίθεται το πρόθε-
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µα 0 και στον άλλο υπερκύβο το πρόθεµα 1.

Ο µόνος επεξεργαστής (γειτονικός) του s που έχει bit 1 στη ϑέση ένα είναι
αυτός που δείχνεται στο Σχήµα 1.25, κ.ο.κ.

• Η απόσταση του Hamming µεταξύ δύο επεξεργαστών s και t είναι
ο συνολικός αριθµός των bits τα οποία είναι 1 στην s ⊕ t (όπου ⊕
συµβολίζει xor).

• Ο αριθµός των συνδέσµων επικοινωνίας στο συντοµότερο µονοπάτι
µεταξύ δύο επεξεργαστών είναι ίσος µε την απόσταση του Hamming.
΄Ενα µήνυµα δροµολογείται από τον επεξεργαστή s στον επεξεργα-
στή t διαµέσου διαστάσεων οι οποίες αντιστοιχούν σε ϑέσεις bit που
έχουν 1 στη δυαδική παράσταση του s ⊕ t . Επειδή η δυαδική
παράσταση του s⊕ t µπορεί να περιέχει το πολύ d µονάδες, το
συντοµότερο µονοπάτι µεταξύ δύο επεξεργαστών σε ένα υπερκύβο
δε µπορεί να έχει περισσότερους από d συνδέσµους.

Παράλληλοι Υπολογιστές ϐασισµένοι σε δίκτυο υπερκύβου είναι οι : n
CUBE, Cosmic Cube και iPSC.

000

100 110
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111101

011001

000

100 110

010

111101

011001

000

100 110

010

111101

011001

Σχήµα 1.26
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0000

0100 0110
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00110001

1000

1100 1110

1010

11111101

10111001
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0100 0110

0010

01110101

00110001

1000

1100 1110

1010

11111101

10111001

Σχήµα 1.27
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∆ίκτυο ∆ιάµετρος Εύρος
∆ιχοτόµησης

Συνδεσιµότητα
Τόξου

Κόστος (αριθ.
συνδέσεων)

Πλήρως συνδεδεµένο 1 p2/4 p− 1 p(p− 1)/2

Αστέρας 2 1 1 p− 1

Πλήρες ∆υαδικό ∆έντρο 2 log((p+1)/2) 1 1 p− 1

Γραµµικός πίνακας p− 1 1 1 p− 1

∆ακτύλιος bp/2c 2 2 p

2-D πλέγµα χωρίς
κύρτωση

2(
√
p− 1)

√
p 2 2(p−

√
p)

2-D πλέγµα µε κύρτω-
ση

2b√p/2c 2
√
p 4 2p

Υπερκύβος log p p/2 log p (p log p)/2

d-κύβος k-τάξης µε
κύρτωση

dbk/2c 2kd−1 2d dp

1.4.1 Εµφύτευση ∆ικτύων στον Υπερκύβο

G(V,E)
εµφύτευση−−−−−−→ G ′(V ′,E ′)

V V´ E E´

Σχήµα 1.28

Η εµφύτευση ενός γραφήµατος εντός ενός άλλου είναι σηµαντική διότι
ένας αλγόριθµος που έχει σχεδιαστεί για ένα συγκεκριµένο δίκτυο δια-
σύνδεσης µπορεί να είναι αναγκαίο να προσαρµοστεί σε ένα άλλο δίκτυο.

• συσσώρευση (congestion): Το µέγιστο πλήθος ακµών που απεικο-
νίζονται σε µια ακµή στο E ′ .

• διαστολή (dilation): Το πλήθος συνδέσµων στο E ′ στους οποίους
απεικονίζεται µία ακµή του E .

• επέκταση (expansion): Επεξεργαστές στο V ′ / Επεξεργαστές στο V .

Στη συνέχεια ϑα µελετηθούν οι εµφυτεύσεις διαφόρων δικτύων διασύνδε-
σης εντός του υπερκύβου. Η µελέτη ϑα περιοριστεί στην περίπτωση όπου
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το πλήθος των επεξεργαστών είναι το ίδιο στα δύο δίκτυα (επέκταση = 1).
Επιπλέον το πολύ µία ακµή του E απεικονίζεται σε µία ακµή του E ′ (συσ-
σώρευση = 1).

Εµφύτευση γραµµικού πίνακα σε υπερκύβο

΄Ενας γραµµικός πίνακας (ή ένας δακτύλιος) που αποτελείται από 2d ε-
πεξεργαστές µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα υπερκύβο d διάστασης απεικο-
νίζοντας τον i−οστό επεξεργαστή του γραµµικού πίνακα στον επεξεργαστή
G(i,d) του υπερκύβου, όπου

G(0, 1) = 0

G(1, 1) = 1

G(i, x+ 1) =

{
G(i, x), i < 2x

2x +G(2x+1 − 1− i, x), i > 2x

Η συνάρτηση G λέγεται binary reflected Gray code (RGC). Η G(i,d)
συµβολίζει το i−οστό στοιχείο στην ακολουθία των κωδίκων Gray µε d bits.
Οι κώδικες Gray d+1 bits παράγονται από ένα πίνακα των κωδίκων Gray
µε d bits ως εξής : Παίρνοντας το συµµετρικό πίνακα και τοποθετώντας στα
στοιχεία του συµµετρικού πίνακα το πρόθεµα 1 και στα αρχικά στοιχεία
το πρόθεµα 0.

0

1

0 0

0 1

1 1

1 0

0 0 0

0 0 1

0 1 1

0 1 0

1 1 0

1 1 1

1 0 1

1 0 0

0

1

3

2

6

7

5

4

0

1

2

3

4

5

6

7

reflection

010

110 111

011

101100

001000

1-bit Gray
code

2-bit Gray
code

3-bit Gray
code

3D
hypercube 8-processor ring

Σχήµα 1.29: Εµφύτευση ενός δακτυλίου οκτώ επεξεργαστών σε ένα υπερ-
κύβο διάστασης 3

Τα στοιχεία G(i,d) και G(i + 1,d) διαφέρουν µόνο σε ένα bit. Επειδή
ο επεξεργαστής i στο γραµµικό πίνακα απεικονίζεται στον επεξεργαστή
G(i,d) του υπερκύβου και ο επεξεργαστής i + 1 του γραµµικού πίνα-
κα στον επεξεργαστή G(i + 1,d) του υπερκύβου, υπάρχει ένας άµεσος
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σύνδεσµος στον υπερκύβο, ο οποίος αντιστοιχεί σε κάθε άµεσο σύνδεσµο
στο γραµµικό πίνακα (οι ετικέτες δύο γειτονικών επεξεργαστών διαφέρουν
µόνο κατά ένα bit). Συνεπώς, η απεικόνιση που ορίζεται από την G έχει
συσσώρευση ένα και διαστολή ένα.

Εµφύτευση δυδιάστατου δικτύου (mesh) σε υπερκύβο

Μπορούµε να εµφυτεύσουµε ένα 2r×2s wraparound mesh σε έναν 2r+s -
επεξεργαστών υπερκύβο απεικονίζοντας τον επεξεργαστή (i, j) του mesh
στον επεξεργαστή G(i, r)||G(j, s) του υπερκύβου, όπου || συµβολίζει τη
συνένωση των δύο κωδίκων Gray. Ας σηµειωθεί ότι οι άµεσοι γείτονες
στο mesh απεικονίζονται σε επεξεργαστές του υπερκύβου των οποίων οι
ετικέτες διαφέρουν µόνο σε ένα bit). Συνεπώς η απεικόνιση αυτή έχει µία
διάδοση = 1 και µία συσσώρευση = 1.
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r = 1, s = 2, (i, j) −→ G(i, 1)||G(j, 2)

(0, 0) −→ G(0, 1)||G(0, 2) = 0||00 = 000

(0, 1) −→ G(0, 1)||G(1, 2) = 0||01 = 001

(0, 0) 00 00 (0, 1) 00 01 (0, 2) 00 11 (0, 3) 00 10

(1, 0) 01 00 (1, 1) 01 01 (1, 2) 01 11 (1, 3) 01 10

(2, 0) 11 00 (2, 1) 11 01 (2, 2) 11 11 (2, 3) 11 10

(3, 0) 10 00 (3, 1) 10 01 (3, 2) 10 11 (3, 3) 10 10

Επεξεργαστές στην ίδια γραμμή έχουν ίδια

τα δύο πιο σημαντικά bits
Επεξεργαστές στην ίδια στήλη έχουν

ίδια τα δύο λιγότερο σημαντικά bits

(0, 0) 0 00 (0, 1) 0 01 (0, 2) 0 11 (0, 3) 0 10

(1, 0) 1 00 (1, 1) 1 01 (1, 2) 1 11 (1, 3) 1 10

010

110 111

011

101100

001000

Σχήµα 1.30: Εµφύτευση 2× 4 mesh
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011

011

011

011

010

010

010

001

111 001 101 110 000 100

000

010

110 111

011

101100

001000

Κόμβοι στο επίπεδο 1

Κόμβοι στο επίπεδο 2

Κόμβοι στο επίπεδο 3

Σχήµα 1.31

∆ροµολόγηση Μηνυµάτων

Μηχανισµοί ∆ροµολόγησης

µη-ελάχιστοιελάχιστοι

Μηχανισµοί ∆ροµολόγησης

ΠροσαρµοστικοίΠροσδιοριστικοί

πηγή (source) προορισµός
(destination)
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Ps

Pd

√
p×√p

2(
√
p− 1)

Σχήµα 1.32: XY - δροµολόγηση σε mesh

Κόστος Επικοινωνίας

• καθυστέρηση επικοινωνίας ( latency)
Ο απαιτούµενος χρόνος για την επικοινωνία ενός µηνύµατος µεταξύ δύο
επεξεργαστών.

• χρόνος ξεκινήµατος (startup time) (ts )
Ο απαιτούµενος χρόνος για τη µεταχείριση του µηνύµατος (προετοιµασία).

• per-hop χρόνος (th )
Ο απαιτούµενος χρόνος για να ϕθάσει η επικεφαλίδα του µηνύµατος στον
προορισµό της.

• χρόνος ανά word (tw )

tw = 1/r

όπου r = αριθµός words ανά δευτερόλεπτο

Καθυστέρηση Επικοινωνίας

τεχνικές µεταφοράς µηνυµάτωντοπολογία δικτύου
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100 101

111110

001000

010 011Ps

Pd

100 101

111110

001000

010 011Ps

Pd

100 101

111110

001000

010 011Ps

Pd

010⊕ 110 = 1 0 1
010⊕ 111 = 101
010⊕ 011 = 001
010⊕ 000 = 010
010⊕ 110 = 100

Βήμα 1 (010→ 01 1 )

010⊕ 111 = 0 1 0
011⊕ 111 = 100

Βήμα 2 (011→ 111)

011⊕ 111 =

Σχήµα 1.33: E-cube δροµολόγηση

1.4.2 Υπολογισµός κόστους επικοινωνίας

tcomm = ts + (m tw + th) l

όπου m = πλήθος words, l = πλήθος συνδέσµων

tcomm = ts +m tw l, O(ml) store and forward

tcomm = ts + l th +m tw, O(l+m) cut through

l = 1 τοπικότητα
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P0

P1

P2

P3

χρόνος

P0

P1

P2

P3

χρόνος

P0

P1

P2

P3

χρόνος

Σχήµα 1.34
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1.5 Βασικές Λειτουργίες Επικοινωνίας

• Οι σύνδεσµοι επικοινωνίας είναι διπλής κατεύθυνσης.
• Ο κάθε επεξεργαστής µπορεί να στείλει ένα µήνυµα σε ένα µόνο από
τους συνδέσµους του κάθε ϕορά.
• ΄Οµοια µπορεί να λάβει ένα µήνυµα από ένα σύνδεσµο κάθε ϕορά.
• Μπορεί να λάβει ένα µήνυµα ενώ στέλνει ένα άλλο την ίδια στιγµή στον
ίδιο ή διαφορετικό σύνδεσµο.

SF δροµολόγηση

• ts + twmbp/2c δακτύλιο

• ts + 2twmbp/2c δίκτυο

• ts + twm log p υπερκύβο

CT δροµολόγηση

ts +m tw + th l
΄Ενας προς όλους Μετάδοση
∆ακτύλιος SF

0 1 2 3

4567

1 2

2

3

4

43

Σχήµα 1.35: ∆ακτύλιος, T = ts + twmdp/2e
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P0 P1 P2 P3

P0 P1 P2 P3

P4 P5 P6 P7

P8 P9 P10 P11

P12 P13 P14 P15

Σύνορα επεξεργαστών

Διάνυσμα

Πίνακας

T = (ts +m tw)
⌈√

p

2

⌉

Σχήµα 1.36: ΄Ενας προς όλους µετάδοση για τον πολλαπλασιασµό ενός
4× 4 πίνακα µε ένα 4× 1 διάνυσµα
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0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

4 4 4

333 3

4

4444

2

21

T = 2(ts + tw m)
⌈√

p

2

⌉
T = 3(ts + tw m)

⌈
p1/3

2

⌉
30 mesh

Σχήµα 1.37: ΄Ενας προς όλους µετάδοση σε πλέγµα 16 επεξεργαστών µε
store and forward δροµολόγηση
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0 1

2 3

4 5

6 7

(010)

(000)

(001)

(100) (101)

(011)

(110) (111)

2

3

1

3

3

3

2

T = (ts + tw m) log p

Σχήµα 1.38: ΄Ενας προς όλους µετάδοση σε 3-D υπερκύβο

∆ιαδικασία 1: ONE TO ALL BC (d,my_id,X)
111︷ ︸︸ ︷
mask = 2d − 1 (d = 3) . όλα τα d bits της μάσκας ίσα με 1
για i = d− 1 έως 0 . Εξωτερικό loop (i = 2)
κάνε
mask = mask XOR 2i . i bit της μάσκας ίσο με 0
αν my_id AND mask = 0 . αν τα μικρότερα i bits του
my_id είναι 0
τότε

αν my_id AND 2i = 0 . 000
send−−−→ 100

τότε
msg_destination = my_id XOR 2i

Στείλε Q στο msg_destination
τέλος

αλλιώς

msg_source = my_id XOR 2i . 000
receive−−−−−→ 100

Λάβε X από msg_source
τέλος

τέλος
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∆ιαδικασία 2: GENERAL ONE TO ALL BC (d,my_id, source,
X)

my_virtual_id = my_id XOR source mask = 2d − 1
για i = d− 1 έως 0 κάνε

mask = mask XOR 2i . i bit της μάσκας ίσο με 0
αν my_virtual_id AND mask = 0 τότε

αν my_virtual_id AND 2i = 0 τότε
virtual_dest = my_virtual_id XOR 2i

Στείλε Q στο virtual_dest XOR source . μετατροπή
virtual_dest στην ετικέτα του φυσικού προορισμού

τέλος
αλλιώς

virtual_source = my_virtual_id XOR 2i

Λάβε X στο virtual_source XOR source . μετατροπή
virtual_source στην ετικέτα της φυσικής πηγής

τέλος
τέλος

∆ιαδικασία 3: SINGLE NODE ACC (d,my_id,m,X, sum)

για j = 0 έως m− 1 κάνε
sum[j] = X[j] mask = 0

τέλος
για i = 0 έως d− 1 κάνε

Επιλογή επεξεργαστών µε µικρότερα i bits ίσα µε 0
αν my_id AND mask = 0 τότε

αν my_id AND 2i 6= 0 τότε
msg_destination = my_id XOR 2i

Στείλε sum στο msg_destination
τέλος

αλλιώς
msg_source = my_id XOR 2i

Λάβε X από msg_source για j = 0 έως m− 1 κάνε
sum[j] = sum[j] + X[j]

τέλος
τέλος
mask = mask XOR 2i . i bit της μάσκας ίσο με 0

τέλος
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• ΄Ενας σε όλους µετάδοση µε cut through δροµολόγηση

• Στο i-οστό ϐήµα κάθε επεξεργαστής που έχει τα δεδοµένα τα στέλνει
σε έναν επεξεργαστή απόστασης p/2i

0 1 2 3

4567

p/4

p/4 p/2

3

2

3

3

3

3
2

3

1

Σχήµα 1.39: ΄Ενας σε όλους µετάδοση µε CT δροµολόγηση

Tένας-προς-όλους =

logp∑
i=1

(ts+tw m+th p/2
i) = (ts+tw m) log p+th(p−1)
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• Μετάδοση ένας προς όλους µε CT δροµολόγηση

• ts +m tw log
√
p+ (

√
p− 1)th κάθε ϕάση

0 4 8 12

1 5 9 13

2 6 10 14

3 7 11 15

4

3

22

4 4 4

3

1

3 3

4 4 4 4

Σχήµα 1.40

Tένας-προς-όλους = (ts +m tw) log p+ 2(
√
p− 1)th

διακόπτης

0 1 2 3 4 5 6 7

3 3 3

2

2

1 1

Σχήµα 1.41: Ισοζυγισµένο ∆υαδικό ∆έντρο

Tένας-προς-όλους = (ts +m tw + (log p+ 1)) log p
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0 1 2 3

4567

(0) (1) (2) (3)

(7) (6) (5) (4)

1 (0) 1 (1) 1 (2)

1 (3)

1 (4)1 (5)1 (6)

1 (7)

0 1 2 3

4567

(0,7) (1,0) (2,1) (3,2)

(7,6) (6,5) (5,4) (4,3)

2 (7) 2 (0) 2 (1)

2 (2)

2 (3)2 (4)2 (5)

2 (6)

0 1 2 3

4567

(0,7,6,5,4,3,2) (1,0,7,6,5,4,3) (2,1,0,7,6,5,4) (3,2,1,0,7,6,5)

(7,6,5,4,3,2,1) (6,5,4,3,2,1,0) (5,4,3,2,1,0,7) (4,3,2,1,0,7,6)

7 (2) 7 (3) 7 (4)

7 (5)

7 (6)7 (7)7 (0)

7 (1)

Σχήµα 1.42
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(3,4,5)

(6,7,8)

(0,1,2) (0,1,2)

(3,4,5) (3,4,5)

(6,7,8) (6,7,8)

Σχήµα 1.43

∆ιαδικασία 4: ALL TO ALL BC RING (my_id,my_msg,p,
result)

left = (my_id− 1) mod p
right = (my_id+ 1) mod p
result = my_msg
msg = result
για i = 1 έως p− 1 κάνε

Στείλε msg από left
result = result ∪msg

τέλος
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∆ιαδικασία 5: ALL TO ALL BC MESH (my_id,my_msg,p,
result)

. Επικοινωνία κατά μήκος γραμμής
left = (my_id− 1) mod p
right = (my_id+ 1) mod p
result = my_msg
msg = result
για i = 1 έως

√
p− 1 κάνε

Στείλε msg στο right
Λάβε msg από left
result = result ∪msg

τέλος

. Επικοινωνία κατά μήκος στήλης
up = (my_id−

√
p) mod p

down = (my_id+
√
p) mod p

msg = result
για i = 1 έως

√
p− 1 κάνε

Στείλε msg στο down
Λάβε msg από up
result = result ∪msg

τέλος
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1.6 Αξιολόγηση MIMD Παράλληλων Συστηµάτων

MIMD

Κατανεµηµένης Μνήµης
(loosely coupled)

∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης
(tightly coupled)

• Scheduling

Ανάλυση Παράλληλων Αλγορίθµων

Tp = Tcomp + Tcomm

Ταχύτητα και Αποδοτικότητα

Sp =
T1

Tp

Sp : ταχύτητα
T1 : σειριακός χρόνος
Tp : παράλληλος χρόνος σε p επεξεργαστές

Ep =
Sp

p
αποδοτικότητα

Είναι ϕανερό ότι Sp > 1 . Επίσης ένα ϐήµα ενός παράλληλου αλγορίθ-
µου χρησιµοποιώντας p επεξεργαστές χρειάζεται p ϐήµατα το πολύ όταν
υλοποιηθεί σειριακά. ΄Αρα

T1 6 p Tp

Συνεπώς

1 6 Sp 6 p και 0 6 Ep 6 1

Ο νόµος του Amdahl

T1 = Tseq + Tpar, Tseq = f T1 και Tpar = (1− f) T1

f : Ποσοστό σειριακού χρόνου

Με p επεξεργαστές
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Tp > Tseq + Tpar/p

Sp =
T1

Tf
6

1

f+ 1−f
p

6
1

f

Αν f = 10%→ Sp 6 10 για οποιοδήποτε p !

Παράδειγµα (SIMD)

Υπολογισµός του
N∑
i=1

xi

8∑
i=1

xi

x5 + x6 + x7 + x8

x7 + x8

x8x7

x5 + x6

x6x5

x1 + x2 + x3 + x4

x3 + x4

x4x3

x1 + x2

x2x1

3 = log2 8

2

1

Αριθµός Επεξεργαστών p = N
2 CREW

logN ϐήµατα

Sp =
T1

Tp
=
N− 1

logN
u

N

logN

Ep u
2

logN
→ 0 για N→∞

Ανάλογος αλγόριθµος για προβλήµατα

- εσωτερικο γινόµενο διανυσµάτων

- εύρεση µέγιστου - ελάχιστου αριθµού κ.α.
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Παράδειγµα

Υπολογισµός του
N∑
i=1

xi µε τη χρήση p επεξεργαστών 1 6 p 6 N .

1. Χωρισµός των N αριθµών σε p οµάδες. Κάθε οµάδα περιέχει το
πολύ

⌈
N
p

⌉
αριθµούς

2. Καταχώρηση µιας οµάδας σε κάθε ένα από τους p επεξεργαστές

3. Υπολογισµός του αθροίσµατος των αριθµών σε κάθε οµάδα σειριακά
σε
⌈
N
p

⌉
− 1 ϐήµατα

4. Υπολογισµός του αθροίσµατος των επιµέρους αθροισµάτων (σε µορ-
ϕή δυαδικού δέντρου)

s1 + s2 + s3 + s4

s3 + s4

οµάδα4οµάδα3

s1 + s2

οµάδα2οµάδα1

Tp =

⌈
N

p

⌉
− 1

Sp =

T1︷ ︸︸ ︷
N− 1

dN/pe+ dlog pe− 1
Αν N = L p log p

Sp =
L p

L+ 1
→ lim
L→∞Sp = p γραµµική στο p.

Επίσης

Ep =
1

L+ 1
→ lim
L→∞Ep = 1

Παράδειγµα

∆ίνονται τα X = (x1, x2, . . . , xN), Y = (y1,y2, . . . ,yN) . Να υπολογιστεί

το
N∑
i=1

xiyi .

΄Εστω ότι το p διαιρεί το N . Τότε
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N∑
i=1

xiyi =

N/p∑
i=1

xiyi+

2(N/P)∑
i=N/p+1

xiyi+· · ·+
k(N/P)∑

i=(N/p)(k−1)+1

xiyi+· · ·+
N∑
xiyi

΄Αρα ο k επεξεργαστής υπολογίζει

k(N/P)∑
i=(N/p)(k−1)+1

xiyi, k = 1, 2, . . . ,p

Για τον ανωτέρω υπολογισµό απαιτούνται

N

p
πολ/σµοί

N

p
− 1 προσθέσεις

Τα µερικά αθροίσµατα προστίθενται µε τη µορφή του δυαδικού δέντρου
σε dlog pe ϐήµατα. ΄Αρα

Tp = 2(
N

p
− 1) + dlog pe

και

Sp =
2N− 1

2(Np − 1) + dlog pe

Αν p = 2k και N = L p log p τότε

Sp =
2L

2L+ 1
p→ lim

L→∞Sp = p !
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

∑1
0

∑3
2

∑5
4

∑7
6

∑9
8

∑11
10

∑13
12

∑15
14

∑3
0

∑7
4

∑11
8

∑15
12

∑7
0

∑15
8

∑15
0

(α)

(β)

(γ)

(δ)

(ε)

Σχήµα 1.44: Πρόσθεση n αριθµών σε ένα Υπερκύβο µε n επεξεργαστές

Tp = Θ(logn), Sp = Θ(
n

logn
)

Ep = Θ(
1

logn
), cp = Θ(n logn)

όχι ϐέλτιστο κόστος
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12 13 14 15

8 9 10 11

4 5 6 7

0 1 2 3

0 1 2 3

12 13 14 15

8 9 10 11

4 5 6 7∑1
0

0 1 2 3

n/p ∑3
2

12 13 14 15

8 9 10 11

∑1
0

0 1 2 3

∑3
2

∑5
4

∑7
6

12 13 14 15

∑1
0

0 1 2 3

∑3
2

∑5
4

∑7
6

∑9
8

∑11
10

1 2

3 4(α)

0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3

1 2

3 4

∑1
0

∑3
2

∑5
4

∑7
6

∑9
8

∑11
10

∑13
12

∑15
14

∑3
0

∑5
4

∑7
6

∑9
8

∑11
10

∑13
12

∑15
14

∑3
0

∑7
4

∑9
8

∑11
10

∑13
12

∑15
14 ∑11

8

∑13
12

∑15
14

(n/p) log p

∑3
0

∑7
4

(β)
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0 1 2 3 0 1 2 3

n/p

1 2

∑11
8

∑15
12

∑3
0

∑7
4

∑11
8

∑15
12

∑7
0

Tcom = 0

(γ)

0 1 2 3

∑15
8

∑7
0

0 1 2 3

∑15
0

(δ) (ε)

Σχήµα 1.45: Πρόσθεση n αριθµών σε υπερκύβο µε p επεξεργαστές, όπου
p < n . Τα n,p είναι δυνάµεις του 2

Tp = Θ

((
n

p

)
log p

)
cp = Θ(n log p) > Θ(n) = c1

όχι ϐέλτιστο κόστος
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0 1 2 3 0 1 2 3

∑11
8

∑15
12

∑3
0

(α)

0 1 2 3

∑15
8

∑7
0

0 1 2 3

∑15
0

(γ) (δ)

(β)

12 13 14 15

8 9 10 11

4 5 6 7

0 1 2 3
∑7

4

Σχήµα 1.46: ∆ιαφορετικός τρόπος για την εύρεση του προηγούµενου α-
ϑροίσµατος

Tp = Θ (n/p+ log p) , cp = Θ(n+ p log p)

Αν n = Ω(p log p) τότε cp = Θ(n) !

Tp =
n

p
+ 2tcom log p, S =

np

n+ 2p log p

Ep =
n

n+ 2p log p

{
cp = O(n+ 2p log p)

n = Ω(p log p)
ϐέλτιστο κόστος
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0

5

10

15

20

25

30

35

5 10 15 20 25 30 35 40

p

S

n = 64

n = 192

n = 320

n = 512

n p = 1 p = 4 p = 8 p = 16 p = 32

64 1.0 .80 .57 .33 .17
192 1.0 .92 .80 .60 .38
320 1.0 .95 .87 .71 .50
512 1.0 .97 .91 .80 .62

Πίνακας 1.1: Ep

n = 8p log p

• Η ταχύτητα δεν αυξάνει γραµµικά όταν αυξάνει το πλήθος των επε-
ξεργαστών

• Για µεγαλύτερα προβλήµατα η ταχύτητα και η αποδοτικότητα αυ-
ξάνουν

N = 2n, n > 1. x1, x2, . . . , xN →M1,M2, . . . ,MN

Το τελικό αποτέλεσµα στην M1 .
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∆ιαδικασία 6: ASSOCIATIVE FAN-IN (inc,N)

inc = 1 για j = 1 έως logN κάνε
για i ∈ {1+ 2k · inc | k = 0, 1, 2, . . . , N

2j
− 1} κάνε παράλληλα

// επεξεργαστής pi
διάβασε Mi και Mitime

πρόσθεσε περιεχόµενα Mi και Minc+i

γράψε το άθροισµα στο Mi

inc = 2inc
τέλος

τέλος

j M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8

0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 7 11 15
2 10 26
3 36

1.7 ∆ιανυσµατικοί Υπολογιστές

c = a+ b
a
b

κύρια μνήμη

αγωγός (pipeline)

Δ1 Δ2 Δ3 Δ4 ΔN
. . .

. . .Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 ΛN

Ε Α

E = εντολήi Δi = δεδομένοi

Λi = i− οστή λειτουργία, Α = αποτέλεσμα

Σωλήνωση τριών τµηµάτων



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 50

Περίοδος χρόνου 1 2 3 4 n n+ 1

πάρε a1 a2 a3 a4 . . . an -

πάρε και πρόσθεσε - a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3 an−1 + bn−1

Εκτύπωσε - - a1 + b1 a2 + b2 an−2 + bn−2

Σχήµα 1.47



Κεφάλαιο 2

ΕΠΙΛΟΓΗ (Selection)

2.1 Το πρόβληµα της επιλογής

∆ίνεται µια ακολουθία S από n στοιχεία και ένας ακέραιος k , όπου
1 6 k 6 n . Να προσδιοριστεί το k µικρότερο στοιχείο στην S .

Υπόθεση: Η ανάπτυξη του παράλληλου αλγόριθµου ϑα γίνει για το SM
SIMD µοντέλο.

Ορισµός: Τα στοιχεία ενός συνόλου Α ικανοποιούν µια γραµµική διάταξη
< τότε και µόνον τότε αν

(i) για a,b ∈ A,a < b,a = b ή b < a και

(ii) για a,b, c ∈ A , αν a < b και b < c , τότε a < c

Παράδειγµα: Το σύνολο των ακεραίων αριθµών ικανοποιεί µια γραµµική
διάταξη.

Βαθµός: Για µια ακολουθία S = {s1, s2, · · · , sn} της οποίας τα στοιχεία
είναι και στοιχεία ενός συνόλου µε γραµµική διάταξη, ο ϐαθµός ενός στοι-
χείου si του S είναι το πλήθος των στοιχείων του S που προηγούνται του
si συν 1 .

Παράδειγµα
S = {9,−4, 3,−6, 7, 0} ο ϐαθµός του 0 είναι 3 .
Αν si = sj τότε το si προηγείται του sj τότε και µόνον τότε αν i < j .

Επιλογή

51
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∆ίνεται µία ακολουθία S = {s1, s2, · · · , sn} , της οποίας τα στοιχεία έχουν
παρθεί από ένα γραµµικά διατεταγµένο σύνολο, και ένας ακέραιος k,
{1 6 k 6 n} . Ζητείται ο προσδιορισµός του στοιχείου της S µε ϐαθµό k .
Το στοιχείο µε ϐαθµό k ϑα συµβολίζεται µε s(k) .

Πολυπλοκότητα (κάτω όριο)
Αν τα στοιχεία του S ήταν ταξινοµηµένα, δηλαδή

S = {s(1), s(2), · · · , s(n)}

τότε το s(k) λαµβάνεται σε ένα ϐήµα.
Προφανώς δεν υποθέτουµε ότι έχουµε αυτή την περίπτωση ούτε επιθυµο-
ύµε να ταξινοµήσουµε τα στοιχεία του S .

Αν k = 1 ή k = n , τότε εξετάζοντας όλα τα στοιχεία της S διατηρώντας
κάθε ϕορά το µικρότερο (k = 1) (ή το µεγαλύτερο (k = n) ) ϐρίσκεται το
Ϲητούµενο στοιχείο. Ωστόσο αυτός ο αλγόριθµος δεν µπορεί να εφαρµοστεί
αν 1 < k < n . Στην καλύτερη περίπτωση λοιπόν η πολυπλοκότητα του
αλγορίθµου είναι

Ω(n) (κάτω όριο)

2.2 ΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος

• Αναδροµικός αλγόριθµος

• Προσέγγιση ¨διαίρει και ϐασίλευε¨ (divide and conquer)

• απορρίπτει ένα πλήθος στοιχείων σε κάθε στάδιο
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∆ιαδικασία 7: SEQUENTIAL SELECT (S,k)

Βήµα 1
αν |S| < Q τότε

ταξινόµησε την S και επίστρεψε το kστο στοιχείο
αλλιώς

υποδιαίρεσε την S σε |S|/Q υποακολουθίες µε Q στοιχεία η
κάθε µία (µέχρι Q− 1 εναποµείναντα στοιχεία)

τέλος

Βήµα 2
Ταξινόµησε κάθε υποακολουθία και υπολόγισε το µέσο της

Βήµα 3
Κάλεσε την SEQUENTIAL SELECT αναδροµικά για τον
υπολογισµό του m , το µέσο των |S|/Q µέσων που ϐρέθηκαν στο
ϐήµα 2

Βήµα 4
∆ηµιούργησε τρεις υποακολουθίες S1,S2, και S3 µε στοιχεία της
S µικρότερα, ίσα και µεγαλύτερα από το m , αντίστοιχα

Βήµα 5
αν |S1| > k {Το kστό στοιχείο της S πρέπει να είναι στο S1 } τότε

κάλεσε την SEQUENTIAL SELECT αναδροµικά για να ϐρείς
το kστό στοιχείο του S1

αλλιώς
αν |S1|+ |S2| > k τότε

επίστρεψε m
{διότι το k στοιχείο ανήκει στο S2 }

αλλιώς
κάλεσε την SEQUENTIAL SELECT αναδροµικά για να
ϐρείς το (k− |S1|− |S2|)

στό στοιχείο του S3
{διότι το k στοιχείο ανήκει στο S3 }

τέλος
τέλος

(Divide and conquer)
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S1 S2 S3

m< <

Σχήµα 2.1: Βήµα 5

Παράδειγµα SEQUENTIAL SELECT (S,k) ∆ίνεται η ακολουθία

S = {1, 14, 3, 4, 2, 6, 7, 4, 5, 8, 2, 1, 5, 12, 4, 3, 2, 8, 9, 10, 5, 2, 12}

και ένας ακέραιος k , 1 < k < 23 . Ζητείται να προσδιοριστεί το στοιχείο
της ακολουθίας µε ϐαθµό 19, δηλαδή k = 19 .

Λύση: Επιλέγουµε το Q ώστε να πληρείται η σχέση n
Q + 3n

4 < n⇔ Q >

4 . ΄Εστω Q = 5 .

Βήµα 1: Επειδή |S| = 23 > 5 = Q , ϑα υποδιαιρέσουµε την S σε |S|/Q

υποακολουθίες, δηλαδή σε 4 υποακολουθίες µε 5 στοιχεία και σε 1 υπο-
ακολουθία µε 3 στοιχεία.

1 14 3 4 2 6 7 4 5 8 2 1 5 12 4 3 2 8 9 10 5 2 12

Βήµα 2: α) Ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας ϐ) Βρίσκουµε το µέσο mi
κάθε υποακολουθίας

1 2 3 4 14 4 5 6 7 8 1 2 4 5 12 2 3 8 9 10 2 5 12
m1 = 3 m2 = 6 m3 = 4 m4 = 8 m5 =

5

Βήµα 3: Κλήση της Sequential Select για τον υπολογισµό του µέσου των
µέσων.

Β1: 3 6 4 8 5 → Β2α: 3 4 5 6 8 → Β2β: m = 5
m1 m2 m3 m4 m5 Ταξινόµηση των mi Υπολογισµός

µέσου

Βήµα 4: ∆ηµιουργία 3 υποακολουθιών S1,S2,S3 µε στοιχεία <,=,> 5 ,
αντίστοιχα.

1 3 4 2 1 2 1 4 3 2 2 5 5 5 14 6 7 8 12 8 9 10 12

S1 S2 S3
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Παρατηρούµε ότι |S1| = 11 , |S2| = 3 , |S3| = 9 .

Βήµα 5: Παρατηρούµε ότι k = 19 > |S1| + |S2| = 14 οπότε καλούµε την
Sequential Select στην S3 για να ϐρούµε το k(1)new = k − |S1| − |S2| =

19− 14⇒ k
(1)
new = 5 , δηλαδή το 5o στοιχείο της ακολουθίας S3 .

Β1: Για Q = 5 είναι |S3| = 9 > 5 = Q οπότε |S3|/Q = 9/5 = 1.8 δηλαδή
ϑα υποδιαιρέσουµε την S3 σε 1 υποακολουθία µε 5 στοιχεία και σε 1
υποακολουθία µε 4 στοιχεία.

14 6 7 8 12 8 9 10 12

Β2: α)Ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας ϐ)Εύρεση µέσου κάθε υποακο-
λουθίας.

6 7 8 12 14 8 9 10 12
m ′

1 = 8 m ′
2 = 9

Β3: Το µέσο των 8,9 είναι το m ′ = 8
Β4: ∆ηµιουργία 3 υποακολουθιών S ′1,S

′
2,S

′
3 µε στοιχεία <,=,> 8 , α-

ντίστοιχα.

6 7 8 8 14 12 9 10 12
S ′
1 S ′

2 S ′
3

Β5: Παρατηρούµε ότι |S ′1| = 2, |S ′2| = 2, |S ′3| = 5 . Παρατηρούµε ότι
k
(1)
new = 5 > |S ′1| + |S ′2| = 4 οπότε καλούµε τη Sequential Select στην S ′3

για να ϐρούµε το k(2)new = k
(1)
new− |S ′1|− |S ′2| = S−4⇒ k

(2)
new = 1 , δηλαδή

το 1o στοιχείο της ακολουθίας S ′3 .

Β1΄: Είναι |S ′3| = 5 = Q οπότε ταξινοµούµε την S ′3 και επιστρέφουµε
το 1o στοιχείο. Είναι

14 12 9 10 12 9 10 12 12 14
S ′
3 S ′

3 ταξινοµηµένη

Το 1o στοιχείο της S ′3 µετά την ταξινόµησή της είναι το 9 και κατά συ-
νέπεια αυτό είναι το Ϲητούµενο στοιχείο.
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μεσαίο
στοιχείο

μικρότερο
στοιχείο

μεγαλύτερο
στοιχείο

πλήθος υποακολουθιών

στοιχεία ανά υποακολουθία

S1 S2 Sm

Σχήµα 2.2: Κύρια ιδέα της διαδικασίας SEQUENTIAL SELECT

Ανάλυση Πολυπλοκότητας της διαδικασίας SEQUENTIAL SELECT

Βήµα 1: Ταξινόµηση της S όταν |S| < Q απαιτεί σταθερό χρόνο O(1) .
∆ιαφορετικά, υποδιαίρεση της S απαιτεί χρόνο c1n .
Βήµα 2: Η ταξινόµηση κάθε |S|/Q υποακολουθίας (έχει Q στοιχεία) α-
παιτεί σταθερό χρόνο.
Για όλες τις υποακολουθίες απαιτείται χρόνος c2n .
Βήµα 3: t(n/Q), t(n) : χρόνος εκτέλεσης της SEQUENTIAL SELECT.
Βήµα 4: Απαιτείται χρόνος c3n .
Βήµα 5: (|S|/2Q)× (Q/2) = |S|/4 στοιχεία της S (ϐλέπε σχήµα) είναι µε-
γαλύτερα ή ίσα µε m . Συνεπώς, |S1| 6 3|S|/4 . ΄Οµοια, |S3| 6 3|S|/4 . Συ-
νεπώς µια αναδροµική κλήση της SEQUENCIAL SELECT απαιτεί t(3n/4)
χρόνο.

Συνολικά:
t(n) = c4n+ t(n/Q) + t(3n/4)

, όπου
c4 = c1 + c2 + c3

.
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Καθορισµός του Q : Αν επιλεχθεί Q τέτοιο ώστε

n/Q+ 3n/4 < n

τότε οι δυο αναδροµικές κλήσεις στη διαδικασία εφαρµόζονται σε ϕθίνου-
σες ακολουθίες. Οποιαδήποτε τιµή του Q > 5 ικανοποιεί την ανωτέρω
ανισότητα. Για Q = 5 έχουµε:

t(n) = c4n+ t(n/5) + t(3n/4)

Υποθέτοντας

t(n) 6 c5n

έχουµε

t(n) 6 c4n+ c5(19n/20)

και για c5 = 20c4 :

t(n) 6 c5(n/20) + c5(19n/20) = c5n

t(n) = O(n)

ϐέλτιστος χρόνος !

2.3 ∆ύο χρήσιµοι αλγόριθµοι

Στο EREW SM SIMD µοντέλο δεν είναι δυνατό να προσπελάσουν δύο
επεξεργαστές ταυτόχρονα την ίδια τοποθεσία µνήµης.

(i) Μετάδοση (broadcasting): ΄Ολοι οι επεξεργαστές χρειάζονται να
διαβάσουν ένα δεδοµένο από µια συγκεκριµένη τοποθεσία της κοι-
νής µνήµης.

(ii) Επικοινωνία (όλοι µε ένα): Κάθε επεξεργαστής πρέπει να κάνει
υπολογισµούς στα δεδοµένα τα οποία υπάρχουν στους άλλους επε-
ξεργαστές και συνεπώς χρειάζεται να λάβει αυτά τα δεδοµένα.

Οι δύο αυτές λειτουργίες δεν µπορούν να εκτελεστούν σε ένα ϐήµα στο
EREW µοντέλο και πρέπει να προσοµοιωθούν.

Υπόθεση: Ν επεξεργαστές P1,P2, · · · ,PN είναι διαθέσιµοι σε ένα EREW
SM SIMD υπολογιστή.
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P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5 5

5
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5

5 5

5

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5

5 5

5 5 5

5 5
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5

5 5

5 5 5

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5

(α) Βήμα 1 (β) Βήμα 2 (i = 0)

(γ) Βήμα 3 (i = 1) (δ) Βήμα 4 (i = 2)

Σχήµα 2.3: ∆ιαµοίραση δεδοµένου σε 8 επεξεργαστές µέσω της διαδικα-
σίας BROADCAST

∆ιαδικασία 8: BROADCAST (D,N,A)

Βήµα 1
Ο επεξεργαστής P1
(i) διαβάζει την τιµή από την D ,
(ii) την αποθηκεύει στην µνήµη του, και
(iii) τη γράφει στην A(1) .

Βήµα 2
για i = 0 έως (logN− 1) κάνε

για j = 2i + 1 έως 2i+1 κάνε παράλληλα
Ο επεξεργαστής Pj
(i) διαβάζει την τιµή από την A(j− 2i) ,
(ii) την αποθηκεύει στην µνήµη του, και
(iii) τη γράφει στην A(j) .

τέλος
τέλος

Υπολογισµός των αθροισµάτων
Υπόθεση: Pi έχει το αi στην τοπική µνήµη.

Pi := α1 + α2 + · · ·+ αi



59 2.3. ∆ύο χρήσιµοι αλγόριθµοι

∆ιαδικασία 9: ALLSUMS (α1,α2, · · · ,αN)
για j = 0 έως (logN− 1) κάνε

για i = 2j + 1 έως N κάνε παράλληλα
Ο επεξεργαστής Pi
(i) διαβάζει το αi−2j από το Pi−2j µέσω κοινής µνήµης, και
(ii) αντικαθιστά το αi , µε το αi−2j + αi .

τέλος
τέλος
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a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

A11 A12 A23 A34 A45 A56 A67 A78

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

A11 A12 A13 A14 A25 A36 A47 A58

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

A11 A12 A23 A34 A45 A56 A67 A78

A11 A12 A13 A14 A15 A16 A17 A18

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

A11 A12 A13 A14 A25 A36 A47 A58

(α) j = 0

(β) j = 1

(γ) j = 2

Σχήµα 2.4: Υπολογισµός αθροίσµατος µε χρήση της διαδικασίας ALL-
SUMS
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2.4 ΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή
(EREW SM SIMD)

Υποθέσεις:

1. S = {S1,S2, · · · ,Sn},k, 1 6 k 6 n

2. P1,P2, · · · ,Pn επεξεργαστές

3. Κάθε επεξεργαστής έχει λάβει το n και έχει υπολογίσει το x από την
N = n1−x , όπου 0 < x < 1 .

4. Κάθε ένας από τους n1−x επεξεργαστές µπορεί να αποθηκεύσει nx

στοιχεία στην τοπική µνήµη του

5. Κάθε επεξεργαστής µπορεί να εκτελέσει τις SEQUENTIAL SELECT,
BROADCAST και ALLSUMS.

6. Μ είναι ένας µονοδιάστατος πίνακας στην κοινή µνήµη µήκους Ν.
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∆ιαδικασία 10: PARALLEL SELECT (S,k)

Βήµα 1
αν |S| 6 4 τότε

ο P1 χρησιµοποιεί το πολύ πέντε συγκρίσεις για να επιστρέψει
το kστο στοιχείο

αλλιώς
(i) Η ακολουθία S υποδιαιρείται σε |S|1−x υποακολουθίες Si ,
µήκους |S|x η κάθε µία, όπου 1 6 i 6 |S|1−x .

(ii) Η υπακολουθία Si ανατίθεται στον επεξεργαστή Pi .
τέλος

Βήµα 2
για i = 1 έως |S|1−x κάνε παράλληλα

(2.1) Ο Pi αποκτά το µέσο mi , δηλαδή το d|Si|/2e-οστό
στοιχείο της υποακολουθίας του SEQUENTIAL SELECT
(Si, d|Si|/2e) .

(2.2) Ο Pi αποθηκεύει το mi , στο M(i)
τέλος

Βήµα 3
{Το υποπρόγραµµα καλείται αναδροµικά για να αποκτηθεί το
µέσο m του Μ}

PARALLEL SELECT (M, d|M|/2e) .

Βήµα 4
Η ακολουθία S υποδιαιρείται σε τρεις υποακολουθίες :
L = {si ∈ S : si < m} ,
E = {si ∈ S : si = m} , και
G = {si ∈ S : si > m} .

Βήµα 5
αν |L| > k τότε

PARALLEL SELECT (L,k)
αλλιώς

αν |L|+ |E| > k τότε
επίστρεψε m

αλλιώς
PARALLEL SELECT (G,k− |L|− |E| )

τέλος
τέλος
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Ανάλυση της διαδικασίας PARALLEL SELECT

Βήµα 1: Για την εκτέλεση του ϐήµατος αυτού απαιτείται η διεύθυνση
αρχής Α της ακολουθίας S στην κοινή µνήµη, το µέγεθος |S| και η τι-
µή k . Οι τιµές αυτές µεταδίδονται σε όλους τους επεξεργαστές µε την
BROADCAST σε O(logn1−x) χρόνο. Αν |S| 6 4 , τότε ο P1 επιστρέφει
το k - οστό στοιχείο σε σταθερό χρόνο. ∆ιαφορετικά ο Pi υπολογίζει τη
διεύθυνση του πρώτου και του τελευταίου στοιχείου της Si από τους

A+ (i− 1)nx

και
A+ inx − 1

σε σταθερό χρόνο. Συνεπώς το ϐήµα 1 απαιτεί c1logn µονάδες χρόνου
για κάποια σταθερά c1 .

Βήµα 2: Η SEQUENTIAL SELECT ϐρίσκει το µέσο µιας ακολουθίας
µήκους nx σε c2nx µονάδες χρόνου για κάποια σταθερά c2 .

Βήµα 3: Καλείται η PARALLEL SELECT για µια ακολουθία µήκους
n1−x . Συνεπώς το παρόν ϐήµα απαιτεί t(n1−x) χρόνο.

Βήµα 4: Η ακολουθία S χωρίζεται στις υποακολουθίες L,E και G ως
εξής :

(i) Το m µεταδίδεται σε όλους τους επεξεργαστές σε O(logn1−x) χρόνο
µε τη χρήση της BROADCAST.

(ii) Κάθε επεξεργαστής Pi χωρίζει την Si σε τρείς υποακολουθίες Li,
Ei και Gi µε στοιχεία µικρότερα, ίσα και µεγαλύτερα από το m ,
αντίστοιχα. Αυτή η εργασία µπορεί να γίνει σε χρόνο γραµµικό ως
πρός το µέγεθος της Si , δηλαδή σε O(nx) χρόνο.

(iii) Οι υποακολουθίες Li,Ei και Gi συγχωνεύονται για να σχηµατίσουν
τις L,E και G . Στη συνέχεια δείχνεται πως αυτή η εργασία µπορεί
να γίνει για την Li . ΄Οµοια και µε τον ίδιο χρόνο µπορεί να γίνει
για τη συγχώνευση των Ei και Gi , αντίστοιχα. Θέτοντας αi = |Li| ,
υπολογίζεται το άθροισµα

zi =

i∑
j=1

αj, 1 6 i 6 n1−x
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1 z1 z1 + 1 z2 z2 + 1 z1−xn

L1 L2 Lx−1
n

z1 = a1 = |L1|, z2 = a1 + a2 = |L1| + |L2|

Σχήµα 2.5: Σχηµατισµός της L

Τα αθροίσµατα αυτά υπολογίζονται σε O(logn1−x) χρόνο από τους n1−x

επεξεργαστές, χρησιµοποιώντας την ALLSUMS. ΄Ολοι οι επεξεργαστές συγ-
χωνεύουν τις Li υποακολουθίες τους για τον σχηµατισµό της L .

Ο επεξεργαστής Pi αντιγράφει την Li στην L ξεκινώντας από τη ϑέση
zi−1 + 1 , όπου z0 = 0 . Η εργασία αυτή µπορεί να γίνει σε O(nx)
χρόνο. Συνεπώς ο χρόνος που απαιτείται για το παρόν ϐήµα είναι c3nx

για κάποια σταθερά c3 .

Βήµα 5: Το µέγεθος της L που χρειάζεται στο ϐήµα αυτό έχει υπολογιστεί
στο ϐήµα 4 και είναι z1−xn . Η ίδια παρατήρηση ισχύει για τα µεγέθη των
E και G . Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί ο χρόνος που απαιτείται
για κάθε µία από τις δύο αναδροµικές κλήσεις της PARALLEL SELECT.
Επειδή το m είναι το µέσο του M , έπεται ότι n1−x/2 στοιχεία είναι µεγα-
λύτερα από αυτό. Επίσης κάθε στοιχείο του M είναι µικρότερο από nx/2

τουλάχιστον στοιχεία της S . ΄Αρα n1−x

2 · nx2 = n
4 της L είναι τουλάχιστον

µεγαλύτερα ή ίσα του m . Συνεπώς |L| 6 3n
4 . ΄Οµοια, |G| 6 3n

4 . Τελικά,
το παρόν ϐήµα απαιτεί το πολύ t(3n/4) χρόνο.

Η προηγούµενη ανάλυση έχει σαν αποτέλεσµα την ακόλουθη αναδροµική
εξίσωση για το συνολικό χρόνο

t(n) = c1logn+ c2n
x + t(n1−x) + c3n

x + t(3n/4)

της οποίας η λύση είναι t(n) = O(nx) για n > 4 . Επίσης
c(n) = p(n) ·t(n) = n1−x ·O(nx) = O(n) . Το κόστος αυτό είναι ϐέλτιστο
αφού Ω(n) .

Παράδειγµα

S = {3, 14, 16, 20, 8, 31, 22, 12, 33, 1, 4, 9, 10, 5, 13, 7, 24, 2, 14, 26, 18, 34,
36, 25, 14, 27, 32, 35, 33}

n = 29, k = 21, N = 5
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Συνεπώς, |S|1−x = 5 ή 291−x = 5 ή 1− x = 0.47796

3 14 16 20 8 31 22 12 33 1 4 9 10 5 13 7 24 2 14 26 18 34 36 25 14 27 32 35 33

3 14 16 20 8 31 22 12 33 1 4 9 10 5 13 7 24 2 14 26 18 34 36 25 14 27 32 35 33

14 9 7 25 32M

3 8 12 1 4 9 10 5 13 7 2 14 14 14 16 20 31 22 33 24 26 18 34 36 25 27 32 35 33

L E G

16 20 31 22 33 24 26 18 34 36 25 27 32 35 33

22 26 32M

16 20 22 24 18 25 26 31 33 34 36 27 32 35 33

L E G

(α)

(β)

(γ)

(δ)

(ε)

(στ)

(ζ)

Σχήµα 2.6: Επιλογή 21 στοιχείων µιας ακολουθίας µε τη διαδικασία PA-
RALLEL SELECT

Αφού (Σχήµα 2.6(γ)) |L| = 11, |E| = 3, |L| + |E| < k αναδροµική κλήση µε
S = G και k = 21− (11+ 3) = 7 .
Επειδή |G| = 15 χρησιµοποιούνται 151−x = 3.6485 , δηλαδή 3 επεξεργα-
στές (Σχήµα 2.6(Ϲ)).

Επειδή |L| = 6, |E| = 1, |L|+ |E| = 7 = k άρα m = 26 .

• p(n) < n1/2 , προσαρµοστικός

• t(n) µικρό, προσαρµοστικό

• c(n) = p(n) × t(n) ϐέλτιστο κόστος όταν c(n) = Ω(n) του ακο-
λουθιακού αλγόριθµου
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ΣΥΓΧΩΝΕΥΣΗ (merging)

΄Εστω
A = {α1,α2, · · · ,αr} B = {b1,b2, · · · ,bs}

ταξινοµηµένες ακολουθίες αριθµών σε µη ϕθίνουσα σειρά. Να σχηµατισθεί
η ακολουθία

C = {c1, c2, · · · , cr+s}

ταξινοµηµένη σε µη ϕθίνουσα σειρά. Αν r = s = n (χειρότερη περίπτωση),
τότε ο ακολουθιακός αλγόριθµος έχει πολυπλοκότητα O(n) , η οποία είναι
ϐέλτιστη (Ω(n)) . Ο σκοπός µας είναι να µελετηθεί το πρόβληµα της συγ-
χώνευσης σε µια ποικιλία παράλληλων υπολογιστικών µοντέλων. Με ϐάση
το κάτω όριο ας σηµειωθεί ότι απαιτείται Ω(n/N) χρόνος για οποιοδήποτε
παράλληλο αλγόριθµο συγχώνευσης που χρησιµοποιεί Ν επεξεργαστές.

3.1 ΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

(r, s) δίκτυο συγχώνευσης : ειδικού σκοπού παράλληλη αρχιτεκτονική.

• όλοι οι επεξεργαστές είναι ίδιοι, απλοί και επικοινωνούν µε ένα ει-
δικού σκοπού δίκτυο (συγκριτές - comparators).

66
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μικρότερο

των X και Y

μεγαλύτερο

των X και Y

X

Y

Σχήµα 3.1: Συγκριτής (περίπτωση n = 1 )

Υποθέσεις:

1. r = s = n > 1

2. n = 2k

Με τη χρήση των συγκριτών ϑα κατασκευαστεί ένα δίκτυο.
Για n = 1 : Αρκεί ένας συγκριτής.
Για n = 2 : A = {α1,α2} και B = {b1,b2} .
Για n = 4 : A = {3, 5, 7, 9} και B = {2, 4, 6, 8} .

P1

P2

a1

a2

b1

b2

P3

c2

c3

c1

c4

Σχήµα 3.2: Περίπτωση n = 2 - Συγχώνευση δύο ακολουθιών µε τέσσερα
στοιχεία η καθεµία
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P1

P2

3

5

7

9

P5

P3

P4

2

4

6

8

P6

P7

P8

P9

2

3

4

7

8

9

5

6

2

3

6

7

4

5

8

9

3

6

5

9

Σχήµα 3.3: Περίπτωση n = 3

Γενικά ένα (n,n) δίκτυο συγχώνευσης σχηµατίζεται από δύο (n/2,n/2)
άλλα δίκτυα. Τα στοιχεία στις περιττές ϑέσεις των Α και Β, δηλαδή {α1,
α3,α5, · · · ,αn−1} και {b1,b3,b5, · · · ,bn−1} συγχωνεύονται στο ένα (n/2,
n/2) δίκτυο συγχώνευσης, δηµιουργώντας την {d1,d2,d3, · · · ,dn} . Ταυ-
τόχρονα για τα στοιχεία στις άρτιες ϑέσεις σχηµατίζεται η

{e1, e2, · · · , en}

µε τη χρήση του άλλου (n/2,n/2) δικτύου. Η τελική ακολουθία {c1, c2,
· · · , cn} λαµβάνεται από odd-even merging

c1 = d1, c2n = en, c2i = min(di+1, ei)
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και
c2i+1 = max(di+1, ei), i = 1, 2, · · · ,n− 1

Στην {d1,d2, · · · ,dn}
i στοιχεία 6 di+1 −→
2i στοιχεία των Α και Β 6 di+1

ή
c2i 6 di+1

όµοια
c2i 6 ei

Επίσης
di+1 6 c2i+1

και
ei 6 c2i+1

Επειδή
c2i 6 c2i+1

συνεπάγεται

c2i = min(di+1, ei), c2i+1 = max(di+1, ei)

Ανάλυση

Χρόνος : {
t(2) = 1, για n = 1

t(2n) = t(n) + 1, για n > 1

άρα

t(2n) = 1+ logn O(n) ακολουθιακός

Επεξεργαστές : {
p(2) = 1, για n = 1

p(2n) = 2p(n) + n− 1 για n > 1

άρα

p(2n) = 1+ nlogn
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Κόστος :

c(2n) = p(2n) · t(2n)

= O(nlog2n)

Το δίκτυο δεν είναι ϐέλτιστου κόστους καθώς

O(n)︸ ︷︷ ︸
σειριακό κόστος

< O(nlog2n)

3.2 Παράλληλη συγχώνευση

Υποθέτουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας P1,P2, · · · ,PN επεξεργαστές,
N 6 r 6 s και στη χειρότερη περίπτωση r = s = n . Επίσης κάθε
επεξεργαστής είναι σε ϑέση να εκτελεί τις εξής ακολουθιακές διαδικασίες :

1. Τη διαδικασία SEQUENTIAL MERGE

2. Τη διαδικασία BINARY SEARCH

Η εισαγωγή της παραλληλίας στο πρόβληµα της συγχώνευσης ϐασίζεται
στη µέθοδο του χωρισµού (partitioning). ∆ίνονται οι δύο ταξινοµηµένες
ακολουθίες :
A = {α1,α2, · · · ,αr} και B = {b1,b2, · · · ,bs}
οι οποίες χωρίζονται σε ένα πλήθος Ϲευγών από υποακολουθίες έτσι ώστε
να είναι δυνατός ο σχηµατισµός της τελικής ταξινοµηµένης ακολουθίας
από την ταυτόχρονη συγχώνευση των Ϲευγών υποακολουθιών. Χωρισµός

α1 · · ·
α ′

1︷ ︸︸ ︷
αdr/Ne |αdr/Ne+1 · · ·

α ′
2︷ ︸︸ ︷

α2dr/Ne |α2dr/Ne+1 · · · | · · · |αidr/Ne+1 · · ·
α(i+1)dr/Ne| · · ·b1 · · ·bds/Ne︸ ︷︷ ︸

b ′
1

|bds/Ne+1 · · ·b2ds/Ne︸ ︷︷ ︸
b ′
2

| · · · |bids/Ne+1 · · ·

b(i+1)ds/Ne| · · ·

Εφαρµογή της BINARY SEARCH για την εύρεση του ϐαθµού του bj
στην A

Συγκρίνεται το bj µε το µεσαίο στοιχείο της Α. Ανάλογα µε το αποτέλεσµα
της σύγκρισης, η αναζήτηση περιορίζεται στο πρώτο ή δεύτερο µισό τµήµα
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της Α. Η εργασία αυτή συνεχίζεται (επαναλαµβάνεται) µέχρις ότου το bj
αποµονωθεί µεταξύ δύο διαδοχικών στοιχείων της Α, δηλαδή όταν

αi < bj < αi+1

οπότε ϐαθµός (bj : A) = i . Στο σηµείο αυτό κάνουµε χρήση της υπόθεσης
ότι τα στοιχεία των Α και Β είναι διάφορα µεταξύ τους. Το πρόβληµα της
συγχώνευσης µπορεί να ϑεωρηθεί σαν το πρόβληµα του προσδιορισµού
του ϐαθµού κάθε στοιχείου x από την Α ή την Β στην ακολουθία A∪B . Αν
ϐαθµός (x : A∪B) = i τότε ci = x , όπου ci είναι το i -ιοστό στοιχείο της
τελικής ταξινοµηµένης ακολουθίας. Επειδή ϐαθµός (x : A∪B) = ϐαθµός
(x : A)+ ϐαθµός (x : B) , το πρόβληµα της συγχώνευσης επιλύεται µε τον
προσδιορισµό των :

ϐαθµός (A : B) και ϐαθµός (B : A)

όπου
ϐαθµός (Y : X) = (r1, r2, · · · , rs)

µε
ri = ϐαθµός (yi : X), Y = {y1,y2, · · · ,ys}

Παρατηρήσεις

1. Αν αi = bj τότε αυθαίρετα αποφασίζεται ότι το αi είναι µικρότερο.

2. Η πράξη του ταυτόχρονου διαβάσµατος εκτελείται κατά τη διάρκεια
της BINARY SEARCH. Σε κάθε τέτοια χρονική στιγµή ορισµένοι
επεξεργαστές εκτελούν µια δυαδική αναζήτηση στην ίδια ακολουθία.
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∆ιαδικασία 11: BINARY SEARCH (S,x,k)
Βήµα 1
(1.1) i← 1
(1.2) h← n

(1.3) k← 0

Βήµα 2
όσο i 6 h κάνε

(2.1) m← b(i+ h)/2c
(2.2) αν x = sm τότε

(i) k← m

(ii) i← h+ 1
αλλιώς

αν x < sm τότε
h← m− 1

αλλιώς
i← m+ 1

τέλος
τέλος

τέλος

Πολυπλοκότητα: O(logn)

∆ιαδικασία 12: SEQUENTIAL MERGE (A,B,C)
Βήµα 1
(1.1) i← 1
(1.2) j← 1, ar+1 ←∞, bs+1 ←∞
Βήµα 2
για k = 1 έως r+ s κάνε

αν ai < bj τότε
(i) ck ← ai
(ii) i← i+ 1

αλλιώς
(i) ck ← bj
(ii) j← j+ 1

τέλος
τέλος

O(n) = Ω(n) = κάτω όριο συγχώνευσης
Η SEQUENTIAL MERGE είναι ϐέλτιστη !
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d1
d2
d3

di+1

dn

(n/2, n/2) -
Δίκτυο

συγχώνευσης

(n/2, n/2) -
Δίκτυο

συγχώνευσης

...

...

e1
e2

ei

en

a1
a2
a3
a4

a2i−1

a2i

an

b1
b2
b3
b4

b2i−1

b2i

bn

...

...

...

...

...

...

c1
c2
c3

c4
c5

c2i
c2i+1

c2n

...

...

Σχήµα 3.4: Συγχώνευση odd-even
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3.3 Συγχώνευση CREW SM SIMD

∆ιαδικασία 13: CREW MERGE (A,B,C)

Βήµα 1
{Επίλεξε N− 1 στοιχεία της A που υποδιαιρούν την ακολουθία
αυτή σε N υποακολουθίες του ιδίου περίπου µεγέθους.
Ονόµασε την υποακολουθία που δηµιουργήθηκε από αυτά τα
N− 1 στοιχεία A ′ . ∆ηµιούργησε µια υποακολουθία B ′ από
N− 1 στοιχεία της B µε τον ίδιο τρόπο. Η εκτέλεση του ϐήµατος
αυτού είναι η ακόλουθη:}

για i = 1 έως N− 1 κάνε παράλληλα
Ο επεξεργαστής Pi υπολογίζει το a ′

i και b ′
i από

(1.1) a ′
i ← aidr/Ne

(1.2) b ′
i ← bids/Ne

τέλος

Βήµα 2
{Συγχώνευσε τις A ′ και B ′ σε µια ακολουθία τριάδων
V = {v1, v2, · · · , v2N−2} , όπου κάθε τριάδα αποτελείται από ένα
στοιχείο της A ′ ή B ′ , ακολουθούµενο από τη ϑέση του στην A ′

ή B ′ , ακολουθούµενο από το όνοµα της αρχικής ακολουθίας,
δηλαδή, της A ή B . Αυτό γίνεται µε τον ακόλουθο τρόπο:}

(2.1) για i = 1 έως N− 1 κάνε παράλληλα
(i) Ο επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στη
B ′ για να ϐρεί το µικρότερο j έτσι ώστε a ′

i < b
′
j

(ii) αν υπάρχει j τότε
vi+j−1 ← (a ′

i, i,A)
αλλιώς

vi+N−1 ← (a ′
i, i,A)

τέλος
τέλος
(2.2) για i = 1 έως N− 1 κάνε παράλληλα

(i) Ο επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH
στην A ′ για να ϐρεί το µικρότερο j έτσι ώστε b ′

i < a
′
j

(ii) αν υπάρχει j τότε
vi+j−1 ← (b ′

i, i,B)
αλλιώς

vi+N−1 ← (b ′
i, i,B)

τέλος
τέλος
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Βήµα 3
{Κάθε επεξεργαστής συγχωνεύει και εισάγει στην C τα στοιχεία
δύο υποακολουθιών, ένα από την A και ένα από την B . Οι
δείκτες των δύο στοιχείων (ένα από την A και ένα από την B ) από
όπου κάθε επεξεργαστής πρόκειται να αρχίσει τη συγχώνευση,
υπολογίζονται πρώτα και αποθηκεύονται σε έναν πίνακα Q από
ταξινοµηµένα Ϲεύγη. Το ϐήµα αυτό εκτελείται ως εξής :}

(3.1) Q(1)← (1, 1)
(3.2) για i = 2 έως N κάνε παράλληλα

αν v2i−2 = (a ′
k,k,A) τότε

ο επεξεργαστής Pi
(i) χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στο Β για να ϐρεί το
µικρότερο j τέτοιο ώστε bj > a ′

k

(ii) Q(i)← (kdr/Ne, j)
αλλιώς

ο επεξεργαστής Pi
(i) χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στο Α για να ϐρεί το
µικρότερο j τέτοιο ώστε aj > b ′

k

(ii) Q(i)← (j,kds/Ne)
τέλος

τέλος
(3.3) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί την SEQUENTIAL MERGE
και τον Q(i) = (x,y) για να συγχωνεύσει δύο
υποακολουθίες, η µία ξεκινώντας από το ax και η άλλη από
το by και τοποθετεί τα αποτελέσµατα της συγχώνευσης στον
πίνακα C αρχίζοντας στη ϑέση x+ y− 1 . Η συγχώνευση
συνεχίζεται µέχρις ότου

(i) ϐρεθεί ένα στοιχείο µεγαλύτερο ή ίσο µε το πρώτο στοιχείο
του v2i , σε κάθε µία από τις A και B (όταν i 6 N− 1 )

(ii) δεν υπάρχει κανένα στοιχείο στην A ή B (όταν i = N )
τέλος

Ανάλυση

Βήµα 1: Κάθε επεξεργαστής υπολογίζει δύο δείκτες. Συνεπώς το ϐήµα
αυτό απαιτεί σταθερό χρόνο O(1) .

Βήµα 2: Το ϐήµα αυτό αποτελείται από δύο εφαρµογές της BINARY SE-
ARCH σε µία ακολουθία µε N− 1 στοιχεία. Κάθε εφαρµογή της BINARY
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SEARCH ακολουθείται από µία εντολή καταχώρησης. Συνεπώς απαιτείται
O(logn) χρόνος.

Βήµα 3: Το ϐήµα (3.1) αποτελείται από µία καταχώρηση σταθερού χρόνου,
και το ϐήµα (3.2) απαιτεί το πολύ O(logs) χρόνο (µε (r 6 s) ) . Για την
ανάλυση του ϐήµατος (3.3), παρατηρούµε ότι η V περιέχει 2N−2 στοιχε-
ία τα οποία διαιρούν τη C σε 2N− 1 υποακολουθίες µε µέγιστο µέγεθος
ίσο µε dr/Ne + ds/Ne . Το µέγιστο µέγεθος αυτό προκύπτει αν, για πα-
ϱάδειγµα, ένα στοιχείο a ′ της A ′ είναι ίσο µε ένα στοιχείο b ′ της B ′ .
Τότε τα dr/Ne στοιχεία µικρότερα ή ίσα του a ′

i (και µεγαλύτερα ή ίσα του
a ′
i−1 ) είναι επίσης µικρότερα ή ίσα του b ′

j και όµοια τα ds/Ne στοιχεία
µικρότερα ή ίσα του b ′

j (και µεγαλύτερα του b ′
j−1 ) είναι επίσης µικρότερα

ή ίσα του a ′
i . Στο ϐήµα αυτό κάθε επεξεργαστής δηµιουργεί δύο τέτοιες

υποακολουθίες της C των οποίων το ολικό µέγεθος δεν είναι µεγαλύτερο
από 2(dr/Ne + ds/Ne) , εκτός του PN , ο οποίος δηµιουργεί µόνο µία υ-
ποακολουθία της C . Συνεπώς η SEQUENTIAL MERGE απαιτεί το πολύ
O((r+ s)/N) χρόνο.
Στην χειρότερη περίπτωση r = s = n και επειδή n > N , ο χρόνος εκτέλε-
σης του αλγορίθµου ουσιαστικά είναι ο χρόνος εκτέλεσης του ϐήµατος 3.
Συνεπώς

t(2n) = O((n/N) + logN)

Επειδή p(2n) = N, c(2n) = p(2n) · t(2n) = O(n + Nlogn) . Ο αλ-
γόριθµος έχει ϐέλτιστο κόστος αν και µόνο αν N 6 n/logn .

Παράδειγµα

΄Εστω N = 4, A = {2, 3, 4 , 6, 11, 12 , 13, 15, 16 , 20, 22, 24}

B = {1, 5, 7 , 8, 9, 10 , 14, 17, 18 , 19, 21, 23} , δηλαδή r = s = 12

Βήµα 1: A ′ = {4, 12, 16}, B ′ = {7, 10, 18} µε dr/Ne = ds/Ne = 3

Βήµα 2: Συγχώνευση των A ′ , B ′ και δηµιουργία της
V = {(4, 1,A), (7, 1,B), (10, 2,B), (12, 2,A), (16, 3,A), (18, 3,B)}

Βήµα 3: Q(1) = (1, 1),Q(2) = (5, 3),Q(3) = (6, 7),Q(4) = (10, 9)
Βήµα 3.3: Ο επεξεργαστής P1 αρχίζει από τα στοιχεία a1 = 2 και b1 = 1
και συγχωνεύει όλα τα στοιχεία των Α και Β µικρότερα του 7, δηµιουρ-
γώντας την υποακολουθία {1,2,3,4,5,6} της C . Οµοίως ο επεξεργαστής
P2 αρχίζει από τα στοιχεία a5 = 11 και b3 = 7 και συγχωνεύει όλα τα
στοιχεία µικρότερα του 12, δηµιουργώντας την {7,8,9,10,11}. Ο επεξεργα-
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στής P3 αρχίζει από τα στοιχεία a6 = 12 και b7 = 14 και δηµιουργεί την
{12,13,14,15,16,17}. Τέλος, ο P4 αρχίζει από τα a10 = 20 και b9 = 18
και δηµιουργεί την {18, 19, 20, 21, 22, 23, 24} . Η τελική ακολουθία C είναι
συνεπώς η

C = {1, 2, 3, 4 , 5, 6, 7 , 8, 9, 10 , 11, 12 , 13, 14, 15, 16 , 17, 18 , 19, 20,

21, 22, 23, 24}

3.4 Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

Σε διάφορα σηµεία της διαδικασίας CREW MERGE εκτελούνται εργασίες
ταυτόχρονης ανάγνωσης. Η εν λόγω διαδικασία µπορεί να προσαρµοστεί
ώστε να εκτελείται σε έναν υπολογιστή EREW SM SIMD Ν-επεξεργαστών,
ο οποίος απαγορεύει εξ ορισµού την ανάγνωση µίας τοποθεσίας µνήµης
από περισσότερους του ενός επεξεργαστές.
΄Ενας αλγόριθµος σχεδιασµένος να εκτελείται σε υπολογιστή CREW SM
SIMD απαιτεί συνολικά M τοποθεσίες κοινόχρηστης µνήµης. Για προ-
σοµοίωση αυτού του αλγορίθµου στο µοντέλο EREW µε N επεξεργαστές,
όπου

N = 2q, q > 1

το µέγεθος της µνήµης αυξάνεται :

M→M(2N− 1)

Κάθε τοποθεσία µνήµης ϑεωρείται ως ϱίζα ενός δυαδικού δέντρου µε N
ϕύλλα. ΄Ενα τέτοιο δέντρο έχει q+ 1 επίπεδα και 2N− 1 κόµβους.
d(i) + (N− 1) + (i− 1) = ϕύλλο µε ϱίζα στην d(i) .

΄Εστω ότι ο επεξεργαστής Pi διαβάζει από µία ϑέση µνήµης d(i) . Το
αίτηµά του τοποθετείται στη ϑέση d(i) + (N − 1) + (i − 1) , ένα ϕύλλο
του δέντρου µε ϱίζα το d(i) . Αυτό επιτυγχάνεται µε αρχικοποίηση δύο
µεταβλητών, τοπικών στο Pi :

1. level(i), που αποθηκεύει το τρέχον επίπεδο του δέντρου που έχει
ϕτάσει το αίτηµα του Pi , αρχικοποιηµένο στο µηδέν, και

2. loc(i), που αποθηκεύει τον τρέχοντα κόµβο του δέντρου που έχει
ϕτάσει το αίτηµα του Pi , αρχικοποιηµένο στο (N− 1) + (i− 1) .

Η εξοµοίωση έχει δύο στάδια : ανάβαση και κατάβαση. Κατά την ανάβαση,
ένας επεξεργαστής Pi που καταλαµβάνει ένα αριστερό παιδί λαµβάνει
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προτεραιότητα να προωθήσει το αίτηµά του ένα επίπεδο πιο πάνω στο
δέντρο.

Q D

D+1 D+2

D+3

D+8D+7

D+16

D+4

D+15 D+17 D+18 D+19

D+9 D+10

D+20 D+21 D+22 D+23 D+24 D+25 D+26 D+27 D+28 D+29 D+30

D+11 D+12 D+13 D+14

D+6D+5

P1 P2 P3 P4 P8 P11 P14 P15

0

1

2

3

4

Σχήµα 3.5: Οργάνωση µνήµης για πολλαπλή αναµετάδοση
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Σχήµα 3.6: Περιεχόµενα µνήµης µετά το ϐήµα 2 της MULTIPLE BROA-
DCAST

Q

Q Q

Q Q Q Q

Q Q

Q Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q Q

Q

Q Q

Σχήµα 3.7: Περιεχόµενα µνήµης στο τέλος της MULTIPLE BROADCAST

Αυτό επιτυγχάνεται µε σήµανση της τοποθεσίας-γονέα, έστω [i] . ΄Επειτα
ενηµερώνεται το επίπεδο και η ϑέση του. Πιθανό αίτηµα στο δεξιό παιδί
παγώνει για το υπόλοιπο της διαδικασίας. Αλλιώς, ένας επεξεργαστής που
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ϐρίσκεται στο δεξιό παιδί µπορεί πλέον να διεκδικήσει την τοποθεσία-
γονέα. Τα παραπάνω συνεχίζονται µέχρι το πολύ δύο επεξεργαστές να
ϕτάσουν το επίπεδο (logN) − 1 .

∆ιαδικασία 14: MULTIPLE BROADCAST (d(1),d(2), · · · ,
d(N))

Βήµα 1
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο Pi δίνει αρχικές τιµές στο επίπεδο(i) και loc(i)
(1.1) επίπεδο (i) ← 0
(1.2) loc(i)← N+ i− 2
(1.3) αποθήκευσε [i] στην τοποθεσία d(i) + loc(i)

τέλος

{Ανοδική πορεία στο δέντρο}
Βήµα 2
για v = 0 έως (logN) − 2 κάνε

(2.1) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα
{Ο Pi σε ένα αριστερό παιδί προχωράει προς τα πάνω στο
δέντρο του}

(2.1.1) x← b(loc(i) − 1)/2c
(2.1.2) αν loc(i) είναι περιττό και επίπεδο( i)=v τότε

(i)loc(i)← x

(ii) αποθήκευσε [i] στη ϑέση d(i) + loc(i)
(iii) επίπεδο(i) ← επίπεδο(i) +1

τέλος
τέλος
(2.2) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

{Ο Pi σε ένα δεξί παιδί προχωράει πάνω στο δέντρο του, αν
είναι δυνατόν}

αν d(i) + x δεν περιέχει ήδη ένα σηµάδι [j] για κάποιο
1 6 j 6 N τότε

(i)loc(i)← x

(ii) αποθήκευσε [i] στη ϑέση d(i) + loc(i)
(iii) επίπεδο(i) ← επίπεδο(i)+1

τέλος
τέλος

τέλος
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{Καθοδική πορεία στο δέντρο}
Βήµα 3
για v = (logN) − 1 έως 0 κάνε

(3.1) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα
{ο Pi σε ένα αριστερό παιδί διαβάζει από τον πατέρα του
και κατεβαίνει το δέντρο}

(3.1.1) x← b(loc(i) − 1)/2c
(3.1.2) y← (2× loc(i)) + 1
(3.1.3) αν loc(i) είναι περιττό και επίπεδο( i)= v τότε

(i) διάβασε τα περιεχόµενα του d(i) + x
(ii) γράψε τα περιεχόµενα του d(i) + x στη ϑέση
d(i) + loc(i)
(iii) επίπεδο(i) ← επίπεδο(i)−1
(iv) αν η ϑέση d(i) + y περιέχει [i] τότε

loc(i)← y

αλλιώς
loc(i)← y+ 1

τέλος
τέλος

τέλος
(3.2) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

{ο Pi σε ένα δεξί παιδί διαβάζει από τον πατέρα του και
κατεβαίνει το δέντρο}

αν loc(i) είναι άρτιο και επίπεδο( i)= v τότε
(i) διάβασε τα περιεχόµενα του d(i) + x
(ii) γράψε τα περιεχόµενα του d(i) + x στη ϑέση
d(i) + loc(i)
(iii) επίπεδο(i) ← επίπεδο(i)−1
(iv) αν η ϑέση d(i) + y περιέχει [i] τότε

loc(i)← y

αλλιώς
loc(i)← y+ 1

τέλος
τέλος

τέλος
τέλος

Συνολικός χρόνος O(logN)
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Κάθε ένα από τα ϐήµατα 2 και 3 της MULTIPLE BROADCAST απαιτεί
χρόνο O(logN) .

Πολυπλοκότητα προσαρµογής της CREW MERGE για το EREW µο-
ντέλο

t(2n) = O(logN)︸ ︷︷ ︸
MULTIPLE

BROADCAST

· O(n/N+ logn)︸ ︷︷ ︸
CREW MERGE

t(2n) = O((n/N)logn+ log2n)

(logN ≈ logn)

c(2n) = t(2n) · p(2n) = O(nlogn+Nlog2n)

Το κόστος δεν είναι ϐέλτιστο. Επίσης η CREW MERGE χρησιµοποιεί
O(n) τοποθεσίες κοινής µνήµης και οι απαιτήσεις της προσαρµογής της
στο EREW από άποψη µνήµης είναι O(Nn) .

3.5 ΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µο-
ντέλο

Σε αυτή την ενότητα περιγράφεται ένας αποτελεσµατικότερος αλγόριθµος
για συγχώνευση στο EREW SM SIMD µοντέλο. Ο αλγόριθµος συγχωνεύει
δύο ακολουθίες

A = {α1,α2, · · · ,αr}, B = {b1,b2, · · · ,bs}

σε µία ακολουθία
C = {c1, c2, · · · , cr+s}

χρησιµοποιώντας N επεξεργαστές

P1,P2, · · · ,PN, 1 6 N 6 r+ s

Εύρεση του µέσου δύο ταξινοµηµένων ακολουθιών

∆εδοµένων δύο ταξινοµηµένων ακολουθιών A = {α1,α2, · · · ,αr} και B =
{b1,b2, · · · ,bs} όπου r, s > 1 συµβολίζουµε µε A · B την ακολουθία
µήκους m = r + s που προκύπτει από τη συγχώνευση των Α και Β.
Ζητείται να ϐρεθεί το µέσο, δηλαδή το dm/2e στοιχείο της A ·B χωρίς να
σχηµατιστεί (ϐρεθεί) η A·B . Ο αλγόριθµος επιστρέφει ένα Ϲεύγος (αx,by)
που ικανοποιεί τις ιδιότητες :
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1. ΄Ενα από τα αx ή by είναι το µέσον της A · B δηλαδή το αx ή το
by είναι µεγαλύτερο από dm/2e − 1 στοιχεία και µικρότερο από
bm/2c στοιχεία.

2. Αν το αx είναι το µέσο τότε το by είτε είναι

(i) το µεγαλύτερο στοιχείο του Β µικρότερο ή ίσο του αx ή

(ii) το µικρότερο στοιχείο του Β µεγαλύτερο ή ίσο του αx

∆ιαφορετικά αν το by είναι το µέσον, τότε αx είναι είτε :

(i) το µεγαλύτερο στοιχείο της Α και µικρότερο ή ίσο του by ή

(ii) το µικρότερο στοιχείο της Α µεγαλύτερο ή ίσο του by .

3. Αν περισσότερα του ενός Ϲεύγη ικανοποιούν τα 1 και 2, τότε ο αλ-
γόριθµος επιστρέφει το Ϲεύγος για το οποίο το x + y είναι το µι-
κρότερο.

axΑ Β

ή

ax ΑΒ

Σχήµα 3.8: Εύρεση µέσου

Το (αx,by) λέγεται µεσαίο Ϲεύγος της A · B συνεπώς x και y είναι οι
δείκτες του µεσαίου Ϲεύγους. Ας σηµειωθεί ότι αx είναι το µέσον της A ·B
αν

(i) αx > by και x+ y− 1 = dm/2e− 1 ή

(ii) αx < by και m− (x+ y− 1) = bm/2e

∆ιαφορετικά το by είναι το µέσον της A · B .

Ας σηµειωθεί ότι η TWO-SEQUENCE MEDIAN επιστρέφει τους δείκτες
του Ϲεύγους µέσων (α,by) και όχι το ίδιο το Ϲεύγος.

Παράδειγµα

A = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}

B = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 19, 20, 21, 22}
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∆ιαδικασία 15: TWO-SEQUENCE MEDIAN (A,B, x,y)

Βήµα 1
(1.1) χαµηλόB ← 1
(1.2) χαµηλόB ← 1
(1.3) ψηλόA ← r

(1.4) ψηλόB ← s

(1.5) nA ← r

(1.6) nB ← s

Βήµα 2 όσο nA > 1 και nB > 1 κάνε
(2.1) u← χαµηλόA + d(ψηλόA − χαµηλόA − 1)/2e
(2.2) v← χαµηλόB + d(ψηλόB − χαµηλόB − 1)/2e
(2.3) w← min(bnA/2c, bnB/2c)
(2.4) nA ← nA −w
(2.5) nB ← nB −w
(2.6) αν au > bν τότε

(i) ψηλόA ← ψηλόA −w
(ii) χαµηλόB ← χαµηλόB +w

αλλιώς
(i) χαµηλόA ← χαµηλόA +w
(ii) ψηλόB ← ψηλόB −w

τέλος
τέλος

Βήµα 3 Επίστρεψε σαν x και y τους δείκτες του Ϲεύγους από
{au−1,au,au+1}× {bν−1,bν,bν+1} που ικανοποιούν τις
ιδιότητες 1-3 ενός µεσαίου Ϲεύγους.
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lowA = lowB = 1 highA = nA = 9 highB = nB = 10

Βήµα 2

1η επανάληψη

u = v = 5, w = min(4, 5) = 4, nA = 5, nB = 6

Επειδή α5 > b5, highA = lowB = 5

2η επανάληψη

u = 3, v = 7,w = min(2, 3) = 2,nA = 3,nB = 4

Επειδή α3 < b7, lowA = 3 και highB = 8

3η επανάληψη

u = 4, v = 6,w = min(1, 2) = 1, nA = 2,nB = 3

Επειδή α4 > b6, highA = 4 lowB = 6

4η επανάληψη

u = 3, v = 7,w = min(1, 1) = 1, nA = 1,nB = 2

Επειδή α3 < b7, lowA = 4 και highB = 7

Βήµα 3

΄Εχουµε 9 Ϲεύγη {11, 12, 13}× {8, 19, 20}
Αυτά που ικανοποιούν τις δύο πρώτες ιδιότητες είναι τα εξής δύο:

(α4,b6) = (13, 8) και (α4,b7) = (13, 19)

οπότε επιστρέφεται το (4, 6) .



Κεφάλαιο 3. Συγχώνευση 86

3.6 Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

∆εδοµένων δύο ταξινοµηµένων ακολουθιών A = {α1,α2, · · · ,αr} και B =
{b1,b2, · · · ,bs} υποθέτουµε την ύπαρξη Ν επεξεργαστών P1,P2, · · · ,PN ,
όπου Ν είναι µια δύναµη του 2 και 1 6 N 6 r + s . Ο αλγόριθµος που
ϑα αναπτυχθεί στη συνέχεια συγχωνεύει τις Α και Β σε µία ταξινοµηµένη
ακολουθία C = {c1, c2, · · · , cr+s} σε δυο ϕάσεις ως εξής :
Φάση 1: Κάθε µια από τις δύο ακολουθίες Α και Β χωρίζονται σε Ν (πι-
ϑανές κενές) υποακολουθίες A1,A2, · · · ,AN και B1,B2, · · · ,BN τέτοιες
ώστε

(i) |Ai|+ |Bi| = (r+ s)/N για 1 6 i 6 N

(ii) όλα τα στοιχεία στην Ai · Bi είναι µικρότερα ή ίσα από όλα τα
στοιχεία στην Ai+1 · Bi+1 για 1 6 i 6 N

(I) Περίπτωση όπου

• αx είναι το µεσαίο στοιχείο

• αx 6 by

e x f g y h

p1 p2q1 q2

Σχήµα 3.9: αx 6 by

Παρατήρηση

- Οι υποακολουθίες µε τα µικρότερα στοιχεία στέλνονται σε ένα
επεξεργαστή P2i−1 , ενώ οι άλλες µε τα µεγαλύτερα στοιχεία
στέλνονται στον επεξεργαστή P2i

- Το by συµπεριλαµβάνεται στην υπακολουθία µε τα µεγαλύτε-
ϱα στοιχεία

(II) Περίπτωση όπου

• αx είναι το µεσαίο στοιχείο

• by 6 αx
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∆ιαδικασία 16: EREW MERGE (A,B,C)

Βήµα 1
(1.1) Ο επεξεργαστής P1 λαµβάνει την τετράδα (1, r, 1, s)
(1.2) για j = 1 έως logN κάνε

για i = 1 έως 2j−1 κάνε παράλληλα
Ο επεξεργαστής Pi έχοντας λάβει την τετράδα (e, f,g,h)
(1.2.1) {Βρίσκει το µεσαίο Ϲεύγος των δύο ακολουθιών
TWO-SEQUENCE MEDIAN (A[e, f],B[g,h], x,y) }

(1.2.2) {Υπολογίζει τέσσερις δείκτες p1,p2,q1 και q2 ως
εξής}

αν αx είναι το µεσαίο τότε
(i) p1 ← x

(ii) q1 ← x+ 1
(iii) αν by 6 αx τότε

(a) p2 ← y

(b) q2 ← y+ 1
αλλιώς

(a) p2 ← y− 1
(b) q2 ← y

τέλος
αλλιώς

(i) p2 ← y

(ii) q2 ← y+ 1
(iii) αν αx 6 by τότε

(a) p1 ← x

(b) q1 ← x+ 1
αλλιώς

(a) p1 ← x− 1
(b) q1 ← x

τέλος
τέλος
(1.2.3) Μεταδίδει τις τετράδες (e,p1,g,p2) στον P2i−1

(1.2.4) Μεταδίδει τις τετράδες (q1, f,q2,h) στον P2i
τέλος

τέλος

Βήµα 2
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi έχοντας λάβει την τετράδα (a,b, c,d)
(2.1) w← 1+ (i− 1)d(r+ s)/Ne
(2.2) z← min{id(r+ s)/Ne, (r+ s)}
(2.3) SEQUENTIAL MERGE (A[a,b],B[c,d],C[w, z])

τέλος
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e x fg y h

p1p2 q1q2

Σχήµα 3.10: by 6 αx

(ii) ΄Ολα τα Ϲεύγη Ai και Bi, 1 6 i 6 N συγχωνεύονται ταυτόχρονα και
τοποθετούνται στην C .

Παράδειγµα

A = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18},

B = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 19, 20, 21, 22},N = 4

r = 9, s = 10

Βήµα 1.1: Ο P1 λαµβάνει (1,9,1,10).

Βήµα 1.2: Ο P1 προσδιορίζει το µεσαίο Ϲεύγος των Α και Β που είναι
το (4, 6) . ∆ιατηρεί το (1, 4, 1, 6) και µεταδίδει το (5, 9, 7, 10) στον P2 . Στη
δεύτερη επανάληψη, ο P1 υπολογίζει τους δείκτες του µεσαίου Ϲεύγους
των A[1, 4] = {10, 11, 12, 13} και B[1, 6] = {3, 4, 5, 6, 7, 8} που είναι το
(1,5). Ταυτόχρονα ο P2 κάνει το ίδιο µε τις A[5, 9] = {14, 15, 16, 17, 18}
και B[7, 10] = {19, 20, 21, 22} και λαµβάνει το Ϲεύγος (9, 7) . Ο P1 κρατά
το (1, 0, 1, 5) και µεταδίδει το (1, 4, 6, 6) στον P2 . ΄Οµοια ο P2 µεταδίδει
το (5, 9, 7, 6) στον P3 και το (10, 9, 7, 10) στον P4 .

Βήµα 2: Οι P1,P2,P3 και P4 δηµιουργούν ταυτόχρονα την C[1, 19] ως
εξής :

• Η τελευταία τετράδα που έλαβε ο P1 είναι η (1, 0, 1, 5) και ο P1
υπολογίζει w = 1, z = 5 και αντιγράφει την B[1, 5] = {3, 4, 5, 6, 7}
στην C[1, 5] .

• ΄Οµοια ο P2 , έχοντας λάβει τελευταία την (1, 4, 6, 6) , υπολογίζει
w = 6 και z = 10 και συγχωνεύει τις A[1, 4] και B[6, 6] για το
σχηµατισµό της C[6, 10] = {8, 10, 11, 12, 13} .

• Ο P3 έχοντας λάβει την τελευταία (5, 9, 7, 6) υπολογίζει w = 11 και
z = 15 και αντιγράφει την A[5, 9] = {14, 15, 16, 17, 18} στην C[11,
15] . Τέλος ο P4 έχοντας λάβει στο τέλος την (10, 9, 7, 10) υπολογίζει
w = 16, z = 19 και αντιγράφει την B[7, 10] = {19, 20, 21, 22} στην
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C[16, 19] .

Ανάλυση
Βήµα 1.1: Ο P1 διαβάζει από τη µνήµη σε σταθερό χρόνο.
Βήµα 1.2: Κατά τη διάρκεια της j− ιοστής επανάληψης κάθε επεξεργα-
στής υπολογίζει το µεσαίο Ϲεύγος από (r + s)/2j−1 στοιχεία. Η εργασία
αυτή γίνεται µε την κλήση της TWO-SEQUENCE MEDIAN σε O(log[(r+
s)/2j−1]) χρόνο, ή O(log(r + s)) . Τα άλλα δύο ϐήµατα στο ϐήµα 1.2
απαιτούν σταθερό χρόνο. Επειδή εκτελούνται logN επαναλήψεις του
ϐήµατος 1.2 το Βήµα 1 απαιτεί χρόνο

O(logN · log(r+ s))

Στο ϐήµα 2 κάθε επεξεργαστής συγχωνεύει το πολύ (r + s)/N στοιχε-
ία. Η εργασία αυτή γίνεται µε την SEQUENTIAL MERGE και απαιτεί
O((r+ s)/N) χρόνο.

Συνολικά
O((r+ s)/N) + logN · log(r+ s)

Στη χειρότερη περίπτωση r = s = n και

t(2n) = O(n/N+ log2n)

µε κόστος
c(2n) = O(n+Nlog2n)

Επειδή Ω(n) είναι το κάτω ϕράγµα του αριθµού των πράξεων για συγ-
χώνευση το ανωτέρω κόστος είναι ϐέλτιστο όταν N 6 n/log2n .



Κεφάλαιο 4

ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ (sorting)

∆εδοµένης µιας ακολουθίας S = {s1, s2, · · · , sn} από n στοιχεία στα ο-
ποία έχει οριστεί η γραµµική διάταξη < , να ϐρεθεί µια νέα ακολουθία
S ′ = {s ′1, s

′
2, · · · , s ′n} τέτοια ώστε s ′i < s

′
i+1 για i = 1, 2, · · · ,n− 1 .

4.1 ΄Ενα κάτω όριο

Η ταξινόµηση µε σύγκριση ϑεωρητικά µπορεί να µελετηθεί µε τα δέντρα
απόφασης (decision trees). Κάθε µία από τις n! µεταθέσεις των n στοιχε-
ίων πρέπει να εµφανίζεται σαν ένα από τα ϕύλλα του δέντρου απόφασης
προκειµένου ο αλγόριθµος ταξινόµησης να ταξινοµεί κανονικά (σωστά).
Συνεπώς ο αριθµός των συγκρίσεων στη χειρότερη περίπτωση για µια τα-
ξινόµηση µε σύγκριση αντιστοιχεί µε το ύψος του δέντρου απόφασης. ΄Ενα
κάτω όριο των υψών των δέντρων απόφασης είναι συνεπώς ένα κάτω όριο
του χρόνου εκτέλεσης οποιουδήποτε αλγόριθµου ταξινόµησης µε σύγκρι-
ση.

Θεώρηµα 4.1.1. ΄Ενα δέντρο απόφασης, το οποίο ταξινοµεί n στοιχεία
έχει ύψος Ω(n logn)

Απόδειξη. Επειδή υπάρχουν n! µεταθέσεις των n στοιχείων, το δέντρο
πρέπει να έχει τουλάχιστον n! ϕύλλα. Επειδή ένα δυαδικό δέντρο ύψους
h έχει το πολύ 2h ϕύλλα, έχουµε

n! 6 2h ή h > log(n!)

επειδή η log είναι µονότονα αύξουσα.
Αλλά από την προσέγγιση Stirling έχουµε

n! >
(n
e

)n
, e = 2.71828

90
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συνεπώς
h > log

(n
e

)n
= n logn− n log e

ή
h > Ω(n logn).

΄Αρα ένας αλγόριθµος ταξινόµησης απαιτεί Ω(n logn) πολυπλοκότητα στη
χειρότερη περίπτωση.
Συνεπώς για ένα παράλληλο αλγόριθµο ταξινόµησης που χρησιµοποιεί N
επεξεργαστές έχουµε Ω((n logn)/N),N 6 n logn. �

4.2 ΄Ενα ∆ίκτυο για Ταξινόµηση

Για ταξινόµηση µέσω δικτύου µιας ακολουθίας S = {s1, s2, · · · , sn} , όπου
n είναι µια δύναµη του 2 ακολουθούµε τα εξής ϐήµατα. Στο πρώτο
ϐήµα χρησιµοποιούνται n/2 συγκριτές για τη δηµιουργία n/2 ταξινοµη-
µένων ακολουθιών µήκους 2 η κάθε µία. Στο δεύτερο ϐήµα Ϲεύγη αυτών
συγχωνεύονται σε ταξινοµηµένες ακολουθίες µήκους µε τη χρήση µιας
στήλης από (2,2) - δίκτυα συγχώνευσης. Στο τρίτο ϐήµα, Ϲεύγη ακολου-
ϑιών µήκους 4 συγχωνεύονται µε τη χρήση (4,4) δικτύων συγχώνευσης
σε ακολουθίες µήκους 8. Η εργασία αυτή συνεχίζεται µέχρις ότου δύο
ακολουθίες µήκους n/2 συγχωνευθούν.

Ανάλυση

Επειδή το µέγεθος των ακολουθιών που συγχωνεύονται διπλασιάζεται σε
κάθε ϐήµα, συνολικά απαιτούνται logn ϐήµατα.

Χρόνος Εκτέλεσης
Αν s(2i) συµβολίζει το χρόνο συγχώνευσης δύο ακολουθιών στο i− οστό
ϐήµα µε 2i−1 στοιχεία η κάθε µία, τότε

s(2) = 1, i = 1

s(2i) = s(2i−1) + 1, i > 1

άρα s(2i) = i και

t(n) =

logn∑
i=1

s(2i) =

logn∑
i=1

i = O(log2 n)

Αριθµός επεξεργαστών
q(2) = 1, i = 1
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Σχήµα 4.1: (2, 2 ) και (4, 4 ) δίκτυα

q(2i) = 2q(2i−1) + 2i−1 − 1, i > 1

άρα q(2i) = (i− 1)2i−1 + 1 και

p(n) =

logn∑
i=1

2(logn)−i · q(2i) = O(n log2 n)

Κόστος

c(n) = p(n) · t(n) = O(n log4 n)

Συνεπώς το δίκτυο ταξινόµησης δεν είναι ϐέλτιστο.

Παρατηρήσεις

- Το δίκτυο είναι πολύ γρήγορο.

- Ο αριθµός των συγκριτών είναι πολύ µεγάλος.

- Η σύνδεση των συγκριτών παρουσιάζει πρακτικές δυσκολίες.

4.3 Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επε-
ξεργαστών

Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα SIMD υπολογιστή όπου οι επεξεργαστές είναι
συνδεδεµένοι όπως στο σχήµα 4.2:
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P1 P2 P3 P4 P5

Σχήµα 4.2: Σύνδεση επεξεργαστών

Ο αλγόριθµος που ϑα αναπτυχθεί για την ταξινόµηση της ακολουθίας
S = {s1, s2, · · · , sn} χρησιµοποιεί n επεξεργαστές P1,P2, · · · ,PN .

∆ιαδικασία 17: QUICKSORT (S)

αν |S| = 2 και S2 < S1 τότε
S1 ↔ S2

αλλιώς
αν |S| > 2 τότε

(1) {Προσδιορισµός του m , µέσου στοιχείου της S }
SEQUENTIAL SELECT (S, d|S|/2e)
(2) {Χωρισµός της S σε δύο υποακολουθίες S1 και S2 }

(2.1) S1 ← {si : si 6 m} και |S1| = d|S|/2e
(2.2) S2 ← {si : si > m} και |S2| = d|S|/2e

(3) QUICKSORT (S1)
(4) QUICKSORT (S2)

τέλος
τέλος

t(n) = cn+ 2t(n/2), c = σταθερά
t(n) = O(n logn) ϐέλτιστος χρόνος

Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου ο επεξεργαστής Pi έχει ένα
στοιχείο xi , i = 1, 2, · · · ,n . Αρχικά xi = si . Ο αλγόριθµος επαναλαµ-
ϐάνει στην ουσία δύο ϐήµατα. Στο πρώτο ϐήµα όλοι οι περιττοί επεξερ-
γαστές Pi λαµβάνουν το xi+1 από τον Pi+1 . Αν xi > xi+1 τότε οι Pi
και Pi+1 ανταλλάσουν τα στοιχεία τους. Στο δεύτερο ϐήµα όλοι οι άρτιοι
επεξεργαστές εκτελούν την ίδια εργασία όπως οι περιττοί στο πρώτο ϐήµα.
Μετά από dn/2e επαναλήψεις αυτών των δύο ϐηµάτων ϑα έχουν τελειώσει
όλες οι ανταλλαγές των στοιχείων.

Ανάλυση

t(n) = O(n), p(n) = n, c(n) = O(n2)
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Αρχικά

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11

6 5 9 2 4 3 5 1 7 5 8

5 6 2 9 3 4 1 5 5 7 8

5 2 6 3 9 1 4 5 5 7 8

2 5 3 6 1 9 4 5 5 7 8

2 3 5 1 6 4 9 5 5 7 8

2 3 1 5 4 6 5 9 5 7 8

2 1 3 4 5 5 6 5 9 7 8

1 2 3 4 5 5 5 6 7 9 8

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

Μετά

βήμα:

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

Σχήµα 4.3: Ακολουθία ταξινόµησης 11 στοιχείων µε τη διαδικασία ODD-
EVEN TRANSPOSITION
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∆ιαδικασία 18: ODD-EVEN TRANSPOSITION (S)

για j = 1 έως dn/2e κάνε
(1) για i = 1, 3, · · · , έως 2bn/2c− 1 κάνε παράλληλα

αν xi > xi+1 τότε
xi ↔ xi+1

τέλος
τέλος
(2) για i = 2, 4, · · · , έως 2b(n− 1)/2c− 1 κάνε παράλληλα

αν xi > xi+1 τότε
xi ↔ xi+1

τέλος
τέλος

τέλος

άρα δεν είναι ϐέλτιστος.

Παρατηρήσεις

- Πετυχαίνει σε σχέση µε την Quicksort µια ταχύτητα O(logn)

- Χρησιµοποιεί µεγάλο αριθµό επεξεργαστών

- ∆εν είναι ϐέλτιστου κόστους

Νέος Αλγόριθµος

Υποθέτουµε ότι κάθε ένας Pi από τους N < n επεξεργαστές έχει µία υ-
ποακολουθία si της S µήκους n/N (προσθέτουµε εικονικά στοιχεία αν
το n δεν είναι πολ/σιο του N ). Στον νέο αλγόριθµο οι συγκρίσεις - ανταλ-
λαγές αντικαθίστανται µε συγχώνευση - χωρισµό στις υποακολουθίες. Στο
ϐήµα 1 κάθε επεξεργαστής Pi ταξινοµεί την Si µε την QUICKSORT. Στο
ϐήµα 2.1 κάθε περιττός επεξεργαστής συγχωνεύει τις δύο υποακολουθίες
Si και Si+1 σε µία ταξινοµηµένη ακολουθία S ′i = {s ′1, s

′
2, · · · , s ′2b/N} .

∆ιατηρεί το πρώτο µέρος της S ′i και καταχωρεί στον γειτονικό του επε-
ξεργαστή Pi+1 το δεύτερο τµήµα. Το ϐήµα 2.2 είναι το ίδιο µε το 2.1
εκτός ότι αυτή τη ϕορά χρησιµοποιούνται οι άρτιοι επεξεργαστές. Μετά
από dN/2e επαναλήψεις έχουν τελειώσει όλες οι ανταλλαγές των στοιχε-
ίων µεταξύ δύο επεξεργαστών. Στο τέλος η ακολουθία S = {s1, s2, · · · , sN}
είναι ταξινοµηµένη.

Ανάλυση
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P1 P2 P3 P4

Αρχικά {8, 2, 5} {10, 1, 7} {3, 12, 6} {11, 4, 9}

{2, 5, 8} {1, 7, 10} {3, 6, 12} {4, 9, 11}

{1, 2, 5} {7, 8, 10} {3, 4, 6} {9, 11, 12}

{1, 2, 5} {3, 4, 6} {7, 8, 10}

{1, 2, 3} {4, 5, 6} {7, 8, 9} {10, 11, 12}

{9, 11, 12}

{1, 2, 3} {4, 5, 6} {7, 8, 9} {10, 11, 12}

Μετά

βήμα:

(1)

(2.1)

(2.2)

(2.1)

(2.2)

S = {8, 2, 5, 10, 1, 7, 3, 12, 6, 11, 4, 9}, N = 4, n = 12

Σχήµα 4.4: Ακολουθία ταξινόµησης 12 στοιχείων µε τη διαδικασία MER-
GE SPLIT

Το Βήµα 1 απαιτεί O((n/N) log(n/N)) ϐήµατα. Μεταφορά της Si+1 στον
Pi , συγχώνευση µε SEQUENTIAL MERGE, και επιστροφή της Si+1 στον
Pi+1 απαιτούν O(n/N) χρόνο. Συνεπώς

t(n) = O((n/N) log(n/N)) + dN/2e ·O(n/N)

= O((n logn)/N) +O(n)

c(n) = O(n logn) +O(nN)

το οποίο είναι ϐέλτιστο όταν N 6 logn .

T = Θ(
n

p
log

n

p
) +Θ(n) +Θ(n).

S =
Θ(n logn)

Θ((n/p) log(n/p)) +Θ(n)
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∆ιαδικασία 19: MERGE SPLIT (S)

Βήµα 1
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

QUICKSORT (Si)
τέλος

Βήµα 2
για j = 1 έως dN/2e κάνε

(2.1) για i = 1, 3, · · · , έως 2dN/2e− 1 κάνε παράλληλα
(i) SEQUENTIAL MERGE (Si,Si+1,S

′
i)

(ii) Si ← {s ′1, s
′
2, · · · , s ′n/N}

(iii) Si+1 ← {S ′(n/N)+1,S
′
(n/N)+2, · · · ,S

′
2n/N}

τέλος
(2.2) για i = 2, 4, · · · , έως 2b(N− 1)/2c κάνε παράλληλα

(i) SEQUENTIAL MERGE (Si,Si+1,S
′
i)

(ii) Si+1 ← {s ′1, s
′
2, · · · , s ′n/N}

(iii) Si+1 ← {S ′(n/N)+1,S
′
(n/N)+2, · · · ,S

′
2n/N}

τέλος
τέλος

∆ιαδικασία 20: BITONIC SORT (ετικέτα,d)

για i = 0 έως d− 1 κάνε
για j = i έως 0 κάνε

αν (i+ 1)οστό bit της ετικέτας 6= jοστού bit της ετικέτας τότε
comp_exchange_max (j)

αλλιώς
comp_exchange_min(j)

τέλος
τέλος

τέλος

∆ιαδικασία 21: BUBBLE SORT (n)

για i = n− 1 έως 1 κάνε
για j = 1 έως i κάνε

comp_exchange (αj,αj+1)
τέλος

τέλος
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∆ιαδικασία 22: ODD-EVEN (n)

για i = 1 έως n κάνε
αν i περιττός τότε

για j = 0 έως n/2− 1 κάνε
comp_exchange (α2j+1,α2j+2)

τέλος
τέλος
αν i άρτιος τότε

για j = 1 έως n/2− 1 κάνε
comp_exchange (α2j,α2j+1)

τέλος
τέλος

τέλος

3 2 3 8 5 6 4 1

2 3 3 8 5 6 1 4

2 3 3 5 8 1 6 4

2 3 3 5 1 8 4 6

2 3 3 64 81 5

2 3 1 3 4 5 6 8

2 1 3 3 4 5 6 8

1 2 3 3 4 5 6 8

1 2 3 3 4 5 6 8

Σχήµα 4.5: Ιδέα της διαδικασίας ODD-EVEN
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E =
1

1−Θ((log p)/(logn)) +Θ(p/ logn)

∆ιαδικασία 23: ODD-EVEN PAR (n)

id = ετικέτα επεξεργαστή
για i = 1 έως n κάνε

αν i περιττός τότε
αν id περιττός τότε

comp_exchange_min (id+ 1)
αλλιώς

comp_exchange_max (id− 1)
τέλος

τέλος
αν i άρτιος τότε

αν id άρτιος τότε
comp_exchange_min (id+ 1)

αλλιώς
comp_exchange_max (id− 1)

τέλος
τέλος

τέλος

Tp = Θ(
n

p
log

n

p
) +Θ(

n

p
log p) +Θ(l

n

p
)
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0

7 4

3

6 5

21

110

111

011

101

001

000

100

110

111

011

101

001

000

100

110

111

011

101

001

000

100

110

111

011

101

001

000

100

000 001 011 010 110 111 101 100

000 001 011 010 110 111 101 100

000 001 011 010 110 111 101 100

Σχήµα 4.6: Ιδέα της ODD-EVEN PAR
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∆ιαδικασία 24: QUICKSORT (A,q, r)

αν q < r τότε
x = A[q]
s = q
για i = q+ 1 έως r κάνε

αν A[i] 6 x τότε
s = s+ 1
swap (A[s],A[i])

τέλος
swap (A[q],A[s]);
QUICKSORT (A,q, s)
QUICKSORT (A, s+ 1, r)

τέλος
τέλος
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3 2 1 5 8 4 3 7

1 2 3 5 8 4 3 7

1 2 3 3 4 5 8 7

1 2 3 3 4 5 7 8

1 2 3 3 4 5 7 8

(α)

(β)

(γ)

(δ)

(ε)

Οδηγό στοιχείο

Τελική θέση

3

1

2

5

3 8

4 7

Σχήµα 4.7: Ιδέα της QUICKSORT
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∆ιαδικασία 25: BUILD TREE (A[1 · · ·n])
για κάθε επεξεργαστή i κάνε

ϱίζα = i
γονέαςi = ϱίζα
αριστερό_παιδί[i] = δεξιό_παιδί[i] = n+ 1

τέλος
επανάλαβε

αν (A[i] < A[γονέαςi]) ή (A[i] = A[γονέαςi]) και

(i < γονέαςi) τότε
αριστερό παιδί[γονέαςi] = i
αν i = αριστερό παιδί[γονέαςi] τότε

έξοδος
αλλιώς

γονέαςi = αριστερό παιδί[γονέαςi]
τέλος

αλλιώς
δεξιό παιδί[γονέαςi] = i
αν i = δεξιό παιδί[γονέαςi] τότε

έξοδος
αλλιώς

γονέαςi = δεξιό παιδί[γονέαςi]
τέλος

τέλος
µέχρι για κάθε επεξεργαστή i 6= ϱίζα
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33 21 13 54 82 33 40 72
1

5

2

6

1 8

5

2 3 1 8

5 76

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 81 2 3 4 5 6 7 8

(α)

(β) = 4

(γ)

(δ)

(ε)

(στ) 1 2

3 6
7

5 8

2 3 8

3

6 7

[4]{54}

[5]{82}[1]{33}

[2]{21} [6]{33} [8]{72}

[3]{13} [7]{40}

Σχήµα 4.8: Ιδέα της BUILD TREE
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∆ιαδικασία 26: HYPERCUBE QUICKSORT (B,n)

id = ετικέτα επεξεργαστή
για i = 1 έως d κάνε

x = οδηγός
χώρισε το B σε B1 και B2 έτσι ώστε B1 6 x < B2

αν iοστό bit = 0 τότε
στείλε B2 στον επεξεργαστή στο iοστό κανάλι επικοινωνίας
C = υποακολουθία λαµβάνεται στο iοστό κανάλι
επικοινωνίας
B = B1

⋃
C

αλλιώς
στείλε B1 στον επεξεργαστή στο iοστό κανάλι επικοινωνίας
C = υποακολουθία λαµβάνεται στο iοστό κανάλι
επικοινωνίας
B = B2

⋃
C

τέλος
τέλος
Ταξινόµησε B µε την SEQUENTIAL QUICKSORT
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110

111

011

101

001

000

100

110

111

011

101

001

000

100

110

111

011

101

001

000

100

010 011 110 111

000 001 100 101

01* 11*

00* 10*

0** 1**

Υπερκύβος Ακολουθία στοιχείων

Σχήµα 4.9: Ιδέα της HYPERCUBE SORT
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(α) (β)

Σχήµα 4.10

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

50 11

60 15 91 49

24 77 83 17

41 94 55

50 11

60 15 91 49

24 77 83 17

41 94 55

6/6

5/6

3/4

1/2

50 11

60 15 91 49

24 77 83 17

41 94 55

2/9

3/9

5/11

7/13

8 2

9 3 10 4

5 11 12 6

7 13 14

11 15

49 24 17 41

50 60 91 77

83 94 55

(α) (β) (γ) (δ)

(ε) (στ) (ζ)

Σχήµα 4.11

Tp = Θ(
n

p
log

n

p
) +Θ(

n

p
log p) +Θ(log2 p).

S =
Θ(n logn)

Θ((n/p) log(n/p)) +Θ((n/p) log p) +Θ(log2 p)

E =
1

1+Θ((log p)/(logn)) +Θ((p log2 p)/(n logn))
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∆ιαδικασία 27: ENUM SORT (n)

για κάθε επεξεργαστή P1,j κάνε
C[j] = 0

τέλος
για κάθε επεξεργαστή Pi,j κάνε

αν (A[i] < A[j]) ή (A[i] = A[j]) και (i < j) τότε
C[j] = 1

αλλιώς
C[j] = 0

τέλος
τέλος
για κάθε επεξεργαστή P1,j κάνε

A[C[j]] = A[j]
τέλος

4.4 Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

Υποθέτουµε ότι έχουµε το SM SIMD CRCW µοντέλο, όπου υποθέτουµε
ότι οι συγκρούσεις γραφής (προσπάθεια γραφής διαφορετικών δεδοµένων
στην ίδια ϑέση µνήµης) επιλύονται µε την αποθήκευση του αθροίσµατος
των ακεραίων στη διεύθυνση αυτή.
Υποθέτουµε επίσης ότι n2 επεξεργαστές είναι διαθέσιµοι στο CRCW µο-
ντέλο για την ταξινόµηση της ακολουθίας S = {s1, s2, ..., sn} . Ο αλγόριθ-
µος της ταξινόµησης ϐασίζεται στην ιδέα της ταξινόµησης µε απαρίθµηση.
Η ϑέση του κάθε στοιχείου si της S στην ταξινοµηµένη ακολουθία προσ-
διορίζεται µε τον υπολογισµό του ci που συµβολίζει το πλήθος των στοι-
χείων µικρότερα από αυτό. Αν si = sj τότε σαν µεγαλύτερο λαµβάνεται το
si αν i > j , διαφορετικά λαµβάνεται το sj . Από τη στιγµή που έχουν υπο-
λογιστεί όλα τα ci , το si τοποθετείται στη ϑέση 1+ ci της ταξινοµηµένης
ακολουθίας. Για ευκολία υποθέτουµε ότι οι επεξεργαστές αποτελούν ένα
διδιάστατο πίνακα όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
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S s1 s2 sn

C c1 c2 cn

P (1, 1) P (1, 2) P (1, n)

P (2, 1) P (2, 2) P (2, n)

P (n, n)P (n, 2)P (n, 1)

διαμοιρασμένη

μνήμη

διάταξη επεξεργαστών

Σχήµα 4.12: ∆ιαµοιραζόµενη µνήµη και διάταξη επεξεργαστών στο CRCW
SM SIMD µοντέλο
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P (1, 1) P (1, 2) P (1, 3)

P (2, 1) P (2, 2) P (2, 3)

P (3, 3)P (3, 2)P (3, 1)

P (1, 4) C S

P (2, 4)

P (3, 4)

S

P (4, 3)P (4, 2)P (4, 1) P (4, 4)

s1

s1

s1

s1

5 5,5 5, 2 5,4 5,5 2 2

0 42,5

4,5

5,5

1 5

3 55,4

4,4

2 ,52 , 2

4, 2

5, 25,5

4,5

2 ,52

4

5

Σχήµα 4.13: Παράδειγµα για S = {5, 1, 4, 5}

Παράδειγµα

S = {5, 1, 4, 5}

• κάθε στοιχείο si διαβάζεται ταυτόχρονα από όλους τους επεξεργα-
στές στην i γραµµή και i στήλη

• όλοι οι επεξεργαστές σε µια δεδοµένη γραµµή γράφουν στην ίδια
ϑέση µνήµης.

Η διαµοιραζόµενη µνήµη περιέχει δύο πίνακες : Η αρχική ακολουθία
έχει καταχωρηθεί στον πίναξα S , ενώ το πλήθος των στοιχείων που είναι
µικρότερα του si , ci , έχουν καταχωρηθεί στον πίνακα C . Η τελική ταξι-
νοµηµένη ακολουθία καταχωρείται στον πίνακα S . Η i−οστή σειρά των
επεξεργαστών ¨είναι υπεύθυνη¨ για το στοιχείο si : οι επεξεργαστές P(i,
1),P(i, 2), ...,P(i,n) υπολογίζουν το ci και αποθηκεύουν το si στη ϑέση
ci + 1 .

t(n) = O(1)!

p(n) = n2

c(n) = c(n2) : όχι ϐέλτιστο κόστος
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∆ιαδικασία 28: CRCW SORT (S)

Βήµα 1
για i = 1 έως n κάνε παράλληλα

για j = 1 έως n κάνε παράλληλα
αν (si > sj) ή (si = sj και i > j) τότε

ο P(i, j) γράφει 1 στην ci
αλλιώς

ο P(i, j) γράφει 0 στην ci
τέλος

τέλος
τέλος

Βήµα 2
για i = 1 έως n κάνε παράλληλα

ο P(i, 1) αποθηκεύει το si στη ϑέση 1+ ci του S
τέλος

4.5 Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Σκοπός µας είναι να σχεδιάσουµε έναν αλγόριθµο, ο οποίος δεν απαιτεί
ταυτόχρονη γραφή και χρησιµοποιεί ένα µικρό αριθµό αριθµό επεξεργα-
στών. Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιηθεί πάλι ένας αλγόριθµος συγχώνευ-
σης για την ταξινόµηση (CREW MERGE).
Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα (CREW SM SIMD) υπολογιστή µε Ν επεξεργα-
στές P1,P2, ...,PN για την ταξινόµηση της ακολουθίας S = s1, s2, ..., sN ,
όπου N 6 n . Τα στοιχεία της S κατανέµονται οµοιόµορφα µεταξύ των
N επεξεργαστών

(
dnNe

)
στοιχεία ανά επεξεργαστή). Κάθε επεξεργαστής

ταξινοµεί την ακολουθία του µε τη χρήση της QUICKSORT. Οι N τα-
ξινοµηµένες υποακολουθίες συγχωνεύονται ανά δύο, ταυτόχρονα, µε τη
χρήση της CREW MERGE για κάθε Ϲευγάρι. Οι προκύπτουσες ακολου-
ϑίες συγχωνεύονται ξανά κατά Ϲεύγη µέχρις ότου ληφθεί µια ακολουθία
µε n στοιχεία. Στη συνέχεια, δίνεται ο αλγόριθµος, όπου Skj συµβολίζει
τη συγχωνευµένη ακολουθία και Pkj τους επεξεργαστές που έκαναν τη
συγχώνευση.
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∆ιαδικασία 29: CREW SORT (S)

Βήµα 1
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi
(1.1) διαβάζει µια διακεκριµένη υποακολουθία Si του S
µεγέθους n/N

(1.2) QUICKSORT(Si)
(1.3) S1i ← Si
(1.4) P1i ← {Pi}

τέλος

Βήµα 2
(2.1) u← 1
(2.2) v← N

(2.3) όσο v > 1 κάνε
(2.3.1) για m = 1 έως bv/2c κάνε παράλληλα

(i) Pu+1
m ← Pu2m−1 ∪ Pu2m

(ii) Οι επεξεργαστές του συνόλου Pu+1
m εκτελούν την

CREW MERGE (Su2m−1,S
u
2m,Su+1

m )
τέλος
(2.3.2) αν v είναι περιττό τότε

(i) Pu+1
dv/2e ← Puv

(ii) Su+1
dv/2e ← Suv

τέλος
(2.3.3) u← u+ 1
(2.3.4) v← dv/2e

τέλος
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Ανάλυση

Η QUICKSORT απαιτεί O(( nN) log( nN)) χρόνο. Σε κάθε επανάληψη του
ϐήµατος 2.3 συγχωνεύονται bv2 c Ϲεύγη υπακολουθιών µε n

b v2c
στοιχεία

για κάθε Ϲεύγος µε τη χρήση N
b v2c

επεξεργαστών για κάθε Ϲεύγος. Η CRE-
W MERGE απαιτεί O ([(n/bv/2c) / (N/bv/2c)] + log(n/bv/2c)) , δηλαδή
O(n/N + logn) χρόνο. Επειδή το ϐήµα 2.3 επαναλαµβάνεται blogNc
ϕορές, ο συνολικός χρόνος της CREW SORT είναι

t(n) = O
((n
N

)
log
(n
N

))
︸ ︷︷ ︸

QUICKSORT

+O
((n
N

)
logN+ logn logN

)
=

= O
((n
N

)
logn+ log2 n

)
Επειδή p(n) = N , το κόστος είναι c(n) = O(n logn+N log2 n) το οποίο
είναι ϐέλτιστο για N 6 n/logn .

Παράδειγµα

΄Εστω S = {2, 8, 5, 10, 15, 1, 12, 6, 14, 3, 11, 7, 9, 4, 13, 16} και N = 4 . ΄Ε-
χουµε n = 16 και nN = 4 , άρα στο Βήµα 1 οι επεξεργαστές P1,P2,P3 και
P4 λαµβάνουν τις υπακολουθίες :

S1 = {2, 8, 5, 10}, S2 = {15, 1, 12, 6}, S3 = {14, 3, 11, 7} και
S4 = {9, 4, 13, 16}

αντίστοιχα, τις οποίες ταξινοµούν τοπικά. Στο τέλος του ϐήµατος 1, ϑα
έχουµε:

S11 = {2, 5, 8, 10}, S12 = {1, 6, 12, 15}, S13 = {3, 7, 11, 14}, S14 = {4, 9, 13, 16}

P11 = {P1}, P12 = {P2}, P13 = {P3}, P14 = {P4}

Στην πρώτη επανάληψη του ϐήµατος 2.3 οι επεξεργαστές στο P21 = P11 ∪
P12 = {P1,P2} συγχωνεύουν τα στοιχεία των S11 και S12 για το σχηµατισµό
της

S21 = {1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, 15}.

Ταυτόχρονα οι επεξεργαστές του P22 = P13 ∪P14 = {P3,P4} συγχωνεύουν τις
S13 και S14 στην

S22 = {3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16}.

Στη δεύτερη επανάληψη οι επεξεργαστές στο P31 = P21 ∪ P22 = {P1,P2,P3,
P4} συγχωνεύουν τις S21 και S22 στην

S31 = {1, 2, ..., 16}.
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4.6 Ταξινόµηση στο EREW Μοντέλο

Υποθέτουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας Ν επεξεργαστές P1,P2, ...,PN
σε ένα EREW SM SIMD υπολογιστή για την ταξινόµηση της ακολουθίας
S = {s1, s2, ..., sn} , όπου N < n .

4.6.1 Προσοµοίωση της CREW SORT

Ο απλούστερος τρόπος προκειµένου να αποφευχθεί το ταυτόχρονο διάβα-
σµα στην CREW SORT είναι να χρησιµοποιηθεί η MULTIPLE BROA-
DCAST. Η προσοµοίωση αυτή της CREW SORT στο EREW µοντέλο α-
παιτεί

t(n) = O((n/N) logn+ logn logN)× logN︸ ︷︷ ︸
BROADCAST

=

= O(((n/N) + logN) logn logN)

µε κόστος
c(n) = O((n+N logN) logn logN)

το οποίο δεν είναι ϐέλτιστο.

4.6.2 Ταξινόµηση χωρίς συγκρούσεις διαβάσµατος

Η αντικατάσταση της CREW MERGE µε την EREW MERGE εξαλείφει
το πρόβληµα της σύγκρουσης του διαβάσµατος. Το ϐήµα αυτό απαιτε-
ί O((n/N) + logn logN) και επειδή υπάρχουν logN επαναλήψεις, ο
συνολικός χρόνος ϑα είναι :

t(n) = O((n/N) log(n/N)) +O((n/N) logN+ logn log2N) =

= O(((n/N) + log2 n) logn)

µε κόστος
c(n) = O((n+N log2 n) logn)

το οποίο είναι ϐέλτιστο όταν N 6 n log2 n .

4.6.3 Ταξινόµηση µε επιλογή

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιείται πάλι η QUICKSORT. Σηµειώνουµε
ότι N < n και µπορούµε να γράψουµε N = n1−x , όπου 0 < x < 1 .
΄Εστω mi συµβολίζει το di(n/21/x)e-οστό µικρότερο στοιχείο της S για
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1 6 i 6 2
1
x − 1 . Τα mi διαιρούν την S σε 2

1
x υποακολουθίες µήκους n

2
1
x

η κάθε µία. Αυτές οι υποακολουθίες συµβολίζονται µε

S1,S2, ...,Sj,Sj+1,Sj+2, ...,S2j

όπου j = 2(
1
x )−1 και ικανοποιούν την ιδιότητα : Κάθε στοιχείο της Si

είναι µικρότερο ή ίσο µε κάθε στοιχείο της Si+1 για 1 6 i 6 2j − 1
(ϐλ. σχήµα). Η εργασία της υποδιαίρεσης µπορεί τώρα να εκτελεστεί
αναδροµικά σε κάθε µία από τις υποακολουθίες Si µέχρις ότου όλη η
υποακολουθία S ταξινοµηθεί.

m1 m2 mj mj+1 m2j−1

n/21/x n/21/x n/21/x n/21/x n/21/xn/21/x

S1 S2 Sj Sj+1 S2j−1 S2j

Σχήµα 4.14: ∆ιαίρεση ακολουθίας για ταξινόµηση µε επιλογή

Είναι 2j = 2
1
x , j = 2

1
x−1 και κάθε στοιχείο της Si είναι µικρότερο ή ίσο

από κάθε στοιχείο της Si+1 για 1 6 i 6 2j− 1 .
Επίσης N < n,N = n1−x, 0 < x < 1,mi

⌈
i
(
n

2
1
x

)⌉
-οστό µικρότερο στοι-

χείο της S, 1 6 i 6 2
1
x − 1 . Τα mi διαιρούν την S σε 2

1
x υποακολουθίες

µεγέθους n

2
1
x

η κάθε µία.
Ο αλγόριθµος εκτελείται παράλληλα καλώντας αρχικά την PARALLEL SE-
LECT για τον προσδιορισµό των στοιχείων mi και στη συνέχεια της δη-
µιουργίας των υποακολουθιών Si . Ο αλγόριθµος εφαρµόζεται παράλληλα
στις υποακολουθίες

S1,S2, ...,Sj

χρησιµοποιώντας N/j επεξεργαστές για κάθε υποακολουθία. Στη συ-
νέχεια γίνεται το ίδιο για κάθε υποακολουθία από τις

Sj+1,Sj+2, ...,S2j

Ας σηµειωθεί ότι ο αριθµός των επεξεργαστών για την ταξινόµηση κάθε
υποακολουθίας µεγέθους n/21/x , είναι n1−x/21/x−1 , δηλαδή ακριβώς
ίσος µε όσο απαιτεί µια κανονική αναδροµή (n/21−x)1−x . Θα πρέπει
να τονιστεί ότι το 21/x ϑα είναι ένας ακέραιος πεπερασµένου µεγέθους,
πράγµα που εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός ορίου στον εκτελέσιµο χρόνο
καθώς και ότι όλα τα mi υπάρχουν. Αρχικά οι Ν διαθέσιµοι επεξεργα-
στές υπολογίζουν το x από την N = n1−x . Αν το x δεν ικανοποιεί τις
συνθήκες :
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(i)
⌈
1

x

⌉
6 10(1) (π.χ.) και (ii) n > 2d

1
xe(2)

τότε ο µικρότερος πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος του x που ικανο-
ποιεί τα (1) και (2) λαµβάνεται ο x . ΄Εστω k = 2d

1
xe , τότε ο αλγόριθµος

δίνεται από την EREW SORT.

∆ιαδικασία 30: EREW SORT (S)

αν |S| 6 k τότε
QUICKSORT(S)

αλλιώς
(1) για i = 1 έως k− 1 κάνε

PARALLEL SELECT(S, d i|S|k e ) {ϐρίσκει το mi }
τέλος
(2) S1 ← {s ∈ S : s 6 m1}

(3) για i = 2 έως k− 1 κάνε
Si ← {s ∈ S : mi−1 6 s 6 mi}

τέλος
(4) Sk ← {s ∈ S : s > mk−1}

(5) για i = 1 έως k
2 κάνε παράλληλα

EREW SORT(Si )
τέλος
(6) για i = (k2 + 1) έως k κάνε παράλληλα

EREW SORT(Si )
τέλος

τέλος

Σηµειώνεται ότι η ακολουθία Si (ϐλ.βήµατα 2-4) δηµιουργείται µε τη
µέθοδο που σχετίζεται µε την PARALLEL SELECT. Επίσης, στο ϐήµα 3
τα στοιχεία της S µικρότερα από το mi και µεγαλύτερα ή ίσα του mi−1

τοποθετουνται πρώτα στην Si . Αν |Si| < d |S|k e , τότε στοιχεία ίσα µε το
mi προστίθενται στο Si έτσι ώστε είτε |Si| = d |S|k e ή δεν υπάρχουν (έχουν
αποµείνει) για να προστεθούν στην Si . Τα ϐήµατα 2 και 4 εκτελούνται
ανάλογα.

(1)Εξασφαλίζει ότι ο 2
1
x είναι ακέραιος πεπερασµένου µεγέθους.

(2)Εξασφαλίζει ότι τα mi ϑα ϐρεθούν.
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Παράδειγµα

΄Εστω

S = {5, 9, 12, 16, 18, 2, 10, 13, 17, 4, 7, 18, 18, 11, 3, 17, 20, 19, 14, 8,

5, 17, 1, 11, 15, 10, 6}

δηλαδή n = 27 και έχουµε 5 επεξεργαστές P1,P2,P3,P4 και P5 , δη-
λαδή N = 5 , συνεπώς 5 = 271−x ⇒ x ' 0.5,k = 2d

1
xe = 4 . ΄Αρα,

m1 = 6,m2 = 11 και m3 = 17 . Στο ϐήµα 5 εφαρµόζεται αναδροµικά
ο αλγόριθµος και ταυτόχρονα στις S1 και S2 . Επειδή |S1| = |S2| = 7
και b71−xc = 2 άρα 2 επεξεργαστές χρησιµοποιούνται για την ταξινόµη-
ση κάθε υποακολουθίας S1 και S2 ο πέµπτος παραµένει ανενεργός. Για
την S1 οι επεξεργαστές P1 και P2 υπολογίζουν τα m1 = 2,m2 = 4 και
m3 = 5 και δηµιουργούνται οι τέσσερεις υποακολουθίες {1, 2} , {3, 4} ,
{5, 5} και {6} κάθε µία από τις οποίες είναι ήδη ταξινοµηµένη. Για την
S2 , οι επεξεργαστές P3 και P4 υπολογίζουν τα m1 = 8,m2 = 10 και
m3 = 11 και τις υποακολουθίες {7, 8}, {9, 10}, {10, 11} και {11} που ήδη
είναι ταξινοµηµένες. Στο ϐήµα 6, ο αλγόριθµος εφαρµόζεται αναδροµικά
και ταυτόχρονα στις S3 και S4 .

5 19 12 16 18 2 10 13 17 4 7 18 18 11 3 17 20 19 14 8 5 17 1 15 10 6

5 2 4 3 5 1 6 9 10 7 8 10 11 11 12 16 13 14 5 17 17 18 18 18

11

20 19 17

1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 10 11 11 12 16 13 14 15 17 17 18 18 18 20 19 17

1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 10 11 11 12 13 14 15 16 17 17 17 18 18 18 19 20

Αρχικά

S

m1 m2 m3

S1 S2 S3 S4
Μετά το βήμα (4)

S3 S4
Μετά το βήμα (5)

Μετά το βήμα (6)

Σχήµα 4.15: Ακολουθία S µετά το ϐήµα 5

Επειδή |S3| = 7 και |S4| = 6 , τα 71−x και 61−x στρογγυλεύονται στο 2
και έτσι δύο επεξεργαστές χρησιµοποιούνται για την ταξινόµηση κάθε µιας
από τις δύο υποακολουθίες S3 και S4 . Για την S3,m1 = 13,m2 = 15 και
m3 = 17 και δηµιουργούνται οι τέσσερεις υποακολουθίες {12, 13}, {14,
15}, {16, 17} και {17} κάθε µία από τις οποίες είναι ήδη ταξινοµηµένη. Για



Κεφάλαιο 4. Ταξινόµηση 118

την S4 , έχουµε m1 = 18,m2 = 18 και m3 = 20 , οπότε προκύπτουν οι
τέσσερεις υποακολουθίες {17, 18}, {18, 18}, {19, 20} και µια κενή. Η ακο-
λουθία S µετά το ϐήµα 5 παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.15.

Ανάλυση

Ο χρόνος για την EREW SORT είναι :

t(n) = cnx︸︷︷︸
PARALLEL
SELECT

+ 2t
(n
k

)
= O(nx logn)

Επειδή p(n) = n1−x ,

c(n) = p(n)t(n) = O(n logn)

το οποίο είναι ϐέλτιστο.
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ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ (Searching)

Η αναζήτηση είναι µια από τις πλέον ϐασικές πράξεις στην περιοχή των
υπολογισµών. Χρησιµοποιείται σε οποιαδήποτε εφαρµογή απαιτείται να
ϐρεθεί αν ένα στοιχείο ανήκει σε µια λίστα ή πιο γενικά ανάκληση πληρο-
ϕοριών από ένα αρχείο που σχετίζονται µε αυτό το στοιχείο.
Το πρόβληµα της αναζήτησης διατυπώνεται ως εξής :
∆ίνεται µια ακολουθία S = {s1, s2, ..., sn} ακεραίων αριθµών και ένας α-
κέραιος αριθµός x . Ζητείται να ϐρεθεί αν x = sk για κάποιο sk στην S .
Στους ακολουθιακούς υπολογισµούς το πρόβληµα λύνεται µε τη σάρω-
ση της ακολουθίας S και τη σύγκρισή του x µε τα διαδοχικά στοιχεία της
µέχρις ότου είτε ένας ακέραιος είναι ίσος µε x ή τελειώσουν τα στοιχεία της
ακολουθίας. Η µέθοδος αυτή είναι η σειριακή ή ακολουθιακή αναζήτη-
ση και δίνεται από την procedure SEQUENTIAL SEARCH. Στη χειρότερη
περίπτωση ο υπολογιστικός χρόνος του υποπρογράµµατος είναι O(n) , το
οποίο είναι ϐέλτιστο, αφού

∆ιαδικασία 31: SEQUENTIAL SEARCH (S, x,k)

Βήµα 1
(1.1) i← 1
(1.2) k← 0

Βήµα 2
όσο i 6 n και k = 0 κάνε

αν si = x τότε
k← i

τέλος
i← i+ 1

τέλος

119
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κάθε στοιχείο της S πρέπει να ελεγχθεί (όταν το x δε ϐρίσκεται στην S ).
Στην περίπτωση που η S είναι ταξινοµηµένη σε µη ϕθίνουσα διάταξη, τότε
η BINARYSEARCH επιστρέφει τη ϑέση ενός στοιχείου της S που είναι
ίσο µε το x (ή 0 αν δεν υπάρχει τέτοιο στοιχείο σε O(logn) χρόνο.

5.1 Αναζήτηση σε ταξινοµηµένη ακολουθία

Υποθέτουµε ότι η ακολουθία S = s1, s2, ..., sn είναι ταξινοµηµένη σε µη
ϕθίνουσα σειρά, δηλαδή, s1 6 s2 6 ... 6 sn . Συνήθως, ένα αρχείο µε
n εγγραφές, οι οποίες είναι ταξινοµηµένες µε ϐάση το κλειδί s (πεδίο)
είναι αυτό το πρόβληµα που συναντάται στις εφαρµογές. Χάριν απλότητας
υποθέτουµε ότι τα si είναι διαφορετικά.

si ΄Αλλα πεδία

Σχήµα 5.1: ∆οµή εγγραφής σε αρχείο προς αναζήτηση

5.1.1 EREW Αναζήτηση

Υποθέτουµε ότι έχουµε Ν επεξεργαστές σε ένα EREW SM SIMD υπολογι-
στή για την αναζήτηση ενός δεδοµένου στοιχείου του x .
Κατάρχήν η τιµή του x ϑα πρέπει να γίνει γνωστή σε όλους τους επεξερ-
γαστές. Αυτό µπορεί να γίνει µε την BROADCAST σε O(logN) χρόνο.
Στη συνέχεια η S χωρίζεται σε Ν υποακολουθίες µε n

N στοιχεία η κάθε
µια και στον Pi επεξεργαστή καταχωρούνται τα στοιχεία {s(i−1)( nN )+1,
s(i−1)( nN )+2, ..., si( nN )} . ΄Ολοι οι επεξεργαστές εκτελούν την BINARY SE-
ARCH στις υποακολουθίες τους, που συµβαίνει O(log( nN)) χρόνο στη
χειρότερη περίπτωση. Επειδή τα στοιχεία της S είναι όλα διαφορετικά, το
πολύ ένας επεξεργαστής ϑα εντοπίσει ένα sk ίσο µε το x και επιστρέφει το
k . Ο συνολικός χρόνος που απαιτείται από αυτόν τον EREW αλγόριθµο
αναζήτησης είναι O(logN)+O(log( nN)) , το οποίο είναι O(logn) . Επειδή
ο χρόνος αυτός είναι ίσος µε αυτόν της ακολουθιακής BINARY SEARCH
δεν επιτυγχάνεται αύξηση της ταχύτητας µε τη µέθοδο αυτή !

5.1.2 CREW Αναζήτηση

Ο αλγόριθµος για τον EREW υπολογιστή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και
στην παρούσα περίπτωση µε τη διαφορά ότι τώρα όλοι οι επεξεργαστές
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µπορούν να διαβάσουν το x ταυτόχρονα σε σταθερό χρόνο και στη συ-
νέχεια προχωρούν στην εκτέλεση της BINARY SEARCH για τις υπακο-
λουθίες τους. Ο απαιτούµενος χρόνος τώρα είναι O(log( nN)) στη χει-
ϱότερη περίπτωση και είναι µικρότερος από τον ακολουθιακό χρόνο της
BINARY SEARCH. Είναι δυνατόν όµως να επιτύχουµε καλύτερο χρόνο µε
την παραλληλοποίηση της δυαδικής αναζήτησης. Στην παράλληλη ανα-
Ϲήτηση υπάρχουν διαθέσιµοι Ν επεξεργαστές και συνεπώς χρησιµοποιείται
Ν+1-ιοστή αναζήτηση. Σε κάθε ϕάση, η ακολουθία χωρίζεται σε Ν+1 υ-
ποακολουθίες µε ίσο πλήθος στοιχείων και οι Ν επεξεργαστές ελέγχουν
ταυτόχρονα τα στοιχεία που ϐρίσκονται στο σύνορο µεταξύ διαδοχικών υ-
ποακολουθιών (ϐλ. Σχήµα 5.2). Κάθε επεξεργαστής συγκρίνει το στοιχείο
s του S µε το x και :

τήρηση

P1

τήρηση

P2

τήρηση

Pi Pi+1 PN

τήρηση τήρηση

S

P1 P2 Pi Pi+1 PN

S

1 2 (N + 1)g−1 2(N + 1)g−1

i(N + 1)g−1

(N + 1)g−1 − 1

(i+ 1)(N + 1)g−1

N(N + 1)g−1 n

q r

Σχήµα 5.2: Εξαγωγή του αριθµού σταδίων που απαιτούνται για αναζήτηση
ακολουθίας

1. Αν s > x , τότε απορρίπτονται όλα τα στοιχεία µεγαλύτερα του s .

2. ∆ιαφορετικά, αν s < x , τότε απορρίπτονται όλα τα στοιχεία µικρότε-
ϱα του s .

Συνεπώς, κάθε επεξεργαστής χωρίζει την ακολουθία σε δύο τµήµατα. Το
ένα τµήµα περιέχει όλα τα στοιχεία τα οποία απορρίπτονται καθώς σίγου-
ϱα δεν περιέχουν ένα στοιχείο ίσο µε x και το άλλο τµήµα που περι-
λαµβάνει εκείνα τα στοιχεία τα οποία πιθανά να περιέχουν ένα στοιχείο
ίσο µε x . Το πρώτο τµήµα απορρίπτεται ενώ το δεύτερο διατηρείται. Η
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διαδικασία αυτή έχει σαν αποτέλεσµα να συρρικνώνεται η αρχική ακο-
λουθία σε µια υποακολουθία που είναι η τοµή όλων των τµηµάτων που
διατηρούνται, δηλαδή η υποακολουθία που ϐρίσκεται µεταξύ δύο στοι-
χείων που εξετάζονται σε αυτή τη ϕάση. Αυτή η υποακολουθία (ϕαίνεται
γραµµοσκιασµένη στο Σχήµα 5.2) είναι εκείνη στην οποία εφαρµόζεται
η ίδια διαδικασία στην επόµενη ϕάση. Η αναζήτηση συνεχίζεται µέχρις
ότου είτε ένα στοιχείο ϐρεθεί ίσο µε x ή απορριφθούν όλα τα στοιχεία της
S . Επειδή κάθε ϕάση χρησιµοποιεί µια ακολουθία της οποίας το µήκος
είναι µήκος προηγούµενης

N+1 − 1 , απαιτούνται O(logN+1(n + 1)) ϕάσεις. Στη
συνέχεια αναπτύσσουµε πιο αναλυτικά τη µέθοδο.

΄Εστω g ο µικρότερος ακέραιος τέτοιος ώστε n 6 (N + g) − 1 , δηλαδή
g = dlog(n+ 1)/log(N+ 1)e .
Στη συνέχεια ϑα δείξουµε µε επαγωγή ότι g ϕάσεις είναι ικανές για την
αναζήτηση µιας ακολουθίας µήκους n . Πράγµατι, η ανωτέρω πρόταση
είναι αληθής για g = 0 . Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για την
αναζήτηση µιας ακολουθίας µήκους (N + 1)g−1 − 1 . Για την αναζήτηση
µιας ακολουθίας µήκους (N + 1)g − 1 ο επεξεργαστής Pi, i = 1, 2, ...,N
συγκρίνει το x µε το sj , όπου j = i(N+ 1)g−1 (ϐλ. Σχήµα 5.2). Μετά τη
σύγκριση, η ακολουθία για αναζήτηση έχει µήκος (N+1)g−1−1 και είναι
η γραµµοσκιασµένη, πράγµα που αποδεικνύει την πρόταση. Η υποακο-
λουθία αυτή προσδιορίζεται ως εξής : Κάθε επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί
µια µεταβλητή ci , η οποία λαµβάνει την τιµή left ή right ανάλογα µε το
τµήµα της ακολουθίας που αποφασίζει ο Pi να διατηρήσει ϐρίσκεται στα
αριστερά ή δεξιά του στοιχείου που συγκρίθηκε µε το x κατά τη διάρκεια
αυτής της ϕάσης. Αρχικά, η τιµή κάθε ci είναι αυθαίρετη, µε σταθερές
τις τιµές των c0 = right και cN+1 = left . Μετά τη σύγκριση µεταξύ του
x και ενός στοιχείου sji της S , ο Pi καταχωρεί µια τιµή στο ci (εκτός
εαν sji = x ). Αν ci 6= ci−1 για κάποιο i, 1 6 i 6 N , τότε η ακολουθία
που πρόκειται να αναζητηθεί ϑα αρχίζει από το sq και ϑα τελειώνει στο
sr , όπου:

q = (i− 1)(N+ 1)g−1 − 1 και r = i(N+ 1)g−1 − 1

΄Ενας µόνον επεξεργαστής ενηµερώνει τα q και r στην κοινή µνήµη και
όλοι οι υπόλοιποι επεξεργαστές µπορούν ταυτόχρονα να διαβάσουν τις
ενηµερωµένες τιµές σε σταθερό χρόνο.
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∆ιαδικασία 32: CREW SEARCH (S, x,k)

Βήµα 1 {Αρχικές τιµές στους δείκτες των ακολουθιών που ϑα
σαρωθούν}

(1.1) q← 1
(1.2) r← n

Βήµα 2 {Αρχικές τιµές για τα αποτελέσµατα και το µέγιστο αριθµό
σταδίων}

(2.1) k← 0

(2.2) g←
⌈
log(n+1)
log(N+1)

⌉
(2.3) c0 = right
(2.4) cNH = left

Βήµα 3
όσο (q 6 r και k = 0) κάνε

(3.1) j0 ← q− 1
(3.2) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

(i) ji ← (q− 1) + i(N+ 1)g−1

{Ο επεξεργαστής Pi συγκρίνει το x µε το sj και
προσδιορίζει το µέρος της ακολουθίας που ϑα διατηρηθεί}

(ii) αν ji 6 r τότε
αν sji = x τότε

k← ji
αλλιώς

αν sji > x τότε
ci ← left

αλλιώς
ci ← right

τέλος
τέλος

αλλιώς
(a) ji ← r+ 1
(b) ci ← left

{Σηµαίνει ότι ji > r δείχνει εκτός της ακολουθίας και
γίνεται διορθωτική ενέργεια}

τέλος
{υπολογίζονται οι δείκτες της ακολουθίας που ϑα σαρωθεί
στην επόµενη επανάληψη}

(iii) αν ci 6= ci−1 τότε
(a) q← ji−1 + 1
(b) r← ji − 1

τέλος
(iv) αν (i = N και ci 6= ci+1) τότε

q← ji + 1
τέλος

τέλος
(3.3) g← g− 1

τέλος
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Ανάλυση
Τα ϐήµατα 1, 2, 3.1 και 3.2 εκτελούνται από έναν επεξεργαστή, έστω τον

P1 σε σταθερό χρόνο. Το ϐήµα 3.2 εκτελείται επίσης σε σταθερό χρόνο.
΄Οπως αποδείχθηκε, το ϐήµα 3 εκτελείται το πολύ σε g επαναλήψεις.
Συνεπώς η CREW SEARCH εκτελείται σε O

(
log(n+1)
log(N+1)

)
χρόνο, δηλαδή

t(n) = O(logN+1(n + 1)) συνεπώς c(n) = O(logN+1(n + 1)) το οποίο
δεν είναι ϐέλτιστο.

Παράδειγµα
΄Εστω S = {1, 4, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 18, 20, 23, 32, 45, 51} η ακολουθία,

η οποία πρόκειται να αναζητηθεί χρησιµοποιώντας ένα CREW SM SIMD
υπολογιστή.

1. Υποθέτουµε ότι N = 3, x = 45 . Αρχικά q = 1, r = 15,k = 0 και
g = 2 . Στην πρώτη επανάληψη του ϐήµατος 3, ο P1 υπολογίζει
j1 = 4 και συγκρίνει το s4 µε το x . Επειδή 9 < 45 , c1 = right .
Ταυτόχρονα οι P2 και P3 συγκρίνουν τα s8 και s12 µε το x , αντίστοι-
χα. Επειδή 14 < 45 και 23 < 45 , c2 = right και c3 = right . Αλλά
c3 6= c4 , συνεπώς q = 13 και το r παραµένει αµετάβλητο. Η νέα
ακολουθία που ϑα αναζητηθεί ξεκινά από το s13 µέχρι το s15 (ϐλ.
Σχήµα 5.3 (α)) µε g = 1 . Στη δεύτερη επανάληψη (Σχήµα 5.3 (ϐ)),
ο P1 υπολογίζει j1 = 12 + 1 και συγκρίνει το s13 µε το x . Επειδή
32 < 45 , c1 = right . Ταυτόχρονα, ο P2 συγκρίνει το s14 µε το x
και επειδή είναι ίσα, ϑέτει k = 14 . Επίσης, ο P3 συγκρίνει το s15
µε το x . Επειδή 51 > 45 , c3 = left . Τώρα, c3 6= c2 . Συνεπώς,
q = 12 + 2 + 1 = 15 και r = 12 + 3 − 1 = 14 και η διαδικασία
σταµατά µε k = 14 .

2. ΄Εστω ότι x = q µε N = 3 . Στην πρώτη επανάληψη, ο P1 συγκρίνει
το s4 µε το x και επειδή είναι ίσα, ϑέτει k = 4 .

3. ΄Εστω ότι N = 2 και x = 21 . Αρχικά, g = 3 . Στην πρώτη επα-
νάληψη ο P1 υπολογίζει j1 = 9 και συγκρίνει το s9 µε το x , επειδή
15 < 21, c1 = right . Ταυτόχρονα ο P2 υπολογίζει j2 = 16 και
c2 = left . Τώρα, c2 6= c1 , συνεπώς q = 10 και r = 15 έτσι η
ακολουθία που ϑα αναζητηθεί ϑα είναι από s10 µέχρι s15 και g = 2
(ϐλ. Σχήµα 5.3 (γ)).
Στη δεύτερη επανάληψη, ο P1 υπολογίζει j1 = q+ 3 και συγκρίνει
το s12 µε το x , επειδή 51 > 21, c2 = left . Τώρα c1 6= c0 και
συνεπώς r11 και το q παραµένει αµετάβλητο (ϐλ. Σχήµα 5.3 (δ)).
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Στην τελική επανάληψη, q = 1 και ο P1 υπολογίζει j1 = q+ 1 , συ-
γκρίνει το s10 µε το x . Επειδή 18 < 21, c1 = right . Ταυτόχρονα,
ο P2 υπολογίζει j2 = q + 2 και συγκρίνει το s11 µε το x , επειδή
20 < 21, c2 = right . Τώρα, c2 6= c3 και q = 12 . Επειδή q > r η
διαδικασία σταµατά ανεπιτυχώς και επιστρέφει k = 0 .

1 4 6 9 10 11 13 14 15 18 20 23 32 45 51

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

P1 P2 P3

(α)

45

14

P2

51

15

P3

32

13

P1

(β)

1 4 6 9 10 11 13 14 15 18 20 23 32 45 51

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

P1

(γ)

P2

51

15

45

14

32

13

23

12

P1

20

11

18

10

P2

18

10

P1

(δ)

20

11

P2

(ε)

Σχήµα 5.3: Ακολουθία αναζήτησης 18 στοιχείων µε τη διαδικασία CREW
SEARCH
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∆ιαδικασία 33: SM SEARCH (S, x,k)

Βήµα 1
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

διάβασε το x
τέλος

Βήµα 2
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

(2.1) Si ← {s(i−1)( nN )+1, s(i−1)( nN )+2, ..., si( nN )}

(2.2) SEQUENTIAL SEARCH(Si, x,ki)
τέλος

Βήµα 3
για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

αν ki > 0 τότε
k← ki

τέλος
τέλος

Ρίζα

Είσοδος/΄Εξοδος

Ενδιάμεσος κόμβος

Φύλλο

Σχήµα 5.4: Υπολογιστής προς αναζήτηση, συνδεδεµένος σε δέντρο
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17

17 17

17 171717

17 17 17 17 17 17 17 17

25 14 36 18 15 17 19 17

0 0 0 0 0 1 0 1

25 14 36 18 15 17 19 17

0 0 0 0 0 1 0 1

25 14 36 18 15 17 19 17

0 1

0 0 1 1

1

(α) Στάδιο 1

(β) Στάδιο 2

(γ) Στάδιο 3

Σχήµα 5.5: Ακολουθία αναζήτησης οκτώ στοιχείων µε χρήση δέντρου
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O
(
n1/2

)

O
(
n1/2

)

Σχήµα 5.6: Υπολογιστής συνδεδεµένος σε δέντρο ενσωµατωµένος σε πλέγ-
µα
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O
(
n1/2

)

O
(
n1/2

)

P(1,1) P(1,2) P(1,3) P(1,4)

P(2,1) P(2,2) P(2,3) P(2,4)

P(3,1) P(3,2) P(3,3) P(3,4)

P(4,1) P(4,2) P(4,3) P(4,4)

Σχήµα 5.7: Υπολογιστής προς αναζήτηση, συνδεδεµένος σε πλέγµα
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∆ιαδικασία 34: MESH SEARCH (S, x,απάντηση)
Βήµα 1 { Ο P(1, 1) διαβάζει τα δεδοµένα}
αν x = s1,1 τότε

b1,1 ← 1
αλλιώς

b1,1 ← 0
τέλος

Βήµα 2 { ξεδίπλωµα}
για i = 1 έως n

1
2 − 1 κάνε

(2.1) για j = 1 έως i κάνε παράλληλα
(i) Ο P(j, i) µεταδίδει το (bj,i, x) στο P(j, i+ 1)
(ii) αν (x = sj,i+1 ή bj,i = 1) τότε

bj,i+1 ← 1
αλλιώς

bj,i+1 ← 0
τέλος

τέλος 2.2
για j = 1 έως i+ 1 κάνε παράλληλα

(i) Ο P(i, j) µεταδίδει το (bi,j, x) στο P(i+ 1, j)
(ii) αν (x = si+1,j ή bi,j = 1) τότε

bi+1,j ← 1
αλλιώς

bi+1,j ← 0
τέλος

τέλος
τέλος
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Βήµα 3 {δίπλωµα}
για i = n

1
2 έως 2 κάνε

(3.1) για j = 1 έως i κάνε παράλληλα
P(j, i) µεταδίδει το bj,i στο P(j, i− 1)

τέλος
(3.2) για j = 1 έως i− 1 κάνε παράλληλα

P(j, i) µεταδίδει το bj,i στο P(j, i− 1)
τέλος
(3.3) αν (bi,i−1 = 1 ή bi,i = 1) τότε

bi,i−1 ← 1
αλλιώς

bi,i−1 ← 0
τέλος
(3.4) για j = 1 έως i− 1 κάνε παράλληλα

Ο P(i, j) µεταδίδει το bi,j στο P(i− 1, j)
τέλος
(3.5) για j = 1 έως i− 2 κάνε παράλληλα

bi−1,j ← bi,j
τέλος
(3.6) αν (bi−1,i−1 = 1 έως bi,i−1 = 1) τότε

bi−1,i−1 ← 1
αλλιώς

bi−1,i−1 ← 0
τέλος

τέλος

Βήµα 4 { Ο P(1, 1) δηµιουργεί τα αποτελέσµατα}
αν b1,1 = 1 τότε

απάντηση ← ναι
αλλιώς

απάντηση ← όχι
τέλος
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1 2 3 4

5678

9 10 11 12

13141516

15 15 15 15 15

15 15

15 15

15 15 15 15

15 15

15 15

15 15

15 15 15 15 15 15 15 15

15 15 15 15

15

1515

15

15

15

0

0

0

0010 10

0

0

0

0

010

0

0

10

0

0

10

0

1

0 1
ΝΑΙ

(α) (β) (γ) (δ)

(ε) (στ) (ζ) (η)

(θ) (ι) (κ) (λ)

Σχήµα 5.8: Ακολουθία αναζήτησης 16 στοιχείων µε τη διαδικασία MESH
SEARCH



Κεφάλαιο 6

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
(Graph Algorithms)

6.1 Εισαγωγή

Σε κάθε περιοχή της επιστήµης των υπολογιστών οι γράφοι χρησιµοποιο-
ύνται για να οργανώσουν δεδοµένα, να µοντελοποιήσουν αλγορίθµους και
γενικά είναι ένα ισχυρό εργαλείο για την αναπαράσταση υπολογιστικών
εννοιών. Ιδιαίτερα, τα δέντρα, εµφανίζονται παντού. Πολλοί κλάδοι της
µηχανολογίας και των επιστηµών ϐασίζονται στους γράφους για την α-
ναπαράσταση µιας µεγάλης ποικιλίας αντικειµένων από ηλεκτρονικά κυ-
κλώµατα, χηµικές ενώσεις και κρυστάλλους γενετικών διαδικασιών, κοι-
νωνικές δοµές και οικονοµικά συστήµατα. Το ίδιο ισχύει για κάθε ερευ-
νητική δραστηριότητα όπου οι γράφοι παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη µοντε-
λοποίηση και επίλυση πολυάριθµων προβληµάτων ϐελτιστοποίησης όπως
είναι τα προβλήµατα χρονοδροµολόγησης, δεοµολόγησης, µεταφοράς και
ϱοής δικτύου. Εποµένως είναι πολύ σηµαντικό για αυτές τις εφαρµογές
να αναπτυχθούν αποτελεσµατικοί αλγόριθµοι γράφων.
Κατά συνέπεια, ένα µεγάλο µέρος της υπάρχουσας λογοτεχνίας αφορά
υπολογιστικά προβλήµατα ϑεωρίας γράφων και λύσεις τους. Το παρόν
κεφάλαιο αφορά τους παράλληλους αλγόριθµους γράφων.

6.2 Ορισµοί

΄Ενας γράφος αποτελείται από ένα πεπερασµένο σύνολο κόµβων και ένα
πεπερασµένο σύνολο ακµών που συνδέουν Ϲεύγη κόµβων.

Στο σχήµα 6.1(α) ϕαίνεται ένας γράφος 6 κόµβων και 9 ακµών.

133
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a b c d e f

0 1 1 0 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0



a

b

c

d
e

f

(β)

a

b c

d

e f
(α)

Σχήµα 6.1: Γράφος µε 6 κόµβους και ο πίνακας γειτνίασής του

Εδώ οι κόµβοι (καλούνται επίσης κορυφές) ονοµάζονται a,b, c,d, e και
f . Οι ακµές είναι (a,b), (a, c), (b, c), (b, e), (c,d), (c, f), (d, c), (d, f)
και (e, f) .

΄Ενας γράφος είναι κατευθυνόµενος όταν οι ακµές (καλούνται επίσης τόξα)
έχουν κάποιο προσανατολισµό, παρέχοντας έτσι µια µονόδροµη σύνδεση
όπως ϕαίνεται από τις κεφαλές κάθε ϐέλους στο Σχήµα 6.2(α).

a b c d
0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

1 0 1 1


a

b

c

d

(β)

b

c
(α)

a

d

Σχήµα 6.2: Κατευθυνόµενος γράφος και ο πίνακας γειτνίασής του

Εδώ, ο κόµβος a συνδέεται µε τον κόµβο b , ο κόµβος b συνδέεται µε τον
κόµβο c και τον d και ο κόµβος d συνδέεται µε τον c . Ο συµβολισµός
Q(V,E) χρησιµοποιείται για να αναπαραστήσει ένα γράφο G του οποίου
το σύνολο κορυφών συµβολίζεται µε V και το σύνολο των ακµών µε E .
Η αναπαράσταση µε πίνακα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για αποθήκευση
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v1 v2 v3 v4 v5
0 6 0 8 1

6 0 5 3 0

0 5 0 4 1

8 5 4 0 3

1 0 7 9 0


v1

v2

v3

v4
v5

(β)(α)

v1

v2
v3

v4

v5

Σχήµα 6.3: Βεβαρυµένος γράφος και ο πίνακας ϐαρών

υπολογισµών και χειρισµό του γράφου. ΄Εστω G ο γράφος του οποίου το
σύνολο κορυφών είναι V = v0, v1, v2, . . . , vn−1 . Ο γράφος αυτός µπορεί
να αναπαρασταθεί µοναδικά µε έναν n × n πίνακα γειτνίασης A , του
οποίου τα στοιχεία aij, 0 6 i 6 j 6 n− 1 ορίζονται ως εξής :

aij =

{
1, αν vi συνδέεται µε το vj

0, διαφορετικά

Οι πίνακες γειτνίασης των γράφων στα σχήµατα 6.1(α) και 6.2(α), ϕαίνο-
νται στα σχήµατα 6.1(ϐ) και 6.2(ϐ), αντίστοιχα, όπου v0 = a, v1 = b, κ.λπ.

Να σηµειωθεί ότι τη στιγµή που ο γράφος του Σχήµατος 6.1(α) είναι µη
κατευθυνόµενος, ο πίνακας του σχήµατος 6.1(ϐ) είναι συµµετρικός.
΄Οταν κάθε ακµή του γράφου σχετίζεται µε ένα πραγµατικό αριθµό, ο
οποίος λέγεται ϐάρος, ο γράφος λέγεται ϐεβαρυµένος. ΄Ενας ϐεβαρυµένος
γράφος µπορεί να είναι κατευθυνόµενος ή µη κατευθυνόµενος. Το Σχήµα
6.3(α) δείχνει έναν µη κατευθυνόµενο ϐεβαρυµένο γράφο.
Η έννοια του ϐάρους ποικίλει από τη µία εφαρµογή στην άλλη, µπορεί
να αναπαριστά απόσταση, κόστος, χρόνο, πιθανότητα κ.λπ. ΄Ενας πίνα-
κας ϐαρών W χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση του ϐεβαρυµένου
γράφου, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 6.3(α). Εδώ κάθε στοιχείο εισόδου wij
του W αναπαριστά το ϐάρος της ακµής (vi, vj) . Αν τα vi και vj δεν είναι
συνδεδεµένα µε µία ακµή, τότε το wij µπορεί να είναι ίσο µε το µηδέν ή
το άπειρο ή οποιαδήποτε κατάλληλη τιµή, ανάλογα µε την εφαρµογή.

΄Ενα µονοπάτι από την αρχική κορυφή vi στην κορυφή προορισµού vj στο
γράφο G(V,E) είναι µια ακολουθία ακµών (vi, vk), (vk, ve), . . . , (vm,
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Σχήµα 6.4: ∆ύο υπογράφοι του γράφου του Σχήµατος 6.1

vj) από το E , όπου καµµία κορυφή δεν εµφανίζεται περισσότερο από µία
ϕορά. Στο Σχήµα 6.1, για παράδειγµα, (a, c), (c,d), (d, e) είναι ένα µο-
νοπάτι από το a στο e . ΄Ενας κύκλος είναι ένα µονοπάτι του οποίου η
αρχή και ο προορισµός είναι ίδια. Η ακολουθία (a,b), (b,d), (d,a) του
Σχήµατος 6.2 σχηµατίζει ένα κύκλο. Σε ένα ϐεβαρυµένο γράφο, το µήκος
του µονοπατιού ή του κύκλου είναι ίσο µε τον αριθµό των ακµών που το
αποτελούν.

΄Ενας υπογράφος G ′(V ′,E ′) του γράφου G(V,E) είναι ένας γράφος τέτοιος
ώστε V ′ ⊆ V και E ′ ⊆ E , δηλαδή ένας γράφος του οποίου οι κορυφές
και οι ακµές είναι στο G . Στο Σχήµα 6.4 ϕαίνονται δύο υπογράφοι του
γράφου του Σχήµατος 6.1.

6.3 Υπολογίζοντας τον πίνακα συνεκτικότητας

Ο πίνακας συνεκτικότητας ενός γράφου G n-κόµβων είναι ένας n × n
πίνακας C του οποίου τα στοιχεία ορίζονται ως εξής :

Cij =


1, αν υπάρχει µονοπάτι µήκους 0 ή µετακίνηση

από τον vj στον vk
0, διαφορετικά

για j,k = 0, 1, . . . ,n−1 . Να σηµειωθεί ότι ένα µονοπάτι µήκους 0 αρχίζει
και τελειώνει σε µία κορυφή, χωρίς να χρησιµοποιηθούν ακµές, ενώ ένα
µονοπάτι µήκους 1 αποτελείται από µία ακµή. Ο πίνακας C είναι επίσης
γνωστός σαν ανακλαστική και µεταβατική κλειστότητα του G .

΄Οταν δίνεται ο πίνακας γειτνίασης A του γράφου G , απαιτείται να υ-
πολογιστεί ο C . Η προσέγγιση που ϑα χρησιµοποιήσουµε κάνει χρήση
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πολλαπλασιασµού Boolean πινάκων, ο οποίος διαφέρει από τον κανονικό
πολλαπλασιασµό πινάκων στο ότι :

(i) Οι πίνακες που πρόκειται να πολλαπλασιαστούν καθώς και το γι-
νόµενο των πινάκων είναι όλα δυαδικοί, δηλαδή κάθε ένα από τα
στοιχεία τους είναι 0 ή 1

(ii) Ο τελεστής Boolean (ή αλλιώς ο λογικός τελεστής) and αντικαθιστά
τον κανονικό πολλαπλασιασµό, δηλαδή

0 and 0 = 0

0 and 1 = 0

1 and 0 = 0

1 and 1 = 1

(iii) Ο τελεστής Boolean (ή αλλιώς ο λογικός τελεστής) or αντικαθιστά
την κανονική πρόσθεση, δηλαδή

0 or 0 = 0

0 or 1 = 1

1 or 0 = 1

1 or 1 = 1

Εποµένως, αν X, Y και Z είναι οι n × n Boolean πίνακες, όπου Z ε-
ίναι το Boolean ηινόµενο των X και Y , τότε κάθε στοιχείο του πίνακα Z
υπολογίζεται από το :

zij = (xi1 and y1j) or (xi2 and y2j) or . . . or (xin and ynj),

για i, j = 0, 1, . . . ,n− 1

Το πρώτο ϐήµα για τον υπολογισµό του πίνακα συνεκτικότητας C , είναι
να πάρουµε τον n× n πίνακα B από τον A ως εξής :

bjk = ajk (για j 6= k) και bjj = 1, j,k = 0, 1, . . . ,n− 1

Ο πίνακας B εποµένως αναπαριστά όλα τα µονοπάτια στο G µήκους
µικρότερου του 2, δηλαδή:
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bjk =


1, αν υπάρχει µονοπάτι µήκους 0 ή 1

από το vj στο vk
0, διαφορετικά

΄Οµοια, ο B2 (για παράδειγµα το Boolean γινόµενο του B µε τον εαυτό
του) αναπαριστά µονοπάτια µήκους µικρότερου ή ίσου του n .

Παρατηρούµε τώρα ότι αν υπάρχει ένα µονοπάτι από το vi στο vj , αυ-
τό δεν µπορεί να έχει µήκος µεγαλύτερο από n − 1 . Κατά συνέπεια,
C = Bn−1 , δηλαδή ο πίνακας συνεκτικότητας λαµβάνεται έπειτα από
dlogn− 1e πολλαπλασιασµούς Boolean πινάκων.
Να σηµειωθεί ότι όταν το n − 1 δεν είναι δύναµη του 2, ο C λαµβάνεται
από τον Bm , όπου m = 2dlogn−1e . Αυτό είναι σωστό, αφού Bm = Bn−1

για m > n− 1 .

Προκειµένου να υλοποιήσουµε αυτόν τον αλγόριθµο παράλληλα, κάνουµε
χρήση οποιουδήποτε αλγόριθµου πολλαπλασιασµού πινάκων, προσαρµο-
σµένου στο να εκτελεί πολλαπλασιασµό Boolean πινάκων.
Ειδικότερα, η συνάρτηση CUBE MATRIX MULTIPLICATION µπορεί να
χρησιµοποιηθεί. Ο αλγόριθµος ο οποίος προκύπτει µας δίνει τη συνάρ-
τηση CUBE CONNECTIVITY. Η συνάρτηση αυτή δέχεται σαν είσοδο τον
πίνακα γειτνίασης A και επιστρέφει σαν έξοδο τον πίνακα συνεκτικότη-
τας C . Εκτελείται σε έναν cube-connected SIMD υπολογιστή µε N = n3

επεξεργαστές P1,P2, . . . ,PN . Οι επεξεργαστές αυτοί µπορεί να ϑεωρηθεί
ότι έχουν τακτοποιηθεί σ΄ ένα n × n × n πρότυπο πίνακα. Σε αυτόν τον
πίνακα, ο Pr κατέχει τη ϑέση (i, j,k) , όπου r = in2 + jn + k και 0 6 i,
j,k 6 n − 1 . ΄Εχει τρεις καταχωρητές A(i, j,k), B(i, j,k) και C(i, j,k) .
Αρχικά, οι επεξεργαστές στις ϑέσεις (0, j,k), 0 6 j,k 6 n − 1 , περιέχουν
τον πίνακα γειτνίασης, δηλαδή A(0, j,k) = ajk . Στο τέλος των υπολογι-
σµών αυτοί οι επεξεργαστές περιέχουν τον πίνακα συνεκτικότητας, δηλαδή
C(0, j,k) = cjk, 0 6 j,k 6 n− 1 .
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∆ιαδικασία 35: CUBE CONNECTIVITY (A,C)

Βήµα 1
{Τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα γειτνίασης γίνονται ίσα µε 1}
για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

A(0, j, j)← 1
τέλος

Βήµα 2
{Οι καταχωρητές A αντιγράφονται στους καταχωρητές B }
για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

για k = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα
B(0, j,k)← A(0, j,k)

τέλος
τέλος

Βήµα 3
{Ο πίνακας συνεκτικότητας λαµβάνεται µέσω επαναλαµβανόµενων
πολλαπλασιασµών Boolean}

για i = 1 έως dlogn− 1e κάνε
(3.1) CUBE MATRIX MULTIPLICATION (A,B,C)
(3.2)
για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

για k = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα
(ι) A(0, j,k)← C(0, j,k)
(ιι) B(0, j,k)← C(0, j,k)

τέλος
τέλος

τέλος
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Ανάλυση

Τα ϐήµατα 1, 2 και 3.2 απαιτούν σταθερό χρόνο. Στο ϐήµα 3.1, η συνάρ-
τηση CUBE MATRIX MULTIPLICATION απαιτεί O(logn) χρόνο. Το ϐήµα
αυτό επαναλαµβάνεται logn ϕορές. Προκύπτει ότι ο συνολικός χρόνος
εκτέλεσης αυτής της συνάρτησης είναι t(n) = O(log2 n) .
Αφού p(n) = n3 ,

c(n) = O(n3 log2 n)

Παράδειγµα

Θεωρούµε τον πίνακα γειτνίασης του Σχήµατος 6.2(ϐ). Μετά την εφαρ-
µογή των ϐηµάτων 1 και 2 της συνάρτησης CUBE CONNECTIVITY έχει
υπολογιστεί ο

B =


1 1 0 0

0 1 1 1

0 0 1 0

1 0 1 1


Η πρώτη επανάληψη του ϐήµατος 3 παράγει τον

B2 =


1 1 1 1

1 1 1 1

0 0 1 0

1 1 1 1


Ενώ η δεύτερη επανάληψη παράγει τον B4 = B2 .
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∆ιαδικασία 36: CUBE MATRIX MULTIPLICATION (A,B,C)

Βήµα 1
για m = 3q− 1 έως 2q κάνε

για όλα τα r στο {N, rm = 0} κάνε παράλληλα
(1.1) Ar(m) = Ar
(1.2) Br(m) = Br

τέλος
τέλος

Βήµα 2
για m = q− 1 έως n− 1 κάνε

για όλα τα r στο {N, rm = r2q+m} κάνε παράλληλα
Ar(m)← Ar

τέλος
τέλος

Βήµα 3
για m = 2q− 1 έως q κάνε

για όλα τα r στο {N, rm = rq+m} κάνε παράλληλα
Br(m)← Br

τέλος
τέλος

Βήµα 4
για r = 1 έως N κάνε παράλληλα

Cr ← Ar × Br
τέλος

Βήµα 5
για m = 2q έως 3q− 1 κάνε

για r = 1 έως N κάνε παράλληλα
Cr ← Cr + Cr(m)

τέλος
τέλος
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6.4 Εύρεση συνεκτικών συνιστωσών

΄Ενας µη κατευθυνόµενος γράφος λέγεται συνεκτικός αν για κάθε Ϲευγάρι
vi και vj των κορυφών του υπάρχει ένα µονοπάτι από το vi στο vj .
Μια συνεκτική συνιστώσα του γράφου G είναι ένας υπογράφος G ′ του
G , ο οποίος είναι συνεκτικός.
Το πρόβληµα που ϑεωρούµε για αυτή την ενότητα είναι το ακόλουθο.
∆ίνεται ένας µη κατευθυνοµενος n − κόµβων γράφος G µε τον πίνακα
γειτνίασής του και Ϲητείται να αναλυθεί ο G στο µικρότερο δυνατό αριθµό
συνεκτικών συνιστωσών.
Μπορούµε να λύσουµε το πρόβληµα υπολογίζοντας πρώτα τον πίνακα
συνεκτικότητας C του G . Χρησιµοποιώντας τον C , µπορούµε τώρα να
κατασκευάσουµε έναν n×n πίνακα D , του οποίου τα στοιχεία ορίζονται
από

djk =

{
vk, αν cjk = 1

0, διαφορετικά

για 0 6 j,k 6 n − 1 . Με άλλα λόγια, η γραµµή j του D περιέχει τα
ονόµατα των κορυφών στις οποίες συνδέεται ο vj µε ένα µονοπάτι, δηλαδή
τις κορυφές της ίδιας συνεκτικής συνιστώσας του vj . Τελικά ο γράφος
µπορεί να χωριστεί στον µικρότερο δυνατό αριθµό συνεκτικών συνιστωσών
εκχωρώντας κάθε κορυφή σε µια συνιστώσα ως εξής :
Ο vj εκχωρείται στη συνιστώσα l , αν η l έχει το µικρότερο δείκτη για τον
οποίο dij 6= 0 .
Η παράλληλη υλοποίηση αυτής της προσέγγισης κάνει χρήση της συ-
νάρτησης CUBE CONNECTIVITY, που αναπτύχθηκε στην προηγούµενη
ενότητα, προκειµένου να υπολογίσει τον πίνακα συνεκτικότητας C . Ο αλ-
γόριθµος αυτός δίνεται µε τη συνάρτηση CUBE COMPONENTS. Η συνάρ-
τηση αυτήτ τρέχει σε έναν cube-connected SIMD υπολογιστή µε N = n3

επεξεργαστές καθένας µε 3 καταχωρητές A,B και C . Οι επεξεργαστές
είναι διατεταγµένοι σε ένα n × n × n πρότυπο πίνακα όπως εξηγήσαµε
νωρίτερα. Αρχικά A(0, j,k) = ajk για 0 6 j,k 6 n−1 , δηλαδή οι επεξερ-
γαστές στις ϑέσεις (0, j,k) περιέχουν τον πίνακα γειτνίασης του G . ΄Οταν
η συνάρτηση σταµατήσει, ο C(0, j, 0) περιέχει τον αριθµό της συνιστώσας
για την κορυφή vj , όπου j = 0, 1, . . . ,n− 1 .
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∆ιαδικασία 37: CUBE COMPONENTS (A,C)

Βήµα 1
{Υπολογισµός του πίνακα συνεκτικότητας}
CUBE CONNECTIVITY (A,C)

Βήµα 2
{Κατασκευή του πίνακα D }
για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

για k = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα
αν C(0, j,k) = 1 τότε

C(0, j,k) = vk
τέλος

τέλος
τέλος

Βήµα 3
{Προσδιορισµός µιας συνεκτικής συνιστώσας για κάθε κορυφή}
για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

(3.1) Οι n επεξεργαστές στη γραµµή j (σχηµατίζοντας έναν
logn− διάστασης κύβο) ϐρίσκουν το µικρότερο l για το οποίο
C(0, j, l) 6= 0

(3.2) C(0, j, 0)← l

τέλος

Ανάλυση

΄Οπως δείξαµε στην προηγούµενη ενότητα, το ϐήµα 1 απαιτεί O(log2 n)
χρόνο. Τα ϐήµατα 2 και 3.2 απαιτούν σταθερό χρόνο. Γνωρίζουµε ότι
το ϐήµα 1 απαιτεί O(logn) χρόνο. Ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης της
συνάρτησης CUBE COMPONENTS είναι t(n) = O(log2 n) .
Αφού p(n) = n3 ,

c(n) = O(n3 log2 n)

Παράδειγµα

Θεωρούµε το γράφο του Σχήµατος 6.5(α) του οποίου οι πίνακες γειτνίασης
και συνεκτικότητας δίνονται από τα Σχήµατα 6.5(ϐ) και (γ) αντίστοιχα. Ο
πίνακας D ϕαίνεται στο Σχήµα 6.5(δ). Εποµένως, η εκχώρηση σε κάθε
συνιστώσα έχει ως εξής :
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Συνιστώσα 0: v0, v3, v6, v8
Συνιστώσα 1: v1, v4, v7
Συνιστώσα 2: v2, v5

v0 v1 v2 v3 v4 v5

0 0 0 1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0



v0

v1

v2

v3
v4

v5

(β)

(α)

v1 v4

v7 v2

v5

v6 v3

v0

v8
v6 v7 v8

v6

v7

v8

v0 v1 v2 v3 v4 v5

1 0 0 1 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1 0 1



v0

v1

v2

v3
v4

v5

(γ)

v6 v7 v8

v6

v7

v8

v0 v1 v2 v3 v4 v5

v0 0 0 v3 0 0 v6 0 v8
0 v1 0 0 v4 0 0 v7 0

0 0 v2 0 0 v5 0 0 0

v0 0 0 v3 0 0 v6 0 v8
0 v1 0 0 v4 0 0 v7 0

0 0 v2 0 0 v5 0 0 0

v0 0 0 v3 0 0 v6 0 v8
0 v1 0 0 v4 0 0 v7 0

v0 0 0 v3 0 0 v6 0 v8



v0

v1

v2

v3
v4

v5

(δ)

v6 v7 v8

v6

v7

v8

Σχήµα 6.5: Υπολογισµός συνεκτικών συνιστωσών γράφου

6.5 Εύρεση Ελάχιστων Μονοπατιών για όλα τα Ϲε-
ύγη κόµβων (All pairs Shortest Paths)

∆ίνεται ένας κατευθυνόµενος και ϐεβαρυµένος γράφος G(V,E) , όπως ϕα-
ίνεται, για παράδειγµα, στο Σχήµα 6.6. Για ευκολία σε αυτή την ενότητα,
όταν αναφερόµαστε στο ϐάρος της ακµής (vi, vj) ϑα λέµε µήκος.
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Shortest Paths)

v0 v4

v5

v6v1

v2

v3

7

6

2

1 1

1

3

5
8

1

4

Σχήµα 6.6: Κατευθυνόµενος και ϐεβαρυµένος γράφος

Για κάθε Ϲευγάρι κορυφών vi και vj του V , απαιτείται να ϐρούµε το
συντοµότερο µονοπάτι από το vi στο vj κατά µήκος των ακµών του E .
Εδώ, το µήκος του µονοπατιού ή του κύκλου είναι το άθροισµα των µηκών
των ακµών που το αποτελούν. Στο Σχήµα 6.6, το συντοµότερο µονοπάτι
από το v0 στο v4 είναι κατά µήκος των ακµών (v0, v2), (v2, v3), (v3, v6),
(v6, v5), και (v5, v4) και έχει µήκος 6. Τυπικά, το πρόβληµα όλων των
Ϲευγών των συντοµότερων µονοπατιών αναλύεται ως εξής :
∆ίνεται ένας γράφος n− κορυφών µε τον n× n πίνακα ϐαρών W .
Κατασκευάζουµε έναν n×n πίνακα ϐαρών D τέτοιο ώστε dij να είναι το
µήκος του συντοµότερου µονοπατιού από το vi στο vj του Gr , για όλα
τα i και j . Θα υποθέσουµε ότι ο W έχει ϑετικά, µηδέν ή αρνητικά στοι-
χεία όσο δεν υπάρχει κύκλος αρνητικού µήκους στο G . ΄Εστω ότι µε dkij
συµβολίζουµε το µήκος του συντοµότερου µονοπατιού από το vi στο vj
που διέρχεται το πολύ από k − 1 ενδιάµεσες κορυφές. ΄Ετσι, d1ij = wij ,
δηλαδή το ϐάρος της ακµής από το vi στο vj . Ειδικότερα, αν δεν υπάρχει
ακµή από το vi στο vj , όπου i και j είναι διακριτά, d1ij = ∞ . Επίσης,
d1ii = 0 . ∆εδοµένου ότι ο G δεν έχει κύκλους ή αρνητικά µήκη, δεν
υπάρχει πλεονέκτηµα στην επίσκεψη κάποιας κορυφής περισσότερο από
µία ϕορές στο συντοµότερο µονοπάτι από το vi στο vj (ακόµα κι αν ο
ορισµός του µονοπατιού επιτρέπει σε µία κορυφή να εµφανίζεται περισ-
σότερες από µία ϕορές σε αυτό το µονοπάτι).

Προκύπτει ότι dij = dn−1
ij .

Προκειµένου να υπολογίσουµε το dkij , για k > 1 , µπορούµε να χρησιµο-
ποιήσουµε το γεγονός ότι
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dkij = min
l

{d
n/2
il + d

n/2
lj }

δηλαδή dkij ισούται µε το συντοµότερο dk/2il + d
k/2
lj , πάνω από όλες τις

τιµές του l . Εποµένως, ο πίνακας D µπορεί να παραχθεί από τον D1

υπολογίζοντας τα D2,D4, . . . ,Dn−1 και τέλος παίρνοντας D = Dn−1 .
Προκειµένου να λάβουµε το Dk από το Dk/2 µέσω της προηγούµενης
έκφρασης, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια ειδική µορφή πολλαπλα-
σιασµού πινάκων µε την οποία οι πρότυπες λειτουργίες του πολλαπλασια-
σµού πινάκων, δηλαδή × και + να αντικατασταθούν από + και min ,
αντίστοιχα.
΄Ετσι, αν είναι διαθέσιµη µια συνάρτηση πολλαπλασιασµού πινάκων, µπο-
ϱεί να τροποποιηθεί ώστε να παράγει τον Dn−1 από τον D1 . Απαιτούνται
ακριβώς dlog (n− 1)e τέτοια γινόµενα πινάκων. Ο αλγόριθµος υλοποιε-
ίται παράλληλα χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε συνάρτηση πολλαπλασια-
σµού πινάκων προσαρµοσµένης να εκτελέσει (+, min ) πολλαπλασιασµό.
Για άλλη µια ϕορά ϑα επικαλεστούµε τη συνάρτηση CUBE MATRIX MUL-
TIPLICATION. Ο προκύπτων αλγόριθµος καλείται από τη συνάρτηση CU-
BE SHORTEST PATHS. Η συνάρτηση τρέχει σε έναν cube-connected
SIMD υπολογιστή µε N = n3 επεξεργαστές, ο καθένας µε τρεις καταχω-
ϱητές A,B και C . ΄Οπως και πριν, οι επεξεργαστές µπορεί να ϑεωρηθεί
ότι είναι διατεταγµένοι σε έναν n× n× n πρότυπο πίνακα. Αρχικά A(0,
j,k) = wjk για 0 6 j,k 6 n − 1 , δηλαδή οι επεξεργαστές στις ϑέσεις
(0, j,k) περιέχουν τον ϐεβαρυµένο πίνακα του G .
Αν ο vj δε συνδέεται µε τον vk ή αν j = k , τότε wjk = 0 . ΄Οταν η
συνάρτηση τελειώσει, ο C(0, j,k) περιέχει το µήκος του συντοµότερου
µονοπατιού από τον vj στον vk , για 0 6 j,k 6 n− 1 .
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∆ιαδικασία 38: CUBE SHORTEST PATHS (A,C)

Βήµα 1
{Κατασκευή του πίνακα D1 και αποθήκευση στους καταχωρητές
A και B }

για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα
για k = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

(1.1)
αν j 6= k και A(0, j,k) = 0 τότε

A(0, j,k)←∞
τέλος 1.2
B(0, j,k)← A(0, j,k)

τέλος
τέλος

Βήµα 2
{Κατασκευή των πινάκων D2,D4, . . . ,Dn−1 µέσω
επαναλαµβανόµενων πολλαπλασιασµών πινάκων}

για i = 1 έως dlog (n− 1)e κάνε
(2.1) CUBE MATRIX MULTIPLICATION (A,B,C)
(2.2)
για j = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα

για k = 0 έως n− 1 κάνε παράλληλα
(i) A(0, j,k)← C(0, j,k)
(ii) B(0, j,k)← C(0, j,k)

τέλος
τέλος

τέλος

Ανάλυση

Τα ϐήµατα 1 και 2.2 απαιτούν σταθερό χρόνο. Υπάρχουν dlog (n− 1)e
επαναλήψεις του ϐήµατος 2.1, η καθεµία από αυτές απαιτεί O(logn)
χρόνο. Ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης της συνάρτησης CUBE SHORTEST
PATHS είναι τελικά t(n) = O(log2 n) .
Αφού p(n) = n3 ,

c(n) = O(n3 log2 n)

Παράδειγµα

Οι πίνακες D1,D2,D4 και D8 του γράφου του Σχήµατος 6.6 ϕαίνονται
στο Σχήµα 6.7
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v0 v1 v2 v3 v4 v5

0 4 1 ∞ 7 ∞ ∞
∞ 0 8 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 0 2 6 ∞ ∞
∞ 5 ∞ 0 ∞ ∞ 1

∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 2 1 0 ∞
∞ 3 ∞ ∞ ∞ 1 0



v0

v1

v2

v3
v4

v5

(β)(α)

v6

v6

(γ) (δ)

v0 v1 v2 v3 v4 v5

0 4 1 3 7 ∞ ∞
∞ 0 8 10 14 ∞ ∞
∞ 7 0 2 6 ∞ 3

∞ 4 13 0 ∞ 2 1

∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
∞ 7 ∞ 2 1 0 3

∞ 3 11 3 2 1 0



v0

v1

v2

v3
v4

v5

v6

v6

v0 v1 v2 v3 v4 v5

0 4 1 3 7 5 4

∞ 0 8 10 14 12 11

∞ 6 0 2 5 4 3

∞ 4 12 0 3 2 1

∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
∞ 6 14 2 1 0 3

∞ 3 11 3 2 1 0



v0

v1

v2

v3
v4

v5

v6

v6

v0 v1 v2 v3 v4 v5

0 4 1 3 6 5 4

∞ 0 8 10 13 12 11

∞ 6 0 2 5 4 3

∞ 4 12 0 3 2 1

∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
∞ 6 14 2 1 0 3

∞ 3 11 3 2 1 0



v0

v1

v2

v3
v4

v5

v6

v6

Σχήµα 6.7: Εύρεση ελάχιστων µονοπατιών για όλα τα Ϲεύγη κόµβων του
Σχήµατος 6.6

6.6 Υπολογίζοντας το Minimum Spanning Tree (Ε-
λάχιστο δέντρο επικάλυψης)

΄Ενα δέντρο είναι ένας συνδεδεµένος (µη κατευθυνόµενος) γράφος χωρίς
κύκλους.
∆ίνεται ένας µη κατευθυνόµενος και συνδεδεµένος γράφος G(V,E) , το
δέντρο επικάλυψής του G είναι ένας υπογράφος G ′(V ′,E ′) του G τέτοιος
ώστε

1. (i) G ′ είναι ένα δέντρο

2. (ii) V ′ = V

Αν ο γράφος G είναι ϐεβαρυµένος, τότε το ελάχιστο δέντρο επικάλυψης
(MST) του G είναι αυτό µε το µικρότερο συνολικό ϐάρος, ανάµεσα σε όλα
τα δέντρα επικάλυψης του G . Αυτοί οι ορισµοί ϕαίνονται στο Σχήµα 6.8.
Τρία δέντρα επικάλυψης του ϐεβαρυµένου γράφου του Σχήµατος 6.8(α)
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ϕαίνονται στα Σχήµατα 6.8(ϐ-δ).
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1
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30 30

20
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4 40

4
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30
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2 1

(α) (β)

(γ) (δ)

Σχήµα 6.8: Βεβαρυµένος γράφος και τρία δέντρα επικάλυψης του

Το δέντρο το Σχήµατος 6.8(δ) έχει ελάχιστο ϐάρος. Να σηµειωθεί ότι όταν
όλες οι ακµές του γράφου έχουν διακριτά µέρη, το MST είναι µοναδικό.
Αν V = v0, v1, . . . , vn−1 , τότε το MST έχει n − 1 ακµές. Αυτές οι ακµές
πρέπει ενδεχοµένως να επιλεγούν ανάµεσα από n(n−1)

2 υποψήφιες. Αυτό
δίνει ένα Ω(n2) κάτω ϕράγµα του αριθµού των λειτουργιών που απαιτο-
ύνται για τον υπολογισµό του MST αφού κάθε ακµή πρέπει να εξεταστεί
τουλάχιστον µία ϕορά.
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Για ευκολία, από δώ και στο εξής ϑα αναφερόµαστε στο ϐάρος της ακµής
(vi, vj) σαν την απόσταση που χωρίζει το vi και το vj και το συµβολίζουµε
µε dist(vi, vj) .
΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος για τον υπολογισµό του MST ϐασίζεται
στην greedy προσέγγιση του προβλήµατος, επιλύοντάς το σταδιακά. Αρ-
χίζοντας µε την τυχαία επιλογή µιας κορυφής, σε κάθε ϕάση προστίθεται
µία κορυφή και η σχετική ακµή του δέντρου. Αν vi είναι µια κορυφή η
οποία δεν είναι ακόµη στο δέντρο, τότε µε c(vi) συµβολίζουµε µια κορυφή
που είναι ήδη στο δέντρο και είναι η πιο κοντινή στη vi . Ο αλγόριθµος
αποτελείται από δύο ϐήµατα:

Βήµα 1: Περιέλαβε την κορυφή v0 στο MST και ϑέσε c(vi) = v0
για i = 1, 2, . . . ,n− 1

Βήµα 2: Το ϐήµα αυτό επαναλαµβάνεται όσο υπάρχουν κορυφές
που δεν ανήκουν ακόµα στο MST:

(2.1) Περιέλαβε στο δέντρο την πιο κοντινή κορυφή η οποία δεν
είναι ακόµα στο δέντρο, δηλαδή για όλες τις vi που δεν είναι στο
MST να ϐρεθεί ακµή (vi, c(vi) ) για την οποία η dist(vi, c(vi))
είναι η µικρότερη και πρόσθεσέ τη στο δέντρο

(2.2) Για όλες τις vi που δεν ϐρίσκονται στο MST, ενηµέρωσε το
c(vi) , δηλαδή, υποθέτοντας ότι η vj ήταν η πιο πρόσφατη
κορυφή που προστέθηκε στο δέντρο, τότε το c(vi) µπορεί να
ενηµερωθεί προσδιορίζοντας το µικρότερο από τα dist(vi, c(vi))
και dist(vi, vj)

Το ϐήµα 1 απαιτεί n σταθερού χρόνου λειτουργίες. Το ϐήµα 2 εκτελείται
µια ϕορά για κάθε µία από τις n−1 κορυφές. Αν υπάρχουν ήδη k κορυ-
ϕές στο δέντρο, τότε τα ϐήµατα 2.1 και 2.2 αποτελούνται από n−k−1 και
n−k συγκρίσεις, αντίστοιχα. ΄Ετσι, το ϐήµα 2 και εποµένως ο αλγόριθµος,
απαιτεί χρόνο ανάλογο του

∑n−1
k=1 (n− k) , ο οποίος είναι O(n2) . Αυτός ο

ακολουθιακός χρόνος εκτέλεσης είνα εποµένως ϐέλτιστος από την άποψη
του χαµηλότερου ϕράγµατος που αναφέρθηκε προηγουµένως.
Θα δείξουµε τώρα πως αυτός ο αλγόριθµος µπορεί να προσαρµοστεί για να
τρέξει παράλληλα σε έναν EREW SM SIMD υπολογιστή. Η παράλληλη υ-
λοποίηση χρησιµοποιεί N επεξεργαστές P0,P1, . . . ,PN−1 . Ο αριθµός των
επεξεργαστών είναι ανεξάρτητος του αριθµού των κορυφών του G εκτός
από το ότι υποθέτουµε ότι 1 < N < n .
΄Οπως κάναµε και σε προηγούµενα κεφάλαια, είνα πιο ϐολικό να γράψου-
µε N = n1−x , όπου 0 < x < 1 . Σε κάθε επεξεργαστή Pi εκχωρείται µία
διακριτή υποακολουθία Vi του V µεγέθους nx . Με άλλα λόγια, ο Pi
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είναι «υπεύθυνος» των κορυφών Vi . Να σηµειωθεί όι ο Pi χρειάζεται µόνο
να αποθηκεύσει τους δείκτες της πρώτης και τελευταίας κορυφής του Vi .
Κατά τη διάρκεια της διεργασίας κατασκευής του MST και για κάθε κορυ-
ϕή vp του Vi η οποία δεν είναι ακόµα στο δέντρο, ο Pi επίσης σηµειώνει
(αποθηκεύει) την κοντινότερη κορυφή στο δέντρο, και τη συµβολίζει µε
c(vp) . Ο πίνακας ϐάρους W του G αποθηκεύεται στη διαµοιραζόµενη
µνήµη, όπου wij = dist(vi, vj) , για i, j = 0, 1, . . . ,n − 1 . Αν i = j ή
αν vi και vj δεν είναι απ΄ ευθείας συνδεδεµένοι µέσω µίας ακµής, τότε
wij = ∞ . Ο αλγόριθµος αρχικά περιλαµβάνει µία τυχαία κορυφή του
δέντρου. Ο υπολογισµός του MST εκτελείται σε n − 1 ϕάσεις. Κατά τη
διάρκεια κάθε ϕάσης, µία νέα κορυφή και έτσι µία νέα ακµή προστίθενται
στο υπάρχον µερικό δέντρο.
Αυτό γίνεται ως εξής :

Με όλους τους επεξεργαστές να λειτουργούν παράλληλα, κάθε επεξεργα-
στής ϐρίσκει ανάµεσα στις κορυφές που δεν ανήκουν στο δέντρο την πιο
κοντινή κορυφή (έσω κορυφή) στο δέντρο. Ανάµεσα στις n1−x κορυφές
που ϐρέθηκαν, η πιο κοντινή κορυφή (έσω κορυφή) στο δέντρο ϐρέθηκε
και προστέθηκε στο δέντρο µαζί µε την αντίστοιχη ακµή. Αυτή η κορυφή,
την οποία λέµε vh , την κάνουµε τώρα γνωστή σε όλους τους επεξεργα-
στές. Το ακόλουθο ϐήµα είναι για την παράλληλη εκτέλεση από όλους
τους επεξεργαστές, για καθεµιά από τις nx κορυφές.
Για κάθε κορυφή vp η οποία δεν είναι ακόµα στο δέντρο, αν
dist(vp, vh) < dist(vp, c(vp)) , τότε η c(vp) γίνεται ίση µε την vh . Ο
αλγόριθµος δίνεται παρακάτω σαν συνάρτηση EREW MST.
Η συνάρτηση χρησιµοποιεί τη συνάρτηση BROADCAST που περιγράψα-
µε στην ενότητα 2 και στη συνάρτηση MINIMUM (x1, x2, . . . , xm ), η οποία
χρησιµοποιεί m επεξεργαστές για να ϐρει το µικρότερο στοιχείο του πίνα-
κα x1, x2, . . . , xm και το επιστρέφει στη x1 .

∆ιαδικασία 39: MINIMUM (x1, x2, . . . , xm)

για j = 0 έως (logm− 1) κάνε
για i = 1 έως m µε ϐήµα 2j+1 κάνε παράλληλα

(1) Ο Pi λαµβάνει xi+2j , µέσω διαµοιραζόµενης µνήµης
(2)
αν xi+2j < xi τότε

xi ← xi+2j

τέλος
τέλος

τέλος
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∆ιαδικασία 40: EREW MST (W, TREE)

Βήµα 1
(1.1) Ονόµασε την κορυφή v0 του V0 σαν κορυφή που ϐρίσκεται
ήδη στο δέντρο

(1.2) για i = 0 έως N− 1 κάνε παράλληλα
για κάθε κορυφή vj του Vi κάνε

c(vj)← v0
τέλος

τέλος

Βήµα 2
για i = 1 έως n− 1 κάνε

(2.1) για j = 0 έως N− 1 κάνε παράλληλα
(i) ο Pj ϐρίσκει τη µικρότερη από τις ποσότητες
dist(vp, c(vp)) , όπου vp είναι η κορυφή του Vj που δεν
είναι ακόµα στο δέντρο

(ii) ΄Εστω ότι η µικρότερη ποσότητα που ϐρέθηκε στο (i)
είναι dist(vr, vt) : ο Pj παραδίδει µια τριάδα (dj,aj,bj)
όπου
dj = dist(vr, vt)
aj = vr και
bj = vt

τέλος
(2.2) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση MINIMUM η µικρότερη
των αποστάσεων dj και οι συναφείς κορυφές aj και bj , για
0 6 j 6 N− 1 , ϐρίσκονται. ΄Εστω ότι αυτή η τριάδα είναι η
(ds,as,bs) , όπου as είναι κάποια κορυφή vh που δεν
ϐρίσκεται στο δεύτερο και bs είναι κάποια κορυφή vk που
ϐρίσκεται ήδη στο δέντρο

(2.3) Ο P0 εκχωρεί το (vh, vk) στο TREE(i) , το i-οστό στοιχείο
του πίνακα TREE

(2.4) Χρησιµοποιώντας τη BROADCAST, η vh γίνεται γνωστή
στους N επεξεργαστές

(2.5) για j = 0 έως N− 1 κάνε παράλληλα
(i) αν vh είναι στο Vj τότε

Ο Pj ονοµάζει τη vh σαν κορυφή ήδη µεσα στο δέντρο
τέλος
(ii) για κάθε κορυφή vp του Vj η οποία δεν ϐρίσκεται
ακόµα στο δέντρο κάνε

αν dist(vp, vh) < dist(vp, c(vp)) τότε
c(vp)← vh

τέλος
τέλος

τέλος
τέλος
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Παράγει έναν πίνακα TREE στη διαµοιραζόµενη µνήµη που περιέχει τις
n−1 ακµές του MST. ΄Οταν δύο αποστάσεις είναι ίσες, η συνάρτηση κάνει
την επιλογή τυχαία.

Ανάλυση

Το ϐήµα 1.1 γίνεται σε σταθερό χρόνο. Αφού κάθε επεξεργαστής είναι υπε-
ύθυνος για nx κορυφές, το ϐήµα 1.2 απαιτεί nx αναθέσεις. Εποµένως,
το ϐήµα 1 τρέχει σε O(nx) χρόνο. Στο ϐήµα 2.1, ένας επεξεργαστής
ϐρίσκει τη µικρότερη από nx ποσότητες (ακολουθιακά) κάνοντας nx − 1
συγκρίσεις. Οι συναρτήσεις MINIMUM και BROADCAST εµπλέκουν και
οι δύο O(logN) σταθερού χρόνου λειτουργίες. Αφού N = n1−x , τα ϐήµα-
τα 2.2 και 2.4 πραγµατοποιούνται σε O(logn) χρόνο. Είναι ϕανερό ότι τα
ϐήµατα 2.3 και 2.5 απαιτούν σταθερό χρόνο και O(nx) χρόνο, αντίστοι-
χα.΄Ετσι, κάθε επανάληψη του ϐήµατος 2 απαιτεί O(nx) χρόνο. Αφού
αυτό το ϐήµα επαναλαµβάνεται n+ 1 ϕορές, συµπληρώνεται σε O(n1+x)
χρόνο. Κατά συνέπεια, ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης της συνάρτησης
είναι O(n1+x) . Η συνάρτηση είναι τότε προσαρµοστική (adaptive). Το
κόστος της είναι

c(n) = p(n)× t(n) = n1−x × O(n1+x) = O(n2)

Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση είναι ϐέλτιστου κόστους. Να σηµειωθεί ότι
για αρκετά µεγάλο n , nx > logn για κάθε x και N = n1−x < n/ logn .
Η ϐελτίωση της συνάρτησης εποµένως προσδιορίζεται στην περιοχή όπου
N < n/ logn .

Παράδειγµα

΄Εστω G ένας ϐεβαρυµένος 9-κόµβων γράφος του οποίου ο πίνακας ϐαρών
ϕαίνεται στο Σχήµα 6.9.

Επίσης υποθέτουµε ότι ένας EREW SM SIMD υπολογιστής µε τρεις επε-
ξεργαστές είναι διαθέσιµος. ΄Ετσι 3 = 91−x , δηλαδή x = 0.5 . Στους
επεξεργαστές P0,P1 και P2 ανατίθενται ακολουθίες V0 = {v0, v1, v2},
V1 = {v3, v4, v5} και V2 = {v6, v7, v8} . Στο ϐήµα 1.1, η v0 περιλαµβάνεται
στο δέντρο και ϑεωρείται η πιο κοντινή κορυφή του δέντρου από όλες τις
εναποµείναντες κορυφές.
Κατά τη διάρκεια της 1ης επανάληψης του ϐήµατος 2, ο P0 καθορίζει ότι
dist(v1, v0) < dist(v2, v0) και επιστρέφει την τριάδα (5, v1, v0) . ΄Οµοια,
οι P1 και P2 επιστρέφουν (5, v3, v0) και (5, v8, v0) αντίστοιχα.
Η συνάρτηση MINIMUM χρησιµοποιείται τότε για να καθορίσει vh = v3
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v0 v1 v2 v3 v4 v5

∞ 5 6 1 ∞ 6 10 ∞ 5

5 ∞ 3 9 2 5 4 12 ∞
6 3 ∞ 7 3 9 11 ∞ 14

1 9 7 ∞ 10 ∞ ∞ 9 8

∞ 2 3 10 ∞ 1 5 3 15

6 5 9 ∞ 1 ∞ 6 13 ∞
10 4 11 ∞ 5 6 ∞ 4 16

∞ 12 ∞ 9 3 13 4 ∞ 7

5 ∞ 14 8 15 ∞ 16 7 ∞
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Σχήµα 6.9: Πίνακας µε ϐάρη γράφου 9 κόµβων

και έτσι TREE(1) = (v3, v0) . Τώρα, η v3 γίνεται γνωστή σε όλους τους
επεξεργαστές µε την κλήση της BROADCAST και ο P1 την ονοµάζει σαν
κορυφή µέσα στο δέντρο. Στο ϐήµα 2.5, ο P0 διατηρεί το c(v1) και ϑέτει
το c(v2) ίσο µε το v0 , ο P2 ενηµερώνει το c(v4) µε το v3 αλλά διατηρεί
το c(v5) = v0 και ο P3 διατηρεί c(v6) = v0 και c(v8) = 0 ενώ ενηµερώνει
το c(v7) = v3 . Η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι όλα τα δέντρα (v3, v0), (v1,
v0), (v4, v1), (v5, v4), (v2, v1), (v7, v4), (v6, v1), (v8, v0) να παραχθούν.
Η διαδικασία αυτή ϕαίνεται στο Σχήµα 6.10.
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6.6. Υπολογίζοντας το Minimum Spanning Tree (Ελάχιστο δέντρο

επικάλυψης)
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Σχήµα 6.10: Υπολογισµός ελάχιστου δέντρου επικάλυψης µε χρήση της
συνάρτησης EREW MST
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