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Σειρά ασκήσεων Α 

Εξοικείωση µε τις µερικές παραγώγους είναι κρίσιµη σε πολλούς θερµοδυναµικούς 

χειρισµούς.  Γι’ αυτό, το πρώτο σύνολο παραδειγµάτων αποσκοπεί να βοηθήσει στην 

επανάληψη των τεχνικών µερικής παραγωγίσεως οι οποίες είναι τόσο σηµαντικές στο 

αντικείµενο αυτό.  Η εξαγωγή των κύριων βασικών αποτελεσµάτων παρατίθεται στο 

παράρτηµα. 

(1) Αν u = x
2
 + 2x – 1 και x = t

2
 – 1, βρείτε du/dt µε 

(α) αντικατάσταση του τ µε το x. 

(β) χρησιµοποιώντας τον κανόνα διαδοχικής παραγωγίσεως 

(2) Αν u(x,y) = (x + 1)
2
 – 3xy

2
 + 4y, βρείτε 

(α) u(2, -1), (β) u(1/x, x/y). 

(3) Βρείτε όλες τις µερικές παραγώγους των 

(α) u(x,y) = tan(x/y) 

(β) f(r,θ) = r
2
sin

2
θ + r

3 

(γ) u(r,s,t) = r
3
 + s

2
t + (t – 1) (r – 3) 

(δ) f(p,q) = exp(p
2
logq) 

(4) Η σχέση µεταξύ πιέσεως p, θερµοκρασίας t και όγκου V ορισµένης ποσότητας αερίου 

υδρογόνου µπορεί να εκφρασθεί σε περιορισµένο διάστηµα από την έκφραση 

p (V-B) = At 

όπου B είναι ανεξάρτητο της p, αλλά είναι συνάρτηση της t, A είναι µια σταθερά.  

Βρείτε τις (∂V/∂t)p και (∂V/∂p)t και εκφράστε το dV ως συνάρτηση των t και p. 

(5) Αν z = f(x,y), αποδείξτε την σηµαντική σχέση 
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Το αποτέλεσµα αυτό πρέπει να είναι γνωστό.  Θα φανεί χρήσιµο σε πάµπολλες 

περιπτώσεις.  [Εδώ το σύµβολο εκτός της παρενθέσεως δηλώνει την µεταβλητή η οποία 

διατηρείται σταθερή κατά την παραγώγιση.  Το παράδοξο αυτό στοιχείο συµβολισµού 

είναι ειδικό στην Φυσική και ειδικότερα την Θερµοδυναµική.  Έχει το προσόν ότι 

καθιστά σαφές ποια µεταβλητή διατηρείται σταθερή.] 

(6) Μια µεταβολή 

( ) ( )dyyxMdxyxLdZ ,, +=  

είναι τέλειο διαφορικό αν υπάρχει συνάρτηση Z(x,y) τέτοια ώστε 

L(x,y) = (∂Z/∂x)y και M(x,y) = (∂Z/∂y)x. 

Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι το dZ τέλειο είναι 

(∂L/∂y)χ = (∂Μ/∂x)y 

Ο όγκος ενός σώµατος δίνεται από την V = ar
b
h

3-b
, όπου α και b είναι σταθερές.  Βρείτε 

τις (∂V/∂h)r και (∂V/∂r)h.  ∆ώστε µια έκφραση για το dV σε σχέση µε το dr και το dh, 

και επαληθεύστε ότι το dV είναι τέλειο. 

(7) Επαληθεύστε ότι 
xy
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(α) f(x,y) = sin
2
(x + y) + x

2
cosy 

(β) f(x,y,z)=x
3
y

2
z 

(8) Αν οι µεταβλητές x, y και η, ξ συνδέονται µέσω των 

x = x(η,ξ) και y = y(η,ξ) 

η Ιακωβιανή ορίζεται ως 

( )
( )

ηη

ξξ

ξξ

ηη

ξη
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Κατά συνέπεια 
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και, αν u είναι επίσης συνάρτηση των x και y, 
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Σηµειώστε επίσης ότι 
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Χρησιµοποιώντας τα προηγούµενα, δείξτε ότι, αν το E είναι συνάρτηση των t, N και µ, 

και το ίδιο το Ν εξαρτάται από τα t και µ, 

µµ
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Τα βασικά αποτελέσµατα των ασκήσεων (6) και (8) να σηµειωθούν για µελλοντική 

χρήση. Και τα δύο θα φανούν εξαιρετικά χρήσιµα. 

(9) ∆είξτε ότι, αν z = f(x
n
y) όπου n ≠ 0, τότε 

y

z
ny
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z
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Σειρά ασκήσεων Β 

(1) Η κατασταστική εξίσωση van der Waals είναι 

( ) AtbV
V

a
p =−







 +
2

 

όπου a, b και A σταθερές.  Αυτή η εξίσωση αποτελεί την απόπειρα του J. D. van der 

Waals να κάνει προσεγγιστικές διορθώσεις στην κατασταστική εξίσωση ιδανικών 

αερίων για την παράληψη της συνέπειας του όγκου των ίδιων των µορίων και των 

ελκτικών δυνάµεων µεταξύ τους.  Ο όρος b περιλαµβάνεται για να ληφθεί υπόψιν το 

γεγονός ότι ο διαθέσιµος όγκος στον οποίο µπορούν να κινηθούν τα σωµατίδια είναι ο 

ολικός όγκος µείον τον όγκο που καταλαµβάνουν τα ίδια τα σωµατίδια.  Ο όρος a/V
2
 

υπάρχει για να ληφθεί υπόψιν η συνέπεια των διατοµικών αλληλεπιδράσεων όπως και 

µεταξύ των σωµατιδίων και των τοιχωµάτων του δοχείου που τα περιέχει. 

Σε διάγραµµα p-V τα στάσιµα σηµεία κείνται πάνω σε µια καµπύλη.  Βρείτε την 

εξίσωση αυτής και δείξτε ότι το µέγιστο δίνεται από τις 

Vcr = 3b, pcr = a/27b
2
, tcr = 8a/27Ab. 

Επιπλέον δείξτε ότι η εξίσωση van der Waals µπορεί να γραφεί ως 

(π + 3/φ
2
) (3φ – 1) = 8τ 

όπου φ = V/Vcr, π = p/pcr, τ = t/tcr 
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(2) Στη γενική περίπτωση, η κατασταστική εξίσωση γράφεται µερικές φορές 

pV = A + Bp + Cp
2
 + … 

όπου οι A, B, C, … είναι συναρτήσεις του t και λέγονται πρώτος, δεύτερος, τρίτος, ... 

συντελεστής virial. 

Αν τα a, b της κατασταστικής εξισώσεως van der Waals είναι µικρά, δείξτε ότι ένα 

αέριο το οποίο ακολουθεί αυτή την εξίσωση έχει προσεγγιστικά δεύτερο συντελεστή 

virial 

B = b – a/At. 

(3) Η θερµοκρασία Boyle, tB, που ορίζεται από την ( ) 0
0

=
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=p

pV
p

, είναι τέτοια ώστε 

κοντά της ένα γενικό αέριο (µε C, D µικρά) προσεγγίζει τον νόµο του Boyle pV = A(t).  

∆είξτε ότι για ένα αέριο van der Waals 

tB/tcr = 3.375 

Στις επόµενες ασκήσεις χρειάζεται µόνο ο Πρώτος Νόµος της Θερµοδυναµικής. 

(4) Θεωρήστε την σχέση 

d(logV) = αpdt – κtdp 

(α) πώς πρέπει να ορισθούν τα αp και κt ώστε να ισχύει η σχέση; 

(β) δώστε µε λόγια φυσική ερµηνεία στα αp και κt. 

(γ) αποδείξτε ότι 
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(5) Θεωρώντας το d’Q ως συνάρτηση των t, V ή των t, p ή των V, p προκύπτει 
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 είναι οι θερµοχωρητικότητες υπό σταθερό όγκο και 
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αυξήσεως του όγκου και της πιέσεως αντίστοιχα και 
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Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις, δείξτε ότι 

(α) 
Vp

Vp

p

Vp

pV

V
CC
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(β) 1=+
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[Η έννοια της λανθάνουσας θερµότητας θα αναπτυχθεί στο κεφάλαιο 10.] 

(6) Ο λόγος Grüneisen Γ ορίζεται από την 

Vt

p

C

V

κ

α
=Γ . 

∆είξτε ότι 

( )
pVVV m
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Επιπλέον, βρείτε την πιο γενική καταστατική εξίσωση ενός ρευστού του οποίου ο λόγος 

Grüneisen είναι ανεξάρτητος της πιέσεως. 

(7) Για ένα ρευστό που υπακούει στον νόµο του Boyle, pV = t, και υποβάλλεται σε 

ψευδοστατική αδιαβατική διεργασία υπό σταθερό γ (=Cp/CV), δείξτε ότι 

tV
γ-1

 = σταθερό και t
γ
p

1-γ
 = σταθερό. 

(8) Η ενθαλπία, H, δίνεται από την 

H = U + pV 

∆είξτε ότι 

(α) dH = Cp dt + (lp +V)dp, όπου Cp = (∂H/∂t)p. 

(β) pV
p
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όπου µ = (∂t / ∂p)H είναι ο συντελεστής Joule Thomson. 

(9) ∆είξτε ότι, αν pV = At, µε A σταθερά, τότε 

V
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[Ας σηµειωθεί ότι για συνηθισµένο αέριο σε χαµηλή πίεση, pV = At είναι καλή 

προσέγγιση και το µ µπορεί να µετρηθεί.  Έτσι, αν µ = 0 σε χαµηλές πιέσεις, (∂U/∂V)t = 

0, απ’ όπου µπορεί να προκύψει ο νόµος του Joule.] 

(10) Για ένα κλασσικό αέριο, για το οποίο ισχύουν pV = At και ο νόµος του Joule, δείξτε ότι 

( ) ( )[ ] dV
V

CnAdt
n

ACn
Qd V

V 1
1

1

1
' −−=

−

−−
=  

αν η µεταβολή γίνεται µε pV
n
 = σταθερό. 

[Επισηµαίνεται ότι διεργασίες για τις οποίες pV
n
 = σταθερό ονοµάζονται πολυτροπικές.] 

 

Σειρά ασκήσεων Γ 

Στις επόµενες ασκήσεις απαιτείται ο ∆εύτερος Νόµος.  Οι διεργασίες µπορεί να 

υποτεθεί ότι είναι ψευδοστατικές και για τέτοιες µεταβολές 

d'Q = TdS 

(1) Ορίζονται οι ακόλουθες θερµοδυναµικές συναρτήσεις: 

Ελεύθερη ενέργεια Helmholtz F = U –TS 

Ενθαλπία H = U + pV 

Ελεύθερη ενέργεια Gibbs G = U – pV– TS. 

∆είξτε ότι 

dH = TdS + Vdp 

και λάβετε παρόµοια αποτελέσµατα για dF και dG. 

(2) Λαµβάνοντας υπόψιν τα τέλεια διαφορικά dF, dH, dG και dU, να αποδείξετε τις 

λεγόµενες σχέσεις Maxwell: 
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(3) Για ένα παραµαγνητικό σύστηµα, το οποίο διατηρείται υπό σταθερό όγκο και πίεση, ο 

όρος (-pdV) ενός ρευστού αντικαθίσταται από τον όρο έργου BdM, όπου B το 
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µαγνητικό πεδίο και M η µαγνήτιση η οποία υποτίθεται παράλληλη του H.  Να 

εξαχθούν σχέσεις ανάλογες των σχέσεων Maxwell και να δείξετε ότι η 

θερµοχωρητικότητες ικανοποιούν τις 
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(4) Για ένα ρευστό, αποδείξτε ότι 
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Μετά να αποδείξετε ότι ο νόµος του Joule επιβάλλει την ύπαρξη µιας συναρτήσεως 

όγκου µόνο τέτοια που 

pg(V) = T. 

Αν ο νόµος του Joule ισχύει όπως και η κατασταστική εξίσωση 

pV = f(T), 

βρείτε την µορφή των συναρτήσεων f και g. 

(5) Ένα ρευστό που ικανοποιεί την εξίσωση pv = gU, όπου g µια σταθερά, λέγεται ιδανικό 

κβαντικό αέριο.  ∆είξτε ότι για ένα τέτοιο σύστηµα ο λόγος Grüneisen Γ = g και 

συνεπώς είναι σταθερός. 

Αποδείξτε επίσης ότι ένα ιδανικό κλασσικό αέριο µε σταθερή Cp είναι ιδανικό κβαντικό 

αέριο µε g = γ – 1 και CV = R/g, εφόσον η εσωτερική του ενέργεια µηδενίζεται στο 

απόλυτο µηδέν. 

(6) (α) ∆είξτε ότι για ένα αέριο van der Waals όπως αναφέρεται στην άσκηση Β1, η 

θερµοχωρητικότητα υπό σταθερό όγκο, CV, είναι ανεξάρτητη του όγκου. 

(β) ∆είξτε ότι το ιδανικό κβαντικό αέριο έχει εσωτερική ενέργεια η οποία ακολουθεί 

την σχέση 
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Επαληθεύστε ότι η U = V
-g

f(TV
g
) ικανοποιεί την σχέση. 

(7) ∆είξτε ότι 
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όπου τα διάφορα σύµβολα έχουν την συνήθη έννοια. 

Λαµβάνοντας υπόψιν την 

TdS = dU + pdV, 

δείξτε ότι 
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Μετά δείξτε ότι η εσωτερική ενέργεια, U, ενός κλασσικού ιδανικού αερίου, για το 

οποίο pV = AT, είναι ανεξάρτητη του όγκου.  Αν επιπλέον η θερµοχωρητικότητα CV 

είναι σταθερή, δείξτε ότι 

U(T) – U(0) = CVT. 

Ένα σύστηµα στο οποίο ισχύουν οι παραπάνω υποθέσεις περιορίζεται σε ορθό 

αποµονωµένο κύλινδρο µε το βάρος ένος µονωµένου εµβόλου χωρίς τριβές.  Βρίσκεται 

σε ισορροπία σε πίεση p1, όγκο V1 και απόλυτη θερµοκρασία T1.  Τοποθετώντας 

προσεκτικά ένα βάρος στο έµβολο επιτυγχάνεται νέα κατάσταση ισορροπίας µε πίεση 
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p2, όγκο V2 και θεροκρασία T2.  ∆είξτε ότι η αύξηση της εσωτερικής ενέργειας του 

αερίου είναι p2(V1 – V2) και συµπεράνετε ότι 

AC

AC

T

T

V

V

+

+
=

λ

1

2 , 

όπου λ = p2/p1. 

 

Σειρά ασκήσεων ∆ 

(1) Το ρεστό µιας θερµικής µηχανής είναι ένα ιδανικό αέριο µε σταθερές 

θερµοχωρητικότητες.  Λειτουργεί ψευδοστατικά σε κυκλική διεργασία ως εξής: 

(α) ισόθερµη εκτόνωση σε θερµοκρασία T1 από όγκο V1 σε όγκο V2 

(β) ψύξη υπό σταθερό όγκο από θερµοκρασία T1 σε θερµοκρασία T2 

(γ) ισόθερµη συµπίεση σε θερµοκρασία T2 από όγκο V2 σε όγκο V1 

(δ) θέρµανση υπό σταθερό όγκο από θερµοκρασία T2 σε θερµοκρασία T1. 

Να γράψετε εκφράσεις για το ποσό της θερµότητας, Q1, που προσφέρεται στο αέριο 

κατά τα βήµατα (α) και (δ) και το ποσό, Q2, που απορρίπτεται στα βήµατα (β) και (γ). 

Τι παριστάνει φυσικώς η διαφορά (Q1 – Q2) και γιατί είναι λογικό να ορίσουµε την 

απόδοση της µηχανής ως η = (Q1 – Q2) / Q1; 

Για αυτό τον κύκλο δείξτε ότι η < (T1 – T2) / T1. 

(2) Ένα κλασσικό ιδανικό αέριο µε σταθερές θερµοχωρητικότητες χρησιµοποιείται σε 

ψευδοστατικό κύκλο Carnot σύµφωνα µε το σχήµα: Α → Β → Γ → ∆ → Α, όπου οι 

ΑΒ και Γ∆ είναι ισόθερµες σε θερµοκρασίες T1 και T2 µε T1 > T2 και ΒΓ και ∆Α 

αδιαβατικές.  ∆είξτε ότι 

(α) το έργο στις ισόθερµες είναι 

AT1log(VΒ/VΑ) – AT2log(VΓ/V∆), 

(β) VΒ/VΑ = VΓ/V∆, 

(γ) το έργο στις αδιαβατικές αντισταθµίζεται έτσι ώστε το ολικό έργο σε ένα κύκλο να 

δίνεται από την 

W = A (T1 – T2) log(VΒ/VΑ). 

(δ) Βρείτε την απόδοση όπως ορίζεται στην άσκηση 1. 

(3) Μία µηχανή Carnot χρησιµοποιεί 2000 J θερµότητας από δεξαµενή 500 K, παράγει 

έργο και αποδίδει θερµότητα σε άλλη δεξαµενή θερµοκρασίας 350 K.  Πόσο έργο 

παράγει, πόση θερµότητα απορρίπτεται και ποια η απόδοση της µηχανής; 

(4) Ένα δείγµα διατοµικού αερίου µε CV = 4.16 J/K υποβάλλεται σε κύκλο Carnot µεταξύ 

δεξαµενών µε θερµοκρασίες 500 K και 300 Κ.  Ο αρχικός όγκος είναι V = 8.31x10
-4

 m
3
 

και κατά τη διάρκεια της ισόθερµης εκτονώσεως στην υψηλότερη θερµοκρασία ο όγκος 

διπλασιάζεται.  ∆είξτε ότι 

(α) το έργο στην ισόθερµη της υψηλής θερµοκρασίας είναι 576 J, 

(β) το έργο στην άλλη ισόθερµη είναι -346 J, 

(γ) το έργο στις δύο αδιαβατικές αντισταθµίζεται 

Επίσης δείξτε ότι η απόδοση αυτού του συγκεκριµένου κύκλου είναι 40%. 

(Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το αέριο ακολουθεί τη καταστατική εξίσωση pV = AT, 

όπου A = 1.6628 J/K.) 

(5) ∆ύο υγρά Α και Β σταθερών όγκων και θερµοχωρητικοτήτων C1 και C2 βρίσκονται 

αρχικά σε θερµοκρασίες T1 και T2, µε T1 > T2, αντίστοιχα.  Τα ρευστά είναι αδιαβατικά 

µονωµένα το ένα από το άλλο.  Μια µηχανή Carnot που λειτουργεί ψευδοστατικά 

χρησιµοποιεί το Α ως πηγή θερµότητας και το Β για απόρριψη θερµότητας και 

λειτουργεί µεταξύ των δύο ρευστών µέχρι να αποκτήσουν µια κοινή θερµοκρασία T0. 

Να βρείτε µια έκφραση για την T0 και το έργο της µηχανής Carnot. 

Αν η κοινή θερµοκρασία επιτευχθεί µε θερµική επαφή των Α και Β, ποια θα είναι η 

τελική θερµοκρασία και ποια η µεταβολή της εντροπίας; 


