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Συνηθισµένο πρόβληµα είναι η ανάγκη µοντελοποίησης δεδοµένων, δηλαδή η προσαρµογή 
της βέλτιστης δυνατής αναλυτικής συνάρτησης σε αυτά, επιλέγοντας εκ των προτέρων τη 
µορφή της συνάρτησης. Π.χ., µπορεί να θέλουµε να κάνουµε fit δεδοµένα χρησιµοποιώντας 
ευθεία γραµµή, Γκαουσιανή, πολυώνυµο, συνάρτηση Planck, συνδυασµό των παραπάνω ή 
άλλη γνωστή συνάρτηση.

Π.χ., φάσµα µε γραµµές εκποµπής + απορρόφησης λόγω διαφορετικού Doppler αερίου,
και πολυωνυµικού συνεχούς
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Επίλυση χ2 µε υπολογιστικό τρόπο…Επίλυση χ2 µε υπολογιστικό τρόπο… Υπολογίζοντας το χ2 όλων των δυνατών 
λύσεων ή στο χώρο των παραµέτρων. Ξεκινώντας από το γραµµικό πρόβληµα… 
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Το χ2 είναι µέτρηση της ποιότητας της προσαρµογής [measure of the goodness of the fit]
µε µεγάλο εύρος τιµών, που εξαρτώνται από πολλά πράγµατα. Για να οµογενοποιηθεί
περισσότερο χρησιµοποιούµε το reduced χ2 που είναι το χ2 ανά βαθµό ελευθερίας.

Δηλ. χν2 = χ2 / ν, κι άρα 

Όπου ν= N – m, µε N: αριθµό µετρήσεων, m=αριθµό παραµέτρων (2 στην προκειµένη).

Εάν το χρησιµοποιήσουµε µε αυτό τον τρόπο
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Με αντίστοιχο κώδικα
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Σηµείωση: επαναλαµβάνοντας τo προηγούµενο γραµµικό παράδειγµα, αλλά µε 1000 σηµεία. 
Αρχίζουµε να θεωρούµε την οπτικοποίηση του χώρου παραµέτρων σαν χάρτη πιθανοτήτων.
Ο τρόπος αυτός θα µπορούσε να συνδυαστεί και µε Monte Carlo, έτσι ώστε η κατασκευή 
του χώρου των παραµέτρων να µην γίνει γραµµικά και να αποφευχθούν τοπικά ελάχιστα 
αλλά και για να έχουν µεγαλύτερη ακρίβεια οι υπολογισµοί σε επιλεχθείσες περιοχές.
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παράδειγµα: τυχαίος περίπατος: από τα πιο κλασσικά προβλήµατα για Monte Carlo.

Αφορά σε αλλαγές κατεύθυνσης σε τυχαία γωνία που (συνήθως) οφείλονται σε σκέδαση 
λόγω κρούσεων ή δυνάµεων µε/από σωµατίδια.

Ανακαλύφθηκε µέσω της διαρκούς κίνησης κόκκων γύρης στο νερό µε µικροσκόπιο, 
µελετήθηκε από τον Einstein

Συναντιέται σε πολλαπλά θέµατα φυσικής και µη, π.χ., κίνηση ατόµων αερίου σε κουτί, 
διάχυση σταγόνας υγρού σε ένα άλλο (γάλα στον καφέ), διάδοση φωτονίων σε αστέρι.

βασισµένo στις σηµειώσεις Κ. Θεοφιλάτου Τυπική απόκλιση σ = 1 βήµα
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Τυχαίος περίπατος: διάδοση φωτονίων σε αστέρι

Έστω φωτόνια που παρήχθησαν στο εσωτερικό αστεριού. 
Πόσο καιρό θα πάρουν  να φτάσουν στην επιφάνειά του και να ταξιδέψουν προς τα εµάς
- Αν δεν αλληλεπιδρούσαν µε την ύλη; (έστω ακτίνα = ηλιακή, 700.000km)
- Αν στο εσωτερικό σκεδάζονται µε ελαστική σκέδαση Thompson.

Λάβετε υπ΄όψιν ότι το µήκος ελεύθερης διαδροµής που διανύουν  πριν σκεδαστούν είναι
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Θεωρήστε, για απλότητα, ότι σκεδάσεις γίνονται οµογενώς στις 360o, δηλ τα φωτόνια 
κινουνται και προς τα εµπρός και προς τα πίσω. Μετά εξετάστε το ενδεχόµενο τα φωτόνια 
να σκεδάζονται µόνο προς τα εµπρός.
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10 εκατοµµύρια βήµατα,
σκέδαση σε όλες τις γωνίες:
< 0.1 km !!!
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10 εκατοµµύρια βήµατα,
σκέδαση εµπρός: 100 km !!!
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… θα τα δούµε; Ένα τόσο απλό πείραµα, τόσο χρονοβορο!

Τελικά, (πότε) περιµένουµε νε δούµε απάντηση; 

Για απλούστευση, σκεφτείτε το πρόβληµα σε 1D, όπως πριν. Για κάθε ένα από τα N τυχαία 
βήµατα, η µετακίνηση l είναι +1 βήµα ή –1 βήµα, µε τυπική απόκλιση (σφάλµα) ±1 βήµα ανά 
κίνηση.  Τοτε το συνολικό σφάλµα, sqrt(N)l, είναι κι η µέγιστη δυνατή απόσταση που µπορεί 
να διανυθεί εφόσον η µέση τιµή είναι 0 κι η αποµάκρυνση είναι λόγω διασποράς.

Άρα πρέπει να καταφύγουµε σε πολύ µεγάλο αριθµό βηµάτων, 
1020 για να δούµε φωτόνιο να δραπετεύει (σε 1D).

Σε υπερυπολογιστές, βρίσκουµε την απάντηση να είναι ίση µε 10.000– 107 χρόνια, 
ανάλογα µε γωνία σκεδασης, συχνότητα, αλλά και πυκνότητα αστεριού…

Κι εφόσον η µέγιστη απόσταση θέλουµε να είναι η ακτίνα του αστεριού
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Άλλη εκδοχή

Εύκολη εξάρτηση από τη γωνία και χρήση probability density function ανά γωνία, 
αν τα φωτόνια έχουν υψηλές ενέργειες, π.χ., ακτίνες γ. Τότε στο εσωτερικό σκεδάζονται µε 
ηλεκτρόνια βάσει φαινοµένου Compton, που τους αλλάζει την ενέργεια συναρτήσει της 
γωνίας µε τρόπο που σχετίζεται µε το µήκος κύµατος:
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Built-in συναρτήσεις της Python για parametric fitting µε χ2 και σχετικά µε αυτές,

Π.χ., η curve_fit στο πρόβληµα της ευθείας γραµµής

Χρειάζεται διττή implementation: και να καλύπτει το χώρο των παραµέτρων εντός ορίων όπως 
δείξαµε πριν, αλλά να µπορεί να διαχειρίζεται αναλυτικά, µε γρήγορο τρόπο κι εναλλασσόµενο 
βήµα την περίπτωση που δεν δοθούν όρια p ∈ [-∞ ,∞] -> αλγόριθμος Levenberg-Marquant
à απαιτεί ύπαρξη παραγώγου f ως προς παραµέτρους. 
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Built-in συναρτήσεις της Python για parametric fitting µε χ2 και σχετικά µε αυτές,

Π.χ., το πακέτο lmfit στο πρόβληµα του Γκαουσιανού fit φάσµατος

from lmfit import Model
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Built-in συναρτήσεις της Python για parametric fitting µε χ2 και σχετικά µε αυτές,

Π.χ., το πακέτο lmfit στο πρόβληµα του Γκαουσιανού fit φάσµατος
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Μέθοδος Levenberg-Marquant
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Μέθοδος Levenberg-Marquant
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3) Μέθοδοι µέγιστης πιθανοφάνειας

Oι πιθανοκρατικές µέθοδοι βασίζονται στην παρατήρηση ότι η ελαχιστοποίηση του χ2 
αντιστοιχεί σε µεγιστοποίηση πιθανότητας.

Έστω ότι φιτάρουµε σετ δεδοµένων, για το καθένα από τα οποία η µέση τιµή αλλά και η 
διακύµανση γύρω από αυτή ακολουθούν κανονική κατανοµή. Αυτό µπορεί να συµβαίνει 
πχ, γιατί τα σηµεία προέκυψαν µετά από πολλές µετρήσεις για το καθένα (βλ. θεώρηµα 
κεντρικού ορίου).

* See Data Analysis – Siegmund Brandt, 
Data analysis recipes: fitting a model to data: Hogg, Bovy, Lang 2010

Kalliopi Dasyra
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3) Μέθοδοι µέγιστης πιθανοφάνειας

Oι πιθανοκρατικές µέθοδοι βασίζονται στην παρατήρηση ότι η ελαχιστοποίηση του χ2 
αντιστοιχεί σε µεγιστοποίηση πιθανότητας.

Kalliopi Dasyra
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3) Μέθοδοι µέγιστης πιθανοφάνειας

Βασικά πλεονεκτήµατα των πιθανοκρατικών µεθόδων σε σχέση µε το απλό χ2

1. Η δυνατότητα χρήσης «prior knowledge» ή «updated knowledge» καθώς εξελίσσεται 
το πείραµα. Δηλαδή, µπορούµε να δίνουµε βάρη (όχι µόνο όρια) βάσει γνωστών ήδη 
πληροφοριών ώστε να κατευθύνουµε τον αλγόριθµο προς τη σωστή κατεύθυνση.

Αν δεν γίνει χρήση πρωτύτερης γνώσης, το αποτέλεσµα ίδιο µε χ2 

2. Χάρη στις πιθανότητες, µπορούµε όχι µόνο να δούµε ποια είναι η δεύτερη (και τρίτη...) 
κλπ καλύτερη λύση αλλά και πόσο πιθανό είναι αν αλλάξουµε µια µεταβλητή µε καποιο
τρόπο να βρούµε το σωστό αποτέλεσµα. 

Αντιθέτως, οι αλγόριθµοι χ2 εγγενώς επιστρέφουν µόνο την καλύτερη λύση.

3.   Mπορούµε να συγκρίνουµε ακόµα και 2 µοντέλα µεταξύ τους

à Bayesian statistics

’ Bayes describes the conditional probability of an event based on data as well as prior 
information or beliefs about the event or conditions related to the event (1763). 
Laplace developed the Bayesian interpretation of probability ‘

Kalliopi Dasyra
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Έχοντας τις prior, evidence, και µπορώντας να υπολογίσουµε την likelihood για κάθε µοντέλο,
βρίσκουµε την posterior κι άρα τις βέλτιστες τιµές των παραµέτρων.

Πακέτο emcee python. Συνδυάζει 

• θεώρηση Bayesian (µέσω ελαχιστοποίησης lnP)
• Monte Carlo για επιλογή και µεταβολή σηµείων στο χώρο παραµέτρων σε κάθε χρόνο,

µε αλγόριθµο τύπου Metropolis για την επιλογή εύρους βήµατος.
• Χρήση Ν αριθµού περιπατητών (walkers) που ακολουθούν τυχαίας κατεύθυνσης 
που δείχνουν την κλίση του χώρου

• αλυσίδα βηµάτων που εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα θέση σηµείων – όχι τη 
παρελθοντική. Αλλά δεδοµενου ότι τα 
βήµατα σώζονται, η αλυσίδα µπορεί να 
ακολουθηθεί κι ανάποδα - Markov chain

p0
p1

p3

Σχήµα wikpedia

●
●
●
●

●●●●

Π.χ., κίνηση 2 walkers, 4 βηµάτων,
σε χώρο παραµέτρων
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Υπολογιστική Αστροφυσική – Bayesian Fitting



Fit ευθείας γραµµής µε Bayesian + Monte Carlo (emcee)
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Χτίζουµε τις πιθανότητες
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Εκτελούµε τον περίπατο στο χώρο των παραµέτρων
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Χωρίς βάρη στην prior
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Με βάρη στην prior
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Πολύ πιο στενή
Κατανοµή, όπως 
αναµενόταν
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Έλεγχος πως κινούνται οι walkers στο χώρο των παραµέτρων (όλα τα βήµατα)
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Έλεγχος πως κινούνται οι walkers στο χώρο των παραµέτρων (πρώτα βήµατα, πριν τη σύγκλιση)
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Έλεγχος πως κινούνται οι walkers στο χώρο των παραµέτρων (πρώτα βήµατα, ξεκινώντας από το 1 )
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Ένα ακόµα πρόβληµα: προσαρµόζοντας καµπύλη µελανού σώµατος (Planck) σε θερµική εκποµπή.

Θα µπορούσαµε να εξετάσουµε οποιοδήποτε σώµα αρκεί να πάρουµε τη φασµατική κατανοµή 
ενέργειάς του. π.χ., σκόνη στην ατµόσφαιρα της Γης που ζεσταθηκε από τον Ήλιο, εξωπλανήτης, …

Στην προκειµένη θα δούµε θερµική εκποµπή σκόνης σε γαλαξία, και θα µετρήσουµε τη µάζα της.
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