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Θέμα 1
ο
(3.4 μονάδες):

(α) Δείξτε ότι το βαρυτικό πεδίο με δυναμικό

Φg = − GM√
r2 +R2

, όπου M και R σταθερές, αντι-

στοιχεί σε συνεχή κατανομή μάζας με πυκνότητα

ρ =
3R2

4πG5M4
(−Φg)

5
.

(β) Βρείτε την πίεση ώστε η κατανομή να βρίσκε-

ται σε υδροστατική ισορροπία και δείξτε ότι είναι

βαροτροπική με γ = 6/5.
(γ) Βρείτε τη βαρυτική δυναμική ενέργεια και

τη συνολική εσωτερική ενέργεια. Σχολιάστε τη

σχέση μεταξύ τους.

Δίνεται το ολοκλήρωμα

∫ ∞

0

ξ2 dξ

(ξ2 + 1)3
=

π

16
.

Θέμα 2
ο
(3.3 μονάδες):

(α) Εξηγήστε περιγραφικά πως προκύπτουν οι

σχέσεις L =
GMṀ

2ϖin

και Teff =

(
3GMṀ

56πσSBϖ3
in

)1/4

σε ένα λεπτό αστροφυσικό δίσκο προσαύξησης.

(β) Η παραπάνω παρατήρηση του blazar 4C 71.07
(από το άρθρο Raiteri et al 2019, MNRAS, 489,
1837) συμφωνεί πολύ καλά με το μοντέλο των
λεπτών δίσκων. Εκτιμήστε την ολική ισχύ που

εκπέμπει ο δίσκος (θεωρώντας την ίση με τη μέγι-

στη τιμή του νLν) και τη μέγιστη θερμοκρασία

του δίσκου (με δεδομένο ότι η μέγιστη εκπομπή

ενός μέλανος σώματος συμβαίνει στην ενέργεια

hν = 2.8kBT ).

(γ) Η εσωτερική ακτίνα του δίσκου είναι η
GM

c2
,

όπου η παράμετρος η μπορεί να πάρει τιμές από

1 ως 6 ανάλογα με το πόσο γρήγορα περιστρέφε-

ται η μελανή οπή. Εκτιμήστε ποιος μπορεί να είναι

ο ρυθμός προσρόφησης και ποια η μάζα της μελα-

νής οπής (για όλες τις δυνατές τιμές της η).

Θέμα 3
ο
(3.3 μονάδες):

Το δίπλα σχήμα δείχνει μια

στάσιμη κατανομή πλάσματος

όπου αντιπαράλληλες γραμμές

μαγνητικού πεδίου (συνεχείς

γραμμές) συναντώνται στο

επίπεδο y = 0 και απελευθε-
ρώνουν την ενέργειά τους στην

περιοχή αυτή.

B

x

y
V

Το πλάσμα έχει σταθερή πυκνότητα ρ, αγωγι-
μότητα c2/4πη και ταχύτητα u = kxx̂−kyŷ όπου
k θετική σταθερά (διακεκομμένες γραμμές), ενώ
το μαγνητικό πεδίο έχει μορφή B = B(y) x̂, με
B(−y) = −B(y).
(α) Ποια διαφορική εξίσωση ικανοποιεί η B(y);
⋆ (β) Δείξτε ότι το μαγνητικό πεδίο γράφεται

B = B0D+(y/ℓ) με B0 = σταθερά, ℓ =

√
2η

k

και D+(ξ) = e−ξ2
∫ ξ

0

ew
2

dw η συνάρτηση Dawson

που είναι η περιττή λύση της διαφορικής εξίσωσης

dD+(ξ)

dξ
+ 2ξD+(ξ) = 1 και φαίνεται στο παρα-

κάτω γράφημα.
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Ποια η φυσική σημασία του μήκους ℓ; (Συνδέστε
την με τα δύο μέρη του ηλεκτρικού πεδίου.)

(γ) Δείξτε ότι ισχύει
u2

2
+

P

ρ
+

B2

8πρ
= σταθερά.

(δ) Με δεδομένο ότι η εσωτερική ενέργεια του

πλάσματος παραμένει σταθερή βρείτε την ισχύ

που εκλύεται ανά μονάδα όγκου.



ΛΥΣΕΙΣ:

Θέμα 1
ο
:

(α) Ο νόμος Poisson δίνει ∇2Φg = 4πGρ ⇔ ρ =
1

4πGr2
d

dr

(
r2
dΦg

dr

)
=

M

4πr2
d

dr

[
r3

(r2 +R2)3/2

]
=

3MR2

4π

1

(r2 +R2)5/2
=

3R2

4πG5M4
(−Φg)

5
.

(β) Για να ισχύει
γ

γ − 1
Qργ−1 + Φg = E ⇔

γ

γ − 1
Q

(
3R2

4πG5M4

)γ−1

(−Φg)
5(γ−1) + Φg = E =

σταθερά, πρέπει E = 0 (αναμενόμενο γιατί σε
άπειρη απόσταση μηδενίζονται και η πυκνότητα

και το δυναμικό), 5(γ − 1) = 1 ⇔ γ = 6/5 και

Q =
G

6

(
4πM4

3R2

)1/5

.

Το ίδιο προκύπτει με ολοκλήρωση της 0 = −P ′ −

ρΦ′
g ⇔ P ′ =

3R2

4πG5M4
Φ5
gΦ

′
g ⇔ P =

R2

8πG5M4
Φ6
g (η

σταθερά ολοκλήρωσης μηδενίζεται ώστε στο άπειρο

η πίεση να μηδενίζεται), δηλ. P = Qρ6/5 με

Q =
G

6

(
4πM4

3R2

)1/5

.

(γ) Η βαρυτική δυναμική ενέργεια είναι V =
1

2

y
Φgρ dτ = −1

2

3R2

4πG5M4

∫ ∞

0

Φ6
g4πr

2 dr =

−3GM2

2R

∫ ∞

0

R3r2 dr

(r2 +R2)3
. Το ολοκλήρωμα με

αλλαγή μεταβλητής ξ = r/R είναι ίσο με∫ ∞

0

ξ2 dξ

(ξ2 + 1)3
=

[
ξ(ξ2 − 1)

8(ξ2 + 1)2
+

1

8
arctan ξ

]∞
0

=

π

16
, άρα V = −3πGM2

32R
.

Η συνολική εσωτερική ενέργεια είναι U =∫ ∞

0

P

γ − 1
4πr2 dr =

5GM2

2R

∫ ∞

0

R3r2 dr

(r2 +R2)3
=

5πGM2

32R
.

Η σχέση μεταξύ τους είναι U = −5

3
V . Προκύπτει

και από το θεώρημα Virial 3
x

P dτ + V = 0 ⇔

3(γ − 1)U + V = 0 ⇔ U = − V

3(γ − 1)
.

Θέμα 2
ο
:

(α) Η μηχανική ενέργεια μάζας δM σε απόσταση

ϖ είναι −GMδM

2ϖ
. Η ισχύς L οφείλεται στην

απώλεια αυτής της μηχανικής ενέργειας όταν η

μάζα μεταφέρεται από μεγάλη ακτίνα ϖout σε

ακτίναϖin (θεωρώντας ότι κινείται σχεδόν κυκλικά

τόσο στην αρχική όσο και στην τελική ακτίνα).

Από το νόμο Stefan–Boltzmann η ροή που ακτι-

νοβολείται από κάθε δαχτυλίδι του δίσκου είναι

σSBT
4
eff . Αυτή οφείλεται στις ενεργειακές απώλειες

λόγω ιξώδους και εν τέλει στην απώλεια μηχανι-

κής ενέργειας.

(β) L ∼ 1047.2 erg/s.
Η συχνότητα στο μέγιστο ν = 1015.45 Hz αντι-
στοιχεί στην μέγιστη θερμοκρασία του δίσκου T =
hν

2.8kB
= 5× 104 K (στην εσωτερική του ακτίνα).

(γ) Αντικαθιστώντας ϖin = ηGM/c2 στις σχέσεις

του ερωτήματος (α) προκύπτουν Ṁ =
2ηL

c2
και

M =
1

η

√
3Lc4

28πσSBG2T 4
eff

. Η αντικατάσταση δίνει

Ṁ = 5ηM⊙/yr και M =
3× 1010

η
M⊙, με η = 1–6.

Θέμα 3
ο
:

(α) Το μαγνητικό πεδίο είναι στάσιμο σαν απο-

τέλεσμα της ισορροπίας μεταξύ μεταφοράς και

διάχυσης 0 = ∇× (u×B) + η∇2B.
Η σχέση αυτή αποδεικνύεται συνδυάζοντας το

νόμο Faraday ∇ × E = 0 με το νόμο του Ohm

E = −u×B

c
+

4πη

c2
J και το νόμο Ampére J =

c

4π
∇ × B, χρησιμοποιώντας και την ταυτότητα

∇ × (∇ ×B) = ∇(∇ ·B) − ∇2B με ∇ ·B = 0
για το μαγνητικό πεδίο.

Αντικαθιστώντας u×B = kyBẑ, ∇× (u×B) =

k
d(yB)

dy
x̂ και ∇2B =

d2B

dy2
x̂ βρίσκουμε τη διαφο-

ρική εξίσωση 0 = k
d(yB)

dy
+ η

d2B

dy2
.

(β) Ολοκληρώνοντας μία φορά βρίσκουμε C =

kyB + η
dB

dy
.

Η σταθερά αυτή αντιστοιχεί στο ηλεκτρικό πεδίο,

το οποίο είναι E = −u×B

c
+

4πη

c2
J =

−1

c

(
kyB + η

dB

dy

)
ẑ και από το νόμο Faraday

πρέπει να είναι σταθερό.

Αν C = 0 παίρνουμε λύση B ∝ e−ky2/2η
η οποία

δεν είναι περιττή άρα απορρίπτεται.

Αν C ̸= 0, διαιρώντας την διαφορική με C (για
να την φέρουμε στην μορφή που δίνει τη συνάρ-

τηση Dawson) έχουμε
kyB

C
+

η

C

dB

dy
= 1. Απαι-

τώντας να ισχύουν
kyB

C
= 2ξD+ και

η

C

B

y
=

D+

ξ

βρίσκουμε τις σχέσεις B = B0D+, B0 =
ℓC

η
,



ξ =
y

ℓ
, ℓ =

√
2η

k
που μετατρέπουν την διαφορική

σε
dD+(ξ)

dξ
+ 2ξD+(ξ) = 1.

Το ηλεκτρικό πεδίο είναι E = −u×B

c
+

4πη

c2
J =

−1

c

(
kyB + η

dB

dy

)
ẑ και ο λόγος των δύο μερών

του
uyB

ηdB/dy
είναι διαστατικά ίσος με

ky2

η
=

2y2

ℓ2
.

Επομένως η χωρική κλίμακα ℓ διαχωρίζει την

περιοχή |y| ≪ ℓ όπου ισχύει E ≈ 4πη

c2
J από

την περιοχή |y| ≫ ℓ όπου E ≈ −u×B

c
.

(γ) Η εξίσωση ορμής είναι u̇ = −∇P

ρ
+

J ×B

ρc
.

Η επιτάχυνση στο αριστερό μέλος γράφεται

u̇ = (u ·∇)u =

(
kx

∂

∂x
− ky

∂

∂y

)
(kx x̂− ky ŷ) =

k2(xx̂+ yŷ) = ∇
(
u2

2

)
.

Το ίδιο προκύπτει από u̇ = kẋx̂ − kẏŷ = k2xx̂ +
k2yŷ. ΄Ενας άλλος τρόπος είναι να χρησιμοποι-
ήσουμε τη γενική μορφή του όρου (u · ∇)u =

∇
(
u2

2

)
+ (∇ × u) × u = ∇

(
u2

2

)
, διότι εδώ το

πεδίο ταχύτητας είναι αστρόβιλο.

Η πυκνότητα είναι σταθερή, άρα
∇P

ρ
= ∇

(
P

ρ

)
.

Οι γραμμές του μαγνητικού πεδίου δεν έχουν

καμπυλότητα, άρα
J ×B

c
= −∇

(
B2

8π

)
.

Επομένως η εξίσωση ορμής γράφεται ∇
(
u2

2

)
=

−∇
(
P

ρ

)
− ∇

(
B2

8πρ

)
και έχει ολοκλήρωμα

Bernoulli
u2

2
+

P

ρ
+

B2

8πρ
= σταθερά.

(δ) Η εξίσωση ενέργειας
de

dt
+P

d

dt

(
1

ρ

)
= q+

J2

ρσ
για σταθερά ρ και e δίνει την ισχύ που εκλύε-

ται ανά μονάδα όγκου ρ|q| =
4πηJ2

c2
. Αντι-

καθιστώντας το ρεύμα J =
c

4π
∇ × B =

− c

4π

dB

dy
ẑ = −cB0

4πℓ

dD+

d(y/ℓ)
ẑ βρίσκουμε ρ|q| =

kB2
0

8π

[
dD+(y/ℓ)

d(y/ℓ)

]2
=

kB2
0

8π

(
1− 2

y

ℓ

B

B0

)2

.


