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΄Εχω παραδώσει εργασίες: ΝΑΙ ΟΧΙ

Θέμα 1
ο
:

Ο Ηλιακός άνεμος στην απόσταση της Γης έχει τα-

χύτητα ~V = 400 km s−1 r̂, αποτελείται κυρίως από
πρωτόνια και ηλεκτρόνια με αριθμητική πυκνότητα

5 cm−3 και θερμοκρασία 105 K, ενώ το μαγνητικό

του πεδίο είναι ~B = 10−5 G (r̂ − φ̂).
(α) Υπολογίστε την ελάχιστη απόσταση προσέγγι-

σης φορτίων, το μήκος Debye και την παράμετρο
πλάσματος.

(β) Εκτιμήστε την μέση ελεύθερη διαδρομή και κρί-

νετε αν οι κρούσεις Coulomb είναι σημαντικές.
(γ) Βρείτε όλες τις πιέσεις, δηλ. την δυναμική, την

θερμική και την μαγνητική.

(δ) Βρείτε την ~E× ~B ολίσθηση και δείξτε ότι ισού-

ται με την συνιστώσα της ~V κάθετα στο ~B.

F (ε) Αιτιολογήστε γιατί η γωνία μεταξύ ~B και r̂
στην απόσταση της Γης είναι ∼ 45o

.

Θέμα 2
ο
:

Το φύλλο ρεύματος Harris δημιουργείται από πλη-
θυσμούς ηλεκτρονίων/πρωτονίων με ίσες αριθμητι-

κές πυκνότητες και αντίθετες μέσες ταχύτητες, που

περιγράφονται από τις συναρτήσεις κατανομής

fσ = F (x)

(
mσ

2πkBT

)3/2

exp

[
−mσ (~v − ~uσ)2

2kBT

]
,

με ~uσ = u0ŷ και −u0ŷ για ηλεκτρόνια και πρωτόνια,
αντίστοιχα (u0 και T είναι θετικές σταθερές).
(α) Βρείτε τις αριθμητικές πυκνότητες και δείξτε ότι

το συνολικό ρεύμα είναι ~J = −2eu0F (x)ŷ.
(β) Βρείτε την ολική θερμική πίεση P .

(γ) Το ρεύμα αντιστοιχεί σε μαγνητικό πεδίο ~B =
B(x)ẑ. Βρείτε την σχέση μεταξύ των συναρτήσεων
B(x) και F (x) που πηγάζει από τον νόμο Ampère.
(δ) Δείξτε ότι η εξίσωση Vlasov (χωρίς κρούσεις)

για κίνηση στο μαγνητικό πεδίο ~B = B(x)ẑ οδη-
γεί σε μια δεύτερη σχέση μεταξύ των συναρτήσεων

B(x) και F (x) και τελικά στην σταθερότητα της
ολικής πίεσης.

F (ε) Δείξτε ότι η λύση των παραπάνω εξισώσε-
ων για το μαγνητικό πεδίο, η οποία μηδενίζεται στο

x = 0 (δηλ. αντιστοιχεί σε φύλλο ρεύματος στο
επίπεδο x = 0), είναι B(x) = B0 tanh(x/L) και ότι

το πάχος του φύλλου ρεύματος είναι ∼ c

u0
λD.

Θέμα 3
ο
:

΄Εστω ότι από την επιφάνεια του ΄Ηλιου εκρέει πλά-

σμα μέσα σε ένα μαγνητικό σωλήνα, ο οποίος στην

περιοχή που μας ενδιαφέρει να τον μελετήσουμε εί-

ναι κατακόρυφος, κυλινδρικός και με μικρή ακτίνα

σε σχέση με την ακτίνα του ΄Ηλιου. Η ροή είναι

στάσιμη με ~V = V (z)ẑ, το πλάσμα ισόθερμο, ενώ

το μαγνητικό πεδίο είναι ομογενές ~B = B0ẑ. Η
βαρύτητα στις διαστάσεις της ροής μπορεί να θεω-

ρηθεί επίσης ομογενής ~g = −gẑ.
Στο επίπεδο z = 0 η πυκνότητα είναι ρ0 και η τα-

χύτητα V0 � Cs, όπου Cs =
√
P/ρ η ταχύτητα

ήχου του ισόθερμου πλάσματος (η οποία θεωρείται

γνωστή σταθερά).

(α) Από την διατήρηση μάζας βρείτε πως μεταβάλ-

λεται η πυκνότητα του πλάσματος ρ(z) συναρτήσει
της ταχύτητας.

(β) Χρησιμοποιώντας και την εξίσωση ορμής βρείτε

την διαφορική εξίσωση που καθορίζει την V (z).
(γ) Σχολιάστε τυχόν ομοιότητες ή διαφορές με τον

ισόθερμο άνεμο Parker, ως προς το αν είναι δυνα-
τόν η ροή να γίνει υπερηχητική.

(δ) Βρείτε πως αυξάνεται η ταχύτητα με την από-

σταση, όσο παραμένει ισχυρά υποηχητική, δηλ. όσο

ισχύει V � Cs.

ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ

ρ
d~V

dt
= −~∇P +

~J × ~B

c
+ ρ~g, ~J =

c

4π
~∇× ~B,

∫ ∞
−∞

e−ξ
2

dξ =
√
π,

∫ ∞
−∞

ξ2e−ξ
2

dξ =

√
π

2
.

(~a×~b)× ~c = (~a · ~c)~b− (~b · ~c)~a.

Η λύση της
dB

dx
= a2 − b2B2

με a, b σταθερές είναι B =
a

b

Deabx − e−abx

Deabx + e−abx
(D = σταθερά ολοκλήρωσης).

Τιμές φυσικών σταθερών στο σύστημα cgs: me = 9.1 × 10−28, mp = 1.67 × 10−24, c = 3 × 1010,
kB = 1.38× 10−16, e = 4.8× 10−10, 1 AU = 1.5× 1013, Ω� = 2.8× 10−6.



ΛΥΣΕΙΣ:

Θέμα 1
ο
:

(α) ro = e2/kT = 1.67 × 10−8, λD =√
kT/4πne2 = 976, Λ = λD/ro = 4πnλ3D =

6× 1010

(β) ` =
1

nσ
=

1

nπr2o
= 2.3× 1014 ∼ 10AU άρα δεν

παίζουν ρόλο οι κρούσεις

(γ) nmpV
2 = 1.3×10−8, P = 2nkT = 1.4×10−10,

B2/8π = 10−10/4π

(δ) ~E = −~V × ~B/c = −VrBφ/cẑ και η ολίσθη-

ση είναι c ~E × ~B/B2 = −(~V × ~B) × ~B/B2 =
~V − (~V · ~B)/B2 = ~V⊥
(ε) Bφ/Br = −rΩ�/V ∼ −1

Θέμα 2
ο
:

(α) nσ = F (x)

∫ ∞
−∞

dv

√
mσ

2πkBT

exp

(
mσv

2

2kBT

)


3

= F (x).

Η μέση ταχύτητα κάθε πληθυσμού είναι ~uσ, οπότε

το ρεύμα είναι ~J =
∑
σ

nσqσ~uσ = −2eu0F (x)ŷ.

(β) Οι συναρτήσεις κατανομής είναι ισοτροπικές στο

σύστημα του κάθε ρευστού, οπότε η θερμική πίεση

είναι βαθμωτή. Λόγω της Maxwellian εξάρτησης
ως προς τις ταχύτητες είναι Pσ = nσkBT .
Το ίδιο βέβαια προκύπτει και από Pσ ij = 〈nσmσv

′
iv
′
j〉

με ~v
′
= ~v − ~uσ, δηλ. με άμεση ολοκλήρωση η οποία

δίνει Pσ ij =
y

mσv
′
iv
′
jfσd

3v′ = nσkBTδij.

΄Αρα P =
∑
σ

nσkBT = 2kBTF (x).

(γ) ~∇ × ~B = −B′ŷ άρα ο νόμος Ampère δίνει
4π

c
~J = ~∇× ~B ⇔ F =

c

8πeu0
B′.

(δ) ~∇fσ =
F ′

F
fσx̂, ~∇~vfσ = −fσ

mσ

kBT
(~v − ~uσ),

~v·~∇fσ+
qσ
mσ

(
~v

c
× ~B

)
·~∇~vfσ = vxfσ

(
F ′

F
+
eu0B

kBTc

)
,

οπότε η Vlasov δίνει
F ′

F
= −eu0B

kBTc
.

Η ολική πίεση είναι P +
B2

8π
= 2kBTF (x) +

B2

8π
=

σταθερά, αφού η παράγωγός της 2kBTF
′ +

BB′

4π
μηδενίζεται λόγω των σχέσεων F =

c

8πeu0
B′ και

F ′

F
= −eu0B

kBTc
.

Η σταθερότητα της ολικής πίεσης είναι ισοδύναμη με

την εξίσωση ισορροπίας 0 = −~∇P +
~∇× ~B

4π
× ~B, η

οποία βέβαια ικανοποιείται αφού προκύπτει από την

εξίσωση Vlasov.

(ε) Η σχέση P +
B2

8π
= C με P = 2kBTF (x)

και F =
c

8πeu0
B′ δίνει B′ =

4πeu0C

ckBT
−

eu0
2ckBT

B2
. Σύμφωνα με την υπόδειξη έχει λύ-

ση B =
a

b

Deabx − e−abx

Deabx + e−abx
με a =

√
4πeu0C

ckBT
και

b =

√
eu0

2ckBT
. Η συνθήκη B(x = 0) = 0 δίνει την

σταθερά ολοκλήρωσης D = 1, άρα η λύση γράφε-

ται B(x) = B0 tanh(x/L) με B0 =
a

b
=
√

8πC και

L =
1

ab
=

2ckBT

eu0B0

.

Η αριθμητική πυκνότητα είναι nσ = F =
c

8πeu0
B′ =

cB0

8πeu0L cosh2(x/L)
και το μήκος De-

bye λD =

√
kBT

4πnσe2
=

√
2kBTu0L

ecB0

cosh(x/L) =

u0
c
L cosh(x/L), οπότε το μήκος L συνδέεται με το

μήκος Debye στο κέντρο του φύλλου L ∼ c

u0
λD.

Θέμα 3
ο
:

(α) ρV = ρ0V0
(β) ρV dV/dz = −C2

sdρ/dz−ρg και αφού ρ ∝ 1/V

προκύπτει V dV/dz = (C2
s/V )dV/dz − g ⇔ dV

dz
=

gV

C2
s − V 2

.

(γ) Δεν μηδενίζεται ο αριθμητής οπότε δεν μπορεί

να γίνει υπερηχητική η ροή.

(δ)
dV

dz
≈ gV

C2
s

⇔ V ≈ V0e
gz/C2

s .

Ουσιαστικά προκύπτει από το αποτέλεσμα της υδρο-

στατικής ισορροπίας ρ ≈ ρ0e
−gz/C2

s με V = V0ρ0/ρ.


