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2. Εξισώσεις σε ρηχό σύστηµα  

Όταν το ρευστό χαρακτηρίζεται από πολύ µεγαλύτερη οριζόντια έκταση παρά πάχος, είναι δηλαδή “ρηχό”, 
οι εξισώσεις κίνησης απλοποιούνται και ο δυναµικός στροβιλισµός λαµβάνει µια πολύ πιο απλή µορφή.   
Σκοπός: Να παράξουµε µια εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού, η οποία θα µας βοηθήσει να 
κατανοήσουµε τη δυναµική Ατµοσφαιρικής ροής επάνω από έντονο ανάγλυφο. 

Χαρακτηριστικά µη σταθερής ροής (unsteady 
flow) επάνω από ανώµαλη τοπογραφία 
(assumptions): 
 
1) Λεπτό στρώµα, µε οριζόντια έκταση L πολύ 

µεγαλύτερη της κατακόρυφης H: H << L. 
2) Οµοιογενές (σταθερή πυκνότητα: 𝝆 = 𝝆𝟎). 
3) Χωρίς τριβές.

h: Πάχος Ατµοσφαιρικού στρώµατος  

Εξίσωση συνέχειας – mass continuity equation: 

𝐷𝑽 

𝐷𝑡
= −2𝜴 × 𝑽  −

1

𝜌
𝛻𝑝 + 𝒈 + 𝑭𝒓

0

𝑽 = [𝑢, 𝑣, 𝑤]

1

𝜌

𝑫𝝆 

𝑫𝒕
+ 𝛻 ȉ 𝑉 = 0

Velocity divergence form of the mass 
continuity equation

Εξισώσεις διατήρησης της ορµής (διανυσµατική µορφή):

Αρχικά θεωρούµε 2D ροή V=V(x, y), η οποία 
µπορεί να µεταβάλλεται µε τον t

Επειδή το στρώµα είναι λεπτό η ρ µπορεί να θεωρηθεί σταθερή

Η: Ύψος επιφάνειας αναφοράς: 
Μέσο ύψος από επίπεδο αναφοράς

Επιφάνεια 
αναφοράς

H

Υποστηρικτικές σηµειώσεις 



1) Λεπτό στρώµα, µε οριζόντια έκταση L πολύ µεγαλύτερη 
της κατακόρυφης H: H << L. 

2) Οµοιογενές (σταθερή πυκνότητα: 𝝆 = 𝝆𝟎). 
3) Χωρίς τριβές.

Εξισώσεις διατήρησης της ορµής  
στην οριζόντια διεύθυνση:

𝐷𝑢 

𝐷𝑡
= −

1

𝜌଴ 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑣 + 𝑭𝒓𝒙

𝐷𝑣

𝐷𝑡
= −

1

𝜌଴ 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
− 𝑓𝑢 + 𝑭𝒓𝒚

0

0

x- διατήρηση ορµής

y-διατήρηση ορµής

Εξίσωση διατήρησης ορµής στην κατακόρυφη διεύθυνση:

𝐷𝑤

𝐷𝑡
= −

1

𝜌 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
− 𝑔 + 𝑭𝒓𝒛                                                                  ⇒

0

z-διατήρηση ορµής

~
𝑊

𝑇
~ 𝑊

1

𝑇
~ 𝑾

𝑈

𝐿
~

𝑼𝑯

𝑳

𝑈

𝐿
~

𝑈ଶ𝐻

𝐿ଶ
~

𝑈ଶ𝐻ଶ

𝐻𝐿ଶ
~

𝑈ଶ

𝑔𝐻

𝑯

𝑳

ଶ

∝ 𝛿ఈ
ଶ ≪ 1

Εξίσωση συνέχειας – ασυµπίεστο ρευστό:

1

𝜌

𝑫𝝆 

𝑫𝒕
+ 𝛻 ȉ 𝑉 = 0 ⇒ 𝛻 ȉ 𝑉 = 0 ⇒ 𝛻௴𝑢   +   

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0

𝑽 = 𝑢, 𝑣, 𝑤 , 𝒖 = 𝑢, 𝑣  

𝑈

𝐿
~

𝑊

𝐻
⇒ 𝑊~𝑈(

𝑯

𝑳
)

~
𝑈

𝐿
~

𝑊

𝐻

"Aspect ratio" 

Η κατακόρυφη ταχύτητα είναι πολύ 
µικρότερη από την οριζόντια

𝛻௴𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝛿ఈ
 =

𝐻

𝐿
≪ 1Aspect ratio

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌଴𝑔

Υδροστατική 
ισορροπία

(𝟏)

(𝟐)

(𝟑)

(𝟒)

2. Εξισώσεις σε ρηχό σύστηµα  



(𝟒) ⇒

⇒ 𝑝(ℎ) − 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = −𝜌଴𝑔(ℎ − 𝑧)

⇒ 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑝଴ + 𝜌଴𝑔(ℎ − 𝑧)

𝑧

ℎ

Στην επιφάνεια η πίεση p(h) οφείλεται στο βάρος 
υπερκείµενου στρώµατος αν αυτό υπάρχει και δεν 
µεταβάλλεται µε τον χρόνο και είναι σταθερή

Ολοκλήρωση από ύψος z 
έως h (επιφάνεια).

න 𝑑𝑝
௣(௛)

௣(௭)

= −𝜌଴𝑔 න 𝑑𝑧ᇱ
௛

௭

⇒ 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑝଴ + 𝜌଴𝑔 ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑡 − 𝑧 ⇒ ∇ு𝑝 = 𝜌଴𝑔∇୿ℎ
Η οριζόντια βαθµίδα της πίεσης είναι 
συνάρτηση της βαθµίδας του η και άρα 
είναι ανεξάρτητη του ύψους z.

⇒  

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑥
1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑦

=
𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝑔
𝜕ℎ

𝜕𝑦

Εποµένως ισχύει

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦

(𝟓)

“Η οριζόντια δύναµη βαροβαθµίδας οφείλεται µόνο σε κατακόρυφες µετατοπίσεις της ελεύθερης 
επιφάνειας.”

2. Εξισώσεις σε ρηχό σύστηµα  



(𝟏) ⇒

(𝟐) ⇒

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑦
− 𝑓𝑢

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥

1

𝜌଴

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦

(𝟓)

Αντικαθιστούµε στις εξισώσεις διατήρησης ορµής (οριζόντια 
διεύθυνση) τους όρους βαροβαθµίδας

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝑓𝑣 = −𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑢 = −𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦

(𝟔)
𝐷ு𝒖

𝐷𝑡
+ 𝒇 × 𝒖 = −𝑔𝛁𝒉

𝒖 = (𝑢, 𝑣)

Tο δεξιό µέλος της εξίσωσης (6) είναι ανεξάρτητο από το z επειδή h=h(x, y, t). Οπότε αν 
υποθέσουµε ότι αρχικά η οριζόντια ροή είναι ανεξάρτητη του z θα παραµένει έτσι, οπότε u, v=f(x ,y 

,t).  Οι όροι Coriolis, advection terms αλλά και οι όροι 
డ௨

డ௧
& డ௩

డ௧
= 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑡 . ˃ηλαδή σε κάθε 

µεταγενέστερη στιγµή η οριζόντια ροή θα τείνει να µη παρουσιάζει δοµή καθ’ ύψος.

Οριζόντια (βαροτροπική) ροή - απουσία δοµής στη κατακόρυφη διεύθυνση:

2. Εξισώσεις σε ρηχό σύστηµα  

𝐷ு

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦



Παρόλο που η οριζόντια ροή σε ένα SWE σύστηµα τείνει να µην έχει δοµή στην κατακόρυφη 
διεύθυνση, µπορεί να συντηρεί κατακόρυφη ταχύτητα w, η οποία είναι συνήθως µικρή και 
δίδεται από την εξίσωση συνέχειας:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 u, v = f(x, y, t)

න
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧

௛

଴

𝑑𝑧 = 0 ⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
න 𝑑𝑧

௛

଴

+ න
𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧

௛

଴

= 0

⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
ℎ + න 𝑑𝑤

௪(௛)

௪(଴)

= 0 ⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
ℎ + 𝑤 ℎ − 𝑤 0 = 0

⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
ℎ +

𝐷ℎ

𝐷𝑡
= 0 ⇒ 𝜂 ∇𝒖 +

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜵𝒉 = 0 

⇒
𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜵𝒉 + ℎ ∇𝒖 = 0 ⇒

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+  ∇ ȉ (ℎ𝒖) = 0

Επειδή είναι ανεξάρτητοι του z 
µπορούν να περάσουν εκτός 
ολοκληρώµατος.

Οι 2 πρώτοι όροι µπορεί να είναι ανεξάρτητοι του z, όµως τίποτα δεν 
εγγυάται ότι το άθροισµά τους θα είναι 0. Έτσι µια µικρή 
κατακόρυφη ταχύτητα µπορεί να µεταβάλλεται καθ’ ύψος.

Στον βυθό 

w(0)=0 w(h)=
஽௛

஽௧

Στην ελεύθερη  
επιφάνεια 

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+  ∇ ȉ (ℎ𝒖) = 0

𝐷ுℎ

𝐷𝑡
= −ℎ∇𝒖ή

Η κατακόρυφη ταχύτητα w έχει απαληφθεί από την τελική εξίσωση  
(αντικατάσταση από h). 
 
Η µεταβολή πάχους h του ρευστού ακολουθώντας τη ροή (material 
tendency) εξαρτάται από την απόκλιση της οριζόντιας ταχύτητας. 
 
Το πάχος αυξάνει όταν υπάρχει σύγκλιση (∇𝒖 <0) σε στήλη ρευστού 
εισάγοντας κατακόρυφη ταχύτητα στην κορυφή της στήλης.

⇒ (𝟕)

2. Εξισώσεις σε ρηχό σύστηµα  



3. Σύγκριση εξισώσεων ρηχού και πλήρους συστήµατος 

Εξισώσεις διατήρησης της ορµής:

𝐷𝑽 

𝐷𝑡
= −2𝛺 × 𝑽  −

1

𝜌
𝛻𝑝 + 𝑔⃗ + 𝐹𝑟

Εξίσωση συνέχειας: 

1

𝝆

𝐷𝝆 

𝐷𝑡
+ 𝛻 ȉ 𝑽 = 0

𝜕𝒉

𝜕𝑡
+  𝛻 ȉ (𝒉𝒖) = 0

𝐷ு𝒉

𝐷𝑡
= −𝒉𝛻𝒖 ή

𝐷ு𝒖

𝐷𝑡
+ 𝑓 × 𝒖 = −𝑔𝛻ℎ + 𝐹𝑟

(𝟔)

(𝟕)

Εξισώσεις διατήρησης της ορµής:

Εξίσωση συνέχειας: 

𝒖 = (𝑢, 𝑣)𝑽 = [𝑢, 𝑣, 𝑤]

Υπό προποθέσεις η Ατµόσφαιρα µπορεί 
να θεωρηθεί ως ρηχό σύστηµα.

Οι εξισώσεις διατήρησης της ορµής και η 
εξίσωση συνέχειας λαµβάνουν µια πιο 
απλή µορφή.

𝝆 𝒉



Σκοπός: Να παράξουµε µια εξίσωση η οποία θα µας δίνει τη µεταβολή του στροβιλισµού σε σύστηµα 
shallow water. 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑣 − 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ (𝑭𝒓𝒙)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑓𝑢 − 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ (𝑭𝒓𝒚)

(𝟔𝒂) ⇒

(𝟔𝒃) ⇒

𝜕(6𝑏)

𝜕𝑥
−

𝜕 6𝑎

𝜕𝑦
⇒

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑡
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑡
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑡𝜕𝑥
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑡

𝝏𝒗

𝝏𝒙
−

𝝏𝒖

𝝏𝒚
=

𝜕𝜻

𝜕𝑡
=

−
𝜕

𝜕𝑥
𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑦
𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝑔

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕 𝑓𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑓𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹௬

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹௫

𝜕𝑦

Term 1 Term 2 Term 3 Term 4

Σε ρηχό σύστηµα δεν περιλαµβάνεται όρος 
τριβής. Τον διατηρούµε εδώ για ... Μετέπειτα 
µελέτη.

𝜕𝜻

𝜕𝑡
= 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟏 + 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟐 + 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟑 + 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟒

Επεξεργαζόµαστε τις εξισώσεις κίνησης στην οριζόντια διεύθυνση 
ώστε να εµφανιστεί η κατακόρυφη συνιστώσα του σχετικού 
στροβιλισµού ζ και να υπολογίσουµε τη χρονική µεταβολή της:

4. Εξίσωση στροβιλισµού σε σύστηµα shallow water 

𝜁 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦 



𝜕𝜻

𝜕𝑡
= 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟏 + 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟐 + 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟑 + 𝑻𝒆𝒓𝒎 𝟒

𝐓𝐞𝐫𝐦 𝟏 = −
𝜕

𝜕𝑥
𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑦
𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

−
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕2𝑣

𝜕𝑥ଶ +
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝑣

𝜕2𝑢

𝜕𝑦ଶ =

− 𝑢
𝜕2𝑣

𝜕𝑥ଶ
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

− 𝑢
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥 
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦 
−

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

−𝒖 ȉ 𝜵𝑯𝜁 −
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜁

𝐓𝐞𝐫𝐦 𝟐 = −𝑔
𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0

𝐓𝐞𝐫𝐦 𝟑 = −
𝜕 𝑓𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑓𝑣

𝜕𝑦
= −𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝒖 ȉ 𝜵𝑯𝒇

4. Εξίσωση στροβιλισµού σε σύστηµα shallow water 



𝐓𝐞𝐫𝐦 𝟒 =
𝜕𝐹௬

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹௫

𝜕𝑦
= 𝐹

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −𝑢 ȉ 𝛻ு𝜁 −

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜁 − 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑢 ȉ 𝛻ு𝑓 + 𝐹 ⇒

𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢 ȉ 𝛻ு𝜁 = −𝑢 ȉ 𝛻ு𝑓 − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹 ⇒

(𝟖)

⇒    
𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −𝑢 ȉ 𝛻ு 𝜁 + 𝑓 − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹

Συµπέρασµα 1: Ο σχετικός στροβιλισµός (κατακόρυφη συνιστώσα του σχετικού στροβιλσµού) 
στοιχείου της Ατµόσφαιρας αλλάζει παρουσία µη συντηρητικών δυνάµεων (τριβών), χωρικών 
µεταβολών της παραµέτρου f ή απόκλισης στη οριζόντια ροή (2D).

(𝟗)𝐷ு𝜁

𝐷 𝑡
= −𝑢 ȉ 𝛻ு𝑓 − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹

Lagrangian rate of change of relative 
vorticity following the element of fluid 

Μη συντηρητικές 
δυνάµεις (τριβές)

Η απόκλιση δρα µόνο όταν το στοιχείο κατέχει ήδη απόλυτο στροβιλισµό στην κατακόρυφη 
διεύθυνση. Ο όρος µηδενίζεται σε πεδίο ταχυτήτων µηδενικής απόκλισης (non-divergent flow). 

Η παράµετρος Coriolis (πλανητικός στροβιλισµός) µεταβάλλεται µόνο στη µεσηµβρινή διεύθυνση.

4. Εξίσωση στροβιλισµού σε σύστηµα shallow water 



Συµπέρασµα 2: Ο απόλυτος στροβιλισµός η (κατακόρυφη συνιστώσα του απόλυτου στροβιλσµού) 
στοιχείου της Ατµόσφαιρας ακολουθώντας τη ροή αλλάζει παρουσία µη συντηρητικών δυνάµεων 
(τριβών) ή απόκλισης στη οριζόντια ροή (2D).

𝑫𝑯𝜻

𝑫 𝒕
= −𝑢 ȉ 𝛻ு𝑓 − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹 ⇒

𝝏𝜻

𝝏𝒕
+ 𝒖 ȉ 𝜵𝑯𝜻 = −𝑢 ȉ 𝛻ு𝑓 − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹 ⇒

𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢 ȉ 𝛻ு(𝜁 + 𝑓) = − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹 ⇒

𝜕(𝜁 + 𝑓)

𝜕𝑡
+ 𝑢 ȉ 𝛻ு(𝜁 + 𝑓) = − 𝜁 + 𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹 ⇒

Επεξεργασία της εξίσωσης (9) µας δίνει ανάλογη έκφραση για τον απόλυτο στροβιλισµό

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= 0

𝐷ு𝜼

𝐷 𝑡
= − 𝜻 + 𝒇

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐹

Lagrangian rate of change of 
relative vorticity following 
the element of fluid 

Μη συντηρητικές 
δυνάµεις (τριβές)

Η απόκλιση δρα µόνο όταν το στοιχείο κατέχει ήδη απόλυτο στροβιλισµό στην κατακόρυφη 
διεύθυνση. Ο όρος µηδενίζεται σε πεδίο ταχυτήτων µηδενικής απόκλισης (non-divergent flow). 

𝜼

(𝟏𝟎)

5. Εξίσωση µεταβολής απόλυτου στροβιλισµού σε σύστηµα shallow water 



Συµπέρασµα: Ακολουθώντας τη κίνηση ενός στοιχείου της Ατµόσφαιρας, ο δυναµικός στροβιλισµός 
διατηρείται. ˃ηλαδή, αν ο απόλυτος στροβιλισµός η αυξάνεται (µειώνεται) τότε το βάθος του 
στοιχείου h πρέπει επίσης να αυξάνεται (µειώνεται).  

Επιστρέφουµε στο ρηχό σύστηµα όπου δεν υπάρχουν όροι τριβής  

Ο δυναµικός στροβιλισµός σε ένα ρηχό σύστηµα (shallow water Potential Vorticity) λαµβάνει 
µια απλή µορφή και ορίζεται ως το πηλίκο του απόλυτου στροβιλισµού η µε το βάθος του στοιχείου 
του ρευστού h (Ατµόσφαιρα).

(𝟏𝟏)(𝟕) ⇒
𝐷ுℎ

𝐷𝑡
= −ℎ ∇ு𝒖  ⇒ ∇ு𝒖 = −

1

ℎ

𝐷ுℎ

𝐷𝑡

(𝟏𝟎) ⇒
𝐷ு𝜂

𝐷 𝑡
= −𝜂

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝜂 𝛻ு𝑢 =

𝜂

ℎ

𝐷ுℎ

𝐷𝑡
⇒

𝒖 = (𝑢, 𝑣)

𝐷ு𝜂

𝐷 𝑡
=

𝜂

ℎ

𝐷ு𝜂

𝐷𝑡
⇒

𝐷ு

𝐷𝑡
ℎ 

𝜂

ℎ
=

𝜂

ℎ

𝐷ு𝜂

𝐷𝑡
⇒

𝜂

ℎ

𝐷ு𝜂

𝐷𝑡
+ ℎ 

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜂

ℎ
=

𝜂

ℎ

𝐷ுℎ

𝐷𝑡
⇒ ℎ 

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜂

ℎ
= 0 ⇒  

ℎ ≠ 0

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜼

𝒉
=

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜻 + 𝒇

𝒉
=

𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0

Εξίσωση διατήρησης δυναµικού 
στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα 

Shallow water Potential Vorticity 
conservation 

(𝟏𝟐)

6. ˃ιατήρηση δυναµικού στροβιλισµού σε σύστηµα shallow water 

𝐷ு

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦



Σε αδιαβατικές µεταβολές ο στρόβιλος ο οποίος περιορίζεται µεταξύ των δυο ισεντροπικών επιφανειών θα 
συνεχίσει να περιορίζεται µεταξύ αυτών των επιφανειών.

7. Χρησιµότητα δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα 

Σε ρηχό σύστηµα ο απόλυτος στροβιλισµός στοιχείου-στήλης 
µεταβάλλεται καθώς αυτό εισέρχεται σε περιοχές της Ατµόσφαιρας 
που επικρατεί απόκλιση ή σύγκλιση της ροής (απουσία τριβής).

h

𝜃଴ 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

Ισεντροπική επιφάνεια

A
Για να µελετήσουµε το φαινόµενο θεωρούµε στοιχείο της 
ατµόσφαιρας σε κυλινδρικό σχήµα, το οποίο δύναται να 
περιστρέφεται (στρόβιλος ή  Lagrangian vortex). 
 
Έχει βάθος h και εκτείνεται µεταξύ δυο ισεντροπικών 
επιφανειών µε δυνητικές θερµοκρασίες 𝜃଴ & 𝜃଴ + 𝛿𝜃.  
Οι επιφάνειες απέχουν δP ή βάθος/ύψος h.

˃ύο υλικά σηµεία σε βάση και κορυφή θα 
διατηρούν την ίδια θ. Έτσι ο στρόβιλος θα 
περιορίζεται µεταξύ των ίδιων ισεντροπικών

𝐷ு𝜂

𝐷 𝑡
= −𝜂

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝝏𝒗

𝝏𝒚
= −𝜂 𝑫

𝑫 < 𝟎

Σύγκλιση 

Η σύγκλιση του πεδίου ταχύτητας συµπιέζει 
πλευρικά το στοιχείο. Αυξάνεται η περιστροφή. 

𝑫 > 𝟎

Το στοιχείο αλλάζει πάχος γιατί διατηρεί τη 
µάζα του µεταξύ των επιφανειών 

Η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας πλαταίνει 
πλευρικά το στοιχείο. Μειώνεται η περιστροφή.

Απόκλιση 

(𝟏𝟎)



Σε ανάλογο συµπέρασµα καταλήγουµε και από την εξίσωση 
διατήρησης του δυναµικού στροβιλισµού 𝑷𝑽𝒔𝒘

7. Χρησιµότητα δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα 

Vortex Shrinking 

Οι ισεντροπικές επιφάνειες αποµακρύνονται. 
 

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜼

𝒉
=

𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0

˃ιατηρείται ο δυναµικός στροβιλισµός. Έτσι ο απόλυτος στροβιλισµός µεταβάλλεται λόγω αλλαγής του 
βάθους του στοιχείου ανάλογα µε το αν υπόκεται σε τέντωµα ή συρρίκνωση (stretching or shrinking) .

Vortex Stretching 

h
𝜟𝒉 > 𝟎

𝜟𝒉 < 𝟎

Οι ισεντροπικές επιφάνειες πλησιάζουν. 

(𝟏𝟐)



1. ˃υναµικός στροβιλισµός σε σύστηµα shallow water 

Συµπέρασµα: Ακολουθώντας τη κίνηση ενός στοιχείου της Ατµόσφαιρας, ο δυναµικός στροβιλισµός 
διατηρείται. ˃ηλαδή, αν ο απόλυτος στροβιλισµός ζ αυξάνεται (µειώνεται) τότε το βάθος του στοιχείου h 
πρέπει επίσης να αυξάνεται (µειώνεται).  

Η παρακάτω εξίσωση έχει µεγάλη αξία για την πρόγνωση της µελλοντικής κατάστασης της 
ατµοσφαιρικής ροής: 

Ο δυναµικός στροβιλισµός σε ένα ρηχό σύστηµα λαµβάνει µια απλή µορφή και ορίζεται ως το πηλίκο 
του απόλυτου στροβιλισµού η µε το βάθος του στοιχείου του ρευστού h.

𝒖 = (𝑢, 𝑣)
𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜻 + 𝒇

𝒉
=

𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0

Shallow water Potential Vorticity 
conservation 

h
𝜟𝒉 > 𝟎

𝜟𝒉 < 𝟎

Vortex Stretching 

Vortex Shrinking 

𝜻 + 𝒇

𝒉
= 𝑷𝑽𝒔𝒘 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 

Θεωρούµε στήλη αέρα ύψους h µεταξύ δυο 
επιφανειών ίσης δυνητικής θερµοκρασίας 
(ισεντροπικών επιφανειών).



Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής δυτικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

8. Εφαρµογή 1: Μελέτη δυτικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 = 0 𝜁 > 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή δυτικής ροής η οποία 
συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

Κάτοψη της τροχιάς που ακολουθεί το 
στοιχείο του ρευστού στο επίπεδο (x, y) 

𝚨 𝚩 𝚪 𝚫 𝚬

Θέση Α:  Υποθέτουµε ότι το στοιχείο της Ατµόσφαιρας έχει µηδενικό σχετικό στροβιλισµό ζ.

Θέση Β:  Καθώς το στοιχείο πλησιάζει το εµπόδιο το βάθος της στήλης αυξάνεται πρόσκαιρα. Το  
                τέντωµα της στήλης προκαλεί αύξηση του η, η οποία πραγµατοποιείται εν µέρει µε αύξηση  
                του πλανητικού στροβιλισµού f και εν µέρει µε αύξηση του σχετικού στροβιλισµού ζ. 
 
                Ουσιαστικά, στο οριζόντιο επίπεδο η τροχιά του στοιχείου κάµπτεται προς τα βόρεια ώστε   
                να καµπυλωθεί κυκλωνικά (θετικός σχετικός στροβιλισµός ζ).                 

Vortex  
Stretching 

Vortex  
Shrinking 

Vortex  
Stretching 

Vortex  
Shrinking 

𝜁

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜼

𝒉
=

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜻 + 𝒇

𝒉
=

𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0



Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής δυτικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 = 0 𝜁 > 0 𝜁 < 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή δυτικής ροής η οποία 
συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

Η κυκλωνική ή αντικυκλωνική τροχιά στο 
επίπεδο (x, y), δηλαδή στο περιστρεφόµενο 
µε τη Γη σύστηµα, εξαρτάται από το 
πρόσηµο του σχετικού στροβιλισµού ζ. 

𝚨 𝚩 𝚪 𝚫 𝚬

Θέση Γ:  Το στοιχείο διασχίζει το εµπόδιο και το βάθος της στήλης µειώνεται. Η συρρίκνωση της             
                στήλης προκαλεί µείωση του η, η οποία πραγµατοποιείται εν µέρει µε µείωση του   
                πλανητικού στροβιλισµού f και εν µέρει µε µείωση του σχετικού στροβιλισµού ζ. 
 
                Ουσιαστικά, στο οριζόντιο επίπεδο (x, y) η τροχιά του στοιχείου κάµπτεται προς τα  
                νότια ώστε να καµπυλωθεί αντικυκλωνικά (αρνητικός σχετικός στροβιλισµός ζ).                 

Vortex  
Stretching 

Vortex  
Shrinking 

Vortex  
Stretching 

Vortex  
Shrinking 

𝜁

8. Εφαρµογή 1: Μελέτη δυτικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜼

𝒉
=

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜻 + 𝒇

𝒉
=

𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0



Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής δυτικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 = 0 𝜁 > 0 𝜁 < 0 𝜁 > 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή δυτικής ροής η οποία 
συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

𝚨 𝚩 𝚪 𝚫 𝚬

Θέση ˃:  Το στοιχείο έχει διασχίσει το εµπόδιο και έχει επανακτήσει βάθος στήλης όµοιο µε της  
                θέσης Β, όµως βρίσκεται σε πολύ χαµηλότερο γ.π. σε σχέση µε τη θέση Β. Έτσι στο µείγµα  
                του η η συνεισφορά του f είναι πλέον πολύ µικρότερη. Οπότε ο σχετικός στροβιλισµός ζ  
                πρέπει να αυξηθεί πολύ. 
 
                Ουσιαστικά, στο οριζόντιο επίπεδο (x, y) η τροχιά του στοιχείου κάµπτεται προς τα  
                βόρεια προκαλώντας κυκλωνική καµπύλωση στην τροχιά.          
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𝜁

Η κυκλωνική ή αντικυκλωνική τροχιά στο 
επίπεδο (x, y), δηλαδή στο περιστρεφόµενο 
µε τη Γη σύστηµα, εξαρτάται από το 
πρόσηµο του σχετικού στροβιλισµού ζ. 

8. Εφαρµογή 1: Μελέτη δυτικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜼

𝒉
=

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜻 + 𝒇

𝒉
=

𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0



Ουσιαστικά, όταν δυτική ροή προσπίπτει σε εµπόδιο οδηγεί αντικυκλωνική ροή στην προσήνεµη 
πλευρά, κυκλωνική ροή στην υπήνεµη πλευρά και κυµατοειδή ροή πιο µακριά. 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 = 0 𝜁 > 0 𝜁 < 0 𝜁 > 0 𝜁 < 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή δυτικής ροής η οποία 
συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

𝚨 𝚩 𝚪 𝚫 𝚬

Θέση Ε:  Κινούµενο το στοιχείο προς τα βόρεια θα φτάσει κάποια στιγµή στο γ. π. που είχε στην 
                θέση Α αλλά λόγω αδράνειας θα συνεχίσει να κινείται προς τα βόρεια. Καθώς ο f θα      
                αυξάνεται (το βάθος παραµένει σταθερό), θα πρέπει να µειωθεί ο ζ ώστε να διατηρηθεί ο  
                δυναµικός στροβιλισµός. Έτσι η τροχιά του στοιχείου θα καµπυλωθεί αντικυκλωνικά.  
                 
                Μετέπειτα, η διατήρηση του δυναµικού στροβιλισµού θα οδηγήσει σε κυµατοειδή τροχιά.
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𝜁

Η κυκλωνική ή αντικυκλωνική τροχιά στο 
επίπεδο (x, y), δηλαδή στο περιστρεφόµενο 
µε τη Γη σύστηµα, εξαρτάται από το 
πρόσηµο του σχετικού στροβιλισµού ζ. 

8. Εφαρµογή 1: Μελέτη δυτικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝐷ு

𝐷𝑡
 
𝜼

𝒉
=

𝐷ு
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𝜻 + 𝒇

𝒉
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𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘

𝐷𝑡
= 0



Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής ανατολικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

9. Εφαρµογή 2: Μελέτη ανατολικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 > 0 𝜁 = 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή ανατολικής ροής η 
οποία συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

Κάτοψη της τροχιάς που ακολουθεί το 
στοιχείο του ρευστού στο επίπεδο (x, y) 

𝚬 𝚫 𝚪 𝚩 𝚨

Θέση Α:  Υποθέτουµε ότι το στοιχείο της Ατµόσφαιρας έχει µηδενικό σχετικό στροβιλισµό ζ.

Θέση Β:  Καθώς το στοιχείο πλησιάζει το εµπόδιο το βάθος της στήλης αυξάνεται πρόσκαιρα. Το  
                τέντωµα της στήλης προκαλεί αύξηση του η, η οποία πραγµατοποιείται κυρίως µε αύξηση    
                του σχετικού στροβιλισµού ζ έναντι µικρότερης µείωσης του πλανητικού στροβιλισµού f. 
 
                Ουσιαστικά, στο οριζόντιο επίπεδο η τροχιά του στοιχείου κάµπτεται προς τα νότια ώστε   
                να καµπυλωθεί κυκλωνικά (θετικός σχετικός στροβιλισµός ζ).                 
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𝜁
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𝒉
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𝐷ு 𝑷𝑽𝒔𝒘
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= 0



Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής ανατολικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

9. Εφαρµογή 2: Μελέτη ανατολικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 < 0 𝜁 > 0 𝜁 = 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή ανατολικής ροής η 
οποία συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

𝚬 𝚫 𝚪 𝚩 𝚨
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𝜁

Θέση Γ:  Το στοιχείο διασχίζει το εµπόδιο και το βάθος της στήλης µειώνεται. Η συρρίκνωση της             
                στήλης προκαλεί µείωση του η ώστε να διατηρηθεί ο δυναµικός στροβιλισµός. Αυτή  
                πραγµατοποιείται εν µέρει µε αντικυκλωνική στροφή (ζ<0) και εν µέρει µε µείωση του  
                πλανητικού στροβιλισµού f καθώς η στήλη συνεχίζει να κινείται νότια. 
 
                Ουσιαστικά, στο οριζόντιο επίπεδο (x, y) η τροχιά του στοιχείου κάµπτεται προς τα  
                δυτικά ώστε να καµπυλωθεί αντικυκλωνικά (αρνητικός σχετικός στροβιλισµός ζ).                 

Η κυκλωνική ή αντικυκλωνική τροχιά στο 
επίπεδο (x, y), δηλαδή στο περιστρεφόµενο 
µε τη Γη σύστηµα, εξαρτάται από το 
πρόσηµο του σχετικού στροβιλισµού ζ. 
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Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής ανατολικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

9. Εφαρµογή 2: Μελέτη ανατολικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
𝑥

𝑧

𝜁 > 0 𝜁 < 0 𝜁 > 0 𝜁 = 0

𝑦

𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή ανατολικής ροής η 
οποία συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

𝚬 𝚫 𝚪 𝚩 𝚨
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𝜁

Θέση ˃:  Η αντικυκλωνική καµπύλωση της τροχιάς συνεχίζεται έως ότου η στήλη φτάσει κοντά         
                στην κορυφή της οροσειράς. Τότε πλέον να έχει αποκτήσει κυρίως µια κίνηση  
                προς τα δυτικά. Έπειτα το τέντωµα της στήλης οδηγεί σε αύξηση του η και άρα σε  
                κυκλωνική καµπύλωση της τροχιάς προς τα βόρεια (ανάπτυξη θετικού ζ). Η αύξηση του    
                πλανητικού στροβιλισµού f συνεπικουρεί στην αύξηση του η. 
 
                Ουσιαστικά, στο οριζόντιο επίπεδο (x, y) η τροχιά του στοιχείου κάµπτεται προς τα  
                βόρεια ώστε να καµπυλωθεί κυκλωνικά στη θέση ˃ (θετικός σχετικός στροβιλισµός ζ).                 

Η κυκλωνική ή αντικυκλωνική τροχιά στο 
επίπεδο (x, y), δηλαδή στο περιστρεφόµενο 
µε τη Γη σύστηµα, εξαρτάται από το 
πρόσηµο του σχετικού στροβιλισµού ζ. 
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Η εξίσωση διατήρησης δυναµικού στροβιλισµού σε ρηχό σύστηµα χρησιµεύει για τη µελέτη της 
εξέλιξης ατµοσφαιρικής ανατολικής ροής επάνω από εµπόδια, όπως αυτά της ορογραφίας.

9. Εφαρµογή 2: Μελέτη ανατολικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝜃଴ + 𝛿𝜃

𝜃଴ 
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𝜁 → 0 𝜁 > 0 𝜁 < 0 𝜁 > 0 𝜁 = 0
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𝑥

Κατακόρυφη κατατοµή στη διεύθυνση 
˃ύση – Ανατολή ανατολικής ροής η 
οποία συναντά εµπόδιο. Το βάθος του 
στοιχείου µεταβάλλεται καθώς 
υπόκειται σε αδιαβατική µεταβολή.  

𝚬 𝚫 𝚪 𝚩 𝚨
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𝜁

Θέση Ε:  Η µικρή µείωση στο ύψος της στήλης επιφέρει µικρή µείωση του απόλυτου στροβιλισµού η        
                καθώς αυτή αποµακρύνεται προς τη θέση Ε. Αυτή επιτυγχάνεται µε παρεµπόδιση της  
                συνιστώσας ροής προς τα βόρεια και εν µέρει µε µείωση του θετικού σχετικού 
                στροβιλισµού ζ→ 0.  ˃ηλαδή η ροή τείνει να ξαναγίνει αµιγώς ανατολική καθώς η στήλη  
                επιστρέφει στο αρχικό της γεωγραφικό πλάτος. 
 
                Μετέπειτα, η ροή θα παραµείνει ανατολική χωρίς να αναπτύξει κυµατοειδή τροχιά.                

Η κυκλωνική ή αντικυκλωνική τροχιά στο 
επίπεδο (x, y), δηλαδή στο περιστρεφόµενο 
µε τη Γη σύστηµα, εξαρτάται από το 
πρόσηµο του σχετικού στροβιλισµού ζ. 
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Επίδραση µεταβολής f µε το γ.π.: σε δυτική ροή µακριά από εµπόδιο επικρατή κυµατοειδής τροχιά στην 
κατάντη πλευρά ενώ για ανατολική ροή η αέρια µάζα επιστρέφει στο αρχικό γεωγραφικό πλάτος.

10. ˃ιαφορά ανατολικής και δυτικής ροής προσπίπτουσα σε εµπόδιο 

𝑧

𝑥

˃υτική Ροή

Ανατολική Ροή

Μακριά από το εµπόδιο στην 
κατάντη πλευρά: το h δεν αλλάζει 

𝑥

𝑥

𝑥

𝑧

𝑧

𝑧

𝜻 ↓

𝒇 ↑

𝒇 ↓

𝜻 ↑

Λόγω αδράνειας η στήλη θα κινηθεί βορειότερα του 
αρχικού γ.π. και θα αυξηθεί το f.  
 
˃ιατήρηση δυναµικού στροβιλισµού: επιβάλλει 
ανάπτυξη αντικυκλωνικής τροχιάς και στροφή προς νότια. 

Λόγω αδράνειας η στήλη θα κινηθεί νοτιότερα του 
αρχικού γ.π. και θα µειωθεί το f.  
 
˃ιατήρηση δυναµικού στροβιλισµού: επιβάλλει 
ανάπτυξη κυκλωνικής τροχιάς και στροφή προς βόρεια. 

Η στήλη θα κινείται σε κυµατοειδή τροχία στην κατάντη πλευρά 

𝒇 ↑

Καθώς η στήλη κινείται βορειότερα ερχόµενη από το 
σηµείο ˃ προς το σηµείο Ε, το ύψος της στήλης θα µειωθεί 
λίγο οπότε θα πρέπει και ο απόλυτος στροβιλισµός να 
µειωθεί. Επειδή κινείται ακόµη προς τα βόρεια θα αυξηθεί 
το f. Εποµένως ο σχετικός στροβιλσµός θα πρέπει να 
µειωθεί τείνοντας προς το µηδέν. 

𝜻 ↓

Η στήλη υπόκειται στην αντίστροφη διεργασία τεντώµατος στην 
κατάντη πλευρά σε σχέση µε τη διαδικασία συρρίκνωσης στην 
ανάντη πλευρά. Τελικά θα επιστρέψει θα έχει τον ίδιο δυναµικό 
στροβιλισµό όπως και πριν πλησιάσει στην οροσειρά. 

𝜂

ℎ
= 𝑷𝑽𝒔𝒘 =

𝑓௢

ℎ

𝑓௢

Μακριά από το εµπόδιο στην 
κατάντη πλευρά: το h δεν αλλάζει 



Σε ένα ρηχό σύστηµα που υπόκειται στην παραδοχή της βαροτροπικότητας, ο απόλυτος στροβιλισµός 
διατηρείται ακολουθώντας τη ροή.

11. Barotropic vorticity equation 

Παραδοχή βαροτροπικότητας – Barotropic Assumption: Το ρηχό σύστηµα µπορεί να απλοποιηθεί 
περισσότερο µε τη παραδοχή της βαροτροπικότητας, η οποία δεν επιτρέπει την εκδήλωση 
κατακόρυφης ταχύτητας w οπουδήποτε µέσα στο ρευστό και άρα και στην ελεύθερη επιφάνεια h

𝑤 ℎ =
𝐷ுℎ

𝐷𝑡
= 0

(𝟕) ⇒
𝐷ுℎ

𝐷𝑡
= −ℎ∇𝒖 = 0 ⇒ ∇𝒖 = 0 ⇒

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

(𝟏𝟑)

(𝟏𝟑) Η οριζόντια ροή δεν 
χαρακτηρίζεται από απόκλιση 

Νοn-divergent flow 

(𝟏𝟎) ⇒
𝐷ு𝜂

𝐷 𝑡
= −𝜂

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
⇒

𝐷ு𝜂

𝐷 𝑡
=

𝐷ு(𝜻 + 𝒇)

𝐷 𝑡
= 0

(𝟏𝟒)

Απόλυτος στροβιλισµός! 

Barotropic vorticity 
equation  

Εξίσωση βαροτροπικού 
στροβιλισµού 

Θα χρησιµοποιήσουµε αυτή την εξίσωση για να µελετήσουµε τη δυναµική φαινοµένων µεγάλης 
κλίµακας, όπως πχ γέννεση και διάδοση κυµάτων Rossby.



Συνήθως σε ισοβαρικούς χάρτες απεικονίζεται και το πεδίο του απόλυτου στροβιλισµού η µαζί µε τις 
ισουψείς καµπύλες επιτρέποντας την ανίχνευση των περιοχών µέγιστου και ελαχίστου στροβιλισµού.

12. Περιοχές ελάχιστου και µέγιστου απόλυτου στροβιλισµού 

Σε περιοχή trough, ο θετικός σχετικός 
στροβιλισµός ζ (λόγω κυκλωνικής 
καµπυλότητας ροής) προστίθεται στον 
πλανητικό στροβιλισµό f αυξάνοντας 
τον απόλυτο στροβισµό η. 

Απόλυτος στροβιλισµός η = f + ζ  &  γεωδυναµικά ύψη στα 500 hPa  

×  𝟏𝟎ି𝟓 𝒔𝒆𝒄ି𝟏

Τα βέλη δείχνουν την κατεύθυνση 
του ανέµου στο ισοβαρικό επίπεδο 
των 500 hPa. 

Στην ελεύθερη ατµόσφαιρα ο άνεµος 
είναι γεωστροφικός. Πνέει 
παράλληλα στις ισουψείς, έχοντας τα 
χαµηλά ύψη στα αριστερά του (στο 
Β. Ηµισφαίριο). 

𝜁  ~  10ିହ  𝑠𝑒𝑐ିଵ

𝑓 ~ 10ିସ   𝑠𝑒𝑐ିଵ

Σε περιοχές κυκλωνικής (αντικυκλωνικής) καµπυλότητας της ροής, διαµορφώνεται ένα µέγιστο (ελάχιστο) 
απόλυτου στροβιλισµού η ώστε συνολικά στοιχείο της ατµόσφαιρας να περιστρέφεται γύρω από τον τοπικό 
κατακόρυφο άξονα ταχύτερα (αργότερα) από γειτονικές περιοχές που δεν υπάρχει καµπυλότητα.

Σε περιοχή ridge, ο αρνητικός σχετικός 
στροβιλισµός ζ (λόγω αντικυκλωνικής 
καµπυλότητας ροής) προστίθεται στον 
πλανητικό στροβιλισµό f µειώνοντας 
τον απόλυτο στροβισµό η. 

Trough

𝜻 > 𝟎

𝜻 < 𝟎

Ridge

Μέγιστο η

Ελάχιστο η



13. Μεταφορά απόλυτου στροβιλισµού - ποιοτικά 

Απόλυτος στροβιλισµός η = f + ζ  &  γεωδυναµικά ύψη στα 500 hPa  

×  𝟏𝟎ି𝟓 𝒔𝒆𝒄ି𝟏

𝜁  ~  10ିହ  𝑠𝑒𝑐ିଵ

𝑓 ~ 10ିସ   𝑠𝑒𝑐ିଵ

PVA συµβαίνει συνήθως κατάντη (downstream) ενός µεγίστου στροβιλισµού ή ανάντη (upstream) ενός 
ελαχίστου στροβιλισµού η. NVA συµβαίνει συνήθως ανάντη ενός µεγίστου στροβιλισµού ή κατάντη ενός 
ελαχίστου στροβιλισµού η. 

Ο προσδιορισµός της µεταφοράς απόλυτου στροβιλισµού η σε χάρτες ανώτερης ατµόσφαιρας πληροφορεί 
για την εξέλιξη των συστηµάτων καιρού επιφανείας & των καιρικών συνθηκών που τα συνοδεύουν.

Στις κόκκινες περιοχές ο άνεµος 
κινείται από µια περιοχή υψηλότερου 
απόλυτου στροβιλισµού η προς µια 
περιοχή χαµηλότερου στροβιλισµού. 
Αυτές οι θέσεις αντιπροσωπεύουν 
περιοχές θετικής οριζόντιας 
µεταφοράς η ή αλλιώς Positive 
Vorticity Advection (PVA). 

Στις µπλε περιοχές ο άνεµος κινείται 
από µια περιοχή χαµηλότερου 
απόλυτου στροβιλισµού η προς µια 
περιοχή χαµηλότερου στροβιλισµού. 
Αυτές οι θέσεις αντιπροσωπεύουν 
περιοχές αρνητικής οριζόντιας 
µεταφοράς η ή αλλιώς Negative 
Vorticity advection (NVA). 

PVA

PVA

ΝVA



14. Μεταφορά απόλυτου στροβιλισµού – µαθηµατικός ορισµός 

PVA συνήθως συναντάται κατάντη ενός µεγίστου στροβιλισµού ή ανάντη ενός ελαχίστου στροβιλισµού η. 
NVA συνήθως συναντάται ανάντη ενός µεγίστου στροβιλισµού ή κατάντη ενός ελαχίστου στροβιλισµού η. 

− 𝒖  ȉ ∇𝒑𝜂 = − 𝒖 ∇𝒑𝜂 cos 𝝋

Vorticity Advection 

Μεταφορά Στροβιλισµού 

∇𝒑𝜂∇𝒑𝜂

∇𝒑𝜂

𝒖

− 𝒖  ȉ ∇𝒑𝜂 > 0

PVA

∇𝒑𝜂
𝒖

𝝋 > 𝟗𝟎𝟎
𝝋 < 𝟗𝟎𝟎

− 𝒖  ȉ ∇𝒑𝜂 < 0

NVA

Η οριζόντια µεταφορά στροβιλισµού είναι 
µηδενική όταν οι ισοπληθείς στροβιλισµού είναι 
παράλληλες µε τις ισουψείς της ισοβαρικής 
επιφάνειας (δηλ κάθετες στον άνεµο). 

Η οριζόντια µεταφορά στροβιλισµού 
είναι µη µηδενική όταν οι ισοπληθείς 
στροβιλισµού τέµνονται µε τις ισουψείς της 
ισοβαρικής επιφάνειας. 

Η γωνία φ υπολογίζεται από το διάνυσµα της 
ταχύτητας του ανέµου έως το διάνυσµα της 
βαθµίδας του η. Το τελευταίο είναι κάθετο 
στις ισοπληθείς στροβιλισµού µε φορά προς 
τις µεγαλύτερες τιµές. 



15. Παράδειγµα µεταφοράς απόλυτου στροβιλισµού 

Απόλυτος στροβιλισµός η = f + ζ  &  
γεωδυναµικά ύψη στα 500 hPa  

𝛻௣𝜂 =
𝜕𝜂

𝜕𝑥
ଙ̂ +

𝜕𝜂

𝜕𝑦
ଚ̂

− 𝑢  ȉ 𝛻௣𝜂 =
𝑚

𝑠

1

𝑠 𝑚
= 𝑠ିଶ Μονάδες οριζόντιας 

µεταφοράς 

×  𝟏𝟎ି𝟏𝟎 𝒔𝒆𝒄ି𝟐

PVA
Οριζόντια µεταφορά απόλυτου στροβιλισµού 
  &  γεωδυναµικά ύψη στα 500 hPa  

NVA

Οι περιοχές θετικής οριζόντιας µεταφοράς PVA 
(κόκκινο) περιορίζονται κυρίως κατάντη του 
µεγίστου του στροβιλισµού. 

Οι περιοχές αρνητικής οριζόντιας µεταφοράς ΝVA 
(κόκκινο) περιορίζονται κυρίως ανάντη του 
µεγίστου του στροβιλισµού. 



Ερώτηση: Ποια η χρησιµότητα του εντοπισµού περιοχών PVA & NVA;

16. Μεταφορά στροβιλισµού και απόκλιση στην ανώτερη Ατµόσφαιρα  

Εξαιτίας της περιοχής PVA µπροστά από την 
trough το πεδίο στροβιλισµού κινείται προς τα 
ανατολικά. 

A

PVA

Έτσι αν θεωρήσουµε στήλη στη θέση Α, θα 
πρέπει να αναµένουµε η περιστροφή του αέρα 
εντός της  να γίνει πιο γρήγορη καθώς το 
µέγιστο του στροβιλισµού κινείται προς την 
περιοχή του σηµείου Α.

Eulerian column: Στήλη αέρα 
βρίσκεται στο σηµείο Α. 

Απάντηση: Η ύπαρξη απόκλισης (σύγκλισης) στην 
ανώτερη ατµόσφαιρα σχετίζεται µε αύξηση (µείωση) 
στροβιλισµού και PVA (NVA) στην περιοχή των 500 hPa.

Εκροή αέρα (απόκλιση) στα 300 hPa επάνω από τη στήλη µειώνει 
την επιφανειακή πίεση. Τα τοιχώµατα συγκλίνουν, αυτή εκτείνεται 
προς τα πάνω (ανοδικά ρεύµατα) και περιστρέφεται ταχύτερα. 

Η εκτίµηση µεταφοράς στροβιλισµού γίνεται στα 500 hPa. Η 
ανίχνευση PVA/NVA βοηθά τον εντοπισµό απόκλισης στην 
ανώτερη Τροπόσφαιρα. 



17. Μεταφορά στροβιλισµού και σχετιζόµενες καιρικές συνθήκες  

Στην κατάντη (ανάντη) πλευρά µεγίστου στροβιλσµού επικρατεί 
PVA (NVA), η οποία σχετίζεται µε απόκλιση (σύγκλιση) στα 
ανώτερα στρώµατα.  

Περιοχή µε PVA (NVA) σχετίζεται µε ισχυρές ανοδικές 
(καθοδικές) κινήσεις, νεφοποίηση (νεφοδιάλυση) και βροχές 
(αίθριο καιρό). 

˗ς εκ τούτου κυκλώνες (αντικυκλώνες) δηµιουργούνται ή 
ενισχύονται σε περιοχές µε PVA (NVA) στην κατάντη (ανάντη) 
περιοχή µιας trough. 

Στην επιφάνεια, ως αποτέλεσµα δηµιουργίας κυκλώνα 
(αντικυκλώνα) παρατηρείται απόκλιση (σύγκλιση) σε περιοχές 
µε PVA (NVA). 

Όταν µια trough πλησιάζει µια περιοχή όπου υπάρχει µετωπική 
επιφάνεια, θα υπάρξει κυκλογένεση µε το κέντρο του 
βαροµετρικού χαµηλού ακριβώς κάτω από την περιοχή PVA στα 
500 hPa. 

Συµπερασµατικά ο εντοπισµός περιοχών µεταφοράς απόλυτου 
στροβιλισµού παρέχει πολύτιµες πληροφορίες για την εξέλιξη 
της δοµής της Ατµόσφαιρας. 

PVAΝVA



Η δυτική ροή στην ανώτερη Τροπόσφαιρα οργανώνεται σε κυµατοειδή µορφή, η οποία παρουσιάζει 
διαδοχικά trough και ridges.

18. Μεταφορά στροβιλισµού σε κυµατοειδή τροχιά κίνησης (κύµατα Rossby) 

𝜁 =  
𝑣

𝑅
  −   

𝜕𝑣

𝜕𝑛

NVA

Ο απόλυτος στροβιλισµός η είναι µικρότερος 
του πλανητικού λόγω αντικυκλωνικού 
σχετικού στροβιλισµού (ζ<0). 

Ο απόλυτος στροβιλισµός η είναι µεγαλύτερος του 
πλαντητικού λόγω κυκλωνικού σχετικού στροβιλισµού (ζ>0). 

Trough

RidgeRidge

Απόκλιση στην ανώτερη 
Τροπόσφαιρα 

Σύγκλιση στην ανώτερη 
Τροπόσφαιρα 

NVA PVAPVA

η = f + ζ 

Πολλές φορές σε ένα χάρτη σταθερής πίεσης (ισοβαρικό χάρτη), σχεδιάζονται οι ισοπληθείς 
απόλυτου στροβιλισµού ως διακεκοµµένες γραµµές. Περιοχές ελάχιστου στροβιλισµού 
συµβολίζονται µε Ν, ενώ περιοχές µέγιστου στροβιλισµού µε X.

Ν Ν

X

Αµελούµε εδώ την 
επίδραση του στροβιλισµού 
διάτµησης 

Απεικόνιση η στα 
500 hPa 



19. Εφαρµογή 

Να αναγνωριστούν µέγιστα και ελάχιστα στροβιλισµού, λόγω κυκλωνικής και αντικυκλωνικής 
καµπυλότητας της ροής καθώς και περιοχές PVA & NVA.

𝜁 =  
𝑣

𝑅
  −   

𝜕𝑣

𝜕𝑛



19. Εφαρµογή 

Να αναγνωριστούν µέγιστα και ελάχιστα στροβιλισµού, λόγω κυκλωνικής και αντικυκλωνικής 
καµπυλότητας της ροής καθώς και περιοχές PVA & NVA.

X

N

N
PVA

PVA

NVA

NVA


