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1 Νόµος του Coulomb - Ηλεκτρικό Πεδίο

1.1 Νόµος Coulomb

• ∆ιατύπωση του νόµου.

Ας ϑεωρήσουµε ϕορτίο q1 στο σηµείο P1 και ϕορτίο q2 στο σηµείο P2. Η ηλεκτρική

δύναµη την οποία ασκεί το ένα ϕορτίο στο άλλο είναι :

⋆ Ανάλογη του γινοµένου των απολύτων τιµών των ϕορτίων.

⋆ Αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης µεταξύ των ϕορτίων.

⋆ ΄Εχει διεύθυνση την ευθεία που ορίζουν τα δύο ϕορτία.

⋆ Είναι απωστική εάν τα ϕορτία είναι οµόσηµα.

⋆ Είναι ελκτική εάν τα ϕορτία είναι ετερόσηµα.

~F12 = k
q1q2

r2
r̂, k =

1

4πε0

= 10−7c2Nt s2

C2

όπου r είναι η απόσταση µεταξύ των δύο ϕορτίων και r̂ το µοναδιαίο άνυσµα στην

κατεύθυνση από το ϕορτίο q1 στο ϕορτίο q2 .

• Η δύναµη Coulomb ικανοποιεί τον νόµο δράσης αντίδρασης.

• Σε ένα σύστηµα αναφοράς

r = | ~r2 − ~r1 |=
√

(~r2 − ~r1) · (~r2 − ~r1), r̂ =
~r2 − ~r1

r
=

~r2 − ~r1

| ~r2 − ~r1 |

• και εποµένως

~F12 =
1

4πε0

q1q2

r2
r̂ =

q1q2

4πε0

~r2 − ~r1

| ~r2 − ~r1 |3
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Σχήµα 1: Η δύναµη µεταξύ δύο ϕορτίων είναι απωστική (ελκτική) εάν τα ϕορτία είναι

οµόσηµα (ετερόσηµα).

1.2 Επαλληλία

Εάν ϑεωρήσουµε ϕορτία q1, q2, . . . qn στίς ϑέσεις ~r1, ~r2, . . . ~rn, αντίστοιχα τότε η δύναµη

που ασκείται σε ϕορτίο q στην ϑέση ~r είναι το ανυσµατικό άθροισµα των δυνάµεων που

ασκεί κάθε ένα εκ των ϕορτίων στο ϕορτίο q

~Fq = 1
4πε0

qq1

r
2

1

r̂1 + 1
4πε0

qq2

r
2

2

r̂2 + · · · + 1
4πε0

qqn

r
2
n

r̂n

= qq1

4πε0

~r−~r1

|~r−~r1|3 + · · · + qqn

4πε0

~r−~rn

|~r−~rn|3

=
i=n
∑

i=1

qqi

4πε0

~r−~ri

|~r−~ri|3

όπου προφανώς ri είναι η απόσταση του ϕορτίου qi από το ϕορτίο q και r̂i το µοναδιαίο

άνυσµα µε κατεύθυνση από το ϕορτίο q στο ϕορτίο qi.

1.3 Ηλεκτρικό Πεδίο

• Το ηλεκτρικό πεδίο σε ένα σηµείο του χώρου ισούται µε την ηλεκτρική δύναµη

την οποίαν δέχεται ϕορτίο q στο σηµείο αυτό προς το ϕορτίο (δύναµη ανά µονάδα

ϕορτίου)

~E =
~Fq

q

• Φορτίο q ευρισκόµενο σε ηλεκτρικό πεδίο εντάσεως ~E δέχεται δύναµη
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~F = q ~E

• Ηλεκτρικό πεδίο Coulomb

Ηλεκτρικό ϕορτίο q στο σηµείο ~rq δηµιουργεί ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο

~E(~r) =
q

4πε0

~r − ~rq

| ~r − ~rq |3

• Επαλληλία

Το ηλεκτρικό πεδίο το οποίο δηµιουργούν ϕορτία q1, q2, . . . qn στίς ϑέσεις ~r1, ~r2, . . . ~rn,

αντίστοιχα
~E(~r) = 1

4πε0

q1

r
2

1

r̂1 + 1
4πε0

q2

r
2

2

r̂2 + · · · + 1
4πε0

qn

r
2
n
r̂n

= q1

4πε0

~r−~r1

|~r−~r1|3 + · · · + qn

4πε0

~r−~rn

|~r−~rn|3

=
i=n
∑

i=1

qi

4πε0

~r−~ri

|~r−~ri|3

1.4 Συνεχείς κατανοµές ϕορτίου

• Γραµµική κατανοµή

dq(~r ′) = λ(~r ′)dl(~r ′), ~r ′ ∈ C

• Επιφανειακή κατανοµή

dq(~r ′) = σ(~r ′)ds(~r ′), ~r ′ ∈ S

• Χωρική κατανοµή

dq(~r ′) = ̺(~r ′)dl(~r ′), ~r ′ ∈ V

Οι ποσότητες λ, σ, ̺, καλούνται, γραµµική, επιφανειακή και χωρική, πυκνότητες

ϕορτίου αντίστοιχα.

• Το στοιχειώδες ηλεκτρικό πεδίο σε ένα σηµείο του χώρου ~r

d ~E(~r) =
dq(~r ′)

4πε0

~r − ~r ′

(| ~r − ~r ′ |)3
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• Το ολικό ηλεκτρικό πεδίο σε ένα σηµείο του χώρου ~r

~E(~r) =











































1
4πε0

∫

C

λ(~r′)(~r−~r ′)
(|~r−~r ′|)3 dl(~r ′)

1
4πε0

∫

S

σ(~r ′)(~r−~r ′)
(|~r−~r ′|)3 ds(~r ′)

1
4πε0

∫

V

̺(~r ′)(~r−~r ′)
(|~r−~r ′|)3 dv(~r ′)

Προφανώς στην περίπτωση που έχουµε διακριτά ϕορτία και πολλές συνεχείς κατανοµές

διαφόρων µορφών η επαλληλία µας δίνει πάλι το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο.
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1.5 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1.

Κυκλικός δακτύλιος ακτίνας R ϕέρει οµογενή γραµµική κατανοµή ϕορτίου πυκνότη-

τος λ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο στα σηµεία του άξονα του δακτυλίου, δηλαδή

στα σηµεία της ευθείας η οποία είναι κάθετη στο επίπεδο του δακτυλίου και

διέρχεται από το κέντρο του.

Λύση.

Θεωρώντας τον δακτύλιο στο επίπεδο x − y µε το κέντρο του στην αρχή των αξόνων, τα

σηµεία του παρίστανται από τα ανύσµατα

~r′ = R cosϕ′̂i + R sinϕ′ĵ

όπου 0 ≤ ϕ′ ≤ 2π, η γωνία του ανύσµατος µε τον άξονα x.

Τα σηµεία του άξονα επί του οποίου Ϲητούµε το ηλεκτρικό πεδίο είνα τα σηµεία του άξονα

z παριστάµενα από τα ανύσµατα ~r = zk̂.

Το ηλεκτρικό πεδίο που δηµιουργεί στοιχειώδες ϕορτίο επί του δακτυλίου δίνεται από την

σχέση

d ~E(~r) =
dq(~r′)

4πε0

~r − ~r′

(| ~r − ~r′ |)3

όπου

dq(~r′) = λ(~r′)dl(~r′) = Rλdϕ′

και

~r − ~r′ = −R cosϕ′̂i − R sinϕ′ĵ + zk̂, | ~r − ~r′ |= (R2 + z2)1/2

Εποµένως το ολικό ηλεκτρικό πεδίο στο τυχαίο σηµείο P του άξονα z δίνεται από το

ολοκλήρωµα

~E(~r) = 1
4πε0

∫

C

λ(~r′)(~r−~r′)
(|~r−~r′|)3 dl(~r′)

= λR
4πε0

∫

2π

0

−R cosϕ′ î−R sinϕ′ĵ + zk̂
(R2+z2)3/2

dϕ′

= λRz2π
4πε0

1
(R2+z2)3/2

k̂

=
λRz

2ε0

1

(R2 + z2)3/2
k̂ =

Qδz

4πε0

1

(R2 + z2)3/2
k̂
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Σχήµα 2: Το στοιχειώδες ϕορτίο dq = Rλdϕ′ δηµιουργεί στο σηµείο P το στοιχειώδες

ηλεκτρικό πεδίο d ~E. Το ολικό πεδίο ευρίσκεται µε ολοκλήρωση σε όλο το µήκος του

δακτυλίου.

όπου Qδ = λ2πR το συνολικό ϕορτίο της κατανοµής.

Παρατηρήσεις

• Εάν | z |≫ R τότε

~E(~r) =
Qδ

4πε0

sign(z)

z2
k̂

δηλαδή το ηλεκτρικό πεδίο τείνει στο πεδίο Coulomb που οφείλεται στο ολικό ϕορτίο

της κατανοµής εάν αυτό ευρίσκετο στην αρχή των αξόνων. (Σε αποστάσεις πολύ

µεγαλύτερες της ακτίνας χάνονται οι λεπτοµέρειες της γεωµετρίας της κατανοµής.)

• Γενικώτερα για µή οµογενή κατανοµή λ(ϕ′) σε τµήµα δακτυλίου ϕ1 ≤ ϕ′ ≤ ϕ2:

~E(~r) = Ex(~r)̂i + Ey(~r)ĵ + Ez(~r)k̂

όπου

Ex(~r) = R2

4πε0

∫

ϕ2

ϕ1

−λ(ϕ′) cosϕ′

(R2+z2)3/2
dϕ′

Ey(~r) = R2

4πε0

∫

ϕ2

ϕ1

−λ(ϕ′) sinϕ′

(R2+z2)3/2
dϕ′

Ez(~r) = Rz
4πε0

∫

ϕ2

ϕ1

λ(ϕ′)

(R2+z2)3/2
dϕ′
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Παράδειγµα 2.

Κυκλικός δίσκος ακτίνας R ϕέρει οµογενή επιφανειακή κατανοµή ϕορτίου πυκνότη-

τος σ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο στα σηµεία του άξονα του δίσκου, δηλαδή

στα σηµεία της ευθείας η οποία είναι κάθετη στο επίπεδο του δίσκου και διέρχε-

ται από το κέντρο του.

Λύση.

Θεωρώντας τον δίσκο στο επίπεδο x− y µε το κέντρο του στην αρχή των αξόνων, τα σηµεία

του παρίστανται από τα ανύσµατα

~r′ = r′ cosϕ′̂i + r′ sinϕ′ĵ

όπου 0 ≤ ϕ′ ≤ 2π, η γωνία του ανύσµατος µε τον άξονα x και 0 ≤ r′ ≤ R.

Τα σηµεία του άξονα επί του οποίου Ϲητούµε το ηλεκτρικό πεδίο είνα τα σηµεία του άξονα

z παριστάµενα από τα ανύσµατα ~r = zk̂.

Το ηλεκτρικό πεδίο που δηµιουργεί στοιχειώδες ϕορτίο επί του δακτυλίου δίνεται από την

σχέση

d ~E(~r) =
dq(~r′)

4πε0

~r − ~r′

(| ~r − ~r′ |)3

όπου

dq(~r′) = σ(~r′)ds(~r′) = σr′dr′dϕ′

και

~r − ~r′ = −r′ cosϕ′̂i − r′ sinϕ′ĵ + zk̂, | ~r − ~r′ |= (r′2 + z2)1/2

Εποµένως το ολικό ηλεκτρικό πεδίο στο τυχαίο σηµείο P του άξονα z δίνεται από το

ολοκλήρωµα

~E(~r) = 1
4πε0

∫

S

λ(~r′)(~r−~r′)
(|~r−~r′|)3 ds(~r′)

= σ
4πε0

∫

R

0

∫

2π

0

−r′ cosϕ′ î− r′ sinϕ′ĵ + zk̂
(r′2+z2)3/2

r′dr′dϕ′.

Η ϕ′ ολοκλήρωση γίνεται απλά µηδενίζοντας τις συνιστώσες στο επίπεδο και δίνοντας

~E(~r) =
σz2π

4πε0

k̂

∫ R

0

r′

(r′2 + z2)3/2
dr′.

Το ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα µε την αλλαγή µεταβλητής t = r′2 ⇒ 2r′dr′ = dt,

∫ R

0

r′

(r′2 + z2)3/2
dr′ =

1

2

∫ R2

0

1

(t + z2)3/2
dt = − 1

(t + z2)1/2

∣

∣

∣

R2

0
=

1

| z | −
1√

R2 + z2
.
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Σχήµα 3: Ο δακτύλιος ακτίνας r′ και στοιχειώδους πάχους dr′ έχει ϕορτίο δQδ και

δηµιουργεί στο σηµείο P το στοιχειώδες ηλεκτρικό πεδίο d ~E. Το ολικό πεδίο ευρίσκε-

ται µε ολοκλήρωση σε όλο το εύρος των ακτίνων των στοιχειωδών δακτυλίων 0 ≤ r′ ≤ R.

Εποµένως

~E(~r) =
σ

2ε0

(

z

| z | −
z√

R2 + z2

)

k̂ =
Q∆

2πR2ε0

(

z

| z | −
z√

R2 + z2

)

k̂

όπου Q∆ = σπR2 το συνολικό ϕορτίο της κατανοµής.

Παρατηρήσεις

• Το ηλεκτρικό πεδίο µπορεί να υπολογισθεί και ϑεωρώντας το ηλεκτρικό πεδίο σ-

τοιχειωδών δακτυλίων ακτίνας r′, πάχους dr′ και αθροίζοντας ώστε να σαρωθεί όλος

ο δίσκος, 0 ≤ r′ ≤ R. Σύµφωνα µε το προηγούµενο παράδειγµα το ηλεκτρικό πεδίο

κάθε τέτοιου δακτυλίου είναι :

d ~E(~r) =
δQδz

4πε0

1

(r′2 + z2)3/2
k̂

όπου δQδ = σ2πr′dr′. Εποµένως το ολικό ηλεκτρικό πεδίο ευρίσκεται µε ολοκ-

λήρωση της ανωτέρω έκφρασης µεταξύ των ορίων του r′:

~E(~r) =

∫ R

0

d ~E(~r) =
σz2π

4πε0
k̂

∫ R

0

r′

(r′2 + z2)3/2
dr′

δηλαδή το ολοκλήρωµα το οποίο υπολογίσθηκε προηγουµένως, οδηγώντας προ-

ϕανώς στο αυτό αποτέλεσµα.

• Εάν | z |≫ R τότε
z√

R2 + z2
=

z

| z |

(

1 − R2

2 z2

)
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οπότε

~E(~r) =
Q∆

4πε0

sign(z)

z2
k̂

δηλαδή και σε αυτήν την περίπτωση, το ηλεκτρικό πεδίο τείνει στο πεδίο Coulomb

που οφείλεται στο ολικό ϕορτίο της κατανοµής εάν αυτό ευρίσκετο στην αρχή των

αξόνων. (Σε αποστάσεις πολύ µεγαλύτερες της ακτίνας χάνονται οι λεπτοµέρειες της

γεωµετρίας της κατανοµής.)

• Γενικώτερα για µή οµογενή κατανοµή σ(r′, ϕ′) σε τµήµα δίσκου r1 ≤ r′ ≤ r2,

ϕ1 ≤ ϕ′ ≤ ϕ2:

~E(~r) = Ex(~r)̂i + Ey(~r)ĵ + Ez(~r)k̂

όπου

Ex(~r) = 1
4πε0

∫

r2

r1

∫

ϕ2

ϕ1

−σ(r′, ϕ′)r′2 cosϕ′

(r′2+z2)3/2
dr′dϕ′

Ey(~r) = 1
4πε0

∫

r2

r1

∫

ϕ2

ϕ1

−σ(r′, ϕ′)r′2 sinϕ′

(r′2+z2)3/2
dr′dϕ′

Ez(~r) = z
4πε0

∫

r2

r1

∫

ϕ2

ϕ1

σ(r′ ϕ′)r′

(r′2+z2)3/2
dr′dϕ′

Προβλήµατα.

1. Σε ϱάβδο αµελητέας διατοµής και µήκους L υπάρχει οµοιόµορφη κατανοµή ϕορτίου

λ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο. Να γραφεί το άνυσµα ~E(~R) εάν η

ϱάβδος τοποθετηθεί επί του άξονα z καταλαµβάνοντας το ευθύγραµµο τµήµα 0 ≤ z ≤ L.

2. Σε ϱάβδο αµελητέας διατοµής και απείρου µήκους υπάρχει οµοιόµορφη κατανοµή

ϕορτίου λ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο. Να γραφεί το άνυσµα

~E(~r) εάν η ϱάβδος τοποθετηθεί επί του άξονα z καταλαµβάνοντας το ευθύγραµµο τµή-

µα −∞ < z < ∞.

3. Τα αυτά ερωτήµατα να απαντηθούν για οµοιόµορφη γραµµική κατανοµή ϕορτίου λ

σε ηµιευθεία (0 ≤ z < ∞). Να ευρεθούν τα σηµεία του χώρου στα οποία το ηλεκτρικό

πεδίο σχηµατίζει γωνία 45◦ µε την ευθεία της κατανοµής.

4. Σε δακτύλιο ακτίνας R ο οποίος είναι τοποθετηµένος στο επίπεδο x − y, µε το κέντρο

του στην αρχή των αξόνων, υπάρχει γραµµική κατανοµή ϕορτίου λ(ϕ) = λ0 sinϕ, όπου

ϕ η γωνία της ακτίνας που διέρχεται από κάθε σηµείο του µε τον άξονα x. Ποίο είναι το

ολικό ϕορτίο της κατανοµής; Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο στα σηµεία του άξονα του

δακτυλίου. Να συζητηθεί η συµπεριφορά του ηλεκτρικού πεδίου όταν | z |≫ R

5. Σε κυκλική στεφάνη, η οποία τοποθετείται όπως περιγράφεται στο προηγούµενο

πρόβληµα, η οποία καθορίζεται από R1 ≤ r ≤ R2 υπάρχει επιφανειακή πυκνότητα
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ϕορτίου σ(r, ϕ) = rcosϕ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο στα σηµεία του άξονα του

δακτυλίου. Να συζητηθεί η συµπεριφορά του ηλεκτρικού πεδίου όταν | z |≫ R2
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2 Ο Νόµος του Gauss

Η ϱοή του ηλεκτρικού πεδίου από µία στοιχειώδη επιφάνεια είναι :

∆Φ = ~E(P ) · n̂∆A,

όπου P ένα σηµείο της στοιχειώδους επιφάνειας, n̂ το µοναδιαίο άνυσµα το κάθετο στην

επιφάνεια και ∆A το εµβαδόν αυτής.

Η ϱοή του ηλεκτρικού πεδίου από µία επιφάνεια S δίνεται από το ολοκλήρωµα:

Φ =

∫

S

~E · n̂da.

και συµβολίζεται Φ =
∮

S
~E · n̂da εάν η επιφάνεια είναι κλειστή, όπου τώρα το µοναδιαίο

άνυσµα n̂ είναι αυτό που δείχνει προς το εξωτερικό της περιοχής που καθορίζει η κλειστή

επιφάνεια.

Για το πεδίο Coulomb (σηµειακού ϕορτίου q ) η ϱοή του πεδίου από στοιχειώδη

επιφάνεια εξαρτάται µόνο από την στερεά γωνία υπό την οποίαν το ϕορτίο ¨βλέπει¨ την

επιφάνεια,

∆Φ =
q

4πε0

1

r2
r̂ · n̂∆A =

q

4πε0

1

r2
r2∆Ω =

q

4πε0

∆Ω.

Αυτό έχει ως συνέπεια :

Φ =

∮

S

~E · n̂da =











q
ε0

, q ∈ V (S)

0, q /∈V (S).

Η αρχή της επαλληλίας επάγει τον νόµο της ηλεκτρικής ϱοής (Gauss) :

Η ϱοή του ηλεκτρικού πεδίου από µία κλειστή επιφάνεια ισούται µε το ϕορτίο που

περικλείει η επιφάνεια αυτή προς ε0.
∮

S(V )

~E · n̂da =
QV

ε0

Ο ανωτέρω νόµος οδηγεί στην πρώτη εξίσωση της ηλεκτροστατικής µε την χρήση του

ϑεωρήµατος Gauss:
∫

V

~∇ · ~Edυ =

∮

S(V )

~E · n̂da

Πράγµατι εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα, το αριστερό µέλος του νόµου της ηλεκτρικής ϱοής

γράφεται ως ένα ολοκλήρωµα στην περιοχή του χώρου η οποία περικλείεται από την

κλειστή επιφάνεια ενώ το δεξιό µέλος γράφεται :

QV

ε0
=

1

ε0

∫

V

̺dυ,
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Σχήµα 4: Η ϱοή του ηλεκτρικού πεδίου από στοιχειώδες τµήµα ∆Ai επιφάνειας S ορίζεται

ως : ∆Φi = ~Ei ·∆ ~Ai όπου ~Ei το ηλεκτρικό πεδίο σε σηµείο του τµήµατος και ∆ ~Ai άνυσµα

κάθετο στην επιφάνεια στο σηµείο αυτό µέτρου ίσου µε το εµβαδόν αυτής ∆ ~Ai = n̂∆Ai.

Σχήµα 5: Η ϱοή του πεδίου σηµειακού ηλεκτρικού ϕορτίου από στοιχειώδη επιφάνεια

εξαρτάται µόνο από την στερεά γωνία υπό την οποίαν το ϕορτίο ¨βλέπει¨ την επιφάνεια.

όπου ̺ η χωρική πυκνότητα ϕορτίου. Εποµένως :

∫

V

~∇ · ~Edυ =
1

ε0

∫

V

̺dυ.

Για να ισχύει η ανωτέρω σχέση για κάθε περιοχή του χώρου V , πρέπει οι ολοκληρωτέες

συναρτήσεις να είναι ίσες και εποµένως :

~∇ · ~E =
̺

ε0

Παράδειγµα 3. Σφαίρα ακτίνας a είναι ϕορτισµένη µε οµογενή χωρική κατανοµή

ϕορτίου πυκνότητος κ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο.

Λύση.

Το πρόβληµα έχει σφαιρική συµµετρία, δηλαδή:

~E(~r) = E(r)r̂,
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σε σύστηµα αναφοράς µε αρχή το κέντρο της σφαιρικής κατανοµής. Λόγω της µορφής

του ηλεκτρικού πεδίου, αυτό µπορεί να υπολογισθεί µε την εφαρµογή του νόµου της

ηλεκτρικής ϱοής (Gauss). Η ϱοή του ηλεκτρικού πεδίου από οιαδήποτε σφαίρα ακτίνας r

µε κέντρο το κέντρο της συµµετρίας (αρχή των αξόνων) δίνεται πολύ απλά από την σχέση :

ΦS(r) =

∮

S(r)

E(r)r̂ · r̂da = E(r)4πr2, (da = r2dΩ, dΩ = sinθdθdϕ),

οπότε ο νόµος της ηλεκτρικής ϱοής δίνει :

4πr2E(r) =
QV (r)

ε0
⇒ E(r) =

1

4πε0

QV (r)

r2

και

~E(r) =
1

4πε0

QV (r)

r2
r̂.

Εποµένως για κάθε σηµείο του χώρου το οποίο απέχει απόσταση r από το κέντρο της

κατανοµής, αρκεί να υπολογισθεί πόσο ϕορτίο περικλείεται σε σφαίρα ακτίνας r.

QV (r) =











4πr3κ
3

, r < a

4πR3κ
3

, r > a

Κατά συνέπειαν

E(r) =











rκ
3ε0

, r < a

a3κ
3ε0r2 , r > a

⇒ ~E(r) =











rκ
3ε0

r̂, r < a

a3κ
3ε0r2 r̂, r < a

Παρατήρηση. Η σφαιρική συµµετρία επιτρέπει τον υπολογισµό του ηλεκτρικού πεδίου

για κάθε χωρική κατανοµή ̺(r). Σε αυτήν την περίπτωση

QV (r) =

∫

V (r)

̺(r′)dυ =

∫

V (r)

̺(r′)r′2dr′dΩ = 4π

∫ r

0

̺(r′)r′2dr′.
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Σχήµα 6: Κατάλληλες επιφάνειες Gauss για τον υπολογισµό του ηλεκτρικού πεδίου στις

περιπτώσεις r < a και r > a.

Παράδειγµα 4. Σφαιρική επιφάνεια ακτίνας a είναι ϕορτισµένη µε οµογενή επι-

ϕανειακή κατανοµή ϕορτίου πυκνότητος σ. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον

χώρο.

Λύση.

Το πρόβληµα έχει σφαιρική συµµετρία, δηλαδή:

~E(~r) = E(r)r̂,

οπότε µε ϐάση την ανάλυση του προηγουµένου παραδείγµατος για να υπολογισθεί το η-

λεκτρικό πεδίο σε σηµείο που απέχει απόσταση r από το κέντρο της σφαιρικής συµµετρίας

αρκεί να ευρεθεί το ϕορτίο που περικλείεται σε σφαίρα ακτίνας r:

~E(r) =
1

4πε0

QV (r)

r2
r̂.

Για την κατανοµή του παραδείγµατος :

QV (r) =











0, r < a

4πa2σ, r > a

Κατά συνέπειαν

E(r) =











0, r < a

a2σ
ε0r2 , r > a

⇒ ~E(r) =











0, r < a

a2σ
ε0r2 r̂, r > a
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Σχήµα 7: Κατάλληλες επιφάνειες Gauss για τον υπολογισµό του ηλεκτρικού πεδίου στις

περιπτώσεις r < a και r > a.

3 Ηλεκτρικό ∆υναµικό

Εάν ϑεωρήσουµε το έργο το οποίο καταναλώνουν οι δυνάµεις του ηλεκτρικού πεδίου κατά

την µετάβαση ϕπρτίου από την ϑέση A στην ϑέση B κινούµενου κατά µήκος καµπύλης

γραµµής C, ανά µονάδα ϕορτίου, δηλαδή :

W
A

C−→B
= −

∫

C

~E · ~dl.

Ο νόµος του Coulomb και η γραµµική επαλληλία επάγουν ότι το έργο αυτό είναι ανεξάρτη-

το του δρόµου C, εξαρτάται µόνο από τα σηµεία A και B ορίζοντας έτσι την διαφορά

δυναµικού µεταξύ των δύο σηµείων :

W
A

C−→B
= −

∫

C

~E · ~dl = −
∫ B

A

~E · ~dl = φ(B) − φ(A).

Η συνάρτηση του ϐαθµωτού δυναµικού ορίζεται ως :

φ(~r) = −
∫ ~r

~r0

~E · ~dl

όπου το σηµείο µηδενικού δυναµικού το οποίο είναι αυθαίρετο. Οι διαφορά δυναµικού

µεταξύ δύο σηµείων δεν εξαρτάται από την επιλογή του σηµείου αυτού. Πράγµατι

φ(~r2) − φ(~r1) = −
∫ ~r1

~r0

~E · ~dl −
(

−
∫ ~r1

~r0

~E · ~dl

)

= −
∫ ~r1

~r0

~E · ~dl +

∫ ~r1

~r0

~E · ~dl

=

∫ ~r1

~r0

~E · ~dl −
∫ ~r0

~r1

~E · ~dl = −
∫ ~r2

~r1

~E · ~dl

που συµπίπτει µε την διαφορά δυναµικού µεταξύ δύο σηµείων χωρίς αναφορά σε κάποιο

¨σηµείο αναφοράς¨. Τα πεδία για τα οποία ισχύει ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµά τους
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Σχήµα 8: Το όριο της έγχρωµης γραµµής όταν το πλήθος των όρων της διαµέρισης τείνει

στο άπειρο µε το µήκος κάθε στοιχείου της να τείνει στο µηδέν, είναι η τυχαία γραµµή

µεταξύ των δύο σηµείων. Ο υπολογισµός της ποσότητας −
∫

~E · ~dl κατά µήκος της εν λόγω

γραµµής δεικνύει την ανεξαρτησία της από την διαδροµή.

κατά µήκος µίας καµπύλης εξαρτάται µόνο από τα άκρα της καµπύλης ονοµάζονται

διατηρητικά. Αυτή η ιδιότητα εκφράζεται, όπως είναι γνωστό, µε οποιαδήποτε από τις

ακόλουθες ισοδύναµες προτάσεις (οι οποίες ϑα διατυπωθούν για το ηλεκτροστατικό αλλά

ισχύουν για κάθε διατηρητικό πεδίο):

• Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

W
A

C−→B
= −

∫

C
~E · ~dl

είναι ανεξάρτητο του δρόµου C.

• Η κυκλοφορία του πεδίου κατά µήκος οιασδήποτε κλειστής καµπύλης µηδενίζεται :
∮

Γ
~E · ~dl = 0.

• Το πεδίο είναι αστρόβιλο : ~∇× ~E = 0.

• Το πεδίο είναι η ϐαθµίδα µίας ϐαθµωτής συνάρτησης ~E = −~∇φ.

Ας σηµειωθεί εδώ ότι η ισοδυναµία της µηδενικής κυκλοφορίας µε το αστρόβιλο του πεδίου

προκύπτει µέσω του ϑεωρήµατος Stokes

∮

Γ(S)

~E · ~dl =

∫

S

~E · n̂ da

Για κατανοµές ϕορτίου που περιορίζονται σε πεπερασµένη περιοχή του χώρου, επιλέγεται

συνήθως το άπειρο ως σηµείο µηδενισµού του δυναµικού. Με την ανωτέρω επιλογή το
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δυναµικό σηµειακού ϕορτίου q στην αρχή των αξόνων είναι :

φ(~r) =
q

4πε0

1

r
.

Εάν το ϕορτίο ευρίσκαται στην ϑέση ~r1 η ανωτέρω έκφραση γίνεται :

φ(~r) =
q1

4πε0

1

| ~r − ~r1 |
Στην περίπτωση πολλών διακριτών ϕορτίων η πεπερασµένων συνεχών κατανοµών ϕορτίου

η αρχή της επαλληλίας του δυναµικού δίνει

φ(~r) =
i=N
∑

i=1

1

4πε0

qi

| ~r − ~ri |

για διακριτά σηµειακά ϕορτία q1, q2, · · · qN στις ϑέσεις ~r1, ~r2, · · · ~rN , αντίτοιχα και

φ(~r) =











































1
4πε0

∫

C

λ(~r′)
|~r−~r ′|dl

1
4πε0

∫

S

σ(~r′)
|~r−~r ′|ds

1
4πε0

∫

V

̺(~r ′)
|~r−~r ′|dυ

για συνεχείς (γραµµική, επιφανειακή και χωρική) κατανοµές ϕορτίου.

Παράδειγµα 5.

α. Στα παραδείγµατα 1 και 2 να υπολογισθεί το ϐαθµωτό δυναµικό στα σηµεία του άξονα

του δακτυλίου και του δίσκου αντίστοιχα.

ϐ. Στα παραδείγµατα 3 και 4 να υπολογισθεί το ϐαθµωτό δυναµικό σε όλο τον χώρο.

Λύση.

α. Για την περίπτωση του δακτυλίου ο δυναµικό του στοιχειώδους ϕορτίου dq, στα σηµία

του άξονα z είναι :

dφ(zk̂) =
dq

4πε0

1

r
=

λRdϕ′

4πε0

1

r

όπου r =
√

R2 + z2 η απόσταση του στοιχειώδους ϕορτίου από το αντίστοιχο σηµείο του

άξονα. Ολοκληρώνοντας έχουµε :

φ(zk̂) =
λR

4πε0 r

∫ 2π

0

dϕ′ =
λR

2ε0 r
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Για την περίπτωση του δίσκου αντίστοιχα :

dφ(zk̂) =
σr′dr′dϕ′

4πε0

1√
r′2 + z2

,

οπότε µε την ολοκλήρωση:

φ(zk̂) =
σ

4πε0

∫ R

0

∫ 2π

0

r′dr′dϕ′
√

r′2 + z2
=

σ

2ε0

∫ R

0

r′dr′√
r′2 + z2

.

Το τελευταίο ολοκλήρωµα πάλι µε την αλλαγή µεταβλητής t = r′2 γίνεται :

∫ R

0

r′dr′√
r′2 + z2

=
1

2

∫ R2

0

dt√
t + z2

=
√

t + z2

∣

∣

∣

R2

0
=

√
R2 + z2− | z | .

Συνεπώς

φ(zk̂) =
σ

2ε0
(
√

R2 + z2− | z |).

Παρατήρηση.

Γνωρίζοντας την συνάρτηση δυναµικού στον άξονα z, δηλαδή στα σηµεία του άξονα νωρί-

Ϲουµε µόνο την εξάρτηση από την συντεταγµένη z, επειδή οι άλλες δύο συντεταγµένες

(x, y) είναι µηδέν, µπορούµε σε αυτά τα σηµεία να υπολογίσουµε, από το δυναµικό, µόνο

την z συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου

Ez(zk̂) = −∂φ(zk̂)

∂z

η οποία λόγω της συµµετρίας των προβληµάτων είναι και η µοναδική. Εφαρµόζοντας την

ανωτέρω σχέση ευρίσκεται απλά το αποτέλεσµα των παραδειγµάτων 1 και 2.

ϐ. Σε αυτήν την περίπτωση η ολοκλήρωση είναι τεχνικά αρκετά επίπονη, οπότε ϑα χρησι-

µοποιηθεί το ηλεκτρικό πεδίο το οποίο υπολογίσθηκε εύκολα µε χρήση του νόµου της

ηλεκτρικής ϱοής. Ειδικότερα :

φ(r) =

∫ ∞

r

E(r′) dr′.

(Λόγω της σφαιρικής συµµετρίας η συνάρτηση δυναµικού εξαρτάται µόνον από την απόσταση

του κάθε σηµείου από το κέντρο της συµµετρίας και για τον υπολογισµό της ολοκληρώνουµε

στην ακτινική ηµιευθεία από το σηµείο έως το άπειρο.)

r > a, φ(r) =

∫ ∞

r

a3κ

3ε0

1

r′2
dr′ = −a3κ

3ε0

1

r′

∣

∣

∣

∞

r
=

a3κ

3ε0

1

r

και

r < a, φ(r) =

∫ ∞

r

E(r′) dr′ =

∫ a

r

κr′

3ε0
dr′ +

∫ ∞

a

a3κ

3ε0

1

r′2
dr′ =

κ

6ε0
(a2−r2)+

a2κ

3ε0
=

κ

2ε0
a2− κ

6ε0
r2
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Εποµένως το αποτέλεσµα για την σφαίρα (παράδειγµα 3) είναι :

φ(r) =











a3κ
3ε0

1
r
, r > a

κ
2ε0

a2 − κ
6ε0

r2, r < a

ενώ για την σφαιρική επιφάνεια (παράδειγµα 4), ακολουθώντας την ίδια διαδικασία :

φ(r) =











a2σ
ε0

1
r
, r > a

0, r < a

Παρατήρηση.

Η συνάρτηση δυναµικού είναι συνεχής. Λόγω της σφαιρικής συµµετρίας :

E(r)r̂ = −~∇φ(r) =⇒ E(r) = −φ(r)

dr

οπότε ο υπολογισµός γίνεται απλά µε τις προκύπτουσες σταθερές να υπολογίζονται από

την συνθήκη συνέχειας του δυναµικού και τον µηδενισµό του στο άπειρο. Για παράδειγµα

στην περίπτωση της σφαίρας

r > a, E(r) =
a3κ

3ε0

1

r2
= −dφ(r)

dr
⇒ φ(r) =

a3κ

3ε0

1

r
+ c1

και

r < a, E(r) =
κr

3ε0
= −dφ(r)

dr
⇒ φ(r) = − κ

6ε0
r2 + c2.

Ο µηδενισµός του δυναµικού στο άπειρο δίνει c1 = 0 και η συνέχεια του δυναµικού στην

επιφάνεια r = a δίνει c2 = κ
2ε0

a2 δίνοντας προφανώς το αποτέλεσµα που ευρέθηκε µε την

ολοκλήρωση.

4 Εξισώσεις της Ηλεκτροστατικής

Συνοψίζοντας
∮

S(V )

~E · n̂da = QV

ε0

,

∮

Γ(S)

~E · ~dl = 0.

(Θ. Gauss)

~

w

�
(Θ. Stokes)

~

w

�

~∇ · ~E = ̺
ε0

, ~∇× ~E = 0.
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5 Ενέργεια Ηλεκτροστατικού Πεδίου

Θεωρούµε ως ηλεκτροστατική ενέργεια µίας κατανοµής ϕορτίου την ενέργεια η οποία

καταναλώνεται για να αποκατασταθεί η κατανοµή.

∆ιακριτά ϕορτία.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε διακριτά σηµειακά ϕορτία q1, q2, . . . qn στις ϑέσεις ~r1, ~r2, . . . ~rn.

Ως ηλεκτροστατική ενέργεια του εν λόγω συστήµατος ορίζουµε την ενέργεια η οποία

καταναλώνεται για να έλθουν τα ϕορτία αυτά στις ϑέσεις τους. Είναι απολύτως λογικό

να ϑεωρήσουµε ότι η ενέργεια η οποία καταναλώθηκε για τον σκοπό αυτό είναι και η

ενέργεια του ηλεκτροστατικού πεδίου το οποίο δηµιουργούν τα ϕορτία. Για να ϐρούµε την

ενέργεια που απαιτείται για την αποκατάσταση του συστήµατος υποθέτουµε ότι κατ αρχήν

όλα τα ϕορτία ευρίσκονται στο άπειρο µακριά το ένα από το άλλο και τα ϕέρνουµε ένα

προς ένα στις ϑέσεις τους. Το ϕορτίο q1 µπορεί να έλθει στην ϑέση του χωρίς κατανάλωση

ενέργειας εφ΄ όσον κινείται σε µηδενικό ηλεκτρικό πεδίο. ΄Εχοντας έλθει το ϕορτίο στην

ϑέση του το ϕορτίο q2 κινείται στο πεδίο που έχει δηµιουργήσει το q1 οπότε για να έλθει

στην ϑέση του απαιτείται ενέργεια :

W2 =
q1q2

4πε0

1

| ~r2 − ~r1 |
Εν συνεχεία το q3 ϑα έλθει στην ϑέση του κινούµενο στο πεδίο των δύο άλλων ϕορτίων και

η ενέργεια η οποία απαιτείται είναι

W3 =
q1q3

4πε0

1

| ~r3 − ~r1 |
+

q2q3

4πε0

1

| ~r3 − ~r2 |
Συνεχίζοντας κατ΄ αυτόν τον τρόπο το τελευταίο ϕορτίο qn ϑα έλθει στην ϑέση ~rn κινούµενο

στο ηλεκτρικό πεδίο των n−1 ϕορτίων τα οποία έχουν ήδη αποκασταθεί οπότε ϑα απαιτηθεί

ενέργεια

Wn =
q1qn

4πε0

1

| ~rn − ~r1 |
+

q2qn

4πε0

1

| ~rn − ~r2 |
+ · · · qn−1qn

4πε0

1

| ~rn − ~rn−1 |
Εποµένως η συνολική ενέργεια του ηλεκτροστατικού πεδίου των ϕορτίων είναι

W = W2 + W3 + · · · + Wn =

n
∑

i, j = 1

i < j

qiqj

4πε0

1

| ~ri − ~rj |
.

Η ανωτέρω έκφραση µπορεί να γραφεί πιο συµµετρικά ως

W =
n
∑

i, j = 1

i < j

qiqj

4πε0

1

| ~ri − ~rj |
=

1

2

j
∑

i,j=1

qiqj

4πε0

1

| ~ri − ~rj |
.
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Με την τελευταία γραφή είναι ϕανερό ότι η ενέργεια του πεδίου είναι ανεξάρτητη µε την

σειρά µε την οποίαν απεκατεστάθη η κατανοµή όπως είναι αναµενόµενο. Συνεχής χωρική

κατανοµή : Η έκφραση για την ενέργεια του ηλεκτρικού πεδίου διακριτών σηµειακών

ϕορτίων επεκτείνεται εύκολα στην περίπτωση συνεχών κατανοµών αρκεί το κάθε άθροισ-

µα να αντικατασταθεί µε ολοκλήρωµα στα ϕορτία της συνεχούς κατανοµής. Για χωρική

κατανοµή ϕορτίου

W =
1

2

∫ ∫

̺(~r) ̺(~r ′)

| ~r − ~r ′ | dυ dυ′

όπου οι µεταβλητές έχουν αντικαταστήσει τους διακριτούς δείκτες.

Η τελευταία έκφραση είναι κατάλληλη για την εξαγωγή µίας έκφρασης για την ενέργεια

του ηλεκτρικού πεδίου η οποία να περιέχει µόνο την έντασή του. Πράγµατι

W = 1
2

∫ ∫ ̺(~r) ̺(~r ′)
|~r−~r ′| dυ dυ′ = 1

2

∫

̺(~r)φ(~r)dυ

= ε0

2

∫

φ(~r)~∇ · ~E(~r) dυ = −ε0

2

∫

~E(~r) · ~∇φ(~r) dυ = ε0

2

∫

~E(~r) · ~E(~r) dυ

Η ανωτέρω έκφραση υποδεικύει ότι ένα ηλεκτρικό πεδίο έχει σε κάθε σηµείο ~r του χώρου

µία πυκνότητα ενέργειας

w(~r) =
ε0

2
~E(~r) · ~E(~r)

δηλαδή η ενέργεια σε στοιχειώδη περιοχή γύρω από το σηµείο είναι

dw = w dυ

και η ολική ενέργεια του πεδίου

W =

∫

w dυ, w =
ε0

2
~E · ~E

Πρόβληµα.

Να υπολογισθεί η ηλεκτροστατική ενέργεια για τις περιπτώσεις των παραδειγµάτων 3 (σ-

ϕαίρα οµογενώς ϕορτισµένη µε χωρική κατανοµή ϕορτίου ) και 4 (σφαιρική επιφάνεια

οµογενώς ϕορτισµένη µε επιφανειακή κατανοµή ϕορτίου )

5.1 Μονοσήµαντο της λύσης.

Οι δύο εξισώσεις της ηλεκτροστατικής δίνουν τελικά την εξίσωση

~∇2φ = − ̺

ε0
.
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Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο λύσεις ϕ1, ϕ2 αυτής της εξίσωσης σε µία περιοχή του χώρου

V η οποία καθορίζεται από την κλειστή επιφάνεια S(V ).

΄Εστω ϕ = ϕ1 − ϕ2 , τότε

~∇2ϕ = 0

και
∫

V

ϕ~∇2ϕdυ = 0.

Το ανωτέρω ολοκλήρωµα γράφεται :
∫

V

ϕ~∇2ϕdυ = −
∫

V

~∇ϕ · ~∇ϕ +

∫

V

~∇ · (ϕ~∇ϕ)dυ

και µε εφαρµογή του ϑεωρήµατος Gauss:
∫

V

ϕ~∇2ϕdυ = −
∫

V

~∇ϕ · ~∇ϕ +

∮

S(V )

ϕ~∇ϕ · n̂da.

Λόγω της εξίσωσης που ικανοποιεί η συνάρτηση το αριστερό µέλος είναι µηδέν :

−
∫

V

~∇ϕ · ~∇ϕ +

∮

S(V )

ϕ~∇ϕ · n̂da = 0.

Στον επιφανειακό ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους της εξίσωσης ανωτέρω, ϕ είναι η διαφορά

των δύο λύσεων στην επιφάνεια ενώ −~∇ϕ · n̂ είναι η διαφορά των καθέτων συνιστωσών των

ηλεκτρικών πεδίων που προκύπτουν από τις δύο λύσεις, στην επιφάνεια. Εποµένως εάν

είναι γνωστό το δυναµικό ή η κάθετη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου στην επιφάνεια

τότε οι δύο λύσεις ϑα ικανοποιούν την σχέση ϕ1 = ϕ2 η την

~∇ϕ1 · n̂ = ~∇ϕ2 · n̂

στην επιφάνεια S οπότε ο δεύτερος όρος της σχέσης µηδενίζεται και καταλήγουµε ότι
∫

V

~∇ϕ · ~∇ϕ = 0.

Επειδή η ολοκλητωτέα ποσότητα είναι µη αρνητική παντού για να µηδενίζεται το ολοκ-

λήρωµα προφανώς πρέπει

~∇ϕ · ~∇ϕ = 0

δηλαδή να µηδενίζεται το µέτρο ενός ανύσµατος, εποµένως να µηδενίζεται το άνυσµα ~∇ϕ.

Καταλήγουµε ότι στην περιοχή του χώρου V

~∇ϕ = 0 ⇒ ϕ = c ⇒ ϕ1 = ϕ2 + c

προδιορίζεται δηλαδή το δυναµικό µέχρι µία σταθερά και εποµένως το ηλεκτρικό πεδίο

προσδιορίζεται µονοσήµαντα.
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6 Ηλεκτρικό ∆ίπολο - Πλειονοπολικό Ανάπτυγµα

Ας ϑεωρήσουµε δύο αντίθετα ϕορτία στίς ϑέσεις και αντίστοιχα. Η συνάρτηση δυναµικού

του συστήµατος είναι :

φ(~r) =
q

4πε0

1

| ~r − ~d
2
|
− q

4πε0

1

| ~r +
~d
2
|

η σε διαφορετική µορφή:

φ(~r) =
q

4πε0

1

r





1
√

1 + d2

4r2 − d
r
cosγ

+
1

√

1 + d2

4r2 + d
r
cosγ





όπου γ η γωνία µεταξύ των ανυσµάτων ~r και ~d (~r · ~d = rdcosγ) Οι ανωτέρω συναρτήσεις

µπορούν να αναπτυχθούν κατά Taylor δίνοντας το αποτέλεσµα 2

φ(~r) =
q

4πε0

1

r

(

dcosγ

r
+ O

(

d3

r3

))

.

2Υπενθυµίζεται το ανάπτυγµα

f(x) = f(0) +
df

dx
(0)x +

1

2

d2f

dx2
(0)x2 +

1

3!

d3f

dx3
(0)x3 +

1

4!

d4f

dx4
(0)x4 + · · ·

Για την συνάρτηση
1

| ~r − ~a | =
1

√

r2 + a2 − 2racosγ
=

1

r

1
√

1 + a2

r2 − 2a
r cosγ

ϑεωρούµε

f(x) =
(

1 − 2xcosγ + x2
)

−1/2
, x =

a

r

Η ανωτέρω συνάρτηση αναπτύσσεται κατά Taylor ως ακολούθως :

f(x) =
(

1 − 2xcosγ + x2
)

−1/2
=⇒ f(0) = 1

df(x)
dx = (cosγ − x) 1

(1−2xcosγ+x2)3/2
=⇒ df

dx (0) = cosγ

d2f(x)
dx2 = −x

(1−2xcosγ+x2)3/2
+ 3(cosγ−x)2

(1−2xcosγ+x2)5/2
=⇒ d2f

dx2 (0) = 3cos2γ − 1

δηλαδή

f(x) = 1 + cosγ x +
1

2
(3cos2γ − 1)x2 + · · · .

Εποµένως

1

| ~r − ~a | =
1

r

(

1 + cosγ
a

r
+

1

2
(3cos2γ − 1)

a2

r2
+ · · ·

)

=
1

r
+

~a · ~r
r3

+
3(~a · ~r)2 − ~a 2~r 2

r5
+ · · ·

όπου στην δεύτερη εκ των ανωτέρω ισοτήτων επαναφέρθηκε ο ανυσµατικός συµβολισµός (arcosγ = ~a ·
~r, a2 = ~a 2 = ~a · ~a, r2 = ~r 2 = ~r · ~r).
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Επαναφέροντας την ανυσµατική µορφή:

φ(~r) =
1

4πε0

(

q~d · ~r
r3

+ O
(

d3

r3

)

)

.

Ο πρώτος µη µηδενικός όρος στο ανάπτυγµα του δυναµικού δύο αντίθετων ϕορτίων (q

και −q) είναι το δυναµικό ηλεκτρικού διπόλου (τοποθετηµένου στην αρχή του συστήµατος

συντεταγµένων) διπολικής ϱοπής ~p = q~d, όπου ~d το άνυσµα από το αρνητικό ϕορτίο στο

ϑετικό

φ(~r) =
1

4πε0

~p · ~r
r3

.

Για δίπολο στην ϑέση ~r0:

φ(~r) =
1

4πε0

~p · (~r − ~r0)

| ~r − ~r0 |3
,

Στοιχειώδες δίπολο διπολικής είναι σύστηµα δύο αντίθετων ϕορτίων που απέχουν

απόσταση d στο όριο q → ∞, d −→ 0 έτσι ώστε το γινόµενο qd να διατηρείται στα-

ϑερό όπως και η κατεύθυνση του ανύσµατος από το αρνητικό ϕορτίο στο ϑετικό.

Είναι προφανές ότι σε αυτό το όριο από το ανάπτυγµα του δυναµικού των δύο ϕορτίων

επιζεί µόνο ο πρώτος όρος εφ΄ όσον όλοι οι άλλοι έχουν µόνον µία δύναµη του q και περισ-

σότερες του d. Το ηλεκτρικό πεδίο διπόλου προκύπτει εύκολα από την σχέση ~E = −~∇φ

:

~E =
1

4πε0

3(~p · ~r)2 − ~p 2~r 2

r5

6.1 Πλεινοπολικό ανάπτυγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία χωρική κατανοµή ϕορτίου ̺ η οποία περιορίζεται σε µία (πεπερασ-

µένη) περιοχή του χώρου V . Η συνάρτηση δυναµικού, που προκύπτιε από την κατανοµή

αυτή, στο τυχαίο σηµείο του χώρου ~r δίνεται από την έκφραση :

φ(~r) =
1

4πε0

∫

V

̺(~r ′)

| ~r − ~r ′ | dυ′

Ο παρονοµαστής αναπτύσσεται σύµφωνα µε τα προηγούµενα ως :

1

| ~r − ~r ′ | =
1

r
+

~r · ~r ′

r3
+

3(~r · ~r ′)2 − ~r ′ 2~r 2

r5
+ · · ·

Εισάγοντας το ανάπτυγµα στην έκφραση για την συνάρτηση δυαµικού και δεδοµένου ότι

το άνυσµα ~r είναι σταθερό ως προς την ολοκλήρωση στις συντεταγµένες των ~r ′ της περιοχής

V παίρνουµε :

φ(~r) =
1

4πε0

Q

r
+

1

4πε0

~r · ~P

r3
+ · · ·
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όπου

Q =

∫

V

̺(~r ′) dυ′

το συνολικό ϕορτίο της κατανοµής. Ο πρώτος όρος του αναπτύγµατος είναι το δυναµικό

Coulomb που δηµιουργεί ϕορτίο ίσο µε το ολικό ϕορτίο της κατανοµής, ευρισκόµενο στην

αρχή του συστήµατος αναφοράς. Ο δεύτερος όρος είναι το δυναµικό διπόλου διπολικής

ϱοπής

~P =

∫

V

̺(~r ′)~r ′ dυ′

στην αρχή του συστήµατος αναφοράς. Η ~P καλείται διπολική ϱοπή της κατανοµής.

Οι επόµενοι όροι του αναπτύγµατος ορίζουν τις ϱοπές ανώτερης τάξης της κατανοµής

(τετραπολική, οκταπολική, ...) και οι αντίστοιχοι όροι της έκφρασης του δυναµικού ορί-

Ϲουν την συνάρτηση δυναµικού ηλεκτρικού τετραπόλου, οκταπόλου, ... αντίστοιχα.

7 Αγωγοί - Μέθοδος των Ειδώλων

Βασικές ιδιότητες των αγωγών:

• Το ηλεκτρικό πεδίο εντός των αγωγών είναι µηδενικό.

• Η επιφάνεια του αγωγού είναι ισοδυναµική.

• Τα ϕορτία ενός αγωγού κατανέµονται στην επιφάνειά του.

• Το ηλεκτρικό πεδίο στην επιφάνεια του αγωγού είναι :

~E =
σ

ε0
n̂

όπου σ η πυκνότητα ϕορτίου στα σηµεία της επιφάνειας του αγωγού και n̂ το µονα-

διαίο άνυσµα το κάθετο στην επιφάνεια του αγωγού.
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7.1 Μέθοδος των Ειδώλων

Πρόβληµα 1. Φορτίο q ευρίσκεται σε απόσταση d από άπειρο επίπεδο αγωγό ο οποίος

είναι γειωµένος.

α. Να ευρεθεί η συνάρτηση δυναµικού και το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο.

ϐ. Να ευρεθεί η πυκνότητα ϕορτίου και το συνολικό ϕορτίο που επάγονται στον αγωγό.

γ. Να ευρεθεί η δύναµη που ασκείται στο ϕορτίο από τον αγωγό.

δ. Να ευρεθεί η δυναµική ενέργεια του συστήµατος ϕορτίου αγωγού.

Λύση

α. Θεωρούµε τον αγωγό να καταλαµβάνει το επίπεδο και το ϕορτίο να ευρίσκεται στον άξ-

ονα στο σηµείο . Η ύπαρξη του γειωµένου αγωγού χωρίζει τον χώρο σε δύο ηµιχώρους των

οποίων το σύνορο είναι (κλειστές) επιφάνειες δυναµικού µηδέν (το άπειρο και το επίπεδο ).

Στον ένα ηµιχώρο δεν υπάρχουν ϕορτία και η συνοριακή επιφάνεια έχει δυναµικό µηδέν.

Εποµένως η προφανής λύση

φ(x, y, z < 0) = 0

είναι και η µοναδική λόγω του µονοσήµαντου της λύσης µε καθορισµένο δυναµικό στο

σύνορο.

Στον άνω ηµιχώρο υπάρχει σηµειακό ϕορτίο αλλά η λύση δεν µπορεί να είναι απλά

δυναµικό γιατί εδώ έχουµε µία ισοδυναµική επιφάνεια µε σχήµα επίπεδο ενώ στο δυναµικό

οι ισοδυναµικές επιφάνειες είναι σφαίρες µε κέντρο το ϕορτίο. Το µονοσήµαντο της λύσης

υπαγορεύει ότι το δυναµικό στον άνω ηµιχώρο ϑα είναι µοναδικό αρκεί να περιλαµβάνει

το ϕορτίο και να ικανοποιεί τον µηδενισµό στο επίπεδο (και στο άπειρο). Η µέθοδος των

ειδώλων συνίσταται στην εύρεση ϕορτίων µε τα οποία επιτυγχάνεται η συνοριακή συν-

ϑήκη και τα οποία δεν αλλάζουν την κατανοµή ϕορτίου στην περιοχή που αναζητούµε την

λύση, ευρίσκονται δηλαδή εκτός αυτής (ϕοτρία είδωλα). Στην περίπτωσή µας µπορούµε

ελεύθερα να ϑεωρήσουµε ϕορτία στον κάτω ηµιχώρο (z < 0) έτσι ώστε το δυναµικό του

επιπέδου να µηδενιστεί. Για την απλή γεωµετρία του προβλήµατος η λύση είναι σχεδόν

προφανής. Αρκεί το επίπεδο να είναι το µεσοκάθετο επίπεδο ευθυγράµµου τµήµατος στα

άκρα του οποίου να ευρίσκονται δύο αντίθετα ϕορτία. Εποµένως εάν ϑεωρήσουµε ϕορτίο

είδωλο στο σηµείο έχουµε το επιθυµητό δυναµικό σε όλη την συνοριακή επιφάνεια χωρίς

να αλλάξουµε την κατανοµή ϕορτίου στον άνω ηµιχώρο.

΄Αρα η συνάρτηση δυναµικού στο άνω ηµιχώρο είναι η επαλληλία των δυναµικών του

ϕορτίου και του ειδώλου του
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Σχήµα 9: Το είδωλο του ϕορτίου q είναι ϕορτίο −q σε ϑέση συµµετρική ως προς το επίπεδο

του αγωγού. Το ηλεκτρικό πεδίο στο τυχαίο σηµείο P του άνω ηµιχώρο είναι η επαλληλία

των πεδίων του ϕορτίου και του ειδώλου του. Στον κάτω ηµιχώρο το ηλεκτρικό πεδίο και

το δυναµικό µηδενίζονται.

φ(x, y, z > 0) = q
4πε0

1

|~r−dk̂| −
q

4πε0

1

|~r+dk̂|

= q
4πε0

(

1√
x2+y2+z2+d2−2dz

− 1√
x2+y2+z2+d2+2dz

)

= q
4πε0

(

1√
ρ2+z2+d2−2dz

− 1√
ρ2+z2+d2+2dz

)

όπου ρ2 = x2 + y2 η απόσταση της προβολής στο επίπεδο του τυχαίου σηµείου του η-

µιχώρου από την αρχή των αξόνων. Φαίνεται ύκολα από την ανωτέρω έκφραση ότι για

z = 0 το δυναµικό µηδενίζεται ικανοποιώντας ως ανεµένετο την οριακή συνθήκη και

εξασφαλίζοντας την συνέχεια του δυναµικού σε όλο τον χώρο.

Το ηλεκτρικό πεδίο προκύπτει οµοίως :

~E(x, y, z > 0) = q
4πε0

(

~r−dk̂

|~r−dk̂|3 −
~r+dk̂

|~r+dk̂|3

)

= q
4πε0

(

xî+yĵ+(z−d)k̂

(ρ2+z2+d2−2dz)3/2
− xî+yĵ+(z+d)k̂

(ρ2+z2+d2+2dz)3/2

)
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Για z = 0 η έκφραση για το ηλεκτρικό πεδίο γίνεται :

~E(x, y, z = 0) = − qd

2πε0

1

(ρ2 + d2)3/2
k̂.

ϐ. Παρατηρούµε ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι κάθετο στο επίπεδο όπως αναµένεται εφ΄

όσον το επίπεδο είναι επιφάνεια αγωγού. Επί πλέον αυτή η κάθετη συνιστώσα σε κάθε

σηµείο του επιπέδου δίνει και την πυκνότητα του επαγώµενου στον αγωγό ϕορτίου :

σ(ρ) = − qd

2π

1

(ρ2 + d2)3/2
.

Το ολικό επαγώµενο ϕορτίο ευρίσκεται µε ολοκλήρωση της πυκνότητας σε όλη την επιφάνεια

του αγωγού:

qǫπ =
∫∞
0

∫ 2π

0
σ(ρ)ρdρdϕ = −qd

∫∞
0

ρdρ
(ρ2+d2)3/2

= − qd
2

∫∞
0

dt
(t+d2)3/2

= − qd
2

−2√
t+d2

∣

∣

∣

∞

0
= −q

Το επαγώµενο ϕορτίο στον αγωγό ισούται µε το είδωλο. Αυτό συνάγεται και απλούστερα

εφαρµόζοντας τον νόµο της ηλεκτρικής ϱοής σε επιφάνεια Gauss η οποία να περιλαµβάνει

όλο τον άνω ηµιχώρο διερχόµενη µέσα από τον αγωγό.

γ. Η δύναµη την οποία ασκεί ο αγωγός στο ϕορτίο περιµένουµε διαισθητικά να ισούται

µε την δύναµη που ϑα ακούσε το είδωλο εάν υπήρχε. Αυτό µπορεί να επιβεβαιωθεί

ολοκληρώνοντας τις δυνάµεις που ασκεί κάθε στοιχειώδες µέρος του επαγόµενου ϕορτίου :

dq = σ(ρ)ρdρdϕ = − qd

2π

ρdρdϕ

(ρ2 + d2)3/2

το οποίο ευρίσκεται στην ϑέση :

~r ′ = ρρ̂ = ρcosϕî + ρsinϕĵ

του επιπέδου στο ϕορτίο το οποίο ευρίκεται στην ϑέση r̂ = dk̂.

Πράγµατι

d~F =
1

4πε0

q dq(~r − ~r ′)

| ~r − ~r ′ |3 = − 1

4πε0

qd

2π

ρdρdϕ

(ρ2 + d2)3
(dk̂ − ρcosϕî − ρsinϕĵ).

Η ολική δύναµη υπολογίζεται ολοκληρώνοντας σε όλη την κατανοµή του επαγώµενου

ϕορτίου. Το ολοκλήρωµα είναι απλό µε αποτέλεσµα:

~F = − q2

16πε0d2
k̂
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που είναι ακριβώς η ελκτική δύναµη µεταξύ αντίθετων ϕορτίων και που απέχουν απόσταση

d.

δ. Για την δυναµική ενέργεια του συστήµατος αρκεί να ϐρούµε το έργο της δύναµης που

ασκεί ο γειωµένος αγωγός στο ϕορτίο όταν αυτό έρχεται από το άπειρο στην ϑέση

W = − q2

16πε0

∫ ∞

d

dr

r2
= − q2

16πε0d
.

Παρατηρούµε ότι η δυναµική ενέργεια είναι το µισό αυτής που ϑα είχαν τα δύο ϕορτία

εάν ήταν και τα δύο πραγµατικά. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι εάν και τα δύο ϕορτία

ήταν πραγµατικά ϑε υπήρχε ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο ενώ µε την παρουσία του

αγωγού το ηλεκτρικό πεδίο περιορίζεται µόνο στον άνω ηµιχώρο.
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Πρόβληµα 2. Φορτίο q ευρίσκεται σε απόσταση d από σφαιρικό αγωγό ακτίνας a ο

οποίος είναι γειωµένος. Να ευρεθεί η συνάρτηση δυναµικού και το ηλεκτρικό πεδίο σε

όλο τον χώρο. Να ευρεθεί η πυκνότητα ϕορτίου και το συνολικό ϕορτίο που επάγονται

στον αγωγό. Να ευρεθεί η δύναµη που ασκείται στο ϕορτίο από τον αγωγό. Να ευρεθεί η

δυναµική ενέργεια του συστήµατος ϕορτίου αγωγού.

Λύση

Προφανώς η συνάρτηση δυναµκού εντός του αγωγού είναι σταθερή και ισούται µε την

τιµή της στην επιφάνεια, δηλαδή µηδενίζεται. Εκτός του αγωγού υπάρχει µόνο ένα ϕορτίο

αλλά το δυναµικό Coulomb του ϕορτίου αυτού δεν είναι η λύση του προβλήµατος γιατί οι

ισοδυναµικές του επιφάνειες είναι σφαίρες µε κέντρο το ϕορτίο ενώ η ύπαρξη του αγωγού

επιβάλλει σε µία σφαίρα µη οµόκεντρη µε αυτές ναείναι και αυτή ισοδυναµική. Η λύση

του προβλήµατος επιτυγχάνεται µε την µέθοδο των ειδώλων. Αναζητούµε ϕορτίο είδωλο

εντός της σφαίρας σε απόσταση από το κέντρο αυτής και επί της ευθείας την οποίαν ορίζει

το κέντρο της σφαίρας και το πραγµατικό ϕορτίο, έτσι ώστε το δυναµικό στην επιφάνεια

της σφαίρας να µηδενίζεται. Εάν συµβεί αυτό η λύση του προβλήµατος εκτός της σφαίρας

είναι απλά η επαλληλία των δύο ϕορτίων. Ο προσδιορισµός του ϕορτίου ειδώλου και της

ϑέσης του επιτυγχάνεται εύκολα από την απαίτηση του µηδενισµού του δυναµικού στα

δύο αντιδιαµετρικά σηµεία της σφαίρας στα οποία η ευθεία την οποίαν ορίζει το κέντρο

της σφαίρας και το πραγµατικό ϕορτίο τέµνει την σφαίρα. ΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήµα,

η ανωτέρω απαίτηση οδηγεί στις σχέσεις

1
4πε0

(

q
d−a

+ q′

a−d′

)

= 0

1
4πε0

(

q
d+a

+ q′

a+d′

)

= 0

=⇒











q′ = −q a
d
,

d′ = a2

d
.

Ο προσδιορισµός του ϕορτίου ειδώλου και της ϑέσης του δεν αρκούν για την λύση του

προβλήµατος. Πρέπει να ελεγχθεί ότι όλα τα σηµεία της σφαίρας έχουν δυναµικό µηδέν.

Θεωρούµε την συνάρτηση δυναµικού των δύο εν λόγω ϕορτίων

φ(~r) =
q

4πε0





1
√

r2 + d2 − 2rd cosγ
− a

d

1
√

r2 + a4

d2 − 2r a2

d
cosγ



 .

Στην ανωτέρω έκφραση έχουν αντικασταθεί το ϕορτίο είδωλο και η απόστασή του από την

αρχή των αξόνων. Η γωνία γ είναι η γωνία που σχηµατίζει το άνυσµα ~r µε τα ανύσµατα dn̂

και d′n̂ των ϑέσεων των ϕορτίων. Βγάζοντας από το δεύτερο κλάσµα τον a2/d2 παράγοντα

έξω από την ϱίζα παίρνουµε
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φ(~r) =
q

4πε0





1
√

r2 + d2 − 2rd cosγ
− 1
√

r2d2

a2 + a2 − 2rd cosγ





οπότε ϕαίνεται απλά ότι στα σηµεία της σφαίρας ~r) = ar̂ το δυναµικό µηδενίζεται

φ(ar̂) = 0.

Το µονοσήµαντο της λύσης µας επιβεβαιώνει ότι το δυναµικό στον χώρο έξω από την

σφαίρα είναι πράγµατι η επαλληλία των δυναµικών του πραγµατικού ϕορτίου και του

ϕορτίου ειδώλου. (Το δυναµικό εντός της σφαίρας µηδενίζεται όπως ήδη έχει αναφερθεί.)

΄Οσον αφορά το ηλεκτρικό πεδίο είναι προφανές ότι

~E(~r) =
q

4πε0

[

~r − dn̂

(r2 + d2 − 2rd cosγ)3/2
− a

d

~r − d
a2 n̂

(r2 + a4

d2 + −2r a2

d
cosγ)3/2

]

,

και µε την εξαγωγή του κοινού παράγοντα

~E(~r) =
q

4πε0

[

~r − dn̂

(r2 + d2 − 2rd cosγ)3/2
−

d2

a2~r − dn̂

(d2r2

a2 + a2 − 2rd cosγ)3/2

]

.

Παρατηρούµε ότι στα σηµεία της σφαίρας το ηλεκτρικό πεδίο είναι κάθετο στην επιφάνειά

της

~E(ar̂) = − q

4πε0

d2

a2 − 1

(d2 + a2 − 2rd cosγ)3/2
ar̂ = − q

4πa2ε0

d2

a2 − 1

( d2

a2 + 1 − 2 d
a
cosγ)3/2

r̂.

Η κάθετη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου δίνει και την πυκνότητα του επαγώµενου στην

επιφάνεια ηλεκτρικού ϕορτίου

σ(γ) = − q

4πa2

d2

a2 − 1

( d2

a2 + 1 − 2 d
a
cosγ)3/2

.

Το συνολικό επαγώµενο ϕορτίο ευρίσκεται µε ολοκλήρωση της πυκνότητας επί της επι-

ϕανείας της σφαίρας

Qǫπ =

∫

σ(γ)ds = − q

4πa2

d2

a2 − 1

1
2πa2

∫ π

0

1

( d2

a2 + 1 − 2 d
a
cosγ)3/2

sinγdγ = −q
a

d
,

ισούται δηλαδή µε το ϕορτίο είδωλο όπως και ήταν αναµενόµενο.
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Σχήµα 10: Φορτίο q ευρίκεται εκτός αγώγιµης γειωµένης σφαίρας. Η επίλυση γίνεται µε

ανζήτηση ϕορτίου ειδώλου q′ εντός της σφαίρας έτσι ώστε η επιφάνεια της σφαίρας να γίνει

ισοδυναµική µηδενικού δυναµικού.

Η δύναµη µεταξύ ϕορτίου q και αγωγού ισούται µε την δύναµη µεταξύ πραγµατικού

ϕορτίου και ειδώλου και η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι το ήµισυ της δυναµικής

ενέργειας αλληλεπίδρασης ϕορτίου ειδώλου.

Προβλήµατα

1. ∆ίδεται γειωµένος αγωγός σχήµατος ορθής δίεδρης γωνίας. Φορτίο ευρίσκεται εντός

της δίεδρης γωνίας σε αποστάσεις d1 και d2 από τις πλευρές της. Να ευρεθεί το ηλεκτρικό

πεδίο σε όλο τον χώρο.

2. Φορτίο q ευρίσκεται σε απόσταση d από το κέντρο κοίλου γειωµένου σφαιρικού

αγωγού, εσωτερικής ατίνας a (d < a). Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο.

3. Φορτίο q ευρίσκεται σε απόσταση d από το κέντρο σφαιρικού αφόρτιστου αγωγού

ακτίνας a(d > a). Να ευρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο τον χώρο.
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8 Παράρτηµα.

Α. Η απόκλιση σε Καρτεσιανές συντεταµένες.

Από την ¨σχέση ορισµού¨

~∇ · ~E = lim
∆V →0

∮

S(∆V )
~E · ~da

∆V
για να υπολογισθεί η απόκλιση του ανυσµατικού πεδίου σε σηµείο P µε συντεταγµένες

(x, y, z), αρκεί να υπολογισθεί η ϱοή του από κατάλληλη επιφάνεια η οποία να περικλείει

το σηµείο. Για τον σκοπό αυτό επιλέγεται παραλληλεπίδο ακµών ∆x ∆y και ∆z, µε το

σηµείο P στο κέντρο του. Η ϱοή του πεδίου από τις έδρες του είναι :
∮

S
~E · n̂da =

∫

S1

~E · n̂1da +
∫

S2

~E · n̂2da +
∫

S3

~E · n̂3da

+
∫

S4

~E · n̂4da +
∫

S5

~E · n̂5da +
∫

S6

~E · n̂6da

=
[

Ez(x, y, z + ∆z
2

) − Ez(x, y, z − ∆z
2

)
]

∆x ∆y

+
[

Ey(x, y + ∆y
2

, z) − Ey(x, y − ∆y
2

, z)
]

∆x ∆z

+
[

Ex(x + ∆x
2

, y, z) − Ex(x − ∆y
2

, y, z)
]

∆x ∆z.

Αναπτύσσοντας τις τιµές των συνιστωσών του πεδίου γύρω από την τιµή τους στο σηµείο

(x, y, z), για παράδειγµα :

Ez(x, y, z +
∆z

2
) = Ex(x, y, z) +

∆z

2

∂Ez

∂z
+

(∆z)2

8

∂2Ez

∂z2
+ · · · ,

καταλήγουµε ότι :
∮

S

~E · n̂da =

[

∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z
+ · · ·

]

∆x ∆y ∆z,

όπου οι όροι στα αποσιωπητικά περιέχουν τουλάχιστον µία δύναµη του ∆x η του ∆y η του

∆z. Κατά συνέπειαν διαιρώντας µε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου (∆V = ∆x ∆y ∆z)

και λαµβάνοντας το όριο µε τις τρείς πλευρές να τείνουν στο µηδέν, όλοι αυτοί οι όροι

µηδενίζονται και έχουµε :

~∇ · ~E =
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

Β. Ο στροβιλισµός σε Καρτεσιανές συντεταµένες.

Από την ¨σχέση ορισµού¨

(~∇× ~E) · n̂ = lim
∆S→0

∮

Γ
~E · ~dl

∆S
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για να υπολογισθεί π.χ. η z συνιστώσα του στροβιλισµού αρκεί να µελετηθεί η ανωτέρω

ποσότητα σε κατάλληλη καµπύλη, σε επίπεδο παράλληλο προς το επίπεδο x− y , η οποία

να διαγράφεται δεξιόστροφα. Για το σκοπό αυτό επιλέγεται παραλληλλόγραµµο πλευρών

∆x, ∆y τέτοιο ώστε το σηµείο P στο οποίο υπολογίζουµε τον στροβιλισµό να ευρίσκεται

στο κέντρο του. Η κυκλοφορία του ανυσµατικού πεδίου κατά µήκος της κλειστής γραµµής

[ABCD] ισούται µε :

∮

[ABCD]
~E · ~dl =

∫

[AB]
~E · ~dl +

∫

[BC]
~E · ~dl +

∫

[CD]
~E · ~dl +

∫

[DA]
~E · ~dl

= Ex(x, y − ∆y
2

, z)∆x + Ey(x + ∆x
2

, y, z)∆y

− Ex(x, y + ∆y
2

, z)∆x − Ey(x − ∆x
2

, y, z)∆y.

Αναπτύσσοντας πάλι τις τιµές των συνιστωσών του πεδίου γύρω από την τιµή τους στο

σηµείο (x, y, z), για παράδειγµα :

Ex(x, y − ∆y

2
, z) = Ex(x, y, z) − ∆y

2

∂Ex

∂y
+

(∆y)2

8

∂2Ex

∂y2
+ · · · ,

όπου οι µερικές παράγωγοι υπολογίζονται στο σηµείο (x, y, z), καταλήγουµε στην έκ-

ϕραση :
∮

[ABCD]

~E · ~dl =

[

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
+ · · ·

]

∆x ∆y

όπου οι όροι στα αποσιωπητικά περιέχουν τουλάχιστον µία δύναµη του ∆x η του ∆y

. Κατά συνέπειαν διαιρώντας µε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου (∆S = ∆x ∆y)

και λαµβάνοντας το όριο µε τις δύο πλευρές να τείνουν στο µηδέν, όλοι αυτοί οι όροι

µηδενίζονται και έχουµε :

(∇̃ × Ẽ) · k̂ = (~∇× ~E)z = lim∆S→0

∮

[ABCD]
~E · ~dl

∆S
=

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

Θεωρώντας αντίστοιχα παραλληλόγραµµα στα επίπεδα y− z και z −x υπολογίζουµε τις x

και y συνιστώσες του στροβιλισµού σε καρτεσιανές συντεταγµένες. Τελικά :

~∇× ~E =

(

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)

î +

(

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)

ĵ +

(

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)

k̂
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Σχήµα 11: Κατάλληλη στοιχειώδης κλειστή επιφάνεια για την σύνδεση της απόκλισης και

της ϱοής διανυσµατικού πεδίου.

Σχήµα 12: Κατάλληλη στοιχειώδης κλειστή γραµµή για την σύνδεση του στροβιλισµού µε

την κυκλοφορία διανυσµατικού πεδίου.
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