
Κεφ�αλαιο 2

Λογισµ�ο̋ των Μετα1ολ£ων

“Σε π�εντε λεπτ�α θα πε�ιτε �οτι �ολα
�ηταν τ�οσο απ�ιστευτα απλ�α”

Sherlock Holmes

2.1 Π�οτε �ενα συναρτησοειδ�ε̋ καθ�ισταται

στ�ασιµο

Στο προηγο�υµενο κεφ�αλαιο διατυπ£ωσαµε µια ν�εα αρχ�η, την αρχ�η του Αναλογ�ια

στασιµ�οτητα̋

συναρτησοειδο�υ̋ και

ακροτ�ατου

συν�αρτηση̋

Χ�αµιλτον, η οπο�ια �εχει διαφορετικ�η µαθηµατικ�η µορφ�η απ�ο εκε�ινη των
ν�οµων του Νε�υτωνα. Πιο συγκεκριµ�ενα, η αρχ�η του X�αµιλτον σχετ�ιζε-
ται µαθηµατικ�α περισσ�οτερο µε το πρ�ο1ληµα ε�υρεση̋ ακροτ�ατου µια̋ συ-
ν�αρτηση̋. Αυτ�ο που καθιστ�α το συγκεκριµ�ενο πρ�ο1ληµα πιο περ�ιπλοκο
ε�ιναι το γεγον�ο̋ �οτι η ποσ�οτητα που επιδι£ωκουµε να καταστ�ησουµε στ�α-
σιµη δεν ε�ιναι µ�ια συν�ηθη̋ συν�αρτηση αλλ�α �ενα συναρτησοειδ�ε̋, δηλαδ�η
µ�ια συν�αρτηση το �ορισµα τη̋ οπο�ια̋ ε�ιναι µ�ια �αλλη συν�αρτηση. Συγκε-
κριµ�ενα, η δρ�αση S ε�ιναι �ενα συναρτησοειδ�ε̋ που εξαρτ�αται απ�ο τη δια-
δροµ�η x(t) που επιλ�εγει κανε�ι̋ για να εν£ωσει το αρχικ�ο µε το τελικ�ο ση-
µε�ιο στο χ£ωρο µ�εσα στον οπο�ιο εξελ�ισσεται µε την π�αροδο του χρ�ονου η
θ�εση του µηχανικο�υ συστ�ηµατο̋, ε�ιτε πρ�οκειται για �ενα µ�ονο σωµατ�ιδιο
ε�ιτε για �ενα ολ�οκληρο πλ�ηθο̋ σωµατιδ�ιων που συνδ�εονται µεταξ�υ του̋
και ταυτ�οχρονα αλληλεπιδρο�υν. Θα δο�υµε �οτι η στασιµοπο�ιηση εν�ο̋ συ-
ναρτησοειδο�υ̋ ε�ιναι ακρι1£ω̋ αν�αλογη µε την ε�υρεση ακροτ�ατου µια̋ συ-
ν�αρτηση̋ και οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ στι̋ οπο�ιε̋ θα καταλ�ηξουµε και οι ο-
πο�ιε̋ �εχουν την ιδι�οτητα να καθιστο�υν το συναρτησοειδ�ε̋ στ�ασιµο ε�ιναι
το αν�αλογο του µηδενισµο�υ τη̋ παραγ£ωγου στην περ�ιπτωση των συναρ-
τησοειδ£ων.
Σε γενικ�ε̋ γραµµ�ε̋ η συνταγ�η που ακολουθ�ησαµε, �οταν, ξεκιν£ωντα̋ Τι σηµα�ινει στ�ασιµο;

απ�ο τη µορφ�η τη̋ δρ�αση̋ για τα µηχανικ�α συστ�ηµατα, καταλ�ηξαµε στο
θεµελι£ωδη ν�οµο τη̋ δυναµικ�η̋, ε�ιναι αυτ�η που θα ακολουθ�ησουµε και για
την ε�υρεση τη̋ συνθ�ηκη̋ που καθιστ�α �ενα συναρτησοειδ�ε̋ στ�ασιµο. Α̋
θεωρ�ησουµε �ενα συναρτησοειδ�ε̋ τη̋ µορφ�η̋

S =

∫ tB

tA

Ldt ,
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�οπου η L θα υποθ�εσουµε �οτι ε�ιναι συν�αρτηση κ�αποιων �αλλων συναρτ�η-
σεων του t· των xi(t) και των παραγ£ωγων των συναρτ�ησεων αυτ£ων ω̋
προ̋ t, ẋi(t), ẍi(t), . . . Για ευκολ�ια θα υποθ�εσουµε �οτι η συν�αρτηση L, την
οπο�ια θα ονοµ�αζουµε Λαγκρανζιαν�η (Lagrangian) �οταν πρ�οκειται να πε-
ριγρ�αψουµε �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα, ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο των συναρτ�ησε-
ων xi(t) και των πρ£ωτων παραγ£ωγων του̋ ẋi(t) καθ£ω̋ επ�ιση̋ και, εν γ�ε-
νει, του �ιδιου του t. Μια τ�ετοια υπ�οθεση ε�ιναι δικαιολογηµ�ενη, �οταν πρ�ο-
κειται για µηχανικ�α συστ�ηµατα, αφο�υ ο δε�υτερο̋ ν�οµο̋ του Νε�υτωνα ε�ι-
ναι διαφορικ�ο̋ ν�οµο̋ δε�υτερη̋ τ�αξη̋ και εποµ�ενω̋ απαιτε�ιται η γν£ωση
και τη̋ αρχικ�η̋ θ�εση̋ και τη̋ ταχ�υτητα̋ εν�ο̋ σ£ωµατο̋ για τον προσδιο-
ρισµ�ο τη̋ τροχι�α̋ του.1 Η απα�ιτηση να λαµ1�ανει η S ακρ�οτατη τιµ�η για
κ�αποιε̋ συγκεκριµ�ενε̋ συναρτ�ησει̋ xi(t) σηµα�ινει, �οπω̋ εξηγ�ησαµε στο
προηγο�υµενο κεφ�αλαιο, �οτι, αν παραλλ�αξουµε ελαφρ£ω̋ τι̋ συναρτ�ησει̋
αυτ�ε̋, η τιµ�η τη̋ S δεν µετα1�αλλεται. Για την ακρ�ι1εια η τιµ�η τη̋ µετα-
1�αλλεται σε δε�υτερη τ�αξη συγκριτικ�α µε τη µετα1ολ�η των συναρτ�ησεων,
�οπω̋ και το ακρ�οτατο µια̋ συν�αρτηση̋ ε�ιναι εκε�ινο το σηµε�ιο κοντ�α στο
οπο�ιο η µετα1ολ�η τη̋ τιµ�η̋ τη̋ συν�αρτηση̋ ε�ιναι δε�υτερη̋ τ�αξη̋ συγκρι-
τικ�α µε τη µετακ�ινηση απ�ο το εν λ�ογω σηµε�ιο. Φορµαλιστικ�α, πρ�επει

S̃ − S =

∫ tB

tA

L(x̃i(t), ˙̃xi(t), t)dt −

∫ tB

tA

L(xi(t), ẋi(t), t)dt = O(ǫ2) , (2.1)

�οπου x̃i(t) ε�ιναι �ολε̋ οι παραλλαγµ�ενε̋ συναρτ�ησει̋ απ�ο τι̋ οπο�ιε̋ εξαρ-Κατασκευ�η ελαφρ£ω̋

παραλλαγµ�ενων

συναρτ�ησεων

τ�αται η συν�αρτηση L και ǫ ε�ιναι µια πολ�υ µικρ�η παρ�αµετρο̋ που καθορ�ι-
ζει το π�οσο κοντ�α ε�ιναι οι παραλλαγµ�ενε̋ συναρτ�ησει̋ σε εκε�ινε̋ τι̋ συ-
ναρτ�ησει̋ xi(t)

2 που καθιστο�υν την S ακρ�οτατο

x̃i(t) = xi(t) + ǫξi(t) .

Οι συναρτ�ησει̋ ξi(t) ε�ιναι τυχα�ιε̋, οµαλ�α συµπεριφερ�οµενε̋ και �οχι κατ�
αν�αγκην επιλεγµ�ενε̋ £ωστε να πα�ιρνουν µικρ�ε̋ τιµ�ε̋. Η απα�ιτηση τη̋ µι-
κρ�η̋ παρ�εκκλιση̋ εξασφαλ�ιζεται απ�ο την παρ�αµετρο ǫ που πολλαπλα-
σι�αζει αυτ�ε̋ τι̋ συναρτ�ησει̋. Οι συναρτ�ησει̋ ξi(t) καθορ�ιζουν µε ποιον
ακρι1£ω̋ τρ�οπο οι παραλλαγµ�ενε̋ συναρτ�ησει̋ διαφοροποιο�υνται απ�ο τι̋
συναρτ�ησει̋–λ�υσει̋ του προ1λ�ηµατ�ο̋ µα̋. Η µ�ονη απα�ιτηση για αυτ�ε̋
τι̋ συναρτ�ησει̋, σ�υµφωνα µε την αρχ�η ελ�αχιστη̋ δρ�αση̋, ε�ιναι να ισχ�υει

ξi(tA) = ξi(tB) = 0 ,

δηλαδ�η οι παραλλαγµ�ενε̋ συναρτ�ησει̋ να �εχουν την �ιδια τιµ�η µε τι̋ συ-
ναρτ�ησει̋–λ�υσει̋ στα �ακρα τη̋ ολοκλ�ηρωση̋. Αναπτ�υσσοντα̋ τ£ωρα τη
συν�αρτηση L τη̋ οπο�ια̋ µετα1λητ�ε̋ ε�ιναι οι παραλλαγµ�ενε̋ συναρτ�ησει̋Αν�αλυση τη̋

δρ�αση̋ που

αντιστοιχε�ι στην

παραλλαγµ�ενη

διαδροµ�η

1Η σ�υνδεση τη̋ τ�αξη̋ των παραγ£ωγων που εµφαν�ιζονται στην L και τη̋ τ�αξη̋ του
διαφορικο�υ ν�οµου του Νε�υτωνα θα αναλυθε�ι εκτεν�εστερα αργ�οτερα. Βλ�επε Πρ�ο1ληµα
5.

2Τα xi(t) δεν ε�ιναι κατ� αν�αγκην οι συνιστ£ωσε̋ κ�αποιου διαν�υσµατο̋ θ�εση̋
σωµατιδ�ιου· πρ�οκειται απλ£ω̋ για �ενα συνοπτικ�ο τρ�οπο γραφ�η̋ εν�ο̋ συν�ολου ανεξαρ-
τ�ητων µεταξ�υ του̋ συναρτ�ησεων.



2.1. ΠΟΤΕ ΕΝΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΟΕΙ∆ΕΣ ΚΑΘΙΣΤΑΤΑΙ ΣΤΑΣΙΜΟ 23

σε �ορου̋ µηδενικ�η̋, πρ£ωτη̋ κ.ο.κ. τ�αξη̋ ω̋ προ̋ τη µικρ�η παρ�αµετρο ǫ
βρ�ισκουµε �οτι

L((x̃i(t), ˙̃xi(t), t) = L(xi(t), ẋi(t), t) + ǫ

(

∂L

∂xi
ξi +

∂L

∂ẋi
ξ̇i

)

+ O(ǫ2), (2.2)

�οπου µε το συµ1ολισµ�ο
∂L

∂xi
ξi ,

εννοο�υµε
∑

i

∂L

∂xi
ξi ,

ακολουθ£ωντα̋ την αθροιστικ�η σ�υµ1αση τουἈνστ�αιν για του̋ επαναλαµ-
1αν�οµενου̋ δε�ικτε̋ (βλ.Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα). Oµο�ιω̋ ισχ�υει και για
τον �αλλο αντ�ιστοιχο �ορο τη̋ σχ�εση̋ (2.2). Αντικαθιστ£ωντα̋ αυτ�η την �εκ-
φραση του αναπτ�υγµατο̋ τη̋ L, η διαφορ�α των δ�υο S που αντιστοιχο�υν
στι̋ παραπλ�ησιε̋ διαδροµ�ε̋ δ�ινεται απ�ο την ακ�ολουθη �εκφραση :

S̃ − S = ǫ

∫ tB

tA

(

∂L

∂xi
ξi +

∂L

∂ẋi
ξ̇i

)

dt + O(ǫ2) . (2.3)

Προκειµ�ενου, λοιπ�ον, η S να καθ�ισταται στ�ασιµη, πρ�επει ο �ορο̋ πρ£ωτη̋
τ�αξη̋ ω̋ προ̋ ǫ να ε�ιναι µηδενικ�ο̋ και µ�αλιστα για οποιαδ�ηποτε επιλογ�η
των συναρτ�ησεων ξi. Αν µ�αλιστα επαναλ�α1ουµε το τ�εχνασµα µε την πα-
ραγοντικ�η ολοκλ�ηρωση που χρησιµοποι�ησαµε και στην πρ£ωτη µα̋ απ�ο-
πειρα ε�υρεση̋ του ακροτ�ατου τη̋ δρ�αση̋ (βλ.Κεφ�αλαιο 1), καταλ�ηγουµε
στην ακ�ολουθη �εκφραση :

0 =

∫ tB

tA

[

∂L

∂xi
−

d

dt

(

∂L

∂ẋi

)]

ξidt +

∫ tB

tA

d

dt

(

∂L

∂ẋi
ξi

)

dt

=

∫ tB

tA

[

∂L

∂xi
−

d

dt

(

∂L

∂ẋi

)]

ξidt +

[

∂L

∂ẋi
ξi

]tB

tA

. (2.4)

�Οµω̋, ο τελευτα�ιο̋ �ορο̋ ε�ιναι µηδενικ�ο̋, αφο�υ η τιµ�η των συναρτ�ησεων Ικαν�η και αναγκα�ια

συνθ�ηκη για να ε�ιναι

στ�ασιµη η δρ�αση

ξi στα �ακρα �εχει ληφθε�ι µηδενικ�η. Η απα�ιτηση, λοιπ�ον, το ολοκλ�ηρωµα
που αποµ�ενει να ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδ�εν µα̋ θυµ�ιζει τη µαθηµατικ�η πρ�ο-
ταση που συναντ�ησαµε στο προηγο�υµενο κεφ�αλαιο, µε µια µικρ�η �οµω̋
διαφορ�α : Στην παρο�υσα περ�ιπτωση η ποσ�οτητα που µηδεν�ιζεται δεν ε�ι-
ναι �ενα απλ�ο ολοκλ�ηρωµα, αλλ�α �ενα �αθροισµα ολοκληρωµ�ατων. (Θυµη-
θε�ιτε την αθροιστικ�η σ�υµ1αση!) Μπορε�ι, β�ε1αια, κανε�ι̋ µε µια µικρ�η τρο-
ποπο�ιηση τη̋ προηγο�υµενη̋ απ�οδειξη̋ να δε�ιξει �οτι και σε αυτ�η την πε-
ρ�ιπτωση η ποσ�οτητα

∂L

∂xi
−

d

dt

(

∂L

∂ẋi

)

πρ�επει να ε�ιναι µηδενικ�η για κ�αθε τιµ�η του δε�ικτη i.
Απ�οδειξη: (i) Α̋ υποθ�εσουµε �οτι οι συναρτ�ησει̋ εντ�ο̋ των τετρ�αγωνων
αγκυλ£ων και πιο συγκεκριµ�ενα η πρ£ωτη απ�ο αυτ�ε̋ (για i = 1) δεν ε�ιναι
µηδενικ�ε̋

∂L

∂x1
−

d

dt

(

∂L

∂ẋ1

)

6= 0 . (2.5)
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(ii) Επιλ�εγουµε ω̋ ξi(t) το σ�υνολο των συναρτ�ησεων (ξ1(t), ξ2(t) = 0,
ξ3(t) = 0, . . .), �οπου η ξ1(t) �εχει επιλεγε�ι £ωστε να µηδεν�ιζεται οπουδ�ηποτε
αλλο�υ εκτ�ο̋ απ�ο µια µικρ�η περιοχ�η στην οπο�ια η συν�αρτηση τη̋ �εκφρα-
ση̋ (2.5) �εχει σταθερ�ο πρ�οσηµο και δεν µηδεν�ιζεται. Σε αυτ�η την περιοχ�η
θεωρο�υµε �οτι η ξ1(t) �εχει επ�ιση̋ σταθερ�ο πρ�οσηµο. (iii) Τ�οτε το αποτ�ελε-
σµα του ολοκληρ£ωµατο̋ (2.4) δεν θα ε�ιναι µηδενικ�ο. (iv) Συνεπ£ω̋, η πα-
ρ�ασταση (2.5) πρ�επει να ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδ�εν. (v) Επαναλαµ1�ανουµε
�ολα τα προηγο�υµενα β�ηµατα µε τη δε�υτερη, τρ�ιτη κ.ο.κ. συνιστ£ωσα τη̋
συν�αρτηση̋

∂L

∂xi
−

d

dt

(

∂L

∂ẋi

)

,

φροντ�ιζοντα̋ π�αντα να µηδεν�ιζουµε �ολε̋ τι̋ �αλλε̋ συναρτ�ησει̋ ξi(t) ε-
κτ�ο̋ απ�ο αυτ�η που �εχει �ιδιο δε�ικτη µε τη συν�αρτηση που θ�ελουµε να δε�ι-
ξουµε �οτι ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδ�εν. Συν�αγουµε, λοιπ�ον, �οτι

∂L

∂xi

−
d

dt

(

∂L

∂ẋi

)

= 0 , (2.6)

για κ�αθε τιµ�η του i.
Οι παραπ�ανω εξισ£ωσει̋ ονοµ�αζονται εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange και,

υπ�ο µ�ια �εννοια, µπορο�υν να θεωρηθο�υν ω̋ οι παρ�αγωγοι του συναρτη-
σοειδο�υ̋ S ω̋ προ̋ την κ�αθε συν�αρτηση xi(t). Αυτ�ε̋ οι εξισ£ωσει̋ µ�α̋
οδηγο�υν στη λ�υση του ευρ�υτερου προ1λ�ηµατ�ο̋ µα̋. Ε�ιναι δηλαδ�η δια-
φορικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ δε�υτερη̋ τ�αξη̋, οι λ�υσει̋ των οπο�ιων καθιστο�υν το συ-
ναρτησοειδ�ε̋ S στ�ασιµo. Πιο συγκεκριµ�ενα �οσον αφορ�α στα µηχανικ�α
συστ�ηµατα οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange ε�ιναι οι διαφορικ�ε̋ εξισ£ωσει̋
απ�ο τι̋ οπο�ιε̋ πηγ�αζουν οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ αυτ£ων των συστηµ�ατων.
Α̋ εξετ�ασουµε στη συν�εχεια µερικ�α παραδε�ιγµατα που µπορο�υµε ναΠαραδε�ιγµατα

προ1ληµ�ατων που

µπορο�υν να επιλυθο�υν

µε το λογισµ�ο των

µετα1ολ£ων

επιλ�υσουµε χρησιµοποι£ωντα̋ το λογισµ�ο των µετα1ολ£ων που αναπτ�υξαµε
στι̋ προηγο�υµενε̋ παραγρ�αφου̋.
Γεωµετρικ�ο πρ�ο1ληµα. Ποια επ�ιπεδη καµπ�υλη που συνδ�εει δ�υο δεδο-
µ�ενα σηµε�ια ε�ιναι η συντοµ�οτερη;
Λ�ογω του πυθαγορε�ιου θεωρ�ηµατο̋ �ενα απειροστ�ο τµ�ηµα µια̋ επ�ιπε-

δη̋ καµπ�υλη̋ θα �εχει µ�ηκο̋ ds2 = dx2 + dy2 (βλ. Σχ�ηµα 2.1). �Ετσι, το
συνολικ�ο µ�ηκο̋ τη̋ τυχα�ια̋ καµπ�υλη̋ που συνδ�εει το σηµε�ιο Α µε το ση-
µε�ιο Β θα ε�ιναι

∫ B

A

ds =

∫ B

A

√

(dx)2 + (dy)2 =

∫ B

A

dx
√

1 + (y′)2 . (2.7)

Η συν�αρτηση L αυτο�υ του προ1λ�ηµατο̋ ε�ιναι η

L(y, y′, x) =
√

1 + (y′)2 ,

η οπο�ια εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο την y′(x) ≡ dy/dx. Η συντοµ�οτερη καµπ�υλη
θα περιγρ�αφεται απ�ο εκε�ινη τη συν�αρτηση y(x) η οπο�ια αποτελε�ι λ�υση τη̋
διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋ Euler - Lagrange :

d

dx

(

∂L

∂y′

)

−
∂L

∂y
= 0 . (2.8)
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Σχ�ηµα 2.1: Η ε�υρεση του µ�ηκου̋ µια̋ επ�ιπεδη̋ καµπ�υλη̋ που συνδ�εει δ�υο σηµε�ια του
επιπ�εδου.

Αφο�υ η L για το δεδοµ�ενο πρ�ο1ληµα δεν εξαρτ�αται απ�ο τη µετα1λητ�η
y(x) η εξ�ισωση Euler - Lagrange οδηγε�ι στη σταθερ�οτητα τη̋ ∂L/∂y′, δη-
λαδ�η,

d

dx

(

∂L

∂y′

)

=
d

dx

y′

√

1 + (y′)2
= 0 , (2.9)

δηλαδ�η στη συν�αρτηση y για την οπο�ια

y′ = σταθερ�α . (2.10)

Η συντοµ�οτερη επ�ιπεδη “καµπ�υλη”, λοιπ�ον, που συνδ�εει δ�υο σηµε�ια �εχει
σταθερ�η κλ�ιση, δηλαδ�η ε�ιναι η ευθε�ια y = y0+c(x−x0). Οπροσδιορισµ�ο̋
των σταθερ£ων παραµ�ετρων µπορε�ι να επιτευχθε�ι απ�ο την απα�ιτηση η ευ-
θε�ια αυτ�η να δι�ερχεται απ�ο τα δεδοµ�ενα σηµε�ια Α, Β. Παρατηρο�υµε �οτι
η λ�υση τη̋ εξ�ισωση̋ Euler - Lagrange δεν καθορ�ιζει παρ�α µ�ονο τη µορφ�η
τη̋ ζητο�υµενη̋ συν�αρτηση̋ και �οχι την ακρι1�η τη̋ �εκφραση· η ακρι1�η̋
τιµ�η των ελε�υθερων παραµ�ετρων, εδ£ω των x0, y0, c, καθορ�ιζεται απ�ο τι̋
συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋ του εκ�αστοτε προ1λ�ηµατο̋.
To πρ�ο1ληµα του βραχυστ�οχρονου.3 Τι σχ�ηµα πρ�επει να �εχει µια τσου-
λ�ηθρα, η οπο�ια εν£ωνει δ�υο σηµε�ια που βρ�ισκονται στο �ιδιο οριζ�οντιο επ�ι-
πεδο, £ωστε �ενα σ£ωµα ολισθα�ινοντα̋ ελε�υθερα επ�ανω σε αυτ�η, χωρ�ι̋ αρ-
χικ�η ταχ�υτητα, να φτ�ασει απ�ο το �ενα �ακρο στο �αλλο στο συντοµ�οτερο δυ-
νατ�ο χρ�ονο;
Α̋ θεωρ�ησουµε �ενα απειροστ�ο τµ�ηµα ds τη̋ ζητο�υµενη̋ καµπ�υλη̋ µε

οριζ�οντια και κατακ�ορυφη συνιστ£ωσα dx και dy αντ�ιστοιχα (βλ. Σχ�ηµα

3To πρ�ο1ληµα αυτ�ο τ�εθηκε την Πρωτοχρονι�α του 1697 απ�ο τον Johann Bernoulli ω̋
πρ�οκληση προ̋ “του̋ καλ�υτερου̋ µαθηµατικο�υ̋ �ολου του κ�οσµου”. Μη λαµ1�ανοντα̋
απ�αντηση απ�ο του̋ γ�αλλου̋ και ολλανδο�υ̋ µαθηµατικο�υ̋, οBernoulliαπ�εστειλε το πρ�ο-
1ληµα στην Royal Society, η οπο�ια στη συν�εχεια το δια1�ι1ασε στο Νε�υτωνα. Ο Νε�υτων
�ελυσε το πρ�ο1ληµα την �ιδια κι�ολα̋ ηµ�ερα και �εστειλε τη σ�υντοµη αλλ�α δυσν�οητη λ�υση
του ανων�υµω̋ στον Bernoulli, ο οπο�ιο̋ αναγν£ωρισε απ�ο τον τρ�οπο επ�ιλυση̋ του προ-
1λ�ηµατο̋ το συγγραφ�εα τη̋ λ�υση̋, αναφων£ωντα̋ το περ�ιφηµο “εξ �ονυχο̋ τον λ�εοντα”.



26 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ

2.2). Αν u ε�ιναι η στιγµια�ια ταχ�υτητα µε την οπο�ια το κινητ�ο διασχ�ιζει
το εν λ�ογω δι�αστηµα, το χρονικ�ο δι�αστηµα που χρει�αζεται το ολισθα�ινον
σ£ωµα να διατρ�εξει το ds θα ε�ιναι �ισο µε ds/u. Εποµ�ενω̋, η ποσ�οτητα που
πρ�επει να ελαχιστοποι�ησουµε ε�ιναι η

∫ B

A

dt =

∫ B

A

ds

u
=

∫ B

A

dx

√

1 + (y′)2

u
.

Παρ�αλληλα γνωρ�ιζουµε �οτι η ταχ�υτητα u, λ�ογωδιατ�ηρηση̋ τη̋ εν�εργεια̋,
ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο του �υψου̋ y και πιο συγκεκριµ�ενα

u(y) =
√

−2gy .

Στο πρ�ο1ληµα το�υτο η συν�αρτησηL ε�ιναι πιο πολ�υπλοκη απ� �ο,τι στο προ-
ηγο�υµενο γεωµετρικ�ο πρ�ο1ληµα και εξαρτ�αται τ�οσο απ�ο την y �οσο και
απ�ο την y′. �Υστερα απ�ο µερικ�ε̋ πρ�αξει̋ η εξ�ισωση Euler - Lagrange κα-
ταλ�ηγει στη διαφορικ�η εξ�ισωση

1 + (y′)2 + 2yy′′ = 0 . (2.11)

Αν πολλαπλασι�ασουµε την (2.11) µε y′ η παραπ�ανω εξ�ισωση γρ�αφεται α-
πλο�υστερα ω̋ εξ�η̋ :

d

dx
[y(1 + (y′)2)] = 0 .

Συµπερα�ινουµε, λοιπ�ον, �οτι

y(1 + (y′)2) = σταθ .

Η τελευτα�ια αυτ�η σχ�εση επαληθε�υεται απ�ο την εξ�ισωση τη̋ κυκλοειδο�υ̋
καµπ�υλη̋ (βλ. Σχ�ηµα 2.2) µε παραµετρικ�η µορφ�η

x(θ) = A(θ − sin θ) , (2.12)

y(θ) = A(−1 + cos θ) , (2.13)

�οπου θ ε�ιναι µια παρ�αµετρο̋ που λαµ1�ανει τιµ�ε̋ απ�ο 0 �εω̋ 2π. Κυκλοει-
δ�η̋ καµπ�υλη ε�ιναι η καµπ�υλη που διαγρ�αφει �ενα σηµε�ιο τη̋ περιφ�ερεια̋
εν�ο̋ κ�υκλου, ο οπο�ιο̋ κυλ�ιεται επ�ανω σε�ενα επ�ιπεδο χωρ�ι̋ να ολισθα�ινει.
�Οπω̋ και στο προηγο�υµενο παρ�αδειγµα, η τιµ�η τη̋ παραµ�ετρου A πρ�ε-
πει να επιλεγε�ι �ετσι £ωστε η κυκλοειδ�η̋ καµπ�υλη να προσαρµ�οζεται στα
δεδοµ�ενα ακρα�ια σηµε�ια. Πιο συγκεκριµ�ενα θα πρ�επει

A =
L

2π
,

�οπου L η οριζ�οντια απ�οσταση µεταξ�υ των δ�υο ακρα�ιων σηµε�ιων.
Πρ�ο1ληµα µηχανικ�η̋ : Να βρεθο�υν οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ εν�ο̋ σωµατι-
δ�ιου µ�αζα̋ m που κινε�ιται µ�εσα στο οµογεν�ε̋ βαρυτικ�ο πεδ�ιο τη̋ Γη̋.
Μ�αθαµε �ηδη να γρ�αφουµε τη δρ�αση για τα µηχανικ�α συστ�ηµατα ω̋ το
ολοκλ�ηρωµα τη̋ διαφορ�α̋ µεταξ�υ τη̋ κινητικ�η̋ και τη̋ δυναµικ�η̋ εν�ερ-
γεια̋. Εποµ�ενω̋, η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση για το πρ�ο1ληµα αυτ�ο ε�ιναι
η

L =
1

2
m|~̇x|

2
+ m~g · ~x =

1

2
m

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

− mgz .
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Σχ�ηµα 2.2: Η κυκλοειδ�η̋ καµπ�υλη αποτελε�ι τη λ�υση στο πρ�ο1ληµα του βραχυστ�οχρο-
νου.

Σ�υµφωνα µε την αρχ�η τη̋ ελ�αχιστη̋ δρ�αση̋ η φυσικ�η διαδροµ�η πρ�επει να
ε�ιναι τ�ετοια £ωστε η δρ�αση να καθ�ισταται στ�ασιµη και συνεπ£ω̋ να ικανο-
ποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange. Στο πρ�ο1ληµα που εξετ�αζουµε η λα-
γκρανζιαν�η συν�αρτηση ε�ιναι συν�αρτηση των τρι£ων καρτεσιαν£ων συντε-
ταγµ�ενων τη̋ θ�εση̋ του σωµατιδ�ιου και των παραγ£ωγων του̋. Εποµ�ε-
νω̋, υπ�αρχουν τρει̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

∂L

∂x
−

d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

= 0 ,

∂L

∂y
−

d

dt

(

∂L

∂ẏ

)

= 0 ,

∂L

∂z
−

d

dt

(

∂L

∂ż

)

= 0 ,

οι οπο�ιε̋ �υστερα απ�ο απλ�ε̋ παραγωγ�ισει̋ λαµ1�ανουν την ακ�ολουθη µορ-
φ�η :

mẍ = 0 ,

mÿ = 0 ,

mz̈ + mg = 0 .

Η λ�υση αυτ£ων των εξισ£ωσεων δ�ινει τη γνωστ�η µα̋ παρα1ολικ�η κ�ινηση

x(t) = x0 + uxt ,

y(t) = y0 + uyt ,

z(t) = z0 + uzt −
1

2
gt2 .

�Οπω̋ αναφ�εραµε παραπ�ανω, οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange δεν εµπε-
ρι�εχουν καµ�ια πληροφορ�ια σχετικ�α µε τα ακρα�ια σηµε�ια τη̋ διαδροµ�η̋.
Στην πραγµατικ�οτητα οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange αποτελο�υν για τα µη-
χανικ�α συστ�ηµατα µια εναλλακτικ�η παρουσ�ιαση του δε�υτερου ν�οµου του
Νε�υτωνα· ε�ιναι, δηλαδ�η, διαφορικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ που “υπαγορε�υουν” στο
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µηχανικ�ο σ�υστηµα µε ποιο τρ�οπο να “κινηθε�ι” σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η. Τα
ακρα�ια σηµε�ια απλ£ω̋ καθορ�ιζουν τι̋ παραµ�ετρου̋ τη̋ φυσικ�η̋ διαδρο-
µ�η̋ του συστ�ηµατο̋ £ωστε η διαδροµ�η να δι�ερχεται απ�ο αυτ�α τα σηµε�ια.
Μ�ιαακ�οµη πιο σηµαντικ�η παρατ�ηρηση ε�ιναι �οτι, εν£ωο δε�υτερο̋ ν�οµο̋

τουΝε�υτωνα σε διαφορετικ�α συστ�ηµατα συντεταγµ�ενων λαµ1�ανει διαφο-
ρετικ�η µορφ�η, οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange µ�ενουν απαρ�αλλαχτε̋. Αυτ�ο
που κ�αθε φορ�α αλλ�αζει ε�ιναι απλ£ω̋ η µορφ�η τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋. Α̋ εξε-
τ�ασουµε, για παρ�αδειγµα, �ενα πρ�ο1ληµα κ�ινηση̋ σωµατιδ�ιου σε κεντρικ�ο
πεδ�ιο δυν�αµεων και µε τι̋ δ�υο µεθοδολογ�ιε̋.Οι εξισ£ωσει̋

Euler - Lagrange, σε

αντιδιαστολ�η µε

τι̋ εξισ£ωσει̋ του

Νε�υτωνα, µ�ενουν

αναλλο�ιωτε̋ σε

διαφορετικ�α

συστ�ηµατα

συντεταγµ�ενων

• Νευτ£ωνεια µεθοδολογ�ια: Η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου, που για λ�ογου̋
απλο�υστευση̋ θα θεωρ�ησουµε ω̋ δεδοµ�ενο �οτι πραγµατοποιε�ιται σε �ενα
επ�ιπεδο, δι�επεται απ�ο το διανυσµατικ�ο ν�οµο

~F = m~̈x .

Γρ�αφοντα̋ αυτ�η τη σχ�εση σε καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ µε κ�εντρο του
συστ�ηµατο̋ το κ�εντρο του πεδ�ιου δυν�αµεων �εχουµε

Fx = F (r)
x

r
= mẍ , (2.14)

Fy = F (r)
y

r
= mÿ , (2.15)

εν£ω σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (βλ. Σχ�ηµα 2.3), �υστερα απ�ο κ�αποιε̋, σχε-

Σχ�ηµα 2.3: Συσχ�ετιση καρτεσιαν£ων και πολικ£ων συνιστωσ£ων µια̋ κεντρικ�η̋ δ�υναµη̋.

τικ�α επ�ιπονε̋, πρ�αξει̋ διανυσµατικ�η̋ αν�αλυση̋, λαµ1�ανουµε

Fr = F (r) = m(r̈ − rθ̇2) , (2.16)

Fθ = 0 =
m

r

d

dt
(r2θ̇) . (2.17)

• Αναλυτικ�η µεθοδολογ�ια: Η Λαγκρανζιαν�η στι̋ καρτεσιαν�ε̋ συντε-
ταγµ�ενε̋ πα�ιρνει τη µορφ�η

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) − V (

√

x2 + y2) ,

εν£ω στι̋ πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ τη µορφ�η

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) − V (r) ,
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�οπου V (r) = −
∫

F (r′)dr′. Οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange που θα χρη-
σιµοποι�ησουµε για να εξαγ�αγουµε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι αυτ�ε̋ που
�ηδη γρ�αψαµε και δεν χρει�αζεται να διαφοροποιηθο�υν καθ�ολου εξαιτ�ια̋
τη̋ αλλαγ�η̋ του συστ�ηµατο̋ αναφορ�α̋. Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ θα κατα-
λ�ηξουν στι̋ νευτ£ωνειε̋ εξισ£ωσει̋ που γρ�αψαµε παραπ�ανω αν�αλογα µε
την επιλογ�η του συστ�ηµατο̋ αναφορ�α̋ (βλ. �Ασκηση 2.1). Η σ�υγκριση µε-
ταξ�υ τη̋ νευτ£ωνεια̋ και τη̋ αναλυτικ�η̋ θε£ωρηση̋ ε�ιναι οφθαλµοφαν�η̋.
Οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange ε�ιναι γενικ�οτερη̋ εφαρµογ�η̋ και αυτ�ο µα̋
διευκολ�υνει αφο�υ δεν χρει�αζεται να αποµνηµονε�υουµε πολλ�ε̋ διαφορε-
τικ�ε̋ εκφρ�ασει̋.

�Ασκηση 2.1. Χρησιµοποι£ωντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange, δε�ιξτε �οτι οι δ�υο πα- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ραπ�ανω Λαγκρανζιαν�ε̋ οδηγο�υν στι̋ αντ�ιστοιχε̋ νευτ£ωνειε̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋.

2.2 Σηµειακο�ι µετασχηµατισµο�ι

�Εω̋ τ£ωρα δε�ιξαµε �οτι η αρχ�η του Χ�αµιλτον ε�ιναι ισοδ�υναµη µε το
δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα, αν γρ�αψουµε τη Λαγκρανζιαν�η εν�ο̋ µηχα-
νικο�υ συστ�ηµατο̋ ω̋ τη διαφορ�α µεταξ�υ τη̋ κινητικ�η̋ και τη̋ δυναµικ�η̋
εν�εργεια̋ του συστ�ηµατο̋ µε τι̋ θ�εσει̋ και τι̋ ταχ�υτητε̋ �οπω̋ αυτ�ε̋ µε-
τρ£ωνται απ�ο �ενα αδρανειακ�ο καρτεσιαν�ο σ�υστηµα αναφορ�α̋. Τι θα συ-
ν�ε1αινε �οµω̋ αν αντ�ι των καρτεσιαν£ων συντεταγµ�ενων επιλ�εγαµε κ�αποιε̋
�αλλε̋ γενικ�οτερε̋ συντεταγµ�ενε̋; Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η ισοδυναµ�ια
των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange µε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Νε�υτωνα δεν ε�ιναι
προφαν�η̋.
�Εστω �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα, το οπο�ιο δι�επεται απ�ο τη λαγκρανζιαν�η

συν�αρτηση L(x, ẋ, t) �οπου το x, και αντ�ιστοιχα το ẋ, µπορε�ι να συµ1ολ�ιζει
�ενα ολ�οκληρο πλ�ηθο̋ απ�ο συντεταγµ�ενε̋ που απαιτο�υνται για τον καθο-
ρισµ�ο τη̋ θ�εση̋ και αντ�ιστοιχα τη̋ ταχ�υτητα̋ των µερ£ων του συστ�ηµα-
το̋. Θεωρο�υµε τ£ωρα ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ q, τ�οσε̋ �οσε̋ και οι x, οι οπο�ιε̋ Τι ε�ιναι σηµειακ�ο̋

µετασχηµατισµ�ο̋;συνδ�εονται µε τι̋ αρχικ�ε̋ καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ µ�εσω των σχ�εσεων

qi = qi(x, t) .

Οι ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ προκ�υπτουν απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ µε �ενα σηµειακ�ο µετα-
σχηµατισµ�ο, δηλαδ�η �ενα µετασχηµατισµ�ο σηµε�ιο προ̋ σηµε�ιο. Θεωρο�υµε
�οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ αυτ�ο̋ ε�ιναι αντιστρ�εψιµο̋, δηλαδ�η κ�αθε σηµε�ιο
στι̋ καινο�υργιε̋ συντεταγµ�ενε̋ αντιστοιχε�ι σε �ενα µοναδικ�ο σηµε�ιο στι̋
αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Μπορο�υµε, εποµ�ενω̋, να γρ�αψουµε τι̋ αρχικ�ε̋
καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ συναρτ�ησει των ν�εων συντεταγµ�ενων q ω̋

xi = xi(q, t) .

�Εχουµε �ηδη χρησιµοποι�ησει σηµειακο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋. Για πα-
ρ�αδειγµα, στην περ�ιπτωση τη̋ κ�ινηση̋ εν�ο̋ σ£ωµατο̋ σε κεντρικ�ο πεδ�ιο
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γνωρ�ιζουµε �οτι ε�ιναι προτιµ�οτερο να επιλ�εξουµε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋
για την περιγραφ�η τη̋ κ�ινηση̋. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση �εχουµε το χρο-
νοανεξ�αρτητο σηµειακ�ο µετασχηµατισµ�ο απ�ο τι̋ συν�ηθει̋ καρτεσιαν�ε̋
συντεταγµ�ενε̋ (x, y) στι̋ πολικ�ε̋ (r, θ)

r =
√

x2 + y2 , tan θ =
y

x
.

�Αλλο παρ�αδειγµα χρονοεξαρτ£ωµενου, αυτ�η τη φορ�α, σηµειακο�υ µετα-
σχηµατισµο�υ ε�ιναι η µετ�α1αση απ�ο �ενα αδρανειακ�ο καρτεσιαν�ο σ�υστηµα
αναφορ�α̋ σε �αλλο µη αδρανειακ�ο καρτεσιαν�ο σ�υστηµα που κινε�ιται µε
µετα1αλλ�οµενη σχετικ�η ταχ�υτητα ~V (t) ω̋ προ̋ το αρχικ�ο. Σε αυτ�η την
περ�ιπτωση οι συντεταγµ�ενε̋ µετασχηµατ�ιζονται ω̋ εξ�η̋

~x ′ = ~x −

∫ t

0

~V (τ)dτ ,

�οπου ~xɴ οι ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ και ~x οι αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋.

Στο προηγο�υµενο εδ�αφιο ε�ιδαµε �οτι µια τ�ετοια αλλαγ�η συντεταγµ�ενων
διαφοροποιε�ι τη µορφ�η των νευτ£ωνειων εξισ£ωσεων �οχι �οµω̋ και των εξι-
σ£ωσεων Euler - Lagrange. �Εχει �αραγε το γεγον�ο̋ αυτ�ο γενικ�η ισχ�υ; Ε�ι-
ναι, δηλαδ�η, οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange αναλλο�ιωτε̋ σε οποιοδ�ηποτε
σηµειακ�ο µετασχηµατισµ�ο;
Απ�ο τη στιγµ�η που �εχουµε καταλ�ηξει στο συµπ�ερασµα �οτι η φυσικ�η κ�ι-

νηση αντιστοιχε�ι σε εκε�ινη τη διαδροµ�η για την οπο�ια η δρ�αση καθ�ισταται
στ�ασιµη και συνεπ£ω̋ η διαδροµ�η ε�ιναι εκε�ινη που ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋
Euler - Lagrange, ε�ιναι προφαν�ε̋ �οτι, αν η δρ�αση

S =

∫ tB

tA

L(x, ẋ, t)dt

καθ�ισταται στ�ασιµη για τη διαδροµ�η x(t), θα καθ�ισταται στ�ασιµη και γιαΗ αρχ�η του Χ�αµιλτον

δεν ενδιαφ�ερεται για

τι̋ συντεταγµ�ενε̋ στι̋

οπο�ιε̋ γρ�αφεται

η διαδροµ�η του

συστ�ηµατο̋

την �ιδια διαδροµ�η εκπεφρασµ�ενη στι̋ συντεταγµ�ενε̋ q, δηλαδ�η για τη δια-
δροµ�η q(x(t), t). Επειδ�η

ẋ =
∂x(q, t)

∂q
q̇ +

∂x(q, t)

∂t
,

θα ισχ�υουν ταυτοτικ�α οι ισ�οτητε̋

S =

∫ tB

tA

L

(

x(q, t),
∂x(q, t)

∂q
q̇ +

∂x(q, t)

∂t
, t

)

dt

=

∫ tB

tA

L′(q, q̇, t)dt ,

�οπου ορ�ισαµε ω̋ L′ τη Λαγκρανζιαν�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋

L′(q, q̇, t) ≡ L

(

x(q, t),
∂x(q, t)

∂q
q̇ +

∂x(q, t)

∂t
, t

)

. (2.18)
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Συνεπ£ω̋, επειδ�η η x(t) ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

−
∂L

∂x
= 0 ,

τ�οτε και η q(x(t), t), επειδ�η και αυτ�η η διαδροµ�η καθιστ�α τη δρ�αση ακρ�ο-
τατη, πρ�επει να ικανοποιε�ι τι̋ αντ�ιστοιχε̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

d

dt

(

∂L′

∂q̇

)

−
∂L′

∂q
= 0 ,

�οπου η Λαγκρανζιαν�η L′(q, q̇, t) που δι�επει τη δυναµικ�η του συστ�ηµατο̋
στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι, �οπω̋ αναφ�εραµε, η αρχικ�η Λαγκρανζιαν�η
L(x, ẋ, t), εκπεφρασµ�ενη στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ q. Αποδε�ιξαµε, λοιπ�ον,
�οτι οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange, σε αντ�ιθεση µε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Νε�υ-
τωνα, ε�ιναι αναλλο�ιωτε̋ στου̋ σηµειακο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ και �εχουν
την �ιδια µορφ�η σε �ολα τα συστ�ηµατα αναφορ�α̋ ακ�οµη και ε�αν αυτ�α δεν
ε�ιναι αδρανειακ�α.4 Η παραπ�ανω πρ�οταση µπορε�ι να αποδειχθε�ι, αρκετ�α
πιο επ�ιπονα β�ε1αια, αν εκτελ�εσουµε συστηµατικ�α τι̋ παραγωγ�ισει̋ των
εξισ£ωσεων Euler - Lagrange στην ν�εα Λαγκρανζιαν�ηL′ (βλ.Πρ�ο1ληµα 4).

�Ασκηση 2.2. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange ελε�υθερου σωµατιδ�ιου στι̋ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
συντεταγµ�ενε̋ ~xɴ, �οπου

~x ′ = ~x −

∫ t

0

~V (τ)dτ .

Οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange θα περιγρ�αφουν τ�οτε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ του ελε�υθερου
σωµατιδ�ιου σε �ενα επιταχυν�οµενο σ�υστηµα αναφορ�α̋.

Αν, λοιπ�ον, το µηχανικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφεται σε �ενα καρτεσιαν�ο α-
δρανειακ�ο σ�υστηµα απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η L = Eκιν − Eδυν, �οπου Eκιν η
κινητικ�η καιEδυν η δυναµικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατο̋, τ�οτε σε οποιεσδ�η-
ποτε �αλλε̋ συντεταγµ�ενε̋ η δυναµικ�η του συστ�ηµατο̋ θα περιγρ�αφεται
και π�αλι απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η L = Eκιν−Eδυν, �οπου η κινητικ�η και η δυ-
ναµικ�η εν�εργεια θα ε�ιναι τ£ωρα εκπεφρασµ�ενε̋ στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋.
Φορµαλιστικ�α η Λαγκρανζιαν�η θα ε�ιναι µια ν�εα συν�αρτηση L′ των ν�εων
συντεταγµ�ενων. Για παρ�αδειγµα, �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο που κινε�ιται
στο χ£ωρο θα περιγρ�αφεται απ�ο τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) ,

αν χρησιµοποιηθο�υν καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Αν, �οµω̋, ε�ιχαµε επιλ�ε-
ξει ω̋ συντεταγµ�ενε̋ για την περιγραφ�η τη̋ κ�ινηση̋ τι̋ κυλινδρο-πολικ�ε̋

4Ποια ε�ιναι τ�οτε η σηµασ�ια του πρ£ωτου ν�οµου του Νε�υτωνα; Σε επ�οµενο κεφ�αλαιο
θα δο�υµε �οτι ο πρ£ωτο̋ ν�οµο̋ του Νε�υτωνα �εχει κρ�ισιµη σηµασ�ια για την κατασκευ�η τη̋
λαγκρανζιαν�η̋ συν�αρτηση̋.



32 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ

συντεταγµ�ενε̋ (ρ, θ, z), τ�οτε επειδ�η

x = ρ cos θ ,

y = ρ sin θ ,

θα �ηταν

ẋ = ρ̇ cos θ − ρθ̇ sin θ ,

ẏ = ρ̇ sin θ + ρθ̇ cos θ .

Συνεπ£ω̋, η κινητικ�η εν�εργεια και εποµ�ενω̋ η Λαγκρανζιαν�η που δι�επει
τη δυναµικ�η του σωµατιδ�ιου θα δ�ινεται απ�ο την �εκφραση

L′ =
1

2
m(ρ̇2 + ρ2θ̇2 + ż2) .

Η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου σε κυλινδρo-πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ µπορε�ι να
εξαχθε�ι απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

d

dt

(

∂L

∂ρ̇

)

−
∂L

∂ρ
= 0 �η m(ρ̈ − ρθ̇2) = 0 ,

d

dt

(

∂L

∂θ̇

)

−
∂L

∂θ
= 0 �η

d

dt
(mρ2θ̇) = 0 ,

d

dt

(

∂L

∂ż

)

−
∂L

∂z
= 0 �η mz̈ = 0 .

Σε αυτ�ο το σηµε�ιο θα �ηταν χρ�ησιµο να αναφ�ερουµε το τ�εχνασµα τουΤο τ�εχνασµα του

Landau για την

κινητικ�η εν�εργεια

σε δι�αφορα

συστ�ηµατα

συντεταγµ�ενων

Landau για τον υπολογισµ�ο τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋ σε οποιοδ�ηποτε σ�υ-
στηµα συντεταγµ�ενων. Επειδ�η η κινητικ�η εν�εργεια ε�ιναι

Eκιν =
1

2
mu2 ,

�οπου u το µ�ετρο τη̋ ταχ�υτητα̋, και ισχ�υει �οτι

u2 =
(ds)2

(dt)2
,

�οπου το ds ε�ιναι η διαφορικ�η απ�οσταση µεταξ�υ δ�υο σηµε�ιων, για να υπο-
λογ�ισουµε την κινητικ�η εν�εργεια σε οποιοδ�ηποτε σ�υστηµα συντεταγµ�ε-
νων, αρκε�ι να γρ�αψουµε το τετρ�αγωνο τη̋ διαφορικ�η̋ απ�οσταση̋ µεταξ�υ
δ�υο σηµε�ιων στο συγκεκριµ�ενο σ�υστηµα συντεταγµ�ενων. �Ετσι, γιαπαρ�α-
δειγµα, σε�ενα καρτεσιαν�ο σ�υστηµα συντεταγµ�ενων το τετρ�αγωνο τη̋ δια-
φορικ�η̋ απ�οσταση̋ µεταξ�υ των σηµε�ιων (x, y, z) και (x + dx, y + dy, z +
dz), β�ασει του πυθαγορε�ιου θεωρ�ηµατο̋, ε�ιναι

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 .

Εποµ�ενω̋, το τετρ�αγωνο τη̋ ταχ�υτητα̋ ε�ιναι

u2 =

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

+

(

dz

dt

)2

= ẋ2 + ẏ2 + ż2 ,
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Σχ�ηµα 2.4: Οι σφαιρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ και η αν�αλυση του απειροστο�υ µ�ηκου̋ ω̋ συ-
ν�αρτηση των τρι£ων κ�αθετων µετα1ολ£ων dr, rdθ, r sin θdφ.

οπ�οτε η κινητικ�η εν�εργεια λαµ1�ανει τη γν£ωριµη µορφ�η. Σε σφαιρικ�ε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσει κανε�ι̋ (βλ. Σχ�ηµα 2.4) �οτι η δια-
φορικ�η απ�οσταση µεταξ�υ των σηµε�ιων (r, θ, φ) και (r +dr, θ +dθ, φ+dφ)
ε�ιναι

(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + r2 sin2 θ(dφ)2 ,

οπ�οτε το τετρ�αγωνο τη̋ ταχ�υτητα̋ ε�ιναι

u2 =

(

dr

dt

)2

+ r2

(

dθ

dt

)2

+ r2 sin2 θ

(

dφ

dt

)2

= ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2 .

Αφο�υ �εχουµε υπολογ�ισει τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση σε σφαιρικ�ε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋, ε�ιναι ε�υκολο στη συν�εχεια απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler -Lagrange
να γρ�αψουµε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ σε σφαιρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. �Ετσι,
δεν χρει�αζεται να αποµνηµονε�υουµε κ�αθε φορ�α τον τρ�οπο µε τον οπο�ιο
αναλ�υεται η επιτ�αχυνση στι̋ δι�αφορε̋ συντεταγµ�ενε̋ κατ�α την εφαρµογ�η
του δε�υτερου ν�οµου του Νε�υτωνα.

2.3 Η γεν�ικευση τη̋ �εννοια̋ τη̋ ορµ�η̋ και τη̋

εν�εργεια̋

Απ�ο τα πρ£ωτα στ�αδια τη̋ µαθηµατικ�η̋ µα̋ εκπα�ιδευση̋ ερχ�οµαστε
σε επαφ�η µε τη διαδικασ�ια τη̋ γεν�ικευση̋. Αρχικ�α µαθα�ινουµε να εκτε-
λο�υµε πρ�αξει̋ µε φυσικο�υ̋ αριθµο�υ̋, αλλ�α σ�υντοµα γενικε�υουµε την �εν-
νοια του αριθµο�υ και αρχ�ιζουµε να χειριζ�οµαστε του̋ ακερα�ιου̋, του̋
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ρητο�υ̋, του̋ πραγµατικο�υ̋, του̋ µιγαδικο�υ̋ αριθµο�υ̋. Οµο�ιω̋, αρχικ�α
γνωρ�ιζουµε την �εννοια τη̋ δ�υναµη̋ εν�ο̋ φυσικο�υ αριθµο�υ, αλλ�α σ�υντοµα
τη γενικε�υουµε και ορ�ιζουµε συναρτ�ησει̋ τη̋ µορφ�η̋ zw, �οπου z καιw µι-
γαδικο�ι αριθµο�ι.
Η �ιδια διαδικασ�ια γεν�ικευση̋ ακολουθε�ιται και στη φυσικ�η. Ο δυνα-

µικ�ο̋ ν�οµο̋ του Νε�υτωνα
m~a = ~F ,

µε την εφαρµογ�η τη̋ αρχ�η̋ του Χ�αµιλτον γενικε�υεται, �οπω̋ ε�ιδαµε, στι̋
εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
= 0 , (2.19)

�οπου qi ε�ιναι οι οποιεσδ�ηποτε συντεταγµ�ενε̋ περιγρ�αφουν το µηχανικ�ο
σ�υστηµα καιL(q, q̇, t) ε�ιναι η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του µηχανικο�υ συ-
στ�ηµατο̋ που εξαρτ�αται �οχι µ�ονο απ�ο τι̋ θ�εσει̋ qi, αλλ�α και απ�ο τι̋ γενι-
κευµ�ενε̋ πλ�εον ταχ�υτητε̋ q̇i. Ο ν�εο̋ δυναµικ�ο̋ ν�οµο̋ (2.19) µετατρ�επε-
ται στο δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα, αν περιγρ�αψουµε τη θ�εση του σωµα-
τιδ�ιου µε καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ και ορ�ισουµε την ορµ�η pi που αντι-
στοιχε�ι στη συντεταγµ�ενη xi (µε x1 = x, x2 = y και x3 = z) ω̋ την ποσ�ο-
τητα

∂L

∂ẋi

= mẋi

και την αντ�ιστοιχη συνιστ£ωσα τη̋ δ�υναµη̋ ω̋

∂L

∂xi
.

Τ�οτε, ο ν�οµο̋ του Νε�υτωνα και οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange ε�ιναι �ιδιοι

dpi

dt
= Fi . (2.20)

Σε αντ�ιθεση, �οµω̋, µε το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα, η σχ�εση (2.20)
µε τι̋ γενικευµ�ενε̋ �εννοιε̋ τη̋ ορµ�η̋ και τη̋ δ�υναµη̋ ισχ�υει σε κ�αθε σ�υ-
στηµα συντεταγµ�ενων και σε κ�αθε σ�υστηµα αναφορ�α̋, ακ�οµη και �οταν
το σ�υστηµα αναφορ�α̋ δεν ε�ιναι καρτεσιαν�ο, ο�υτε καν αδρανειακ�ο. Υπ�ο
αυτ�η την �εννοια γενικε�υουµε την �εννοια τη̋ ορµ�η̋ και ορ�ιζουµε για κ�αθε
συντεταγµ�ενη qi του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ την αντ�ιστοιχη σε αυτ�η γενικευ-
µ�ενη ορµ�η, η οπο�ια λ�εγεται και γενικευµ�ενη ορµ�η συζυγ�η̋ τη̋ συντεταγ-
µ�ενη̋ qi, ω̋ ακολο�υθω̋ :

pi =
∂L

∂q̇i
.

Επ�ιση̋ ορ�ιζουµε την ποσ�οτητα

Fi =
∂L

∂qi

ω̋ γενικευµ�ενη δ�υναµη. Μεαυτ�ο τον τρ�οπο δεν γενικε�υεται µ�ονο ο δε�υτε-
ρο̋ ν�οµο̋ του Νε�υτωνα, που αποκτ�α πλ�εον ισχ�υ σε κ�αθε σ�υστηµα συντε-
ταγµ�ενων, αλλ�α γενικε�υονται και τα φυσικ�α µεγ�εθη του, δηλαδ�η η ορµ�η
και η δ�υναµη.
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Ω̋ παρ�αδειγµα, α̋ θεωρ�ησουµε �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται στο χ£ωρο
υπ�ο την επ�ιδραση εν�ο̋ γενικο�υ δυναµικο�υ V (x, y, z). Η τρ�ιτη συνιστ£ωσα
τη̋ στροφορµ�η̋ του σωµατιδ�ιου, η z συνιστ£ωσα αυτ�η̋, ω̋ προ̋ την αρχ�η
των αξ�ονων ορ�ιζεται ω̋

Lz = m
(

~x × ~̇x
)

z
= m(xẏ − yẋ) , (2.21)

και η τρ�ιτη συνιστ£ωσα τη̋ ροπ�η̋ που ασκε�ιται στο σωµατ�ιδιο (αφο�υ η δ�υ-
ναµη ε�ιναι ~F = −~∇V ) ω̋

τz = −
(

~x × ~∇V
)

z
= −

(

x
∂V

∂y
− y

∂V

∂x

)

. (2.22)

Αν περιγρ�αψουµε τη θ�εση του σωµατιδ�ιου σε κυλινδροπολικ�ε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋ (r, θ, z), τ�οτε ε�ιναι

x = r cos θ , (2.23)

y = r sin θ . (2.24)

Yπολογ�ιζοντα̋ στη συν�εχεια τι̋ ẋ και ẏ, συµπερα�ινουµε �οτι η τρ�ιτη συνι-
στ£ωσα τη̋ στροφορµ�η̋ σε κυλινδροπολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ λαµ1�ανει την
απλ�η µορφ�η

Lz = mr2θ̇ . (2.25)

Οµο�ιω̋, επειδ�η

∂V

∂θ
=

∂V

∂x

∂x

∂θ
+

∂V

∂y

∂y

∂θ

= r

(

− sin θ
∂V

∂x
+ cos θ

∂V

∂y

)

= x
∂V

∂y
− y

∂V

∂x
,

η ροπ�η τz λαµ1�ανει τη µορφ�η

τz = −
∂V

∂θ
. (2.26)

Σε κυλινδροπολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση εν�ο̋ σω-
µατιδ�ιου ε�ιναι

L =
m

2

(

ṙ2 + r2θ̇2 + ż2
)

− V ,

και η γενικευµ�ενη ορµ�η, συζυγ�η̋ τη̋ συντεταγµ�ενη̋ θ,

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ , (2.27)

δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο την τρ�ιτη συνιστ£ωσα τη̋ στροφορµ�η̋ (2.21). Η γενι-
κευµ�ενη δ�υναµη

Fθ =
∂L

∂θ
= −

∂V

∂θ
, (2.28)
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ε�ιναι η τρ�ιτη συνιστ£ωσα τη̋ ροπ�η̋ και η εξ�ισωση Euler - Lagrange �οσον
αφορ�α στη θ συντεταγµ�ενη

dpθ

dt
= Fθ ,

ε�ιναι η γνωστ�η εξ�ισωση µετα1ολ�η̋ τη̋ στροφορµ�η̋ του σωµατιδ�ιου. Πα-
ρατηρο�υµε, λοιπ�ον, �οτι ο δυναµικ�ο̋ ν�οµο̋ εξ�ελιξη̋ των γενικευµ�ενων ορ-
µ£ων και δυν�αµεων περιλαµ1�ανει �αµεσα και δυναµικο�υ̋ ν�οµου̋, οι οπο�ιοι
προκ�υπτουν ω̋ �εµµεση συν�επεια του δε�υτερου ν�οµου του Νε�υτωνα.

Σχ�ηµα 2.5: ∆�υοφυσικ�ε̋ διαδροµ�ε̋ µε ελαφρ£ω̋ µετατοπισµ�ενα �ακρα, οι οπο�ιε̋ αντιστοι-
χο�υν σε δρ�ασει̋ S1, S2. Ε�αν οι δρ�ασει̋ ε�ιναι �ιδιε̋ για κ�αποιον µετασχηµατισµ�ο των συ-
ντεταγµ�ενων, ανεξαρτ�ητω̋ τη̋ επιλογ�η̋ τη̋ αρχικ�η̋ και τη̋ τελικ�η̋ χρονικ�η̋ στιγµ�η̋,
τ�οτε διατηρε�ιται σταθερ�ο το γιν�οµενο τη̋ ορµ�η̋ επ�ι το µετασχηµατισµ�ο των συντεταγ-
µ�ενων.

Η γεν�ικευση τη̋ �εννοια̋ τη̋ ορµ�η̋ �εχει ιδια�ιτερη σηµασ�ια. Γνωρ�ιζου-
µε �οτι οι αλληλεπιδρ�ασει̋ που ικανοποιο�υν τον τρ�ιτο ν�οµο του Νε�υτωνα∆ιε�υρυνση τη̋ ισχ�υο̋

τη̋ αρχ�η̋ διατ�ηρηση̋

τη̋ ορµ�η̋

οδηγο�υν στη διατ�ηρηση τη̋ συνολικ�η̋ ορµ�η̋ εν�ο̋ αποµονωµ�ενου συστ�η-
µατο̋. Η διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋, �οµω̋, ε�ιναι βαθ�υτερη αρχ�η και αποτελε�ι
απ�ορροια, �οπω̋ θα δο�υµε σε επ�οµενο κεφ�αλαιο, τη̋ οµογ�ενεια̋ του χ£ω-
ρου. Η αρχ�η αυτ�η ισχ�υει ακ�οµη και σε φυσικ�α συστ�ηµατα για τα οπο�ια
δεν ισχ�υει ο τρ�ιτο̋ ν�οµο̋ του Νε�υτωνα, �οπω̋ για παρ�αδειγµα η αλληλε-
π�ιδραση δ�υο φορτισµ�ενων σωµατιδ�ιων, τα οπο�ια κινο�υνται σε µη παρ�αλ-
ληλε̋ κατευθ�υνσει̋. Η διατηρο�υµενη, �οπω̋ θα δο�υµε, ποσ�οτητα ε�ιναι η
γενικευµ�ενη και �οχι η νευτ£ωνεια ορµ�η του συστ�ηµατο̋.
Την �εννοια τη̋ ορµ�η̋ µπορο�υµε, ωστ�οσο, να τη γενικε�υσουµε ακολου-

θ£ωντα̋ διαφορετικ�ο δρ�οµο και συγκεκριµ�ενα µελετ£ωντα̋ τι̋ µετα1ολ�ε̋
τη̋ δρ�αση̋ που αντιστοιχο�υν σε φυσικ�ε̋ τροχι�ε̋. Επειδ�η η φυσικ�η τροχι�α
qφ(t) που συνδ�εει τα σηµε�ια (tA, qA) και (tB, qB) ε�ιναι δεδοµ�ενη, η δρ�αση
που αντιστοιχε�ι σε αυτ�η την τροχι�α

S(qA, tA, qB, tB) =

∫ tB

tA

L(qφ, q̇φ, t)dt ,

δεν ε�ιναι πλ�εον �ενα συναρτησοειδ�ε̋ αλλ�α µια συν�αρτηση των αρχικ£ων και
τελικ£ων θ�εσεων και χρ�ονων. Α̋θεωρ�ησουµε, τ£ωρα, δ�υο παραπλ�ησιε̋ φυ-
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σικ�ε̋ διαδροµ�ε̋· τη µ�ια µε αφετηρ�ια στο χρ�ονο tA τη θ�εση qφ(tA) και τε-
λικ�ο σηµε�ιο στο χρ�ονο tB τη θ�εση qφ(tB) και την �αλλη µε αντ�ιστοιχο αρχικ�ο
και τελικ�ο σηµε�ιο στου̋ �ιδιου̋ π�αλι χρ�ονου̋ qφ(tA) + δq(tA) και qφ(tB) +
δq(tB) (βλ. Σχ�ηµα 2.5). Η παραπλ�ησια στην (1) φυσικ�η τροχι�α (2) µπορε�ι
να γραφε�ι ω̋

q′φ(t) = qφ(t) + ǫξ(t) ,

�οπου ǫ ε�ιναι �ενα̋ αρκο�υντω̋ µικρ�ο̋ αριθµ�ο̋, τ�ετοιο̋ £ωστε

ǫξ(tA) = δq(tA) , ǫξ(tB) = δq(tB) .

Υπολογ�ιζουµε τ£ωρα τη µετα1ολ�η τη̋ συν�αρτηση̋-δρ�αση̋ σε πρ£ωτη τ�αξη
ω̋ προ̋ ǫ. Εφαρµ�οζοντα̋ την αθροιστικ�η σ�υµ1αση βρ�ισκουµε �οτι

S([q′φ]) − S([qφ]) =

∫ tB

tA

(

L(qφ + ǫξ, q̇φ + ǫξ̇, t) − L(qφ, q̇φ, t)
)

dt

= ǫ

∫ tB

tA

(

∂L

∂qi
ξi +

∂L

∂q̇i
ξ̇i

)

dt

= ǫξi
∂L

∂q̇i

∣

∣

∣

∣

tB

tA

+ ǫ

∫ tB

tA

(

∂L

∂qi
−

d

dt

(

∂L

∂q̇i

))

ξidt .

(2.29)

Τα β�ηµατα που ακολουθ�ησαµε στι̋ παραπ�ανω σχ�εσει̋ ε�ιναι τα �ιδια µε
εκε�ινα που µα̋ οδ�ηγησαν να προσδιορ�ισουµε τη συνθ�ηκη που ικανοποι-
ε�ιται απ�ο την τροχι�α, η οπο�ια καθιστ�α τη δρ�αση ακρ�οτατη. Η µ�ονη δια-
φορ�α στον παραπ�ανω υπολογισµ�ο ε�ιναι �οτι οι συναρτ�ησει̋ ξi(t) δεν ε�ιναι
τυχα�ιε̋, δι�οτι παριστ�ανουν τη διαφορ�α µεταξ�υ των δ�υο γειτονικ£ων φυσι-
κ£ων τροχι£ων του συστ�ηµατο̋. Επιπλ�εον, επειδ�η η qφ(t) ε�ιναι φυσικ�η τρο-
χι�α, κ�αθε συνιστ£ωσα τη̋ qφ(t) ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

∂L

∂qi
−

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

= 0 .

Απ�ο τη στιγµ�η, λοιπ�ον, που συγκρ�ινουµε τη δρ�αση δ�υο φυσικ£ων τροχι£ων,
εφαρµ�οζοντα̋ και π�αλι την αθροιστικ�η σ�υµ1αση, βρ�ισκουµε �οτι η δια-
φορ�α των δρ�ασεων (2.29) ε�ιναι

δS = pi(tB) δqi(tB) − pi(tA) δqi(tA) , (2.30)

�οπου

pi =
∂L

∂q̇i

,

ε�ιναι η γενικευµ�ενη ορµ�η, εν£ω δqi(tA) = ǫξi(tA) και δqi(tB) = ǫξi(tB) ε�ιναι
η απ�οσταση µεταξ�υ των αρχικ£ων και τελικ£ων θ�εσεων των δ�υο φυσικ£ων
διαδροµ£ων. Επειδ�η και ο τελικ�ο̋ χρ�ονο̋ και οι τελικ�ε̋ θ�εσει̋ του συστ�η-
µατο̋ �εχουν ληφθε�ι αυθα�ιρετα, η γενικευµ�ενη ορµ�η µπορε�ι να ορισθε�ι και
ω̋

pi =
∂S

∂qi

∣

∣

∣

∣

t

, (2.31)
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�οπου S ε�ιναι η δρ�αση που αντιστοιχε�ι στη φυσικ�η τροχι�α του συστ�ηµατο̋
που συνδ�εει κ�αποιο τυχα�ιο αρχικ�ο σηµε�ιο µε το σηµε�ιο q1, q2, . . . τη χρο-
νικ�η στιγµ�η t. Στη µερικ�η παραγ£ωγιση η τιµ�η του χρ�ονου t διατηρε�ιται
σταθερ�η, �οπω̋ επ�ιση̋ και η αρχικ�η θ�εση και ο αρχικ�ο̋ χρ�ονο̋ τη̋ τρο-
χι�α̋ του σωµατιδ�ιου, τα οπο�ια υπεισ�ερχονται στη συν�αρτηση-δρ�αση.
Μολον�οτι πρακτικ�α ο προσδιορισµ�ο̋ τη̋ ορµ�η̋ µε αυτ�ο τον τρ�οπο ε�ι-

ναι επ�ιπονο̋, αφο�υ απαιτε�ιται να προσδιοριστε�ι πρ£ωτα η φυσικ�η τροχι�α
του συστ�ηµατο̋, η γεν�ικευση του ορισµο�υ τη̋ ορµ�η̋ µ�εσω τη̋ σχ�εση̋
(2.31) καταδεικν�υει �οτι η ορµ�η του συστ�ηµατο̋ προκ�υπτει απ�ο τη δρ�αση
µε χωρικ�η µετ�αθεση τη̋ τελικ�η̋ θ�εση̋ του συστ�ηµατο̋. Ο ορισµ�ο̋ αυ-
τ�ο̋ µ�α̋ οδηγε�ι, �οπω̋ θα δο�υµε σε επ�οµενο κεφ�αλαιο, σε βαθ�υτερη κα-
ταν�οηση του ν�οµου διατ�ηρηση̋ τη̋ ορµ�η̋ και θα χρησιµοποιηθε�ι για τον
προσδιορισµ�ο τη̋ ορµ�η̋ πιο αφηρηµ�ενων φυσικ£ων οντοτ�ητων, �οπω̋ για
παρ�αδειγµα των πεδ�ιων �η των κυµ�ατων.5 Στο σηµε�ιο αυτ�ο π�αντω̋ µπο-
ρο�υµε να π�αρουµε µια πρ£ωτη γε�υση τη̋ συσχ�ετιση̋ µεταξ�υ τη̋ διατ�ηρη-
ση̋ τη̋ ορµ�η̋ και τη̋ αναλλοι�οτητα̋ τη̋ δρ�αση̋ σε κ�αποιου̋ µετασχηµα-
τισµο�υ̋. �Εστω �οτι ανακαλ�υπτουµε, για παρ�αδειγµα, �οτι, αν τα ακρα�ια
σηµε�ια µια̋ φυσικ�η̋ τροχι�α̋ µετατεθο�υν κατ�α

δq
(A)
i = Ki(q(tA), tA) , δq

(B)
i = Ki(q(tB), tB) ,

η δρ�αση που αντιστοιχε�ι στη ν�εα φυσικ�η τροχι�α που συνδ�εει τα δ�υο ν�εα
ακρα�ια σηµε�ια ε�ιναι �ιση µε την αρχικ�η δρ�αση (βλ. Σχ�ηµα 2.5). Τ�οτε σ�υµ-
φωνα µε την (2.30) η µηδενικ�η διαφορ�α τη̋ δρ�αση̋ µεταξ�υ των δ�υο φυσι-
κ£ων τροχι£ων, οι οπο�ιε̋ �εχουν µετατεθε�ι η µ�ια απ�ο την �αλλη κατ�αKi(q, t)
θα σηµα�ινει �οτι

pi(tB)δq
(B)
i = pi(tA)δq

(A)
i ,

δηλαδ�η
pi(tB)Ki(q(tB), tB) = pi(tA) Ki(q(tA), tA) .

Επειδ�η, �οµω̋, οι χρ�ονοι tA και tB ε�ιναι αυθα�ιρετοι, το γιν�οµενο των γε-
νικευµ�ενων ορµ£ων pi επ�ι τι̋ µετατοπ�ισει̋ Ki θα διατηρε�ιται κατ�α την κ�ι-
νηση, δηλαδ�η θα ε�ιναι

d

dt

∑

i

piKi(q, t) = 0 .

Οι µεταθ�εσει̋Ki που δεν αλλοι£ωνουν τη δρ�αση ονοµ�αζονται συµµετρ�ιε̋,
και θα συζητηθο�υν διεξοδικ�α στο Κεφ�αλαιο 5.
Ω̋παρ�αδειγµα τ�ετοια̋ συµµετρ�ια̋ α̋ θεωρ�ησουµε τη δρ�αση που προ-

κ�υπτει απ�ο τη φυσικ�η κ�ινηση εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου σε µ�ια δι�ασταση,

S =
m

2

(x2 − x1)
2

t2 − t1
.

5�Ισω̋ αναρωτηθε�ιτε τι φυσικ�ο µ�εγεθο̋ προσδιορ�ιζει η ∂S/∂t, �οπου και π�αλι η S ε�ι-
ναι η συν�αρτηση-δρ�αση που αντιστοιχε�ι σε µια φυσικ�η τροχι�α που συνδ�εει κ�αποιο αρ-
χικ�ο σηµε�ιο µε το σηµε�ιο q1, q2, . . . στον χρ�ονο t. Θα δε�ιξουµε σε επ�οµενο κεφ�αλαιο �οτι
E = − ∂S/∂t|

p
, �οπου E ε�ιναι η γενικευµ�ενη εν�εργεια του συστ�ηµατο̋. Μια ειδικ�η πε-

ρ�ιπτωση τη̋ σχ�εση̋ αυτ�η̋ µεταξ�υ δρ�αση̋ και εν�εργεια̋ συναντ�ησαµε στο Πρ�ο1ληµα 5
του Κεφαλα�ιου 1.
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Φα�ινεται αµ�εσω̋ �οτι µια µετ�αθεση τη̋ τροχι�α̋ x′ = x + 1 δεν µετα1�αλλει
τη δρ�αση (ε�ιναι συµµετρ�ια). Συνεπ£ω̋, η ορµ�η του σωµατιδ�ιου διατηρε�ιται
κατ�α την κ�ινηση.
Στη συν�εχεια θα γενικε�υσουµε την �εννοια τη̋ εν�εργεια̋. Θα δε�ιξουµε

κατ� αρχ�α̋ �οτι, �οταν η Λαγκρανζιαν�η δεν �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το
χρ�ονο και ε�ιναι µ�ονο συν�αρτηση των θ�εσεων και των γενικευµ�ενων τα-
χυτ�ητων, L(q, q̇), κατ�α τη φυσικ�η κ�ινηση διατηρε�ιται η ποσ�οτητα

E = q̇i
∂L

∂q̇i
− L(q, q̇) . (2.32)

Η ποσ�οτητα αυτ�η ονοµ�αζεται ολοκλ�ηρωµα του Jacobi και αποτελε�ι τη γε-
ν�ικευση τη̋ �εννοια̋ τη̋ εν�εργεια̋. �Οταν, λοιπ�ον, η Λαγκρανζιαν�η δεν
�εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το χρ�ονο, η γενικευµ�ενη εν�εργεια (2.32) διατη-
ρε�ιται κατ�α τη φυσικ�η κ�ινηση.
Απ�οδειξη: Υπολογ�ιζουµε τη χρονικ�η µετα1ολ�η τη̋ ποσ�οτητα̋E �οταν τα
q εξελ�ισσονται σ�υµφωνα µε τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

=
∂L

∂qi

.

Πρ�αγµατι, η ποσ�οτητα E διατηρε�ιται (ε�ιναι, �οπω̋ λ�εγεται, ολοκλ�ηρωµα
τη̋ κ�ινηση̋) δι�οτι

dE

dt
= q̈i

∂L

∂q̇i
+ q̇i

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
q̇i −

∂L

∂q̇i
q̈i = 0 .

Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσουµε �οτι για�ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται υπ�ο
την επ�ιδραση εν�ο̋ δυναµικο�υ V (x, y, z) η γενικευµ�ενη εν�εργεια δ�ινει τη
γνωστ�η �εκφραση τη̋ εν�εργεια̋. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η Λαγκρανζιαν�η
του σωµατιδ�ιου σε καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

L =
m

2

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

− V (x, y, z) .

Επειδ�η η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση δεν �εχει �αµεση χρονικ�η εξ�αρτηση, δια-
τηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση η ποσ�οτητα τη̋ �εκφραση̋ (2.32)

E = ẋ
∂L

∂ẋ
+ ẏ

∂L

∂ẏ
+ ż

∂L

∂ż
− L

=
m

2

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

+ V (x, y, z) ,

η οπο�ια δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο τη γνωστ�η µα̋ �εκφραση για την εν�εργεια του
σωµατιδ�ιου.

2.4 Η δε�υτερη̋ τ�αξη̋ µετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋

�Εω̋ αυτ�ο το σηµε�ιο τη̋ µελ�ετη̋ µα̋ �εχουµε προσδιορ�ισει τη συνθ�ηκη
που πρ�επει να ικανοποιε�ιται για να καθ�ισταται η δρ�αση στ�ασιµη. ∆εν �ε-
χουµε προσδιορ�ισει, �οµω̋, αν η φυσικ�η διαδροµ�η καθιστ�α τη δρ�αση ελ�α-
χιστη, µ�εγιστη �η τ�ιποτε απ�ο τα δ�υο. Για να απαντ�ησουµε σε το�υτο το ερ£ω-
τηµα, πρ�επει να θεωρ�ησουµε τη µετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ σε προσ�εγγιση δε�υ-
τερη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ τη µετα1ολ�η, �οπω̋ για παρ�αδειγµα, αν θ�ελουµε να
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µ�αθουµε το ε�ιδο̋ του ακροτ�ατου µια̋ συν�αρτηση̋, πρ�επει να υπολογ�ι-
σουµε την τιµ�η τη̋ δε�υτερη̋ παραγ£ωγου τη̋ συν�αρτηση̋ στη θ�εση του
ακροτ�ατου. Ε�αν q ε�ιναι η φυσικ�η τροχι�α που ικανοποιε�ι την εξ�ισωσηEulerΑν�απτυξη τη̋ δρ�αση̋

σε δε�υτερη τ�αξη ω̋

προ̋ την παρ�εκκλιση

- Lagrange, τ�οτε η µετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ δS που αντιστοιχε�ι σε µετα1ολ�η
τη̋ τροχι�α̋ ǫη(t) θα ε�ιναι

δS =
ǫ2

2

∫ t2

t1

(

Lq̇q̇η̇
2 + 2Lq̇qηη̇ + Lqqη

2
)

dt + O(ǫ3) . (2.33)

Η µετα1ολ�η τη̋ διαδροµ�η̋ που �εχουµε θεωρ�ησει ε�ιναι και π�αλι τ�ετοια £ω-
στε να αφ�ηνει τι̋ αρχικ�ε̋ και τελικ�ε̋ θ�εσει̋ αµετ�α1λητε̋ (η(t1) = η(t2) =
0). Στην παραπ�ανω σχ�εση χρησιµοποι�ησαµε τον ακ�ολουθο συµ1ολισµ�ο
για τι̋ παραγ£ωγου̋ τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋

Lq̇q̇ =
∂2L

∂q̇2
, Lq̇q =

∂2L

∂q̇∂q
, Lqq =

∂2L

∂q2
.

Η σχ�εση (2.33) προκ�υπτει απ�ο το αν�απτυγµα Taylor τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋
L(q + ǫη, q̇ + ǫη̇, t) σε δε�υτερη τ�αξη ω̋ προ̋ ǫ. Ο �ορο̋ πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ ε�ι-
ναι φυσικ�α µηδ�εν, αφο�υ υποθ�εσαµε �οτι η q ε�ιναι η φυσικ�η τροχι�α. Με µια
ολοκλ�ηρωση κατ�α µ�ερη του µικτο�υ �ορου ηη̇ συµπερα�ινουµε �οτι η µετα-
1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ µπορε�ι να γραφε�ι γενικ�α ω̋

δS =
ǫ2

2

∫ t2

t1

(

P η̇2 − Qη2
)

dt + O(ǫ3) , (2.34)

�οπου οι συναρτ�ησει̋ P (t) και Q(t) �εχουν την ακ�ολουθη µορφ�η :

P (t) = Lq̇q̇ , Q(t) = −Lqq +
d

dt
Lq̇q . (2.35)

Οι P (t) καιQ(t) ε�ιναι αµιγ£ω̋ χρονικ�ε̋ συναρτ�ησει̋, δι�οτι �εχουν υπολογι-
στε�ι στη φυσικ�η τροχι�α q(t) που ικανοποιε�ι την εξ�ισωση Euler - Lagrange.

�Ασκηση 2.3. Αποδε�ιξτε �οτι πρ�αγµατι η δε�υτερη µετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ δ�ινεται απ�οΑΣΚΗΣΕΙΣ
την (2.34) µ�εσω των συναρτ�ησεων P (t) και Q(t) τη̋ (2.35).

Τ£ωρα, πλ�εον, ε�ιµαστε σε θ�εση να προσδιορ�ισουµε το ε�ιδο̋ του ακρο-
τ�ατου τη̋ δρ�αση̋. Ηφυσικ�η τροχι�α αποτελε�ι τοπικ�ο ελ�αχιστο τη̋ δρ�αση̋
αν για �ολε̋ τι̋ επιτρεπτ�ε̋ µετα1ολ�ε̋ η που ικανοποιο�υν τι̋ συνοριακ�ε̋
συνθ�ηκε̋ η(t1) = η(t2) = 0 ε�ιναιΤο κριτ�ηριο για να ε�ιναι

η φυσικ�η τροχι�α τοπικ�ο

ελ�αχιστο

∫ t2

t1

(

P η̇2 − Qη2
)

dt > 0 . (2.36)

Αν το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο ε�ιναι π�αντοτε αρνητικ�ο, τ�οτε η φυσικ�η τροχι�α
καθιστ�α τη δρ�αση µ�εγιστη, εν£ω, αν το πρ�οσηµο του ολοκληρ£ωµατο̋ εξαρ-
τ�αται απ�ο την επιλογ�η τη̋ συν�αρτηση̋ η, η φυσικ�η τροχι�α αποτελε�ι σαγ-
µατικ�η συν�αρτηση, δηλαδ�η για �αλλου τ�υπου παρεκκλ�ισει̋ απ�ο τη φυσικ�η
τροχι�α η δρ�αση µεγαλ£ωνει εν£ω για �αλλε̋ µικρα�ινει.
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Το κατ�α π�οσο, λοιπ�ον, η τροχι�α αποτελε�ι ελ�αχιστο τη̋ δρ�αση̋ σχετ�ιζε-
ται �αµεσα µε το πρ�οσηµο τη̋ (2.36). Η µελ�ετη αυτ�η ε�ιναι γενικ�α δ�υσκολη
και εξαρτ�αται, �οπω̋ θα δο�υµε, απ�ο το χρονικ�ο δι�αστηµα ∆t = t2 − t1.
Ωστ�οσο, ο µαθηµατικ�ο̋ Κωνσταντ�ινο̋ Καραθεοδωρ�η [1873-1950] απ�ε-
δειξε �οτι για αρκο�υντω̋ µικρ�α χρονικ�α διαστ�ηµατα η φυσικ�η τροχι�α ε�ι-
ναι ελ�αχιστη. Αυτ�ο ε�ιναι αναµεν�οµενο, αφο�υ για φυσικ�α προ1λ�ηµατα η
P , �οντα̋ η γενικευµ�ενη µ�αζα, ε�ιναι π�αντοτε θετικ�η. Αφο�υ η συν�αρτηση η
οφε�ιλει να ε�ιναι µηδ�εν στα �ακρα του χρονικο�υ διαστ�ηµατο̋, η η̇2 γ�ινεται
ολο�ενα και µεγαλ�υτερη απ�ο την η2 �οσο το ∆t µικρα�ινει, οπ�οτε ο πρ£ωτο̋
�ορο̋ τη̋ ολοκληρωτ�εα̋ ποσ�οτητα̋ στην (2.36) για αρκο�υντω̋ µικρ�ο ∆t
θα υπερισχ�υσει και η ποσ�οτητα (2.36) θα γ�ινει θετικ�η. Το θε£ωρηµα Κα-
ραθεοδωρ�η µπορε�ι να αποδειχθε�ι πιο αυστηρ�α µ�εσω τη̋ ανισ�οτητα̋ του
Jules Henri Poincarɴe [1854-1912]

∫ t2

t1

η̇2dt >
π2

(t2 − t1)2

∫ t2

t1

η2dt , (2.37)

που συνδ�εει τι̋ τιµ�ε̋ τη̋ παραγ£ωγου µια̋ συν�αρτηση̋ που µηδεν�ιζεται
στα �ακρα εν�ο̋ διαστ�ηµατο̋ µε τι̋ τιµ�ε̋ τη̋ συν�αρτηση̋ στο δι�αστηµα αυ-
τ�ο. Την ανισ�οτητα αυτ�η την αποδεικν�υουµε µε τη µ�εθοδο του πηλ�ικου
Rayleigh στο Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα.

�Ασκηση 2.4. Αποδε�ιξτε, χρησιµοποι£ωντα̋ την ανισ�οτητα του Poincarɴe (2.37), το ΑΣΚΗΣΕΙΣ
θε£ωρηµα Καραθεοδωρ�η, δηλαδ�η, �οτι, αν P (t) > 0, η φυσικ�η τροχι�α καθιστ�α τη δρ�αση
ελ�αχιστη για αρκο�υντω̋ µικρ�α t2−t1. [Υπ�οδειξη: Αναπτ�υξτε το P σε σειρ�α Taylor γ�υρω
απ�ο το µ�εσο του χρονικο�υ διαστ�ηµατο̋ και δε�ιξτε �οτι για ∆t → 0 η ανισ�οτητα (2.36)

ικανοποιε�ιται.]

ΣτοΜαθηµατικ�οΠαρ�αρτηµα του βι1λ�ιουπαρουσι�αζεται επ�ιση̋ ο τρ�ο-
πο̋ προσδιορισµο�υ των συνθηκ£ων που καθιστο�υν τη δρ�αση ελ�αχιστη. Ε-
δ£ω εµε�ι̋ θα αρκεστο�υµε να αναφ�ερουµε �οτι η αναγκα�ια συνθ�ηκη για να
ε�ιναι η φυσικ�η τροχι�α ελ�αχιστη ε�ιναι P (t) > 0 σε κ�αθε σηµε�ιο του δια-
στ�ηµατο̋ [t1, t2]. ∆ι�οτι, αν η P (t) λ�αµ1ανε αρνητικ�ε̋ τιµ�ε̋ σε κ�αποια πε-
ριοχ�η D = [t′1, t

′

2], θα αρκο�υσε η συν�αρτηση η(t) να ε�ιναι µη µηδενικ�η σε
�ενα µικρ�ο µ�ονο δι�αστηµα D1 ⊂ D τη̋ περιοχ�η̋ αυτ�η̋, πλ�ατου̋ δt, για
να καταστε�ι η δε�υτερη µετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ αρνητικ�η. Επιλ�εγοντα̋ το
δt αρκο�υντω̋ µικρ�ο µπορο�υµε να καταστ�ησουµε, β�ασει τη̋ ανισ�οτητα̋
του Poincarɴe, τον πρ£ωτο �ορο τη̋ (2.34) κυρ�ιαρχο και µ�αλιστα αρνητικ�ο.
Η αναγκα�ια συνθ�ηκη P (t) > 0 για να ε�ιναι η τροχι�α ελ�αχιστη λ�εγεται P (t) > 0 αναγκα�ια

αλλ�α �οχι ικαν�η

συνθ�ηκη για να

ε�ιναι η δρ�αση

ελ�αχιστη

συνθ�ηκη Legendre και ικανοποιε�ιται π�αντοτε στα µηχανικ�α προ1λ�ηµατα,
αφο�υ η P ε�ιναι η γενικευµ�ενη µ�αζα που εισ�ερχεται στην �εκφραση τη̋ κι-
νητικ�η̋ εν�εργεια̋, η οπο�ια µε τη σειρ�α τη̋ ε�ιναι π�αντοτε θετικ�η ποσ�οτητα.
Ωστ�οσο, η συνθ�ηκη αυτ�η δεν ε�ιναι ικαν�η να καταστ�ησει τη φυσικ�η τροχι�α
ελ�αχιστη. Το�υτο θα φανε�ι στο παρ�αδειγµα του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η που
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θα αναλ�υσουµε στη συν�εχεια, προκειµ�ενου να δε�ιξουµε τι̋ δυσκολ�ιε̋ που
αντιµετωπ�ιζει κανε�ι̋ στην προσπ�αθει�α του να προσδιορ�ισει το πρ�οσηµο
τη̋ ποσ�οτητα̋ (2.36).
Οαρµονικ�ο̋ ταλαντωτ�η̋ σε µια δι�ασταση δι�επεται απ�ο τηΛαγκρανζι-Ο αρµονικ�ο̋

ταλαντωτ�η̋ ω̋

παρ�αδειγµα µελ�ετη̋

του προσ�ηµου τη̋

δε�υτερη̋ µετα1ολ�η̋

συναρτησοειδο�υ̋

αν�η
L =

m

2
(ẋ2 − ω2x2) .

Α̋ θεωρ�ησουµε τη φυσικ�η τροχι�α του ταλαντωτ�η απ�ο το t1 = 0 στο t2 =
T . Το ε�ιδο̋ του ακροτ�ατου τη̋ δρ�αση̋ κρ�ινεται απ�ο το πρ�οσηµο τη̋ (2.36),
η οπο�ια στην περ�ιπτωση του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η ε�ιναι

∫ T

0

(

η̇2 − ω2η2
)

dt . (2.38)

Απ�ο την ανισ�οτητα Pοincarɴe παρατηρο�υµε �οτι ο πρ£ωτο̋ �ορο̋ τη̋ (2.38)
ικανοποιε�ι την ανισ�οτητα

∫ T

0

η̇2dt ≥
π2

T 2

∫ T

0

η2dt ,

και συνεπ£ω̋ ισχ�υει �οτι
∫ T

0

(

η̇2 − ω2η2
)

dt ≥

(

π2

T 2
− ω2

)
∫ T

0

η2dt .

Επειδ�η το τελευτα�ιο ολοκλ�ηρωµα ε�ιναι µια θετικ�η ποσ�οτητα, η δε�υτερη
µετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ θα ε�ιναι π�αντοτε θετικ�η εφ�οσον

T <
π

ω
.

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι, εφ�οσον το χρονικ�ο δι�αστηµα T στο οπο�ιο πραγµατο-
ποιε�ιται η κ�ινηση ε�ιναι µικρ�οτερο απ�ο µ�ια ηµιπερ�ιοδο, η φυσικ�η τροχι�α
ελαχιστοποιε�ι τη δρ�αση. Τι συµ1α�ινει, �οµω̋, �οταν το δι�αστηµα T ε�ιναι
µεγαλ�υτερο απ�ο µ�ια ηµιπερ�ιοδο; Θα δε�ιξουµε αµ�εσω̋ παρακ�ατω �οτι σε
αυτ�η την περ�ιπτωση η φυσικ�η τροχι�α δεν ελαχιστοποιε�ι τη δρ�αση. Αρκε�ι
να βρο�υµε κ�αποια µετα1ολ�η, η οπο�ια ικανοποιε�ι τι̋ συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋
η(0) = η(T ) = 0 και συγχρ�ονω̋ καθιστ�α τη δε�υτερη µετα1ολ�η αρνητικ�η.
Επιλ�εγουµε τη µετα1ολ�η

η = sin

(

πt

T

)

,

η οπο�ια ικανοποιε�ι τι̋ συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋. Η (2.38), τ�οτε, λαµ1�ανει την
τιµ�η

∫ T

0

(

η̇2 − ω2η2
)

dt =

(

π2

T 2
− ω2

)

T

2
,

η οπο�ια ε�ιναι αρνητικ�η δεδοµ�ενου �οτι T > π/ω. Συνεπ£ω̋, η φυσικ�η τρο-
χι�α, �οταν αντιστοιχε�ι σε δι�αστηµα κ�ινηση̋ µεγαλ�υτερο απ�ο µ�ια ηµιπερ�ι-
οδο, δεν καθιστ�α τη δρ�αση ελ�αχιστη. Μ�ηπω̋, �οµω̋, σε αυτ�η την περ�ι-
πτωση η δρ�αση ε�ιναι µ�εγιστη; Αν θεωρ�ησουµε τη µετα1ολ�η

η = sin

(

nπt

T

)

,
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�οπου n ακ�εραιο̋, η ποσ�οτητα (2.38) λαµ1�ανει την τιµ�η
∫ T

0

(

η̇2 − ω2η2
)

dt =

(

n2π2

T 2
− ω2

)

T

2
.

Για n > ωT/π η παραπ�ανω ποσ�οτητα ε�ιναι θετικ�η. Συµπερα�ινουµε, λοι-
π�ον, �οτι για τ�ετοιε̋ τιµ�ε̋ του T η τροχι�α δεν καθιστ�α τη δρ�αση ο�υτε µ�εγι-
στη ο�υτε ελ�αχιστη· ε�ιναι απλ£ω̋ σαγµατικ�ο “σηµε�ιο” τη̋ δρ�αση̋.

2.5 Το σχ�ηµα εν�ο̋ υµεν�ιου σαπωνοδιαλ�υµατο̋

που συνδ�εει δ�υο δακτυλ�ιου̋

Σχ�ηµα 2.6: Το σχ�ηµα που πα�ιρνει �ενα υµ�ενιο σαπωνοδιαλ�υµατο̋ �οταν αυτ�ο εν£ωνει δ�υο
παρ�αλληλου̋ κυκλικο�υ̋ δακτυλ�ιου̋ �ιδια̋ ακτ�ινα̋.

Σχηµατ�ιζουµε µια σαπουν�οφουσκα µεταξ�υ των κυκλικ£ων �ακρων δ�υο
σωλ�ηνων ακτ�ινα̋ r, οι οπο�ιοι βρ�ισκονται σε απ�οσταση l ο �ενα̋ απ�ο τον
�αλλο. Η σαπουν�οφουσκα ε�ιναι �ενα υµ�ενιο διαλ�υµατο̋ σαπουνιο�υ µικρο-
σκοπικο�υ π�αχου̋,6τη̋ τ�αξη̋ των 0.0001 cm, που συµπεριφ�ερεται ω̋ µια
µεµ1ρ�ανη υπ�ο σταθερ�η τ�αση. Καθ£ω̋ µεγαλ£ωνει η επιφ�ανεια τη̋ σαπου-
ν�οφουσκα̋, καταναλ£ωνεται �εργο µε αποτ�ελεσµα η επιφανειακ�η εν�εργεια
τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ να ε�ιναι

E = σS ,

�οπου σ ε�ιναι ο συντελεστ�η̋ τη̋ επιφανειακ�η̋ τ�αση̋ (για µια σαπουν�οφου-
σκα ε�ιναι σ ≈ 7.4 × 10−2J/m2). Φανταστε�ιτε �οτι χαρ�ασσουµε στην επι-
φ�ανεια τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ µια νοητ�η κλειστ�η καµπ�υλη γ. Εξαιτ�ια̋ τη̋

6Πρ�οκειται για �ενα απ�ο τα µικρ�οτερα αντικε�ιµενα που µπορο�υµε να διακρ�ινουµε µε
γυµν�ο µ�ατι.
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επιφανειακ�η̋ τ�αση̋ θα ασκηθε�ι στην επιφ�ανεια τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ µ�ια
δ�υναµη εφαπτοµενικ�η, µε κατε�υθυνση αυτ�η τη̋ καθ�ετου στην καµπ�υλη.
Η δ�υναµη αυτ�η �εχει την τ�αση να συρρικν£ωσει την επιφ�ανεια που περι-
κλε�ιεται απ�ο την καµπ�υλη, εν£ω η τιµ�η τη̋ αν�α µον�αδα µ�ηκου̋ τη̋ περι-
1�αλλουσα̋ καµπ�υλη̋ τ αποδεικν�υεται �οτι ε�ιναι ακρι1£ω̋ ο συντελεστ�η̋
τη̋ επιφανειακ�η̋ τ�αση̋ σ (τ£ωρα σε µον�αδε̋ Nt/m). Αυτ�ο µπορο�υµε να
το διαπιστ£ωσουµε υπολογ�ιζοντα̋ τη διαφορικ�η µετα1ολ�η τη̋ επιφ�ανεια̋
που περικλε�ιεται απ�ο την καµπ�υλη. Ε�αν η επιφ�ανεια τεντωθε�ι κατ�α δn
στην κατε�υθυνση τη̋ καθ�ετου σε κ�αθε σηµε�ιο τη̋ καµπ�υλη̋, η µετα1ολ�η
τη̋ επιφανειακ�η̋ εν�εργεια̋ θα ε�ιναι

δE = −δW =

∮

γ

τdsδn ,

�οπουW το �εργο των ασκουµ�ενων σε αυτ�ην δυν�αµεων, και, επειδ�η η τ�αση
ε�ιναι σταθερ�η σε κ�αθε σηµε�ιο τη̋ καµπ�υλη̋ και

∮

γ
dsδn ισο�υται µε τη µε-

τα1ολ�η τη̋ επιφ�ανεια̋ δS, συµπερα�ινουµε �οτι η µετα1ολ�η τη̋ επιφανεια-
κ�η̋ εν�εργεια̋ ε�ιναι

δE = τδS

οπ�οτε η επιφανειακ�η τ�αση τ (η δ�υναµη αν�α µον�αδα µ�ηκου̋) ε�ιναι �ιση µε
το συντελεστ�η επιφανειακ�η̋ τ�αση̋ σ.
Για να προσδιορ�ισουµε το σχ�ηµα τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ στην κατ�αστα-

ση ισορροπ�ια̋, απαιτο�υµε το συνολικ�ο �αθροισµα των ασκο�υµενων σε αυ-
τ�ην δυν�αµεων να µηδεν�ιζεται. Η βαρ�υτητα ε�ιναι αµελητ�εα σε αυτ�η την
περ�ιπτωση (ε�ιναι περ�ι τι̋ τ�εσσερι̋ τ�αξει̋ µεγ�εθου̋ µικρ�οτερη), οπ�οτε σε
κ�αθε διαφορικ�ο τµ�ηµα τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ η συνισταµ�ενη των τ�ασεων
Fn που ασκο�υνται κ�αθετα στην επιφ�ανεια τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ πρ�επει
να εξισορροπε�ιται απ�ο τη δ�υναµη που ασκε�ιται αν�α µον�αδα επιφ�ανεια̋
εξαιτ�ια̋ τη̋ διαφορ�α̋ τη̋ ατµοσφαιρικ�η̋ π�ιεση̋∆p µεταξ�υ των δ�υο πλευ-
ρ£ων τη̋ σαπουν�οφουσκα̋. ∆ηλαδ�η, για µ�ια επιφ�ανεια διαφορικο�υ εµ1α-
δο�υ dA ισχ�υει

Fn

dA
= ∆p .

Α̋υπολογ�ισουµε στη συν�εχεια τη συνισταµ�ενη των τ�ασεωνFn πουασκο�υ-
νται σε µια διαφορικ�η επιφ�ανεια dA = ds1ds2, οι πλευρ�ε̋ ds1, ds2 τη̋
οπο�ια̋ ε�ιναι απειροστ�α τ�οξα κατ�α µ�ηκο̋ των κ�αθετων µεταξ�υ του̋ κ�υ-
ριων κ�υκλων καµπυλ�οτητα̋ τη̋ επιφ�ανεια̋ (βλ. Σχ�ηµα 2.7). Τα τ�οξα αυ-
τ�α ε�ιναι ds1 = R1dφ1 και ds2 = R2dφ2, �οπου R1, R2 ε�ιναι οι ακτ�ινε̋ των
αντ�ιστοιχων κ�υκλων. Α̋ θεωρ�ησουµε τι̋ δ�υο πλευρ�ε̋ που εχουν µ�ηκο̋
ds2. Η επιφανειακ�η τ�αση ε�ιναι κ�αθετη σε αυτ�ε̋ τι̋ πλευρ�ε̋ –συνεπ£ω̋ ε�ι-
ναι εφαπτ�οµενη στον κ�υκλο καµπυλ�οτητα̋ µε ακτ�ινα R1– και �εχει µ�ετρο
σds2. Μεαπλ�η γεωµετρικ�η αν�αλυση υπολογ�ιζουµε τη συνισταµ�ενη αυτ£ων
των δυν�αµεων στην κατε�υθυνση τη̋ καθ�ετου στην επιφ�ανεια.

F (ds2)
n = 2σds2

dφ1

2
= σds2

ds1

R1
.

Οµο�ιω̋, η συνισταµ�ενη των τ�ασεων που ασκο�υνται στι̋ πλευρ�ε̋ µ�ηκου̋
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Σχ�ηµα 2.7: Οι δυν�αµει̋ που ασκο�υνται λ�ογω επιφανειακ�η̋ τ�αση̋ σε �ενα στοιχει£ωδε̋
παραλληλ�ογραµµο του υµεν�ιου. Τα δ�υο τ�οξα των κ�υριων κ�υκλων που διαγρ�αφουν το
παραλληλ�ογραµµο ε�ιναι κ�αθετα το �ενα στο �αλλο. Η συνολικ�η δ�υναµη Fn που ασκε�ιται
κ�αθετα στην επιφ�ανεια ε�ιναι το �αθροισµα των τεσσ�αρων δυν�αµεων.

ds1 ε�ιναι

F (ds1)
n = 2σds1

dφ2

2
= σds1

ds2

R2
,

και η συνολικ�η κ�αθετη στην επιφ�ανεια δ�υναµη αν�α µον�αδα επιφ�ανεια̋
ε�ιναι

Fn

δA
= σ

(

1

R1
+

1

R2

)

.

�Υστερα απ�ο αυτ�η την αν�αλυση συν�αγουµε �οτι η επιφ�ανεια στην κατ�α-
σταση ισορροπ�ια̋ πρ�επει να ικανοποιε�ι τη σχ�εση του Pierre Simon Laplace
[1749-1827] Μια σαπουν�οφουσκα

σε ισορροπ�ια
∆p = σ

(

1

R1

+
1

R2

)

, (2.39)

�οπου ∆p ε�ιναι η διαφορ�α π�ιεση̋ µεταξ�υ των δ�υο πλευρ£ων τη̋ σαπου-
ν�οφουσκα̋. Στην παραπ�ανω �εκφραση οι κ�υριε̋ ακτ�ινε̋ καµπυλ�οτητα̋
µπορε�ι να �εχουν θετικ�ο �η αρνητικ�ο πρ�οσηµο· αντ�ιθετα πρ�οσηµα �εχουν
�οταν οι κ�υριοι κ�υκλοι καµπυλ�οτητα̋ βρ�ισκονται εκατ�ερωθεν τη̋ επιφ�α-
νεια̋.
Στο πρ�ο1ληµα τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ που σχηµατ�ιζεται µεταξ�υ δ�υο α-

νοικτ£ων δακτυλ�ιων δεν υπ�αρχει διαφορ�α π�ιεση̋ αν�αµεσα στι̋ δ�υο πλευ-
ρ�ε̋ τη̋ επιφ�ανεια̋ τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ και συνεπ£ω̋ η επιφ�ανεια που
αναζητο�υµε �εχει την εξ�η̋ ιδι�οτητα : οι κ�υριε̋ ακτ�ινε̋ καµπυλ�οτητα̋ σε
κ�αθε σηµε�ιο τη̋ ικανοποιο�υν τη σχ�εση

R1 = −R2 .

Αυτ�η ε�ιναι η συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ που πρ�επει να ικανοποιε�ι η σαπουν�ο-
φουσκα.
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Υπ�αρχει �ενα̋ �αλλο̋, �οµω̋, ισοδ�υναµο̋ χαρακτηρισµ�ο̋ τη̋ συνθ�ηκη̋
ισορροπ�ια̋ τη̋ σαπουν�οφουσκα̋, ο οπο�ιο̋ σχετ�ιζεται �αµεσα µε το πρ�ο-Μια σαπουν�οφουσκα

�εχει το µικρ�οτερο

δυνατ�ο εµ1αδ�ον

1ληµα στασιµοπο�ιηση̋ εν�ο̋ συναρτησοειδο�υ̋ που εξετ�αζουµε στο παρ�ον
κεφ�αλαιο. Ησαπουν�οφουσκα ισορροπε�ι �οταν η επιφανειακ�η εν�εργει�α τη̋
καθ�ισταται στ�ασιµη και �αρα �οταν το εµ1αδ�ον τη̋ επιφ�ανει�α̋ τη̋ καθ�ι-
σταται στ�ασιµο. Η κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ ε�ιναι ευ-
σταθ�η̋ �οταν το εµ1αδ�ον τη̋ επιφ�ανεια̋ τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ ε�ιναι το-
πικ�ο ελ�αχιστο. Αυτ�ο̋ ο χαρακτηρισµ�ο̋ του σχ�ηµατο̋ ισορροπ�ια̋ τη̋ σα-
πουν�οφουσκα̋ οδηγε�ι στο ακ�ολουθο πρ�ο1ληµα µετα1ολ£ων : ζητο�υµε να
προσδιορ�ισουµε την επιφ�ανεια εκε�ινη µεταξ�υ δ�υο δακτυλ�ιων, η οπο�ια �εχει
το ελ�αχιστο δυνατ�ο εµ1αδ�ον.
Μπορο�υµε να απλοποι�ησουµε τον παραπ�ανω υπολογισµ�ο παρατηρ£ω-

ντα̋ �οτι η ελ�αχιστη επιφ�ανεια πρ�επει να �εχει κυλινδρικ�η συµµετρ�ια ω̋
προ̋ τον �αξονα x που συνδ�εει τα κ�εντρα των δακτυλ�ιων, οπ�οτε η επιφ�α-
νεια µπορε�ι να προσδιοριστε�ι µ�ονο απ�ο µ�ια συν�αρτηση µια̋ µετα1λητ�η̋,
την y(x), �οπου y η ακτ�ινα τη̋ επιφ�ανεια̋ σε απ�οσταση x απ�ο το µ�εσο µε-
ταξ�υ των κ�εντρων των δ�υο δακτυλ�ιων. Αν συµ1ολ�ισουµε µε ds το διαφο-
ρικ�ο µ�ηκο̋ τ�οξου επ�ι τη̋ y(x), τ�οτε η διαφορικ�η επιφ�ανεια εκ περιστρο-
φ�η̋ που σχηµατ�ιζεται απ�ο αυτ�ο το µ�ηκο̋ τ�οξου ε�ιναι

dS = 2πyds = 2πy
√

(dx)2 + (dy)2 = 2πy
√

1 + (y′)2dx,

�οπου µε y′ �εχουµε συµ1ολ�ισει την παρ�αγωγο dy/dx. Θ�ελουµε να προσδι-

Σχ�ηµα 2.8: Τοµ�η µια̋ σαπουν�οφουσκα̋ που σχηµατ�ιζεται µεταξ�υ δ�υο ανοικτ£ων δακτυ-
λ�ιων ακτ�ινα̋ r που βρ�ισκονται σε απ�οσταση 2l ο �ενα̋ απ�ο τον �αλλο. Η ελ�αχιστη απ�ο-
σταση µεταξ�υ των επιφανει£ων ε�ιναι 2b.

ορ�ισουµε την καµπ�υλη y(x) µε συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋ y(±l) = r που καθι-
στ�α την ποσ�οτητα

S = 2π

∫ l

−l

y
√

1 + (y′)2dx,
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ελ�αχιστη. Αυτ�ο ε�ιναι �ενα πρ�ο1ληµα λογισµο�υ µετα1ολ£ων µε “Λαγκραν-
ζιαν�η” την

L(y, y′) = y
√

1 + (y′)2 .

Η εξ�ισωση Euler - Lagrange που πρ�επει να ικανοποιε�ιται απ�ο τη συν�αρ-
τηση y(x), η οπο�ια παρ�αγει τη στ�ασιµη αυτ�η καµπ�υλη ε�ιναι η

d

dx

∂L

∂y′
=

∂L

∂y
,

που οδηγε�ι στη διαφορικ�η εξ�ισωση

yy′′ = 1 + (y′)2 . (2.40)

Η εξ�ισωση αυτ�η µπορε�ι να γραφε�ι στη µορφ�η

−
y′′

[1 + (y′)2]3/2
+

1

y[1 + (y′)2]1/2
= 0

και να αναγνωριστε�ι ω̋ η συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ που προκ�υπτει απ�ο τη σχ�ε-
ση του Laplace (2.39), αφο�υ η επιφ�ανεια εκ περιστροφ�η̋ y(x) �εχει ω̋ µ�ια
κ�υρια ακτ�ινα καµπυλ�οτητα̋ την

R1 = y[1 + (y′)2]1/2,

που αντιστοιχε�ι σε κ�υκλο που διαγρ�αφεται στο επ�ιπεδο το κ�αθετο στην
εφαπτοµ�ενη τη̋ καµπ�υλη̋ y(x) και ω̋ δε�υτερη ακτ�ινα καµπυλ�οτητα̋ την

R2 = −
[1 + (y′)2]3/2

y′′
,

που ε�ιναι η ακτ�ινα καµπυλ�οτητα̋ τη̋ καµπ�υλη̋ y(x) και λαµ1�ανεται ω̋
αρνητικ�η, δι�οτι κε�ιται στην �αλλη πλευρ�α τη̋ επιφ�ανεια̋ εφ�οσον η y(x) ε�ι-
ναι κυρτ�η.
Ξαναγρ�αφοντα̋ τη διαφορικ�η εξ�ισωση (2.40) ω̋

y′′

√

1 + (y′)2
=

√

1 + (y′)2

y
,

µαντε�υουµε σχετικ�α ε�υκολα �οτι η λ�υση τη̋ θα ε�ιναι τη̋ µορφ�η̋

y(x) = b cosh(x/b + c) .

Επιπλ�εον, λ�ογω τη̋ συµµετρικ�η̋ συνθ�ηκη̋ y(±l) = r, θα πρ�επει c = 0
και συνεπ£ω̋ η λ�υση τη̋ (2.40) θα �εχει τη συµµετρικ�η µορφ�η Το σχ�ηµα του υµεν�ιου

που εν£ωνει δ�υο

δακτυλ�ιου̋y(x) = b cosh(x/b) . (2.41)

Η σταθερ�α b που δ�ινει την ακτ�ινα τη̋ επιφ�ανεια̋ στο x = 0 προσδιορ�ιζε-
ται απ�ο τη συνθ�ηκη

r/b = cosh(l/b) . (2.42)
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Αν ορ�ισουµε τι̋ αδι�αστατε̋ ποσ�οτητε̋ a = l/r και ξ = r/b, η (2.42) γρ�α-
φεται

ξ = cosh(aξ) . (2.43)

Στο Σχ�ηµα 2.9�εχουν σχεδιαστε�ι τα δ�υο σκ�ελη τη̋ εξ�ισωση̋ (2.43)απ� �οπου
προκ�υπτει �ενα ιδι�οµορφο αποτ�ελεσµα. Παρατηρο�υµε �οτι για µικρ�α a =
l/r, µικρ�ε̋, δηλαδ�η, σχετικ�ε̋ αποστ�ασει̋ των δακτυλ�ιων, υπ�αρχουν δ�υο
ρ�ιζε̋ τη̋ (2.43)· δηλαδ�η, υπ�αρχουν δ�υο επιφ�ανειε̋ που �εχουν ακρ�οτατο
εµ1αδ�ον. Αντ�ιθετα, για µεγ�αλα a = l/r δεν υπ�αρχει λ�υση τη̋ (2.43)· δη-
λαδ�η, δεν υπ�αρχει επιφ�ανεια τη̋ οπο�ια̋ το εµ1αδ�ον να καθ�ισταται ακρ�ο-
τατο. Οι δ�υο γραφικ�ε̋ παραστ�ασει̋ εφ�απτονται �οταν π�εραν τη̋ (2.43)
ικανοποιε�ιται και η

1 = a0 sinh(a0ξ0) , (2.44)

�οπου ξ0 η τιµ�η τη̋ ξ στο σηµε�ιο επαφ�η̋ και a0 η ειδικ�η τιµ�η τη̋ παρα-

Σχ�ηµα 2.9: Γραφικ�η επ�ιλυση τη̋ εξ�ισωση̋ (2.43). �Οταν a = l/r < 0.66, η εξ�ισωση �εχει
δ�υο λ�υσει̋, εν£ω, �οταν a > 0.66, η εξ�ισωση δεν �εχει καµ�ια πραγµατικ�η λ�υση.

µ�ετρου που οδηγε�ι στην εφαπτοµενικ�η επαφ�η. ∆ιαιρ£ωντα̋ τι̋ (2.43) και
(2.44) στην ειδικ�η αυτ�η περ�ιπτωση, λαµ1�ανουµε

a0ξ0 tanh(a0ξ0) = 1 .

Η υπερ1ατικ�η αυτ�η εξ�ισωση ικανοποιε�ιται για a0ξ0 = 1.12. Συµπερα�ι-
νουµε, λοιπ�ον, �οτι η µ�εγιστη τιµ�η τη̋ παραµ�ετρου a για την οπο�ια υπ�αρχει
λ�υση στο πρ�ο1ληµ�α µα̋ ε�ιναι η

a0 = 0.66 ,

η οπο�ια οδηγε�ι στην τιµ�η ξ0 = 1.81. �Οπω̋ �ηδη αναφ�εραµε, αν a < a0,

�εχουµε δ�υο επιφ�ανειε̋ µε ακρ�οτατο εµ1αδ�ον. Οι επιφ�ανειε̋ αυτ�ε̋ παρου-
σι�αζονται στο Σχ�ηµα 2.10.
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Σχ�ηµα 2.10: Στο σχ�ηµα παριστ�ανονται οι µορφ�ε̋ των δ�υο στ�ασιµων λ�υσεων για l/r =
0.4. Η αριστερ�η αντιστοιχε�ι σε τιµ�η b/r = 0.16 (�εντονα κυρτωµ�ενη), εν£ω η δεξι�α σε
b/r = 0.91 (ελαφρ£ω̋ κυρτωµ�ενη). Η αριστερ�η µορφ�η δεν δηµιουργε�ιται στην παργα-
µατικ�οτητα λ�ογω τη̋ αστ�αθει�α̋ τη̋.

Το εµ1αδ�ον τη̋ επιφ�ανεια̋ τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ S υπολογ�ιζεται �οτι
ε�ιναι

S = 2π

∫ l

−l

y
√

1 + y′2dx = 2πb

∫ l

−l

cosh2(x/b)dx

= 2πbl

(

1 +
sinh(2l/b)

(2l/b)

)

, (2.45)

και απεικον�ιζεται στο Σχ�ηµα 2.11 ω̋ συν�αρτηση τη̋ αδι�αστατη̋ ποσ�οτη-
τα̋ a = l/r . Η λ�υση µε το µεγαλ�υτερο b (µικρ�οτερο ξ), που αντιστοιχε�ι
στην καµπ�υλη (α) (την δεξι�α καµπ�υλη του σχ�ηµατο̋ 2.10), �εχει π�αντοτε
µικρ�οτερη επιφ�ανεια απ�ο την �αλλη λ�υση µε το µικρ�οτερο b (την αριστερ�η
επιφ�ανεια του σχ�ηµατο̋ 2.10) που αντιστοιχε�ι στην καµπ�υλη (β). Θυµ�ι-
ζουµε �οτι η παρ�αµετρο̋ b ε�ιναι η ακτ�ινα του στεν�οτερου σηµε�ιου του λαι-
µο�υ που σχηµατ�ιζει το υµ�ενιο. Καθ£ω̋ η απ�οσταση µεταξ�υ των δακτυλ�ιων
µικρα�ινει (a → 0), η στ�ασιµη λ�υση µε το µικρ�οτερο εµ1αδ�ον προσεγγ�ι-
ζει µια κυλινδρικ�η επιφ�ανεια µε εµ1αδ�ον 2πrl (βλ. Σχ�ηµα 2.12). Η �αλλη
λ�υση µε το µεγαλ�υτερο εµ1αδ�ον (καµπ�υλη (β)) προσεγγ�ιζει για a → 0 την
τιµ�η 2πr2 που αντιστοιχε�ι στο εµ1αδ�ον δ�υο ξεχωριστ£ων κυκλικ£ωνυµεν�ιων
επ�ανω στον κ�αθε δακτ�υλιο (βλ. Σχ�ηµα 2.13). Στο Σχ�ηµα 2.11 �εχει σχεδια-
στε�ι και το εµ1αδ�ον τη̋ τοπολογικ�α διαφορετικ�η̋ αυτ�η̋ λ�υση̋, η οπο�ια,
µολον�οτι δεν προκ�υπτει ω̋ λ�υση τη̋ Euler - Lagrange, �οντα̋ µη συνεχ�η̋,
�εχει µικρ�οτερη επιφ�ανεια απ�ο τη στ�ασιµη λ�υση µε το µικρ�οτερο εµ1αδ�ον
για a > 0.53. Αυτ�η η τοπολογικ�α µη συνεκτικ�η λ�υση αποτελε�ι µια πι-
θαν�η κατ�αληξη τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ �οταν αυτ�η γ�ινει ασταθ�η̋, πρ�αγµα
το οπο�ιο συµ1α�ινει �οταν η απ�οσταση µεταξ�υ των δακτυλ�ιων ξεπερ�ασει
το ra0. Κ�ανουµε λ�ογο για πιθαν�η κατ�αληξη τη̋ σαπουν�οφουσκα̋, δι�οτι
υπ�αρχει και �αλλη µια διαφορετικ�η τοπολογικ�η λ�υση µε µηδενικ�ο εµ1αδ�ον
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Σχ�ηµα 2.11: Το εµ1αδ�ον τη̋ επιφ�ανεια̋ των στ�ασιµων λ�υσεων συναρτ�ησει του λ�ογου
a = l/r. Για τιµ�ε̋ του λ�ογου a > a0 = 0.66 δεν υπ�αρχει συνεχ�η̋ λ�υση τη̋ εξ�ισωση̋
Euler - Lagrange. Ηκαµπ�υλη (γ)αντιστοιχε�ι στο εµ1αδ�ον 2πr2 δ�υο ξεχωριστ£ων κυκλικ£ων
υµεν�ιων ακτ�ινα̋ r επ�ανω στον κ�αθε δακτ�υλιο.

κατ�α την οπο�ια το υγρ�ο τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ εξαπλ£ωνεται στην περιφ�ε-
ρεια των δακτυλ�ιων χωρ�ι̋ να σχηµατ�ιζεται υµ�ενιο.
Α̋ ελ�εγξουµε τ£ωρα την ευστ�αθεια αυτ£ων των επιφανει£ων. Αν κ�αποιαΠερ�ι τη̋ ευστ�αθεια̋

του υµεν�ιου επιφ�ανεια αποτελε�ι ελ�αχιστο µεταξ�υ των παραπλ�ησιων επιφανει£ων, οποι-
αδ�ηποτε διαταραχ�η τη̋ σαπουν�οφουσκα̋, �οπω̋ για παρ�αδειγµα �ενα τρ�α-
νταγµα, θααυξ�ησει την επιφ�ανει�α τη̋. Ησαπουν�οφουσκα τ�οτε, στην προ-
σπ�αθει�α τη̋ να µει£ωσει την επιφανειακ�η τη̋ εν�εργεια, θα επαν�ελθει στην
αρχικ�η τη̋ αδιατ�αραχτη κατ�ασταση. Στην πρ�αξη θα εκτελ�εσει κ�αποιε̋
ταλαντ£ωσει̋ γ�υρω απ�ο την επιφ�ανεια ισορροπ�ια̋ τη̋ εκπ�εµποντα̋ την
εν�εργεια του τραντ�αγµατο̋ στο περι1�αλλον υπ�ο µορφ�η θερµ�οτητα̋. Αν,
�οµω̋, το σχ�ηµα τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ καθιστ�α την επιφ�ανεια στ�ασιµη αλ-
λ�α �οχι τοπικ�ο ελ�αχιστο, τ�οτε το παραµικρ�ο τρ�ανταγµα θα προκαλ�εσει στη
σαπουν�οφουσκα µια παραµ�ορφωση, η οπο�ια θα �εχει την τ�αση να µεγα-
λ£ωσει καθ£ω̋ η σαπουν�οφουσκα θα προσπαθε�ι να µικρ�υνει την επιφ�ανει�α
τη̋. Αν, λοιπ�ον, υπ�αρχει λ�υση µε µικρ�οτερη επιφ�ανεια η σαπουν�οφου-
σκα θα καταλ�ηξει τελικ�α σε αυτ�ην. Προκειµ�ενου να ελ�εγξουµε το ε�ιδο̋
του ακροτ�ατου των λ�υσεων που κατασκευ�ασαµε στην προηγο�υµενη πα-
ρ�αγραφο, θα πρ�επει να εξετ�ασουµε το πρ�οσηµο τη̋ δε�υτερη̋ µετα1ολ�η̋
τη̋ επιφ�ανεια̋. Αν παραγωγ�ισουµε το ολοκλ�ηρωµα τη̋ επιφ�ανεια̋ δ�υο
φορ�ε̋ ω̋ προ̋ µικρ�ε̋ διαταραχ�ε̋ τη̋ λ�υση̋ (2.41)

y(x) = b cosh
(x

b

)

+ ǫη(x) ,

θα �εχουµε

δS =
ǫ2

2

∫ aξ

−aξ

dz
1

cosh2 z

[

(

dη

dz

)2

− η2

]

. (2.46)
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Σχ�ηµα 2.12: �Οταν η απ�οσταση µεταξ�υ των δακτυλ�ιων ε�ιναι µικρ�η, η µ�ια λ�υση προσεγ-
γ�ιζει την παρ�απλευρη επιφ�ανεια εν�ο̋ κυλ�ινδρου.

Την παραπ�ανω �εκφραση την κατασκευ�ασαµε ακολουθ£ωντα̋ τι̋ γενικ�ε̋
εκφρ�ασει̋ που γρ�αψαµε στην αρχ�η του προηγο�υµενου εδαφ�ιου �οσον αφο-
ρ�α στη µελ�ετη του προσ�ηµου τη̋ δε�υτερη̋ µετα1ολ�η̋ εν�ο̋ συναρτησοει-
δο�υ̋.

�Ασκηση 2.5. Χρησιµοποι£ωντα̋ τη σχ�εση (2.35) για τι̋ συναρτ�ησει̋P, Q, κατασκευ�α- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
στε τη δε�υτερη παρ�αγωγο τη̋ επιφ�ανεια̋ τη̋ σαπουν�οφουσκα̋ γ�υρω απ�ο τη λ�υση (2.41)
που στασιµοποιε�ι την επιφ�ανεια αυτ�η. Αλλ�αζοντα̋, τ�ελο̋, τη µετα1λητ�η τη̋ ολοκλ�ηρω-
ση̋ απ�ο x σε z = x/l, δε�ιξτε �οτι η δε�υτερη µετα1ολ�η τη̋ επιφ�ανεια̋ δ�ινεται συνοπτικ�α
απ�ο το ολοκλ�ηρωµα τη̋ σχ�εση̋ (2.46).

Αν η διαφορ�α µεταξ�υ των δ�υο ολοκληρωµ�ατων, του εν�ο̋ µε τον �ορο
η′2 και του �αλλου µε τον �ορο η2, ε�ιναι θετικ�η για οποιαδ�ηποτε συν�αρτηση
η, τ�οτε η µετα1ολ�η τη̋ επιφ�ανεια̋ απ�ο την ακρ�οτατη τιµ�η τη̋ ε�ιναι θε-
τικ�η και εποµ�ενω̋ η επιφ�ανεια ε�ιναι ελ�αχιστη. Σ�υµφωνα µε την προηγο�υ-
µενη αν�αλυσ�η µα̋ (θε£ωρηµα Καραθεοδωρ�η) αυτ�ο θα ισχ�υει σ�ιγουρα για
πολ�υ µικρ�ο δι�αστηµα ολοκλ�ηρωση̋. Μικρ�ο, σχεδ�ον µηδενικ�ο δι�αστηµα
ολοκλ�ηρωση̋ [−aξ, aξ] µπορο�υµε να �εχουµε στη µ�ια µ�ονο απ�ο τι̋ δ�υο λ�υ-
σει̋ τη̋ (2.43), σε αυτ�η µε τη µικρ�οτερη ρ�ιζα ξ, δηλαδ�η την πιο “ρηχ�η”
καµπ�υλη. Η �αλλη λ�υση θα αντιστοιχε�ι σε τιµ�η του aξ µεγαλ�υτερη τη̋ a0ξ0,

αφο�υ, �οπω̋ φα�ινεται και απ�ο τη γραφικ�η παρ�ασταση στο Σχ�ηµα 2.11

ισχ�υει �οτι cosh(a2ξ2) ≥ cosh(a0ξ0). Θα δε�ιξουµε �οτι η ακρα�ια λ�υση του
προ1λ�ηµατ�ο̋ µα̋ µε a = a0 και ξ = ξ0 �εχει δε�υτερη µετα1ολ�η τη̋ επι-
φ�ανεια̋ θετικ�η �η µηδ�εν. Με �αλλα λ�ογια θα δε�ιξουµε �οτι για οποιαδ�ηποτε
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συν�αρτηση η(z) το ολοκλ�ηρωµα (2.46) ε�ιναι θετικ�ο, εν£ω υπ�αρχει µια συ-
γκεκριµ�ενη συν�αρτηση η που καθιστ�α το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο µηδ�εν. ΑνΤο ρηχ�ο υµ�ενιο,

σε αντ�ιθεση µε το βαθ�υ,

ε�ιναι ευσταθ�ε̋

ακολουθ�ησουµε την αν�αλυση του πηλ�ικου Rayleigh που παρουσι�αζεται
στο Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα, διαπιστ£ωνουµε �οτι �ενα̋ πολ�υ κοµψ�ο̋ τρ�ο-
πο̋ ε�υρεση̋ του προσ�ηµου του εν λ�ογω ολοκληρ£ωµατο̋ ε�ιναι η µελ�ετη
του πηλ�ικου των δ�υο ετερ�οσηµων �ορων τη̋ (2.46)

R[η] =

∫ aξ

−aξ

(

η̇2/cosh2 z
)

dz
∫ aξ

−aξ

(

η2/cosh2 z
)

dz
, (2.47)

το οπο�ιο αν�αγεται (βλ. Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα) στην ε�υρεση ιδιοτιµ£ων
του ακ�ολουθου προ1λ�ηµατο̋ Sturm-Liouville

−
d

dz

(

1

cosh2 z

dη(z)

dz

)

= λ
1

cosh2 z
η(z) , (2.48)

µε τον περιορισµ�ο η(±aξ) = 0. Ειδικ�α στην περ�ιπτωση που aξ = a0ξ0,

για την οπο�ια γνωρ�ιζουµε �οτι a0ξ0 tanh(a0ξ0) = 1 δεν ε�ιναι δ�υσκολο να
µαντ�εψουµε την πιο απλ�η ιδιοσυν�αρτηση τη̋ παραπ�ανω διαφορικ�η̋ εξ�ι-
σωση̋. ∆οκιµ�αζοντα̋ συναρτ�ησει̋ τη̋ µορφ�η̋

η0(z) = (z tanh z − 1)f(z) ,

που ικανοποιο�υν τι̋ ζητο�υµενε̋ συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋, συµπερα�ινουµε �οτι
η απλο�υστερη ιδιοσυν�αρτηση τη̋ (2.48) ε�ιναι η7

η0(z) = (z tanh z − 1) cosh(z) . (2.49)

Μιλ£ωντα̋ για απλο�υστερη ιδιοσυν�αρτηση εννοο�υµε εκε�ινη που δεν �εχει
καµ�ια ρ�ιζα στο δι�αστηµα που ορ�ιζεται απ�ο τα σ�υνορ�α τη̋. Απ�ο τη θεω-
ρ�ια Sturm-Liouville γνωρ�ιζουµε �οτι η απλο�υστερη τ�ετοια ιδιοσυν�αρτηση
θα αντιστοιχε�ι και στη µικρ�οτερη ιδιοτιµ�η, που εδ£ω, �οπω̋ διαπιστ£ωνει κα-
νε�ι̋, ε�ιναι η λ = 1. Απ�ο τη θεωρ�ια γνωρ�ιζουµε επ�ιση̋ �οτι το πηλ�ικοRayle-
igh ε�ιναι µεγαλ�υτερο �η �ισο µε τη µικρ�οτερη δυνατ�η ιδιοτιµ�η τη̋ αντ�ιστοι-
χη̋ διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋. Συνεπ£ω̋, η δε�υτερη µετα1ολ�η τη̋ επιφ�ανεια̋
που αντιστοιχε�ι στη µεγαλ�υτερη δυνατ�η απ�οσταση µεταξ�υ των δακτυλ�ιων
ε�ιναι µεγαλ�υτερη �η �ιση µε το µηδ�εν· ε�ιναι �ιση µε µηδ�εν �οταν η η(z) �εχει τηΗ επιφ�ανεια που

αντιστοιχε�ι στην

ακρα�ια τιµ�η a = 0.66

παρουσι�αζει ουδ�ετερη

ευστ�αθεια

µορφ�η τη̋ (2.49). Ηακρ�οτατη αυτ�η επιφ�ανεια παρουσι�αζει δηλαδ�η ουδ�ε-
τερη ευστ�αθεια, υπ�ο την �εννοια �οτι �ολε̋ οι µετα1ολ�ε̋ αυξ�ανουν την επι-
φ�ανεια πλην ορισµ�ενων –αυτ£ων τη̋ µορφ�η̋ τη̋ ιδιοσυν�αρτηση̋ (2.49)–,
οι οπο�ιε̋ αφ�ηνουν το εµ1αδ�ον σταθερ�ο σε δε�υτερη τ�αξη.
Για µικρ�οτερα διαστ�ηµατα µεταξ�υ των συν�ορων [−a1ξ1, a1ξ1] µε 0 <

a1ξ1 < a0ξ0 ηδε�υτερη µετα1ολ�η τη̋ επιφ�ανεια̋ ε�ιναι καθαρ�α θετικ�η αφο�υ,
τ�οτε, µπορε�ι κανε�ι̋ να κατασκευ�ασει την απλο�υστερη λ�υση τη̋ εξ�ισωση̋

7Για την ακρ�ι1εια δεν χρει�αζεται να κατα1�αλουµε ιδια�ιτερη προσπ�αθεια. Η f(z)πρ�ε-
πει να ε�ιναι �αρτια συν�αρτηση και δεδοµ�ενων των υπερ1ολικ£ων συναρτ�ησεων που πα-
ρουσι�αζονται κατ�α κ�ορον στο πρ�ο1ληµ�α µα̋, η cosh z ε�ιναι η δε�υτερη συν�αρτηση που
θα δοκ�ιµαζε κανε�ι̋ µετ�α τη σταθερ�η συν�αρτηση.
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Σχ�ηµα 2.13: �Οταν η απ�οσταση των δ�υο δακτυλ�ιων υπερ1ε�ι την τιµ�η l/r = 0.66, η
ακρα�ια δυνατ�η ευσταθ�η̋ λ�υση (αριστερ�ο δι�αγραµµα) σπ�αει και το σ�υστηµα µετα1α�ινει
στην κοντιν�οτερη ευσταθ�η λ�υση. Σχηµατ�ιζονται �ετσι δ�υο κυκλικ�α υµ�ενια γ�υρω απ�ο κ�αθε
δακτ�υλιο. Για µεγ�αλα a = l/r αυτ�η η µη συνεκτικ�η λ�υση που δεν προκ�υπτει απ�ο τι̋ εξι-
σ£ωσει̋ Euler - Lagrange αντιστοιχε�ι στην κατ�ασταση ελ�αχιστη̋ επιφανειακ�η̋ εν�εργεια̋.

(2.48) µε τι̋ ν�εε̋ συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋ απ�ο τι̋ ιδιοσυναρτ�ησει̋ τη̋ προη-
γο�υµενη̋ περ�ιπτωση̋, οι οπο�ιε̋ �εχουν �ολε̋ ιδιοτιµ�ε̋ µεγαλ�υτερε̋ τη̋ µο-
ν�αδα̋. Η ν�εα αυτ�η συν�αρτηση, �οντα̋ γραµµικ�ο̋ συνδυασµ�ο̋ των ιδιοσυ-
ναρτ�ησεων του αρχικο�υ προ1λ�ηµατο̋, θα �εχει ιδιοτιµ�η µεγαλ�υτερη απ�ο
τη µικρ�οτερη ιδιοτιµ�η του αρχικο�υ προ1λ�ηµατο̋.8 Το�υτο µπορε�ι να το
διαπιστ£ωσει κανε�ι̋ βασιζ�οµενο̋ στην ιδι�οτητα του πηλ�ικου Rayleigh που
αναφ�εραµε παραπ�ανω, σ�υµφωνα µε την οπο�ια το πηλ�ικο Rayleigh ε�ιναι
µεγαλ�υτερο απ�ο τη µικρ�οτερη δυνατ�η ιδιοτιµ�η, η οπο�ια, �οπω̋ δε�ιξαµε,
ε�ιναι η µον�αδα. Αντ�ιστοιχο επιχε�ιρηµα µπορε�ι να χρησιµοποι�ησει κανε�ι̋
για την περ�ιπτωση που το δι�αστηµα των συν�ορων [−a2ξ2, a2ξ2] ε�ιναι µε-
γαλ�υτερο απ�ο την οριακ�η περ�ιπτωση (a2ξ2 > a0ξ0). Τ�οτε, η απλο�υστερη
ιδιοσυν�αρτηση θα �εχει ιδιοτιµ�η µικρ�οτερη τη̋ µον�αδα̋ µε αποτ�ελεσµα η
δε�υτερη µετα1ολ�η να µπορε�ι να γ�ινει αρνητικ�η. Αυτ�ο φυσικ�α σηµα�ινει �οτι,
αν αρχικ�α η σαπουν�οφουσκα ε�ιχε το σχ�ηµα που αντιστοιχε�ι στη δε�υτερη
λ�υση, η παραµικρ�η διαταραχ�η τη̋ επιφ�ανει�α̋ τη̋ θα µεγ�αλωνε ακρι1£ω̋
µε τον τρ�οπο που αντιστοιχε�ι στην απλο�υστερη αυτ�η ιδιοσυν�αρτηση και
τελικ�α η σαπουν�οφουσκα θα κατ�εληγε στη λ�υση µε τη µικρ�οτερη συνο-
λικ�α επιφ�ανεια (βλ. Σχ�ηµα 2.11).

Τ�ελο̋, οποιαδ�ηποτε απ�οπειρα να αποµακρ�υνουµε περισσ�οτερο του̋
δακτυλ�ιου̋ απ�ο την οριακ�η τιµ�η a0 = lmax/r = 0.66, για την οπο�ια υπ�αρ- Αν οι δακτ�υλιοι

αποµακρυνθο�υν

περισσ�οτερο απ�ο

0.66 ακτ�ινε̋, το

υµ�ενιο σπ�αει

χει, �οπω̋ δε�ιξαµε, λ�υση τοπικ�α ελ�αχιστη̋ επιφ�ανεια̋, θα προκαλ�εσει τ�ε-
τοιε̋ διαταραχ�ε̋ στη σαπουν�οφουσκα, £ωστε αυτ�η στην προσπ�αθει�α τη̋
να µικρ�υνει την επιφ�ανει�α τη̋ θα γ�ινεται ολο�ενα και πιο στεν�η στο “λαιµ�ο”

8Ηαπα�ιτηση να µηδεν�ιζεται η θεµελι£ωδη̋ ιδιοσυν�αρτηση του ν�εου προ1λ�ηµατο̋ στα
διαστ�ηµατα [−a0ξ0,−a1ξ1] και [a1ξ1, a0ξ0] και η ασυνεχ�η̋ µετα1ολ�η τη̋ παραγ£ωγου τη̋
συν�αρτηση̋ στα σηµε�ια ±a1ξ1, δεν δηµιουργε�ι καν�ενα πρ�ο1ληµα. Ο λ�ογο̋ ε�ιναι �οτι η
συµ1ολ�η στα ολοκληρ£ωµατα του πηλ�ικου Rayleigh (2.47) των ασυνεχ£ων σηµε�ιων ε�ιναι
µ�ετρου µηδ�εν και εποµ�ενω̋ δεν αλλοι£ωνονται δι�ολου τα συµπερ�ασµατ�α µα̋ περ�ι α�υξη-
ση̋ τη̋ τιµ�η̋ τη̋ αντ�ιστοιχη̋ ιδιοτιµ�η̋.
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τη̋. Τελικ�α η σαπουν�οφουσκα θα καταλ�ηξει στην τοπολογικ�α διαφορε-
τικ�η λ�υση των δ�υο ξεχωριστ£ων υµεν�ιων στου̋ δ�υο δακτυλ�ιου̋, η οπο�ια
αποτελε�ι λ�υση τοπικο�υ ελαχ�ιστου, �η θα διαλυθε�ι τελε�ιω̋ καταλ�ηγοντα̋
στην περιφ�ερεια των δ�υο δακτυλ�ιων.
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2.6 Προ1λ�ηµατα

1. Γρ�αψτε την �εκφραση για το στοιχει£ωδε̋ µ�ηκο̋ τ�οξου επ�ανω σε µια
σφα�ιρα µοναδια�ια̋ ακτ�ινα̋ χρησιµοποι£ωντα̋ σφαιρικ�ε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋. Στη συν�εχεια ορ�ιστε το ολοκλ�ηρωµα που περιγρ�αφει το µ�η-
κο̋ µια̋ τυχα�ια̋ διαδροµ�η̋ που �εχει αφετηρ�ια το Β�ορειο Π�ολο (θ =
0, φ = 0) και καταλ�ηγει σε �ενα σηµε�ιο του Iσηµερινο�υ (θ = π/2, φ =
0). Χρησιµοποι£ωντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange δε�ιξτε �οτι το
µ�ηκο̋ τη̋ διαδροµ�η̋ καθ�ισταται ακρ�οτατο �οταν φ =σταθερ�ο. Η
συνθ�ηκη αυτ�η συνεπ�αγεται δ�υο δυνατ�ε̋ διαδροµ�ε̋ : µια κατ�α µ�η-
κο̋ του µεσηµ1ρινο�υ φ = 0απευθε�ια̋ απ�ο το Β�ορειο Π�ολο προ̋ τον
Ισηµεριν�ο και µ�ια κατ�α µ�ηκο̋ του �ιδιου µεσηµ1ρινο�υ µ�εσω �οµω̋ του
Ν�οτιου Π�ολου. Απ�ο τι̋ δ�υο διαδροµ�ε̋ η πρ£ωτη ε�ιναι ολικ�ο ελ�αχιστο
σε σχ�εση µε κ�αθε �αλλη δυνατ�η διαδροµ�η, �οπω̋ ε�υκολα µπορε�ι να
διαπιστ£ωσει κανε�ι̋ απ�ο τη µορφ�η του ολοκληρ£ωµατο̋. Η δε�υτερη
διαδροµ�η ε�ιναι �αραγε κ�αποιο τοπικ�ο ελ�αχιστο; �Η µ�ηπω̋ µ�εγιστο;
[Υπ�οδειξη : Ω̋ εναλλακτικ�η τη̋ δε�υτερη̋ διαδροµ�η̋ θεωρ�ηστε (α)
µια διαδροµ�η που ακολουθε�ι �εναν �αλλο µεσηµ1ριν�ο απ�ο το Β�ορειο
µ�εχρι το Ν�οτιο Π�ολο και συνεχ�ιζει κατ�α µ�ηκο̋ του µεσηµ1ρινο�υ µ�ε-
χρι το τελικ�ο σηµε�ιο, (β) την αρχικ�η µεγ�αλη διαδροµ�η αντικαθιστ£ω-
ντα̋ �οµω̋ �ενα πολ�υ µικρ�ο τ�οξο αυτ�η̋ (σχεδ�ον ευθ�υγραµµο τµ�ηµα)
µε µια µικρ�η τεθλασµ�ενη γραµµ�η και (γ) τη µεγαλ�υτερη απ�ο τι̋ δ�υο
τοξοειδε�ι̋ κυκλικ�ε̋ διαδροµ�ε̋ που προκ�υπτουν, αν τµ�ησουµε τη
σφα�ιρα µε �ενα επ�ιπεδο που περι�εχει το αρχικ�ο και το τελικ�ο σηµε�ιο
και δι�ερχεται σε µικρ�η απ�οσταση απ�ο το κ�εντρο τη̋ σφα�ιρα̋. Σκε-
φτε�ιτε �οτι ο κ�υκλο̋ που προκ�υπτει απ�ο την τοµ�η αυτ�η �εχει περιφ�ε-
ρεια µικρ�οτερη απ�ο �εναν µ�εγιστο κ�υκλο τη̋ σφα�ιρα̋, εν£ω παρ�αλ-
ληλα το µικρ�οτερο τ�οξο αυτο�υ �εχει µ�ηκο̋ µεγαλ�υτερο απ�ο το �ενα
τ�εταρτο του µ�εγιστου κ�υκλου.]

2. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η σωµατιδ�ιου που κινε�ιται υπ�ο την επ�ιδρα-
ση κεντρικο�υ δυναµικο�υ V (r) σε σφαιρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. ∆ιατυ-
π£ωστε κατ�οπιν τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋. Επι1ε1αι£ωστε απ�ο τι̋ εξισ£ω-
σει̋ αυτ�ε̋ �οτι η κ�ινηση περιορ�ιζεται σε �ενα επ�ιπεδο, το οπο�ιο µπορε�ι
να προσδιοριστε�ι απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋.

3. Θεωρ�ηστε τη Λαγκρανζιαν�η L = 1
2
eγt/m (mẋ2 − kx2). Γρ�αψτε την

εξ�ισωση κ�ινηση̋ και, αφο�υ τη λ�υσετε, περιγρ�αψτε την κ�ινηση για
δι�αφορε̋ τιµ�ε̋ των παραµ�ετρων. Τι φυσικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφει η
Λαγκρανζιαν�η;

4. �Εναφυσικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφεται απ�ο τη µονοδι�αστατη Λαγκραν-
ζιαν�η L(q, q̇, t). �Εστω τ£ωρα µια ν�εα συντεταγµ�ενη q′ = f(q, t). Η
Λαγκρανζιαν�η του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ στη ν�εα συντεταγµ�ενη θα
ε�ιναι L′(q′, q̇′, t) = L′(f, ∂f

∂q
q̇ + ∂f

∂t
, t) = L(q, q̇, t). Η τελευτα�ια ισ�ο-

τητα υπονοε�ι �ιση τιµ�η των δ�υο συναρτ�ησεων L, L′. ∆ε�ιξτε �οτι

d

dt

(

∂L

∂q̇

)

−
∂L

∂q
=

∂f

∂q

[

d

dt

(

∂L′

∂q̇′

)

−
∂L′

∂q′

]

.
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Σε ποιο συµπ�ερασµα καταλ�ηγετε �οσον αφορ�α στην αναλλοι�οτητα
των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange σε σηµειακο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ ;
Τι ε�ιδου̋ µετασχηµατισµο�ι ε�ιναι επιτρεπτο�ι για να παραµε�ινουν οι
εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange αναλλο�ιωτε̋;

5. Αν η Λαγκρανζιαν�η εν�ο̋ φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ δ�ινεται απ�ο µ�ια συ-
ν�αρτηση L(x, ẋ, ẍ, t), η αρχ�η του Hamilton γενικε�υεται ω̋ εξ�η̋ : “Οι
τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των θ�εσεων του συστ�ηµατο̋ x(t)
που ικανοποιο�υν τι̋ συνθ�ηκε̋ x(t1) = x1 και x(t2) = x2, καθ£ω̋ και
ẋ(t1) = v1, ẋ(t2) = v2 (µε t2 > t1) καθιστο�υν τη δρ�αση

∫ t2

t1

L(x, ẋ, ẍ, t)dt

ακρ�οτατη”. Γρ�αψτε την εξ�ισωση κ�ινηση̋ (το αντ�ιστοιχο τη̋ εξ�ισω-
ση̋ Euler-Lagrange). Γενικε�υστε για την περ�ιπτωση που στη Λα-
γκρανζιαν�η υπεισ�ερχονται και παρ�αγωγοι αν£ωτερη̋ τ�αξη̋. Τι τ�α-
ξη̋ ε�ιναι π�αντοτε η εξ�ισωση κ�ινηση̋;

6. Σ�υµφωνα µε τον Αριστοτ�ελη η ταχ�υτητα εν�ο̋ κινητο�υ ε�ιναι αν�αλογη
τη̋ δ�υναµη̋ που ασκε�ιται σε αυτ�ο. Εξετ�αστε κατ�α π�οσο ε�ιναι δυνα-
τ�ον να προκ�υψει �ενα̋ τ�ετοιο̋ δυναµικ�ο̋ ν�οµο̋ απ�ο την αρχ�η του
Χ�αµιλτον;

7. Θεωρ�ηστε �εναν ταλαντωτ�η που περιγρ�αφεται απ�ο τη Λαγκρανζι-
αν�η L = q̇2 − q2. Προσδιορ�ιστε τη φυσικ�η διαδροµ�η µεταξ�υ των
σηµε�ιων (t = 0, q = 1) και (t = τ , q = cos τ ) και τη δρ�αση που
αντιστοιχε�ι σε αυτ�η τη διαδροµ�η. Μελετ�ηστε για ποιο�υ̋ χρ�ονου̋ τ ,
η δρ�αση ε�ιναι πραγµατικ�α ελ�αχιστη και για ποιο�υ̋ ε�ιναι απλ£ω̋ στ�α-
σιµη, αλλ�α �οχι ελ�αχιστη.

8. Η ταχ�υτητα του φωτ�ο̋ σε �ενα υλικ�ο µε σφαιρικ�α συµµετρικ�ο δε�ι-
κτη δι�αθλαση̋ n(r) ε�ιναι c/n(r) (α) Ε�αν το φω̋ ακολουθε�ι τη δια-
δροµ�η που καθιστ�α στ�ασιµο το χρ�ονο µετ�α1αση̋ απ�ο σηµε�ιο σε ση-
µε�ιο (αρχ�η Fermat) αποδε�ιξτε �οτι το φω̋ ακολουθε�ι την τροχι�α

θ = ±

∫

dr

r
√

(rn(r)/a)2 − 1
,

�οπου a µ�ια σταθερ�α και (r, θ) οι πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ τη̋ τροχι�α̋
του φωτ�ο̋ (η κ�ινηση χωρ�ι̋ �ελλειψη τη̋ γενικ�οτητα̋ µπορε�ι να θεω-
ρηθε�ι επ�ιπεδη). (β) Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι ο δε�ικτη̋ δι�αθλαση̋ ε�ιναι
τη̋ µορφ�η̋

n(r) =

√

1 +
ǫa3

r3
,

µε ǫ πολ�υ µικρ�ο. (Η κ�ινηση του φωτ�ο̋ σ�υµφωνα µε τη γενικ�η θεω-
ρ�ια τη̋ σχετικ�οτητα̋ ε�ιναι ισοδ�υναµη µε την κλασικ�η κ�ινηση σε �ενα
µ�εσο µε µετα1αλλ�οµενο δε�ικτη δι�αθλαση̋.) Υπολογ�ιστε πρ£ωτα τη
γων�ια στροφ�η̋ του φωτ�ο̋ θ0(r → ∞), �οταν ǫ = 0. Ε�ιναι αναµεν�ο-
µενο το αποτ�ελεσµα; [Υπ�οδειξη : Χωρ�ιστε την ολοκλ�ηρωση σε δ�υο
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µ�ερη· απ�ο r = ∞ µ�εχρι r = rmin και απ�ο r = rmin µ�εχρι r = ∞. Τα
δ�υο ολοκληρ£ωµατα ε�ιναι �ιδια. �Ισω̋ σα̋ βοηθ�ησει στον υπολογι-
σµ�ο των ολοκληρωµ�ατων η αντικατ�ασταση : r = a/ cosφ.] (γ) Ποια
ε�ιναι η φυσικ�η σηµασ�ια τη̋ σταθερ�α̋ a; (δ) Υπολογ�ιστε στη συν�ε-
χεια τη γων�ια στροφ�η̋ του φωτ�ο̋ για µια µικρ�η τιµ�η του ǫ και δε�ιξτε
�οτι

θ0(r → ∞) = π + 2ǫ .

[Υπ�οδειξη : Επαναλ�α1ετε την προηγο�υµενη ολοκλ�ηρωση χρησιµο-
ποι£ωντα̋ ω̋ ν�εα µετα1λητ�η ολοκλ�ηρωση̋ το y = rn(r)/a και αντι-
καθιστ£ωντα̋ στην ολοκλ�ηρωση τα r και dr µε τι̋ αντ�ιστοιχε̋ συ-
ναρτ�ησει̋ του y αναπτυγµ�ενε̋ ω̋ προ̋ ǫ. Κρατ�ηστε στα αναπτ�υγ-
µατα �ορου̋ µ�ονο πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ ǫ. Στο τελικ�ο ολοκλ�ηρωµα
ο �ιδιο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ που χρησιµοποι�ησατε στο ερ£ωτηµα (β) ε�ι-
ναι π�αλι χρ�ησιµο̋.]

9. Κατασκευ�η εν�ο̋ βλ�ηµατο̋. (α) Υπολογ�ιστε την αντ�ισταση που δ�ε-
χεται �ενα̋ κ�υλινδρο̋ και µ�ια σφα�ιρα �ιδια̋ ακτ�ινα̋, �οταν κινο�υνται
µε ταχ�υτητα v κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα συµµετρ�ια̋ του̋ µ�εσα σε �ενα
α�εριο. Υποθ�εστε �οτι η αντ�ισταση ε�ιναι αποτ�ελεσµα τη̋ κρο�υση̋ των
υποτιθ�εµενων ακ�ινητων µορ�ιων του αερ�ιου π�ανω στην επιφ�ανεια
του σ£ωµατο̋. (β) Αν το κινο�υµενο αντικε�ιµενο ε�ιναι �ενα̋ κ�ολουρο̋
κ£ωνο̋, δεδοµ�ενη̋ ακτ�ινα̋ β�αση̋, ποια ε�ιναι η κλ�ιση τη̋ παρ�απλευ-
ρη̋ επιφ�ανεια̋ που οδηγε�ι στην ελ�αχιστη αντ�ισταση; Τι τιµ�η λαµ-
1�ανει αυτ�η η γων�ια στο �οριο που ο κ£ωνο̋ �εχει απειροστ�ο �υψο̋; (γ)
∆ε�ιξτε �οτι �ενα αξονικ�α συµµετρικ�ο στερε�ο σ£ωµα (βλ.Σχ�ηµα), δοσµ�ε-
νη̋ διατοµ�η̋ S και µ�ηκου̋ L (κατ�α τον �αξονα συµµετρ�ια̋), παρου-
σι�αζει το πιο αεροδυναµικ�ο σχ�ηµα �οταν η καµπ�υλη, η οπο�ια παρ�α-
γει εκ περιστροφ�η̋ το στερε�ο, ε�ιναι η ακ�ολουθη :

y cos θ sin3 θ = σταθερ�ο

(θ ε�ιναι η γων�ια µεταξ�υ τη̋ εφαπτοµ�ενη̋ τη̋ καµπ�υλη̋ και του �αξο-

να συµµετρ�ια̋). Υπολογ�ιστε πρ£ωτα την αντ�ισταση του σ£ωµατο̋,
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που περιγρ�αφεται απ�ο µια τυχα�ια συν�αρτηση y(x), �οταν το σ£ωµα
κινε�ιται µε ταχ�υτητα v παρ�αλληλα µε τον �αξον�α του. Στη συν�εχεια,
µε τη βο�ηθεια των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange, αναζητ�ηστε τη συ-
ν�αρτηση που καθιστ�α την αντ�ισταση ελ�αχιστη. [Το πρ�ο1ληµα αυτ�ο
επιλ�υθηκε για πρ£ωτη φορ�α απ�ο τον Νε�υτωνα (Principia, Scholium to

Proposition XXXIV) και ε�ιναι απ�ο τα δυσκολ�οτερα που κατ�ορθωσε
να επιλ�υσει ο µεγ�αλο̋ �αγγλο̋ επιστ�ηµονα̋. Το γεγον�ο̋ µ�αλιστα �οτι
κατ�αφερε να υπολογ�ισει και την ελε�υθερη παρ�αµετρο που προκ�υ-
πτει απ�ο την παραπ�ανω σχ�εση, τη γων�ια θ στο µπροστιν�ο κ�ολουρο
µ�ερο̋ του βλ�ηµατο̋, αποκαλ�υπτει την ξεχωριστ�η µαεστρ�ια του.]


