
Κεφ�αλαιο 8

Μικρ�ε̋ Ταλαντ£ωσει̋

“Οι αριθµο�ι �οπω̋ και η ζω�η �εχουν
και πραγµατικ�ο και φανταστικ�ο µ�ερο̋.”

8.1 Μηχανικ�α συστ�ηµατα κοντ�α σε σηµε�ια

ισορροπ�ια̋

�Οταν µελετ�αµε τον αρµονικ�ο ταλαντωτ�η µε τον κλασικ�ο νευτ£ωνειο Μονοδι�αστατο̋

αρµονικ�ο̋

ταλαντωτ�η̋ : �ενα̋

οδηγ�ο̋ για πολ�υ

ευρ�υτερα φυσικ�α

συστ�ηµατα

τρ�οπο µαθα�ινουµε στην πραγµατικ�οτητα π£ω̋ συµπεριφ�ερονται φυσικ�α
συστ�ηµατα πολ�υ ευρ�υτερα απ�ο το εξιδανικευµ�ενο µοντ�ελο του απλο�υ αρ-
µονικο�υ ταλαντωτ�η µε τη µ�αζα και το ελατ�ηριο. Ο λ�ογο̋ που το απλου-
στευµ�ενο το�υτο µοντ�ελο ε�ιναι τ�οσο σηµαντικ�ο και �εχει τ�οσο ευρε�ια εφαρ-
µογ�η οφε�ιλεται αφεν�ο̋ στο �οτι �ενα σ�υστηµα, �οσο πολ�υπλοκο και αν ε�ιναι
αυτ�ο, αρκο�υντω̋ κοντ�α στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του συµπεριφ�ερεται γραµ-
µικ�α –η δ�υναµη ε�ιναι αν�αλογη τη̋ αποµ�ακρυνση̋ του συστ�ηµατο̋ απ�ο
το σηµε�ιο αυτ�ο– και αφετ�ερου στο �οτι, �οπω̋ θα δε�ιξουµε στη συν�εχεια, η
ποιοτικ�η συµπεριφορ�α εν�ο̋ οσοδ�ηποτε πολ�υπλοκου συστ�ηµατο̋ κοντ�α
στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του δεν διαφ�ερει ουσιαστικ�α απ�ο αυτ�η του απλο�υ
αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Τ�ελο̋, αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε �οτι η αν�αλυση εν�ο̋
πολ�υπλοκου συστ�ηµατο̋ σε απλο�υ̋ αρµονικο�υ̋ ταλαντωτ�ε̋, η οπο�ια θα
αποτελ�εσει το στ�οχο του παρ�οντο̋ κεφαλα�ιου, αξιοποιε�ιται στην κ1αντο-
µηχανικ�η αντιµετ£ωπιση πεδ�ιων και οδηγε�ι στη θεµελιωδ�εστερη, εω̋ σ�η-
µερα, προσ�εγγιση τη̋ λειτουργ�ια̋ των βασικ£ων αλληλεπιδρ�ασεων.
Α̋ ξεκιν�ησουµε µε �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα που περιγρ�αφεται απ�οN βαθ- Ισορροπ�ια

συστ�ηµατο̋µο�υ̋ ελευθερ�ια̋ και �εχει κ�αποιο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, υπ�ο την �εννοια, �οτι,
αν το σ�υστηµα βρεθε�ι στη θ�εση q

(0)
1 , q

(0)
2 , . . . , q

(0)
N , µε ταχ�υτητε̋ q̇1 = q̇2 =

. . . = q̇N = 0, θα παραµε�ινει για π�αντα σε αυτ�η τη θ�εση. ΗΛαγκρανζιαν�η
εν�ο̋ τ�ετοιου συστ�ηµατο̋, µε την αθροιστικ�η σ�υµ1αση, θα �εχει τη γενικ�η
µορφ�η

L =
1

2
Mij(q1, . . . , qN) q̇iq̇j − V (q1, q2, . . . , qN ) . (8.1)

Το πρ£ωτο µ�ερο̋ τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ ε�ιναι η κινητικ�η εν�εργεια του συστ�η-
µατο̋, η οπο�ια �εχει την κλασικ�η διγραµµικ�η µορφ�η ω̋ προ̋ τι̋ ταχ�υτητε̋.
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Ο λ�ογο̋ που �εχουµε γρ�αψει την κινητικ�η εν�εργεια µε µια τ�οσο γενικευµ�ενη
µορφ�η συµπεριλαµ1�ανοντα̋ και µη διαγ£ωνιου̋ �ορου̋ (i 6= j) ε�ιναι �οτι οι
γενικευµ�ενε̋ συντεταγµ�ενε̋ που χρησιµοποιο�υµε µπορε�ι να ε�ιναι οποιεσ-
δ�ηποτε µε αποτ�ελεσµα το τετρ�αγωνο τη̋ ταχ�υτητα̋ κ�αποιου σωµατιδ�ιου
να δηµιουργε�ι τ�ετοιου̋ µη διαγ£ωνιου̋ διγραµµικο�υ̋ �ορου̋ στι̋ επιλεγµ�ε-
νε̋ γενικευµ�ενε̋ ταχ�υτητε̋. �Οσον αφορ�α στην πιθαν�η εξ�αρτηση του π�ι-
νακαM απ�ο τι̋ συντεταγµ�ενε̋1 qk, αυτ�η οφε�ιλεται και π�αλι στην αυθα�ι-
ρετη επιλογ�η των συντεταγµ�ενων.
Α̋ θυµηθο�υµε, για παρ�αδειγµα, �οτι η κινητικ�η εν�εργεια εν�ο̋ σωµατι-

δ�ιου σε σφαιρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

T =
1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2
)

≡ 1

2
Mij q̇iq̇j ,

οπ�οτε, αν θ�εσουµε q̇ = (ṙ, θ̇, φ̇), ο π�ινακα̋M τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋ ε�ι-
ναι

M = m





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ



 .

Αυτ�ο̋ o π�ινακα̋M ε�ιναι β�ε1αια διαγ£ωνιο̋ αλλ�α εξαρτ�αται απ�ο τι̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ r και θ.
Στη γραφ�η τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋ µ�εσω πιν�ακων πρ�επει να θ�εσουµε

ω̋ πρὁπ�οθεση τη συµµετρικ�οτητα του π�ινακαM, δηλαδ�ηΣυµµετρικ�ο̋ ο π�ινακα̋

κινητικ�η̋ εν�εργεια̋
MT = M ,

�η µε δε�ικτε̋
Mij = Mji ,

διαφορετικ�α θα αναλωθο�υµε στην εκτ�ελεση αν£ωφελων πρ�αξεων. Eξ�αλ-
λου σε τι διαφ�ερει ο ασ�υµµετρο̋ �ορο̋ τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋

f(q)q̇1q̇2 + g(q)q̇2q̇1

απ�ο τον πιο κοµψ�ο και συµµετρικ�ο �ορο

f(q) + g(q)

2
(q̇1q̇2 + q̇2q̇1) ;

ΗΛαγκρανζιαν�η (8.1) που �εχουµε �ηδη γρ�αψει δεν εγγυ�αται την �υπαρ-
ξη κ�αποιου σηµε�ιου ισορροπ�ια̋. Προφαν£ω̋, η �υπαρξη εν�ο̋ τ�ετοιου ση-
µε�ιου εξαρτ�αται απ�ο την ακρι1�η µορφ�η τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋. Προ-
κειµ�ενου να ελ�εγξουµε τη συνθ�ηκη �υπαρξη̋ σηµε�ιου ισορροπ�ια̋, α̋ προ-
χωρ�ησουµε στον προσδιορισµ�ο των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋ για το παραπ�ανω
σ�υστηµα. Κατ� αρχ�α̋ λ�ογω τη̋ συµµετρ�ια̋ του π�ινακαM οι γενικευµ�ενε̋
ορµ�ε̋ ε�ιναι2

pa =
∂L

∂q̇a
=

1

2
[Mij(q)q̇iδja + Mij(q)q̇jδia] = Mai(q)q̇i (8.2)

1Στο εξ�η̋ θα γρ�αφουµε q υπονο£ωντα̋ τη N -�αδα �ολων των συντεταγµ�ενων qk.
2Στο εξ�η̋ θα χρησιµοποιο�υµε την αθροιστικ�η σ�υµ1αση για να αποφ�υγουµε την επα-

ναληπτικ�η γραφ�η του συµ1�ολου τη̋ �αθροιση̋.
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και η χρονικ�η παρ�αγωγο̋ αυτ£ων ε�ιναι

ṗa = Mai(q)q̈i +
∂Mai(q)

∂qk

q̇iq̇k . (8.3)

Εποµ�ενω̋, οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange λαµ1�ανουν τη µορφ�η

Mai(q)q̈i +
∂Mai(q)

∂qk
q̇iq̇k −

1

2

∂Mij(q)

∂qa
q̇iq̇j +

∂V (q)

∂qa
= 0 . (8.4)

Κατ� αναλογ�ιαν µε τον απλ�ο αρµονικ�ο ταλαντωτ�η α̋ υποθ�εσουµε �οτι υ-

π�αρχει θ�εση q(0) = (q
(0)
1 , q

(0)
2 , . . . , q(0))T που καθιστ�α τη δυναµικ�η εν�ερ-

γεια στ�ασιµη, δηλαδ�η
∂V

∂qa

∣
∣
∣
∣
q=q(0)

= 0 ,

τ�οτε η θ�εση q(0) αποτελε�ι σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του συστ�ηµατο̋. ∆ι�οτι, αν
το σ�υστηµα βρεθε�ι σε αυτ�η τη θ�εση µε µηδενικ�η ταχ�υτητα, η µετ�επειτα
εξ�ελιξ�η του θα ε�ιναι Α�εναη ισορροπ�ια

συστ�ηµατο̋q(t) = q(0) .

Το γεγον�ο̋ αυτ�ο εξασφαλ�ιζεται απ�ο τη διαφορικ�η εξ�ισωση δε�υτερη̋ τ�α-
ξη̋ (8.4), αφο�υ η σταθερ�η αυτ�η λ�υση αποτελε�ι, �οπω̋ ε�υκολα φα�ινεται,
λ�υση τη̋ διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋ και απ� �ο,τι γνωρ�ιζουµε η λ�υση ε�ιναι µο-
ναδικ�η µε δεδοµ�ενε̋ τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ θ�εση̋ και ταχ�υτητα̋. Συνεπ£ω̋
τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ ε�ιναι τα στ�ασιµα σηµε�ια τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋,
ε�ιναι, δηλαδ�η, τα σηµε�ια q που ικανοποιο�υν τι̋ εξισ£ωσει̋ :

∂V

∂qa
= 0 .

�Ασκηση 8.1. ∆ε�ιξτε, χρησιµοποι£ωντα̋ το αν�απτυγµα Taylor, �οτι η θ�εση ισορροπ�ια̋ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
q(0) και η µηδενικ�η αρχικ�η ταχ�υτητα αρκο�υν για να προσδιοριστε�ι β�ασει των εξισ£ωσεων
κ�ινηση̋ (8.4) η µετ�επειτα ακινησ�ια του συστ�ηµατο̋.

Σε συστ�ηµατα µε µικρ�ο αριθµ�ο βαθµ£ων ελευθερ�ια̋, �οπω̋ ε�ιναι το εκ-
κρεµ�ε̋, οι θ�εσει̋ ισορροπ�ια̋ ε�ιναι συν�ηθω̋ προφανε�ι̋, �η τ�ελο̋ π�αντων, Εντοπισµ�ο̋ σηµε�ιων

ισορροπ�ια̋ : �ενα

δ�υσκολο πρ�ο1ληµα

ε�ιναι ε�υκολο να τι̋ προσδιορ�ισουµε αναζητ£ωντα̋ τα στ�ασιµα σηµε�ια τη̋
δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋ του συστ�ηµατο̋. Αντ�ιθετα, σε συστ�ηµατα µε µεγ�αλο
αριθµ�ο βαθµ£ων ελευθερ�ια̋, �οπω̋ γιαπαρ�αδειγµα σε συνεχ�η µ�εσα, ο προσ-
διορισµ�ο̋ των σηµε�ιων ισορροπ�ια̋ καθ�ισταται ιδια�ιτερα δ�υσκολο̋, και,
παρ�ολο που �ισω̋ γνωρ�ιζουµε �οτι το φυσικ�ο σ�υστηµα βρ�ισκεται πλησ�ιον
κ�αποιου σηµε�ιου ισορροπ�ια̋,3 δεν ε�ιµαστε σε θ�εση να γνωρ�ιζουµε αν υ-
π�αρχει και κ�αποιο �αλλο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ κοντ�α στο πρ£ωτο στο οπο�ιο

3Για παρ�αδειγµα τα συστατικ�α �ατοµα του DNA �η τα µ�ορια εν�ο̋ στερεο�υ που κρα-
τ�αµε στα χ�ερια µα̋ βρ�ισκονται κοντ�α σε κ�αποια θ�εση ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋· αν δεν συ-
ν�ε1αινε αυτ�ο, πολ�υ σ�υντοµα τοDNA �η το στερε�ο θα �αλλαζαν δοµ�η �η θα διαλ�υονταν στα
εξ ων συνετ�εθησαν.
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�ισω̋ µετα1ε�ι το σ�υστηµα, αν διαταραχθε�ι αρκετ�α. Για παρ�αδειγµα, το
κλ�ιµα που επικρατε�ι σ�ηµερα στη Γη ε�ιναι κοντ�α σε κ�αποιο σηµε�ιο ισορρο-
π�ια̋ –κ�αθε χρ�ονο παρατηρο�υµε µικρ�ε̋ διακυµ�ανσει̋ γ�υρω απ�ο τι̋ µ�εσε̋
κλιµατικ�ε̋ καταστ�ασει̋– αλλ�α κανε�ι̋ δεν γνωρ�ιζει αν υπ�αρχουν �αλλα ση-
µε�ια ισορροπ�ια̋ κοντ�α σε αυτ�ο, £ωστε, αν το ατµοσφαιρικ�ο σ�υστηµα δια-
ταραχθε�ι αρκετ�α, να µετα1ληθε�ι το µ�εσο κλ�ιµα τη̋ Γη̋, �οπω̋ συν�ε1η πριν
απ�ο 13000 χρ�ονια �οταν η Γη δι�ενυε ακ�οµη την περ�ιοδο των παγετ£ωνων.
�Οσο, �οµω̋, δ�υσκολο και αν ε�ιναι να προσδιορ�ισουµε τα σηµε�ια ισορ-Συµπεριφορ�α

συστ�ηµατο̋ κοντ�α

σε σηµε�ιο ισορροπ�ια̋

ροπ�ια̋ εν�ο̋ συστ�ηµατο̋, τ�οσο ε�υκολο ε�ιναι, ακ�οµη και για τα πιο πολ�υ-
πλοκα σ�υστηµατα, να µελετ�ησουµε τη συµπεριφορ�α του συστ�ηµατο̋ γ�υρω
απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του. Και αυτ�ο δι�οτι, αν οι κιν�ησει̋ του συστ�η-
µατο̋ γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του �εχουν µικρ�ο πλ�ατο̋, τ�οτε µπο-
ρο�υµε απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ (8.4) που περιγρ�αφουν αυτ�ε̋ τι̋ κιν�ησει̋, να πα-
ραλε�ιψουµε του̋ �ορου̋ αν£ωτερη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ την αποµ�ακρυνση των
µερ£ων του συστ�ηµατο̋ απ�ο τι̋ θ�εσει̋ ισορροπ�ια̋ του̋ και να �εχουµε µια
ικανοποιητικ�η περιγραφ�η του συστ�ηµατο̋ µ�ονο µε τη γραµµικ�η προσ�εγ-
γιση τη̋ (8.4) γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του. Αυτ�η η διαδικασ�ια
προσ�εγγιση̋ των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋ λ�εγεται γραµµικοπο�ιηση των εξισ£ω-
σεων κ�ινηση̋.
Συγκεκριµ�ενα, για να γραµµικοποι�ησουµε την εξ�ισωση (8.4), θεωρο�υ-Γραµµικοποι£ωντα̋ τι̋

εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ µε �οτι ε�ιναι µικρ�η �οχι µ�ονο η σχετικ�η αποµ�ακρυνση απ�ο το σηµε�ιο ισορρο-
π�ια̋ q(0), αλλ�α και η ταχ�υτητα µε την οπο�ια κινε�ιται το σ�υστηµα. Το σ�υ-
στηµα ενδ�εχεται να βρ�ισκεται αρχικ�α κοντ�α σε σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ αλλ�α,
αν η ταχ�υτητ�α του δεν ε�ιναι µικρ�η, δεν θα παραµε�ινει για πολ�υ κοντ�α στο
σηµε�ιο αυτ�ο. �Ετσι, στη γραµµικοπο�ιηση τη̋ εξ�ισωση̋ κ�ινηση̋ (8.4) πα-
ραλε�ιπουµε το δε�υτερο και τον τρ�ιτο �ορο, δι�οτι ε�ιναι δε�υτερη̋ τ�αξη̋ και
�οχι γραµµικο�ι ω̋ προ̋ τι̋ µικρ�ε̋ ποσ�οτητε̋ (θ�εση, ταχ�υτητα, επιτ�αχυνση).
Για να γραµµικοποι�ησουµε τον πρ£ωτο �ορο, αναπτ�υσσουµε τον π�ινακαM

σε σειρ�α Taylor γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋

M(q) = M(q(0)) + (qi − q
(0)
i )

∂M

∂qi






q=q(0)

+ · · · , (8.5)

οπ�οτε απ�ο τη γραµµικοπο�ιηση του πρ£ωτου �ορου αποµ�ενει µ�ονο ο �ορο̋
Mai(q

(0))q̈i. Τον τελευτα�ιο π�αλι �ορο τον γραµµικοποιο�υµε, αναπτ�υσσο-
ντ�α̋ τον σε σειρ�α Taylor

∂V

∂qa
=

∂V

∂qa






q=q(0)

+ (qi − q
(0)
i )

∂2V

∂qi∂qa






q=q(0)

+ · · · , (8.6)

και επειδ�η ο σταθερ�ο̋ �ορο̋

∂V

∂qa






q=q(0)

µηδεν�ιζεται εξαιτ�ια̋ τη̋ συνθ�ηκη̋ προσδιορισµο�υ του σηµε�ιου ισορρο-
π�ια̋, η γραµµικοπο�ιηση των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋ λαµ1�ανει τελικ�α την ακ�ο-
λουθη µορφ�η :

Mai(q
(0))q̈i + (qi − q

(0)
i )

∂2V

∂qi∂qa






q=q(0)

= 0 . (8.7)
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Αν, µ�αλιστα, αλλ�αξουµε συντεταγµ�ενε̋ και χρησιµοποι�ησουµε τι̋ Xi =
qi − q

(0)
i που µετρο�υν τι̋ σχετικ�ε̋ µετατοπ�ισει̋ απ�ο τι̋ θ�εσει̋ ισορροπ�ια̋

�ολων των µερ£ων του συστ�ηµατο̋, οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ γρ�αφονται

MaiẌi + KaiXi = 0 , (8.8)

�οπουK ο σταθερ�ο̋ π�ινακα̋

Kai =
∂2V

∂qi∂qa






q=q(0)

.

Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ (8.8), αν ορ�ισουµε το δι�ανυσµα

X =








X1

X2
...

XN








, (8.9)

γρ�αφονται συνοπτικ�α
MẌ + KX = 0 . (8.10)

Στη µορφ�η αυτ�η οι εξισ£ωσει̋ θυµ�ιζουν τη διαφορικ�η εξ�ισωση κ�ινηση̋ του
µονοδι�αστατου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η, αν και οι σταθερ�ε̋ και οι µετα1λη-
τ�ε̋ εδ£ω ε�ιναι αντ�ιστοιχα σταθερο�ι π�ινακε̋ και διανυσµατικ�ε̋ µετα1λη-
τ�ε̋. ∆εν πρ�οκειται, �οµω̋, για οµοι�οτητα απλ£ω̋ οπτικ�η, αφο�υ, �οπω̋ θα
δε�ιξουµε στη συν�εχεια του κεφαλα�ιου, οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ του εν λ�ογω
πολ�υπλοκου συστ�ηµατο̋ και του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η ε�ιναι στην ουσ�ια
απολ�υτω̋ �οµοιε̋.
Η εξ�ισωση (8.10) προσδιορ�ιζει ακ�οµη την ευστ�αθεια του σηµε�ιου ισορ- Ευστ�αθεια του σηµε�ιου

ισορροπ�ια̋ροπ�ια̋. Αν η εν λ�ογω εξ�ισωση επιδ�εχεται µ�ονο ταλαντωτικ�ε̋ λ�υσει̋, το
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ θεωρε�ιται ευσταθ�ε̋, υπ�ο την �εννοια �οτι οποιεσδ�ηποτε
διαταραχ�ε̋ του συστ�ηµατο̋ γ�υρω απ�ο κ�αποιο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, καθ£ω̋
εξελ�ισσονται στη γραµµικ�η προσ�εγγιση, παραµ�ενουν φραγµ�ενε̋. Αν η
(8.10) επιδ�εχεται λ�υσει̋ εκθετικ�α αυξαν�οµενε̋, τ�οτε το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋
ε�ιναι ασταθ�ε̋ και εποµ�ενω̋ δεν ε�ιναι φυσικ�α πραγµατοποι�ησιµο.
Αντ�ι να γραµµικοποιο�υµε τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange γ�υρω απ�ο το Γραµµικοπο�ιηση

τη̋ �ιδια̋ τη̋

Λαγκρανζιαν�η̋

σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, θα µπορο�υσαµε επ�ιση̋ να γρ�αψουµε κατευθε�ιαν τη
Λαγκρανζιαν�η, η οπο�ια δι�επει τη γραµµικ�η κ�ινηση του συστ�ηµατο̋. Η
Λαγκρανζιαν�η απ�ο την οπο�ια παρ�αγονται οι παραπ�ανω γραµµικοποιη-
µ�ενε̋ εξισ£ωσει̋ ε�ιναι η

Lγραµ =
1

2
Mij(q

(0))ẊiẊj −
1

2
Kij(q

(0))XiXj , (8.11)

�οπου οι π�ινακε̋Mij , Kij ε�ιναι οι σταθερο�ι π�ινακε̋ που υπολογ�ιζει κανε�ι̋
στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋· ειδικ�οτερα ο Kij προκ�υπτει απ�ο το αν�απτυγµα
τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋ σε δε�υτερη τ�αξη γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋.
Σηµει£ωνουµε �οτι πρακτικ�α ε�ιναι ευκολ�οτερο να παραχθο�υν οι γραµµικο-
ποιηµ�ενε̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ απ�ο τη γραµµικοποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η
παρ�α να γ�ινει η γραµµικοπο�ιηση στι̋ γενικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋.
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�Ασκηση 8.2. ∆ε�ιξτε �οτι η Lγραµ οδηγε�ι στι̋ γραµµικοποιηµ�ενε̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ΑΣΚΗΣΕΙΣ
(8.8).

8.2 Συζευγµ�ενοι ταλαντωτ�ε̋

Στο προηγο�υµενο εδ�αφιο δε�ιξαµε �οτι φυσικ�α συστ�ηµατα που βρ�ισκο-
νται κοντ�α σε κ�αποιο σηµε�ιο ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋ συµπεριφ�ερονται, �ο-
πω̋ συµπεριφ�ερονται σωµατ�ιδια που αλληλεπιδρο�υν µε γραµµικ�ε̋ δυν�α-
µει̋ επαναφορ�α̋· παρ�αδειγµα τ�ετοιου συστ�ηµατο̋ αποτελε�ι �ενα σ�υστηµα
απ�ο σωµατ�ιδια, τα οπο�ια ε�ιναι συνδεδεµ�ενα �ολα µεταξ�υ του̋ µε ελατ�ηρια
διαφορετικ�η̋ σκληρ�οτητα̋ και δι�επονται �ολα απ�ο το ν�οµο του Hooke. Τι
µπορο�υµε, �αραγε, να συµπερ�ανουµε για τι̋ ταλαντ£ωσει̋ εν�ο̋ τ�οσο πολ�υ-
πλοκου συστ�ηµατο̋; Α̋ επιλ�εξουµε κ�αποιο σωµατ�ιδιο και α̋ αναλ�υσουµεΤι ε�ιναι οι

χαρακτηριστικ�ε̋

συχν�οτητε̋ εν�ο̋

συστ�ηµατο̋;

την κ�ινησ�η του σε �ενα φασµατογρ�αφο.4 Θαπαρατηρ�ησουµε �οτι το φ�ασµα
επικεντρ£ωνεται σε �ενα πεπερασµ�ενο αριθµ�ο συγκεκριµ�ενων συχνοτ�ητων
και, επειδ�η οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι γραµµικ�ε̋, η κ�ινηση του σωµατι-
δ�ιου ε�ιναι στην πραγµατικ�οτητα υπ�ερθεση ταλαντωτικ£ων κιν�ησεων στι̋
συχν�οτητε̋ που εντ�οπισε ο φασµατογρ�αφο̋. Επαναλαµ1�ανουµε, τ£ωρα,
το πε�ιραµα µε κ�αποιο �αλλο σωµατιδ�ιο. Θα εντοπ�ισει �αραγε ο φασµατο-
γρ�αφο̋ τι̋ �ιδιε̋ συχν�οτητε̋ και π�οσε̋ θα ε�ιναι αυτ�ε̋; Αν εκτελο�υσαµε,
πρ�αγµατι, �ενα τ�ετοιο πε�ιραµα, θα διαπιστ£ωναµε �οτι οι συχν�οτητε̋ που
εµφαν�ιζονται στη φασµατικ�η αν�αλυση τη̋ κ�ινηση̋ των σωµατιδ�ιων του
συστ�ηµατο̋ ε�ιναι �ιδιε̋ για �ολα τα σωµατ�ιδια! Αυτ�ε̋ οι κοιν�ε̋ συχν�οτητε̋
λ�εγονται χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋. Οι κοιν�ε̋ αυτ�ε̋
συχν�οτητε̋ αποτελο�υν επ�ιση̋ τι̋ συχν�οτητε̋ συντονισµο�υ του συστ�ηµα-
το̋, �οταν το σ�υστηµα διεγερθε�ι αρµονικ�α. Π£ω̋ προσδιορ�ιζονται, �οµω̋,
θεωρητικ�α αυτ�ε̋ οι συχν�οτητε̋ και γιατ�ι ε�ιναι κοιν�ε̋ για �ολα τα σωµατ�ι-
δια;
Πριν αντιµετωπ�ισουµε το γενικ�ο πρ�ο1ληµα των µικρ£ων ταλαντ£ωσεωνΛαγκρανζιαν�η δ�υο

συζευγµ�ενων

εκκρεµ£ων

γ�υρω απ�ο κ�αποιο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, α̋ µελετ�ησουµε την κ�ινηση δ�υο �ι-
διων εκκρεµ£ων που εκτελο�υν µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ευστα-
θο�υ̋ ισορροπ�ια̋ του̋ µ�εσα στο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋, �οταν οι µ�αζε̋ του̋ αλ-
ληλεπιδρο�υν µε κ�αποιο ελκτικ�ο δυναµικ�ο, για παρ�αδειγµα µ�εσω εν�ο̋ ελα-
τηρ�ιου που �εχει φυσικ�ο µ�ηκο̋ �οσο η απ�οσταση µεταξ�υ των σηµε�ιων αν�αρ-
τηση̋ των δ�υο εκκρεµ£ων (βλ. Σχ�ηµα 8.1). Μια Λαγκρανζιαν�η που περι-
γρ�αφει τι̋ µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ των εκκρεµ£ων γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ευσταθο�υ̋
ισορροπ�ια̋ του̋ ε�ιναι

L =
1

2

(

θ̇2
1 + θ̇2

2

)

− 1

2
ω2

g

(
θ2
1 + θ2

2

)
− 1

2
ω2

k (θ1 − θ2)
2 , (8.12)

�οπου ωg =
√

g/l η συχν�οτητα ταλ�αντωση̋ των εκκρεµ£ων καιωk =
√

k/m
η συχν�οτητα ταλ�αντωση̋ του ελατηρ�ιου που φ�ερει στο �ακρο του µια µ�α-

4Αναλ�υουµε, δηλαδ�η, την κ�ινησ�η του κατ�α Fourier.
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Σχ�ηµα 8.1: ∆�υο �ιδια εκκρεµ�η αναρτ£ωνται απ�ο την οροφ�η και συζε�υγνυνται µ�εσω α1α-
ρο�υ̋ ελατηρ�ιου που �εχει φυσικ�ο µ�ηκο̋ �οσο η απ�οσταση των σηµε�ιων αν�αρτηση̋ των εκ-
κρεµ£ων.

ζα (Για την κατασκευ�η τη̋ παραπ�ανω Λαγκρανζιαν�η̋ βλ. Πλα�ισιο 8.1).
Η δι�αταξη των εκκρεµ£ων απεικον�ιζεται στο Σχ�ηµα 8.1.

Πλα�ισιο 8.1. Ε�αν xi και yi ε�ιναι η οριζ�οντια και η κατακ�ορυφη απ�οσταση αντ�ι- ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ
στοιχα τη̋ κ�αθε µ�αζα̋ απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ τη̋ (η y συντεταγµ�ενη αυξ�ανεται προ̋
τα επ�ανω), τ�οτε η θ�εση των δ�υο εκκρεµ£ων θα ε�ιναι

xi = l sin θi , yi = l(1 − cos θi) .

Οι ταχ�υτητε̋, λοιπ�ον, των δ�υο εκκρεµ£ων ε�ιναι

ẋi = l cos θiθ̇i , ẋi = l sin θiθ̇i .

�Ετσι, η κινητικ�η εν�εργεια των δ�υο εκκρεµ£ων ε�ιναι

T =
2∑

i=1

1

2
m(ẋ2

i + ẏ2
i )

=
1

2
ml2(θ̇2

1 + θ̇2
2) .

Η δυναµικ�η εν�εργεια των εκκρεµ£ων εξαιτ�ια̋ του βαρυτικο�υ πεδ�ιου ε�ιναι

Vg =

2∑

i=1

mgyi =

2∑

i=1

mgl(1 − cos θi) ,

εν£ω η δυναµικ�η εν�εργεια του ελατηρ�ιου ε�ιναι

Vk =
1

2
k
[
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2
]

=
1

2
kl2
[
(sin θ1 − sin θ2)

2 + (− cos θ1 + cos θ2)
2
]

.

Τ£ωρα ε�ιµαστε σε θ�εση να γραµµικοποι�ησουµε του̋ δι�αφορου̋ �ορου̋ τη̋ Λαγκρανζι-
αν�η̋. �Οπω̋ �εχουµε αναφ�ερει, χρει�αζεται να κρατ�ησουµε µ�ονο µ�εχρι δε�υτερη̋ τ�αξη̋
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�ορου̋ ω̋ προ̋ θ1 και θ2. Η κινητικ�η εν�εργεια ε�ιναι �ηδη µια διγραµµικ�η µορφ�η των τα-
χυτ�ητων θ̇i, οπ�οτε δεν απαιτε�ιται καµ�ια περαιτ�ερω προσ�εγγιση. Στο απαιτο�υµενο επ�ι-
πεδο προσ�εγγιση̋ αρκε�ι να αντικαταστ�ησουµε στι̋ εκφρ�ασει̋ τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋
τα sin θi µε θi και τα cos θi µε 1 − θ2

i /2. Εκτελ£ωντα̋ τι̋ πρ�αξει̋ καταλ�ηγουµε �οτι η συ-
νολικ�η δυναµικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι

V = Vg + Vk

= mgl
θ2
1 + θ2

2

2
+

1

2
kl2
[

(θ1 − θ2)
2 +

(θ2
1 − θ2

2)
2

4

]

.

Παρατηρο�υµε �οτι ο δε�υτερο̋ �ορο̋ τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋ του ελατηρ�ιου που προ�ερχε-
ται απ�ο τη σχετικ�η κατακ�ορυφη αποµ�ακρυνση των δ�υο σωµατιδ�ιων (ο τελευτα�ιο̋ �ορο̋
τη̋ παραπ�ανω�εκφραση̋) ε�ιναι τ�εταρτη̋ τ�αξη̋ και πρ�επει να παραλειφθε�ι απ�ο τη γραµ-
µικοποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η, η οπο�ια λαµ1�ανει τελικ�α τη µορφ�η

L =
1

2
ml2(θ̇2

1 + θ̇2
2) − mgl

θ2
1 + θ2

2

2
− 1

2
kl2(θ1 − θ2)

2 .

∆ιαιρ£ωντα̋ την παραπ�ανωΛαγκρανζιαν�η µε το σταθερ�ο �οροml2, καταλ�ηγουµε στη Λα-
γκρανζιαν�η τη̋ �εκφραση̋ (8.12).

Το φυσικ�ο αυτ�ο σ�υστηµα των εκκρεµ£ων �εχει δ�υο βαθµο�υ̋ ελευθερ�ια̋,Η θ�εση περιγρ�αφεται

απ�ο �ενα δι�ανυσµα τι̋ γων�ιε̋ θ1 και θ2, και η θ�εση του συστ�ηµατο̋ προσδιορ�ιζεται πλ�ηρω̋
απ�ο το µον�οστηλο π�ινακα

Θ =

(
θ1

θ2

)

.

Ο αν�αστροφο̋5 του Θ ε�ιναι ο π�ινακα̋-γραµµ�η ΘT = (θ1, θ2) και µ�εσωΟρισµ�ο̋ εσωτερικο�υ

γινοµ�ενου δ�υο θ�εσεων το�υτου το ευκλε�ιδειο εσωτερικ�ο γιν�οµενο δ�υο διαφορετικ£ων θ�εσεων του
συστ�ηµατο̋ Θ = (θ1, θ2)

T και Θ′ = (θ′1, θ
′
2)

T γρ�αφεται ω̋

~Θ · ~Θ′ = ΘT Θ′ = θ1θ
′
1 + θ2θ

′
2 . (8.13)

Ε�αν η θ�εση του συστ�ηµατο̋ προσδιοριζ�οταν απ�ο µια στ�ηλη µιγαδικ£ων α-
ριθµ£ων, τ�οτε το αν�αστροφο πρ�επει να αντικατασταθε�ι απ�ο το ερµιτιαν�ο
αν�αστροφο, που συµ1oλ�ιζεται µε † και ορ�ιζεται ω̋

Θ† =

(
θ⋆
1

θ⋆
2

)T

, (8.14)

�οπου µε ⋆ συµ1ολ�ιζεται το µιγαδικ�ο συζυγ�ε̋. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση το
εσωτερικ�ο γιν�οµενο ε�ιναι Θ†Θ′.

Αυτ�α ω̋ προ̋ του̋ συµ1ολισµο�υ̋ που θα χρησιµοποι�ησουµε. Με τον

5Στο εξ�η̋ θα χρησιµοποιο�υµε εναλλ�αξ το σ�υµ1ολο ~Θ, �οταν ε�ιναι �εκδηλο̋ ο διανυ-
σµατικ�ο̋ χαρακτ�ηρα̋ του Θ, εν£ω το σ�υµ1ολο Θ, �οταν αντιµετωπ�ιζουµε το µ�εγεθο̋ ω̋
π�ινακα. Επ�ιση̋, προκειµ�ενου να µην υπ�αρξει σ�υγχυση µεταξ�υ τετραγωνικ£ων πιν�ακων
και µον�οστηλων πιν�ακων θα χρησιµοποιο�υµε απλ£ω̋ κεφαλα�ια σ�υµ1ολα για του̋ µον�ο-
στηλου̋ π�ινακε̋ και παχι�α κεφαλα�ια για του̋ τετραγωνικο�υ̋ π�ινακε̋.
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π�ινακα Θ, ω̋ συνοπτικ�η γραφ�η των συντεταγµ�ενων, η λαγκρανζιαν�η συ-
ν�αρτηση (8.12) λαµ1�ανει τη µορφ�η Η Λαγκρανζιαν�η µε

π�ινακε̋ και

αν�υσµαταL =
1

2
Θ̇T Θ̇ − 1

2
ΘTKΘ , (8.15)

�οπου ο σταθερ�ο̋ π�ινακα̋K τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋, δ�ιχω̋ �ελλειψη τη̋
γενικ�οτητα̋, µπορε�ι να ληφθε�ι ω̋ ο συµµετρικ�ο̋ π�ινακα̋

K =

(
ω2

g + ω2
k −ω2

k

−ω2
k ω2

g + ω2
k

)

. (8.16)

Προκειµ�ενου να αντιληφθε�ιτε γιατ�ι η υπ�οθεση περ�ι συµµετρικ�οτητα̋ του
π�ινακαK δεν αλλοι£ωνει τη µορφ�η τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋, δοκιµ�αστε να
γρ�αψετε την �ιδια δυναµικ�η εν�εργεια στην �ιδια µορφ�η αλλ�α µ�εσω εν�ο̋ µη
συµµετρικο�υ π�ινακα.

Οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange θα λ�α1ουν τ�οτε τη µορφ�η

Θ̈ + KΘ = 0 , 6 (8.17)

και, �οπω̋ τον�ισαµε και στο εδ�αφιο σχετικ�α µε τη γραµµικοπο�ιηση, ε�ιναι
συµ1ολικ�α, και �οχι µ�ονο, �ιδιε̋ µε την εξ�ισωση ταλαντωτ�η µοναδια�ια̋ µ�α-
ζα̋. Η διαφορ�α εδ£ω ε�ιναι �οτι οK ε�ιναι π�ινακα̋ αντ�ι αριθµ�ο̋ και η δυσκο- Γεν�ικευση τη̋

σκληρ�οτητα̋ k

ελατηρ�ιου

λ�ια ε�υρεση̋ τη̋ λ�υση̋ �εγκειται στο �οτι ο π�ινακα̋ K δεν ε�ιναι διαγ£ωνιο̋.
Αν ο π�ινακα̋ K �ηταν διαγ£ωνιο̋, τ�οτε οι δ�υο συντεταγµ�ενε̋ θα εκτελο�υ-
σαν κιν�ησει̋ ανεξ�αρτητε̋ και το πρ�ο1ληµα θα αναγ�οταν σε δ�υο ανεξ�αρ-
τητα προ1λ�ηµατα µ�ια̋ δι�ασταση̋, �οπω̋ συµ1α�ινει µε τον ανισ�οτροπο τα-
λαντωτ�η που αναλ�υσαµε στο προηγο�υµενο κεφ�αλαιο. Γνωρ�ιζουµε επ�ιση̋
�οτι στη µ�ια δι�ασταση, �οταν οK ε�ιναι απλ£ω̋ �ενα̋ θετικ�ο̋ αριθµ�ο̋, �εχουµε
ταλαντωτικ�ε̋ λ�υσει̋ γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ και το σηµε�ιο ισορ-
ροπ�ια̋ χαρακτηρ�ιζεται σε αυτ�η την περ�ιπτωση ευσταθ�ε̋, εν£ω, �οταν ο K

ε�ιναι αρνητικ�ο̋ αριθµ�ο̋, �εχουµε εκθετικ�ε̋ λ�υσει̋ –µ�ια α�υξουσα και µ�ια
φθ�ινουσα– και τ�οτε το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ χαρακτηρ�ιζεται ασταθ�ε̋.

Η γεν�ικευση τη̋ �εννοια̋ του θετικο�υ αριθµο�υ, �οταν οK ε�ιναι π�ινακα̋
καθ�ισταται στο σηµε�ιο αυτ�ο αναγκα�ια. Ποια ε�ιναι η κατ�αλληλη επιλογ�η Θετικ�ο̋ π�ινακα̋

για µια τ�ετοια γεν�ικευση; Ο συµµετρικ�ο̋ π�ινακα̋ K καλε�ιται θετικ�ο̋ �η
θετικ�α ορισµ�ενο̋, �οταν �εχει την ιδι�οτητα

xT Kx > 0

για κ�αθε µη µηδενικ�ο µον�οστηλο π�ινακα x �η ισοδυν�αµω̋ ο π�ινακα̋K ε�ι-
ναι θετικ�α ορισµ�ενο̋, �οταν ε�ιναι συµµετρικ�ο̋ και �εχει θετικ�ε̋ ιδιοτιµ�ε̋.
Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η γενικ�η κ�ινηση ε�ιναι ταλαντωτικ�η και το σηµε�ιο
ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ευσταθ�ε̋· ειδ�αλλω̋, το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι αστα-
θ�ε̋. Η διερε�υνηση, λοιπ�ον, τη̋ ευστ�αθεια̋ �η τη̋ αστ�αθεια̋ κ�αποιου ση-
µε�ιου ισορροπ�ια̋ αν�αγεται τελικ�α µ�εσω τη̋ εξ�ισωση̋ (8.17) στη θετικ�ο-
τητα �η µη του συµµετρικο�υ π�ινακαK.

6Το “0” εδ£ω αναπαριστ�α το µον�οστηλο π�ινακα µε µηδενικ�α στοιχε�ια.
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Γνωρ�ιζουµε �οτι, επειδ�η η (8.17) ε�ιναι γραµµικ�η διαφορικ�η εξ�ισωση και
οι συντελεστ�ε̋ τη̋ δεν �εχουν χρονικ�η εξ�αρτηση, θα υπ�αρχουν ειδικ�ε̋ λ�υ-
σει̋ τη̋ µορφ�η̋ ℜ

(
~aeiΩt

)
, �οπου το ℜ συµ1ολ�ιζει το πραγµατικ�ο µ�ερο̋.7

Μα̋ επιτρ�επεται να ερευν�ησουµε την υπ�αρξη τ�ετοιων λ�υσεων στο πεδ�ιο
των µιγαδικ£ων αριθµ£ων, δι�οτι η δυναµικ�η εξ�ισωση (8.17) ε�ιναι γραµµικ�ηΧαρακτηριστικο�ι

τρ�οποι ταλ�αντωση̋ και οι συντελεστ�ε̋ τη̋ ε�ιναι πραγµατικο�ι, οπ�οτε, αν µ�ια µιγαδικ�η λ�υση
ικανοποιε�ι την εξ�ισωση, τ�οτε και το πραγµατικ�ο και το φανταστικ�ο τη̋
µ�ερο̋ θα ικανοποιο�υν την εξ�ισωση. Οι λ�υσει̋ αυτ�η̋ τη̋ µορφ�η̋ ονοµ�αζο-
νται χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ και πραγµατοποιο�υνται µ�ονον
�οταν οι αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ των Θ και Θ̇ ε�ιναι κατ�αλληλε̋. �Οταν το σ�υστηµα
βρ�ισκεται σε µ�ια τ�ετοια κατ�ασταση, �ολε̋ οι συντεταγµ�ενε̋ του συστ�ηµα-
το̋ ταλαντ£ωνονται µε την �ιδια συχν�οτητα Ω, η οπο�ια ονοµ�αζεται χαρα-
κτηριστικ�η συχν�οτητα �η ιδιοσυχν�οτητα. Τα πλ�ατη ταλ�αντωση̋ των συ-
ντεταγµ�ενων ε�ιναι αν�αλογα του µ�ετρου των συνιστωσ£ων του χαρακτηρι-
στικο�υ αν�υσµατο̋ �η ιδιοαν�υσµατο̋ ~a. Στη συν�εχεια, καθ£ω̋ θα επιλ�υουµε
το αρχικ�ο µα̋ φυσικ�ο πρ�ο1ληµα, θα εξηγ�ησουµε αναλυτικ�α τα �οσα προα-
ναφ�εραµε στην παρ�αγραφο αυτ�η.
Επιστρ�εφοντα̋, λοιπ�ον, στο πρ�ο1ληµα των δ�υο εκκρεµ£ων ε�ιναι ε�υκο-Οι χαρακτηριστικο�ι

τρ�οποι ταλ�αντωση̋

των συζευγµ�ενων

εκκρεµ£ων

λο, χωρ�ι̋ να εκτελ�εσουµε του̋ υπολογισµο�υ̋, να προσδιορ�ισουµε του̋
χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋, δηλαδ�η εκε�ινου̋ του̋ τρ�οπου̋
ταλ�αντωση̋ κατ�α του̋ οπο�ιου̋ και τα δ�υο σ£ωµατα ταλαντ£ωνονται µε την
�ιδια ακρι1£ω̋ συχν�οτητα. Ο �ενα̋ τρ�οπο̋ ε�ιναι να κινο�υνται τα δ�υο εκ-
κρεµ�η µε µετατοπ�ισει̋

θ1(t) = θ2(t) ,

οπ�οτε θα ταλαντ£ωνονται µε τη συχν�οτητα ταλ�αντωση̋ του απλο�υ εκκρε-
µο�υ̋

Ω1 = ωg , (8.18)

αφο�υ, τ�οτε, το ελατ�ηριο διατηρε�ι κατ�α την κ�ινηση το φυσικ�ο µ�ηκο̋ του
και �ετσι η κ�ινηση του εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ δεν επηρε�αζει την κ�ινηση του �αλ-
λου. Το �οτι αυτ�η η κ�ινηση αποτελε�ι δυνατ�η κ�ινηση των εκκρεµ£ων προ-
κ�υπτει και απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η, δι�οτι για �ισε̋ µετατοπ�ισει̋, θ1 = θ2, η
Λαγκρανζιαν�η (8.12) λαµ1�ανει τη µορφ�η

L = θ̇2
1 − ω2

gθ
2
1 , (8.19)

οπ�οτε η αντ�ιστοιχη κ�ινηση ε�ιναι ταλ�αντωση µε τη συχν�οτητα του εκκρε-
µο�υ̋. Το ιδιο�ανυσµα~a (1) πουαντιστοιχε�ι σε αυτ�η την ιδιοσυχν�οτητα, εφ�ο-
σον τα δ�υο εκκρεµ�η σχηµατ�ιζουν κ�αθε στιγµ�η �ισε̋ γων�ιε̋, ε�ιναι το

~a (1) = N

(
1
1

)

. (8.20)

Ο παρ�αγοντα̋ N µετρ�α το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ και στην περ�ιπτωση
που θ�ελουµε να κανονικοποι�ησουµε αυτ�ο τον τρ�οπο ταλ�αντωση̋ κατα-
σκευ�αζοντα̋ το αντ�ιστοιχο µοναδια�ιο δι�ανυσµα πρ�επει να ε�ιναι N =

7Γρ�αψαµε τι̋ λ�υσει̋ χρησιµοποι£ωντα̋ κ�αποιο σταθερ�ο δι�ανυσµα ~a, το οπο�ιο �εχει εν
γ�ενει µιγαδικ�ε̋ συνιστ£ωσε̋, προκειµ�ενου να περιγρ�αψουµε τη λ�υση τη̋ εξ�ισωση̋ (8.17)
�οσον αφορ�α στο µον�οστηλο π�ινακαΘ.
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1/
√

2. Στο εξ�η̋ θα θεωρ�ησουµε �οτιN = 1 προκειµ�ενου οι εκφρ�ασει̋ που
θα γρ�αψουµε να ε�ιναι πιο απλ�ε̋. Μια τ�ετοια ταλ�αντωση επιτυγχ�ανεται
�οταν οι αρχικ�ε̋ µετατοπ�ισει̋ των εκκρεµ£ων ε�ιναι �ισε̋ και η ταχ�υτητα του̋
µηδενικ�η, οπ�οτε οι γων�ιε̋ των εκκρεµ£ων θα ε�ιναι

~Θ(t) = θ0~a
(1) cos(Ω1t) ,

�οπου θ0 η αρχικ�η θ�εση των εκκρεµ£ων που �εχουµε επιλ�εξει. Επ�ιση̋, ο �ιδιο̋
τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ επιτυγχ�ανεται αν τα εκκρεµ�η βρ�ισκονται στη θ�εση
ισορροπ�ια̋ µε �ισε̋ αρχικ�ε̋ ταχ�υτητε̋ ω0. Στη περ�ιπτωση αυτ�η η µετ�ε-
πειτα κ�ινηση των εκκρεµ£ων θα περιγρ�αφεται απ�ο το δι�ανυσµα

~Θ(t) = ω0~a
(1) sin(Ω1t)

Ω1
.

Η δε�υτερη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα προκ�υπτει, �οταν τα εκκρεµ�η κι-
νο�υνται µε �ισε̋ κατ�α µ�ετρο αλλ�α αντ�ιθετε̋ µετατοπ�ισει̋,

θ1(t) = −θ2(t) .

Επειδ�η δεν υπ�αρχει τ�ιποτε που να ξεχωρ�ιζει το �ενα σωµατ�ιδιο απ�ο το �αλ-
λο, τα δ�υο εκκρεµ�η θα ταλαντ£ωνονται µε την �ιδια συχν�οτητα. Ο υπολο-
γισµ�ο̋ τη̋ εν λ�ογω συχν�οτητα̋ ε�ιναι ε�υκολο̋ : παρατηρο�υµε �οτι στη δ�υ-
ναµη επαναφορ�α̋ απ�ο το πεδ�ιο τη̋ βαρ�υτητα̋, που ε�ιναι αν�αλογη τη̋ µε-
τατ�οπιση̋ µε συντελεστ�η ω2

g , πρ�επει να προστεθε�ι η δ�υναµη επαναφορ�α̋
του ελατηρ�ιου που ε�ιναι αν�αλογη τη̋ µετατ�οπιση̋ µε συντελεστ�η 2ω2

k
· ο

παρ�αγοντα̋ 2 οφε�ιλεται στην αντισυµµετρικ�η µετατ�οπιση των σωµατιδ�ιων
που οδηγε�ι σε διπλ�ασια επιµ�ηκυνση (�η επι1ρ�αχυνση) του ελατηρ�ιου απ�ο
τη µετατ�οπιση των σωµατιδ�ιων των εκκρεµ£ων. �Ετσι, η χαρακτηριστικ�η
συχν�οτητα σε αυτ�η την περ�ιπτωση ε�ιναι

Ω2 =
√

ω2
g + 2ω2

k , (8.21)

και το αντ�ιστοιχο κανονικοποιηµ�ενο ιδιο�ανυσµα ~a (2) ε�ιναι

~a (2) = N

(
1

−1

)

.8 (8.22)

Και σε αυτ�η την περ�ιπτωση µπορο�υµε να επι1ε1αι£ωσουµε �οτι η συχν�οτητα
τη̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι αυτ�η που γρ�αψαµε παραπ�ανω θ�ετοντα̋ θ1 = −θ2

στη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση. Η απα�ιτηση θ1 = −θ2 µει£ωνει του̋ βαθ-
µο�υ̋ ελευθερ�ια̋ τη̋ κ�ινηση̋ σε �εναν και η δεσµευµ�ενη κ�ινηση δι�επεται
απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η

L = θ̇2
1 − (ω2

g + 2ω2
k)θ

2
1 , (8.23)

αν επιλ�εξουµε να κρατ�ησουµε τη θ1 ω̋ µετα1λητ�η. Αφο�υ η λαγκρανζι-
αν�η συν�αρτηση µε µετα1λητ�η τη θ2 δεν διαφ�ερει απ�ο τη παραπ�ανω Λα-
γκρανζιαν�η, και οι δ�υο συντεταγµ�ενε̋ εκτελο�υν ταλ�αντωση µε τη χαρα-
κτηριστικ�η συχν�οτητα (8.21). Η ταλ�αντωση αυτ�η προκ�υπτει, αν αρχικ�α οι

8Θεωρο�υµε για απλο�υστευση των ακ�ολουθων εκφρ�ασεων �οτι η σταθερ�α κανονικο-
πο�ιηση̋ του ιδιοαν�υσµατο̋ ε�ιναι π�αλιN = 1.
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µετατοπ�ισει̋ και οι ταχ�υτητε̋ ε�ιναι �ισου µ�ετρου και αντ�ιθετε̋. Αν±θ0 ε�ι-
ναι οι αντ�ιστοιχε̋ αρχικ�ε̋ µετατοπ�ισει̋ των δ�υο εκκρεµ£ων και τα εκκρεµ�η
δεν �εχουν αρχικ�η ταχ�υτητα, τ�οτε οι γων�ιε̋ του̋ θα ε�ιναι

~Θ(t) = θ0~a
(2) cos(Ω2t) ,

εν£ω, αν αρχικ�α τα σωµατ�ιδια βρ�ισκονται στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ µε ταχ�υ-
τητε̋ �ισου µ�ετρου ω0 αλλ�α αντ�ιθετε̋ φορ�ε̋, η µετ�επειτα κ�ινησ�η του̋ θα
ε�ιναι

~Θ(t) = ω0~a
(2) sin(Ω2t)

Ω2

.

Φυσικ�α, εκτ�ο̋ απ�ο τι̋ δ�υο ακρα�ιε̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ που περιγρ�αψαµε
και για του̋ δ�υο χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ –ε�ιτε τα εκκρεµ�η
�ηταν αρχικ�α ακ�ινητα, ε�ιτε και τα δ�υο βρ�ισκονταν αρχικ�α στη θ�εση ισορ-
ροπ�ια̋– µπορε�ι κανε�ι̋ να κατασκευ�ασει κ�αποιο γραµµικ�ο συνδυασµ�ο αυ-
τ£ων, ο οπο�ιο̋ θα περιγρ�αφει τη γενικ�οτερη ταλ�αντωση του συστ�ηµατο̋ µε
µια συγκεκριµ�ενη συχν�οτητα. Για παρ�αδειγµα, αν αρχικ�α τα δ�υο εκκρεµ�η
�εχουν την �ιδια µετατ�οπιση θ0 και την �ιδια ταχ�υτητα ω0 θα κινηθο�υν στη
συν�εχεια µε τον πρ£ωτο χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋, εν£ω οι µετα-
τοπ�ισει̋ του̋ θα παραµε�ινουν για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ �ιδιε̋. Με τ�ετοιε̋
αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ η µετ�επειτα κ�ινησ�η του̋ θα ε�ιναι

~Θ(t) = ~a (1)

(

θ0 cos(Ω1t) + ω0
sin(Ω1t)

Ω1

)

.

Aν, �οµω̋, αρχικ�α τα δ�υο εκκρεµ�η �εχουν αντ�ιθετε̋ µετατοπ�ισει̋, ±θ0, και
αντ�ιθετε̋ ταχ�υτητε̋, ±ω0, στη συν�εχεια θα κινηθο�υν µε το δε�υτερο χαρα-
κτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋ και η µετ�επειτα κ�ινησ�η του̋ θα ε�ιναι

~Θ(t) = ~a (2)

(

θ0 cos(Ω2t) + ω0
sin(Ω2t)

Ω2

)

.

Τον�ιζουµε �οτι µ�ονο �οταν �εχουµε τι̋ παραπ�ανω αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋, το
σ�υστηµα ταλαντ£ωνεται µε µ�ια συγκεκριµ�ενη συχν�οτητα, ε�ιτε την Ω1, ε�ιτε
την Ω2. Για διαφορετικ�ε̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ η κ�ινηση των εκκρεµ£ων ε�ι-Κατασκευ�η τη̋

γενικ�η̋ κ�ινηση̋

απ�ο του̋ δ�υο τρ�οπου̋

ταλ�αντωση̋

ναι υπ�ερθεση ταλαντ£ωσεων στι̋ δ�υο κανονικ�ε̋ συχν�οτητε̋. Αυτ�ο µπορε�ι
να δικαιολογηθε�ι ω̋ ακολο�υθω̋ : κ�αθε αρχικ�η συνθ�ηκη ~Θ0, ~ω0 ε�ιναι στοι-
χε�ιο του διανυσµατικο�υ χ£ωρου των δ�υο διαστ�ασεων και µπορε�ι να αναλυ-
θε�ι στη β�αση των ιδιοανυσµ�ατων ~a (1) και ~a (2), τα οπο�ια σχηµατ�ιζουν µ�ια
πλ�ηρη β�αση του διανυσµατικο�υ χ£ωρου των δ�υο διαστ�ασεων. Συνεπ£ω̋,
υπ�αρχουν αριθµο�ι α β, γ, δ τ�ετοιοι £ωστε να ικανοποιο�υνται οι σχ�εσει̋

~Θ0 = α~a (1) + γ~a (2) , ~ω0 = β~a (1) + δ~a (2) , (8.24)

οπ�οτε η µετ�επειτα κ�ινηση του συστ�ηµατο̋ που ικανοποιε�ι τι̋ αρχικ�ε̋ συν-
θ�ηκε̋ ~Θ0 και ~ω0 ε�ιναι

~Θ(t) =

(

α cos Ω1t + β
sin Ω1t

Ω1

)

~a (1) +

(

γ cos Ω2t + δ
sin Ω2t

Ω2

)

~a (2) . (8.25)
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H γενικ�η κ�ινηση των εκκρεµ£ων ε�ιναι, λοιπ�ον, υπ�ερθεση των δ�υο χαρακτη-
ριστικ£ων ταλαντ£ωσεων και το µ�ονο που χρει�αζεται να γνωρ�ιζει κανε�ι̋ για
να �εχει µια πλ�ηρη περιγραφ�η του προ1λ�ηµατο̋ ε�ιναι οι αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋
εκπεφρασµ�ενε̋ µ�εσω των τεσσ�αρων αριθµ£ων α, β, γ, δ.

�Ασκηση 8.3. Επι1ε1αι£ωστε �οτι η σχ�εση (8.25) που περιγρ�αφει την εξ�ελιξη του συ- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
στ�ηµατο̋ των δ�υο εκκρεµ£ων �εχει ω̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ για το κ�αθε εκκρεµ�ε̋ αυτ�ε̋ που
εµπερι�εχονται στη σχ�εση (8.24).

Ηαν�αλυση που παρουσι�αστηκε στο παρ�αδειγµα των συζευγµ�ενων εκ-
κρεµ£ων εµπερι�εχει �ολε̋ τι̋ φυσικ�ε̋ �εννοιε̋ που απαιτο�υνται για να επιλ�υ-
σουµε �ενα οποιοδ�ηποτε αν�αλογο πρ�ο1ληµα. Το ερ£ωτηµα ε�ιναι π£ω̋ µπο-
ρο�υµε συστηµατικ�α να προσδιορ�ισουµε τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋
εν�ο̋ φυσικο�υ συστ�ηµατο̋, αν γνωρ�ιζουµε �οτι αυτ�ο βρ�ισκεται κοντ�α σε
κ�αποιο σηµε�ιο ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋; Η µεθοδολογ�ια που ακολουθο�υµε
για να προσδιορ�ισουµε τι̋ ιδιοσυχν�οτητε̋ Ωi και τα αντ�ιστοιχα ιδιοαν�υ- Π£ω̋ βρ�ισκουµε τι̋

χαρακτηριστικ�ε̋

συχν�οτητε̋ και τα

χαρακτηριστικ�α

αν�υσµατα;

σµατα ~a (i) για το παρ�αδειγµα των δ�υο συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων ε�ιναι η α-
κ�ολουθη : ∆ιερευνο�υµε κατ� αρχ�α̋ ποια ε�ιναι η συνθ�ηκη που επι1�αλλει
σε �ολε̋ τι̋ συντεταγµ�ενε̋ να εκτελο�υν ταλ�αντωση µε την �ιδια συχν�οτητα.
Αντικαθιστ£ωντα̋ στην (8.17) µια λ�υση τη̋ µορφ�η̋

~a (i)eıΩit ,

διαπιστ£ωνουµε �οτι πρ�επει ηΩi να �εχει τιµ�η τ�ετοια £ωστε να υπ�αρχει �ενα µη
µηδενικ�ο δι�ανυσµα ~a (i), το οπο�ιο να ικανοποιε�ι το σ�υστηµα εξισ£ωσεων

(
K − Ω2

i I
)
~a (i) = 0 , (8.26)

�οπου I ε�ιναι ο µοναδια�ιο̋ 2 × 2 π�ινακα̋. Γνωρ�ιζουµε �οτι για να υπ�αρχει
µια µη τετριµµ�ενη µηδενικ�η λ�υση ~a (i), πρ�επει η ορ�ιζουσα του γραµµικο�υ
συστ�ηµατο̋ (8.26) να ε�ιναι µηδενικ�η, δηλαδ�η

det
(
K − Ω2I

)
= 0 . (8.27)

Η σχ�εση (8.27) ε�ιναι �ενα πολυ£ωνυµο δε�υτερου βαθµο�υ ω̋ προ̋ την Ω2
i ,

οι ρ�ιζε̋ του οπο�ιου ε�ιναι οι ιδιοσυχν�οτητε̋ Ω2
i . Το πολυ£ωνυµο αυτ�ο ονο-

µ�αζεται χαρακτηριστικ�ο πολυ£ωνυµο του π�ινακαK και σε αυτ�η την περ�ι-
πτωση οι χαρακτηριστκ�ε̋ συχν�οτητε̋ ε�ιναι οι ιδιοτιµ�ε̋ του π�ινακαK και
τα ~a (i) τα ιδιοαν�υσµατ�α του. �Οταν ο π�ινακα̋ K ε�ιναι θετικ�ο̋, οι ιδιο-
τιµ�ε̋ του ε�ιναι θετικ�ε̋ και τα Ωi ε�ιναι πραγµατικο�ι αριθµο�ι, οπ�οτε οι λ�υ-
σει̋ που προκ�υπτουν �εχουν ταλαντωτικ�ο χαρακτ�ηρα. Στην αντ�ιθετη πε-
ρ�ιπτωση, το σ�υστηµα ε�ιναι γενικ�α ασταθ�ε̋, αφο�υ θα υπ�αρχει µ�ια τουλ�α-
χιστον λ�υση µε αρνητικ�η τιµ�η για το αντ�ιστοιχο Ω2

i , η οπο�ια θα µεγαλ£ω-
νει εκθετικ�α9 µε το χρ�ονο και µε την π�αροδο του χρ�ονου θα κυριαρχ�ησει,
οσοδ�ηποτε µικρ�ο και αν �ηταν αρχικ�α το πλ�ατο̋ τη̋.

9Αν Ω2
i < 0, θα ε�ιναι Ωi = ±ı |Ωi| και η λ�υση θα εξελ�ισσεται µε το χρ�ονο ω̋ e±|Ωi|t.
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Α̋ υπολογ�ισουµε, τ£ωρα, αναλυτικ�α τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋
και τα χαρακτηριστικ�α διαν�υσµατα στην περ�ιπτωση των συζευγµ�ενων εκ-
κρεµ£ων. Το χαρακτηριστικ�ο πολυ£ωνυµο (8.27) �εχει τη µορφ�η

det

(
ω2

g + ω2
k − Ω2

i −ω2
k

−ω2
k ω2

g + ω2
k − Ω2

i

)

= 0 , (8.28)

δηλαδ�η
(Ω2

i − ω2
g)(Ω

2
i − ω2

g − 2ω2
k) = 0 . (8.29)

Συνεπ£ω̋, οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ε�ιναι η Ω1 = ±ωg και η µεγαλ�υ-
τερη συχν�οτητα, η Ω2 = ±(ω2

g + 2ω2
k)

1/2, στην οπο�ια ε�ιναι φανερ�η η επ�ι-
δραση τη̋ σ�υζευξη̋ των εκκρεµ£ων. H (8.17), λοιπ�ον, επιδ�εχεται λ�υσει̋
τη̋ µορφ�η̋

~z1(t) = ~a (1)e±iΩ1t , ~z2(t) = ~a (2)e±iΩ2t ,

και τα ~a (1,2) προκ�υπτουν απ�ο την επ�ιλυση τη̋ (8.26). Το πρ£ωτο ιδιο�ανυ-
σµα,10

~a (1) =

(
a11

a12

)

,

προκ�υπτει, αν θ�εσουµε Ω = Ω1 στο γραµµικ�ο σ�υστηµα (8.26)

ω2
k(a11 − a12) = 0 , (8.30)

οπ�οτε
a11 = a12 .

Πρ�οκειται για το ιδιο�ανυσµα (8.20). Αν θ�εσουµε Ω = Ω2 στην (8.26) συ-
µπερα�ινουµε �οτι τα στοιχε�ια του

~a (2) =

(
a21

a22

)

,

πρ�επει να ικανοποιο�υν την εξ�ισωση

−ω2
k(a21 + a22) = 0 , (8.31)

οπ�οτε
a21 = −a22 .

Πρ�οκειται για το δε�υτερο ιδιο�ανυσµα, το (8.22).
Απ�ο τι̋ τ�εσσερι̋ λ�υσει̋ τη̋ (8.17),

~z1(t) = ~a (1)e±iΩ1t , ~z2(t) = ~a (2)e±iΩ2t ,

µπορο�υµε να κατασκευ�ασουµε τ�εσσερι̋ πραγµατικ�ε̋ λ�υσει̋ λαµ1�ανοντα̋

10Στην αρ�ιθµηση των συνιστωσ£ων των ιδιοανυσµ�ατων θα ακολουθ�ησουµε την εξ�η̋
σ�υµ1αση : ο πρ£ωτο̋ δε�ικτη̋ θα αναφ�ερεται στο ιδιο�ανυσµα, εν£ω ο δε�υτερο̋ στη συνι-
στ£ωσα αυτο�υ. Η σηµασ�ια του συµ1ολισµο�υ θα φανε�ι αργ�οτερα, �οταν χρειαστε�ι να συν-
δυ�ασουµε τα ιδιοαν�υσµατα για την κατασκευ�η εν�ο̋ ν�εου π�ινακα.
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διαδοχικ�α το πραγµατικ�ο και το φανταστικ�ο µ�ερο̋ των ~z1, ~z2 Η γενικ�η λ�υση µε χρ�ηση

µιγαδικ£ων αριθµ£ων

~x1(t) = ℜ(~z1) = ~a (1) cos(Ω1t) , ~x2(t) = ℑ(~z1) = ~a (1) sin(Ω1t) ,

~x3(t) = ℜ(~z2) = ~a (2) cos(Ω2t) , ~x4(t) = ℑ(~z2) = ~a (2) sin(Ω2t) .

Αυτ�ε̋ οι λ�υσει̋ σχηµατ�ιζουν µ�ια πλ�ηρη β�αση αρχικ£ων συνθηκ£ων στην ο-
πο�ια µπορε�ι να αναλυθε�ι κ�αθε αρχικ�η συνθ�ηκη,11 οπ�οτε αν αρχικ�α

~Θ0 = α~a (1) + γ~a (2) , ~ω0 = β~a (1) + δ~a (2) , (8.32)

η µετ�επειτα κ�ινηση του συστ�ηµατο̋ θα ε�ιναι

~Θ(t) =

(

α cos Ω1t + β
sin Ω1t

Ω1

)

~a (1) +

(

γ cos Ω2t + δ
sin Ω2t

Ω2

)

~a (2) . (8.33)

Ισοδυν�αµω̋, η γενικ�η λ�υση µπορε�ι να γραφε�ι και ω̋

~Θ(t) = ℜ
(
Ae−iΩ1t~a (1) + Be−iΩ2t~a (2)

)
, (8.34)

εν£ω οι αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ (8.32) ικανοποιο�υνται απ�ο του̋ µιγαδικο�υ̋ συ-
ντελεστ�ε̋

A = α + ı
β

Ω1
, B = γ + ı

δ

Ω2
.

Αν γρ�αψουµε τη λ�υση σε αυτ�η τη µορφ�η, µπορο�υµε να κρατ�ησουµε,
χωρ�ι̋ �ελλειψη τη̋ γενικ�οτητα̋, µ�ονο τη µιγαδικ�η λ�υση µε το αρνητικ�ο πρ�ο-
σηµο στου̋ εκθ�ετε̋. Θα µπορο�υσαµε, β�ε1αια, να επιλ�εξουµε το θετικ�ο
πρ�οσηµο αντ�ι του αρνητικο�υ. Ησ�υµ1αση, �οµω̋, που συν�ηθω̋ ακολουθε�ι-
ται ε�ιναι να χρησιµοποιε�ιται ο αρνητικ�ο̋ εκθ�ετη̋ £ωστε η εξ�ελιξη στο µιγα-
δικ�ο επ�ιπεδο των κανονικ£ων ταλαντ£ωσεων, για παρ�αδειγµα τη̋ Ae−iΩ1t,

να γ�ινεται σ�υµφωνα µε τη φορ�α των δεικτ£ων του ρολογιο�υ. Μπορε�ι �ετσι
κανε�ι̋ να�εχει στο µυαλ�ο του την ακ�ολουθη απεικ�ονιση για την πολ�υπλοκη
ταλ�αντωση του συστ�ηµατο̋ : ρολ�ογια δι�αφορων µεγεθ£ων, των οπο�ιων ο
µοναδικ�ο̋ δε�ικτη̋ στρ�εφεται µε διαφορετικ�η συχν�οτητα για το κ�αθε ρο-
λ�οι, παριστ�ανουν του̋ κανονικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋.
Η αρχικ�η �ενδειξη του κ�αθε ρολογιο�υ σχετ�ιζεται µε τη φ�αση του κ�αθε κα-
νονικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωση̋, εν£ω το µ�εγεθο̋ του εκ�αστοτε δε�ικτη ε�ιναι
αν�αλογο µε το πλ�ατο̋ του συγκεκριµ�ενου τρ�οπου ταλ�αντωση̋. Η τιµ�η
κ�αθε συντεταγµ�ενη̋ του συστ�ηµατο̋ βρ�ισκεται αν προσθ�εσει κανε�ι̋ τι̋
στιγµια�ιε̋ προ1ολ�ε̋ των δεικτ£ων των ρολογι£ων στον οριζ�οντιο �αξονα, πολ-
λαπλασιασµ�ενε̋ µε την αντ�ιστοιχη συντεταγµ�ενη του ιδιοαν�υσµατο̋ του
εκ�αστοτε τρ�οπου ταλ�αντωση̋ (βλ. Σχ�ηµα 8.2).
Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ που προ�εκυψαν ε�ιναι εγγεν�η̋ ιδι�οτη-

τα του φυσικο�υ προ1λ�ηµατο̋ και δεν εξαρτ£ωνται απ�ο τι̋ συντεταγµ�ενε̋

11Μην ξεχν�ατε �οτι για τον πλ�ηρη προσδιορισµ�ο τη̋ κ�ινηση̋ απαιτε�ιται η γν£ωση των
τεσσ�αρων αρχικ£ων συνθηκ£ων : θ1(0), θ2(0), θ̇1(0) και θ̇2(0).
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Σχ�ηµα 8.2: Η ιδι�οµορφη ταλ�αντωση που εκτελε�ι κ�αθε συντεταγµ�ενη του συστ�ηµατο̋
µπορε�ι να γραφε�ι ω̋ το �αθροισµα απλ£ων αρµονικ£ων ταλαντ£ωσεων πολλαπλασιασµ�ενων
µε �ενα διαφορετικ�ο συντελεστ�η, τη συνιστ£ωσα του αντ�ιστοιχου σε αυτ�η τη συντεταγµ�ενη
τρ�οπου ταλ�αντωση̋. Ο κ�αθε τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ –στην απεικ�ονιση αυτ�η, το κ�αθε ρο-
λ�οι– �εχει διαφορετικ�η συχν�οτητα, διαφορετικ�η αρχικ�η φ�αση και διαφορετικ�ο πλ�ατο̋, γι�
αυτ�ο το λ�ογο τα ρολ�ογια �εχουν σχεδιαστε�ι µε διαφορετικ�ο µ�εγεθο̋. Αυτ�η η σ�υνθετη τα-
λ�αντωση µπορε�ι να παρασταθε�ι µε το διανυσµατικ�ο �αθροισµα (παχ�υ β�ελο̋) των περι-
στρεφ�οµενων δεικτ£ων των ρολογι£ων. Η πραγµατικ�η κ�ινηση που εκτελε�ι η κ�αθε συντε-
ταγµ�ενη ε�ιναι η προ1ολ�η αυτο�υ του αθρο�ισµατο̋ στον οριζ�οντιο �αξονα.

που επιλ�εξαµε. Βε1α�ιω̋, σε µ�ια γενικ�η αλλαγ�η συντεταγµ�ενων οι γραµ-
µικ�ε̋ δυναµικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ (8.17) µπορο�υν να µετατραπο�υν σε µη γραµµι-
κ�ε̋ και, εν£ω οι λ�υσει̋ θα συµπεριλαµ1�ανουν τι̋ µετασχηµατισµ�ενε̋ στι̋
ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋, οι λ�υσει̋ στι̋ ν�εε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ δεν θα ε�ιναι δυνατ�ον να προσδιοριστο�υν µε τη βο�ηθεια τη̋
τεχνικ�η̋ που ακολουθ�ησαµε για τη γραµµικ�η µορφ�η των εξισ£ωσεων κ�ινη-
ση̋. �Οταν, µ�αλιστα, οι εξισ£ωσει̋ ε�ιναι µη γραµµικ�ε̋, δεν υπ�αρχει γενι-
κ�ο̋ τρ�οπο̋ λ�υση̋ των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋. Η γραµµικ�οτητα των εξισ£ω-
σεων κ�ινηση̋ διατηρε�ιται µ�ονο �οταν εκτελο�υµε αλλαγ�ε̋ συντεταγµ�ενωνΟι χαρακτηριστικ�ε̋

συχν�οτητε̋ δεν

αλλ�αζουν µε αλλαγ�η

συντεταγµ�ενων

οι οπο�ιε̋ αποτελο�υν γραµµικ�ο µετασχηµατισµ�ο των αρχικ£ων συντεταγ-
µ�ενων, δηλαδ�η �οταν οι ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ Ξ σχετ�ιζονται µε τι̋ αρχικ�ε̋
Θ µ�εσω κ�αποιου γραµµικο�υ µετασχηµατισµο�υ

Ξ = TΘ , (8.35)

�οπουT �ενα̋ π�ινακα̋ 2×2, δεδοµ�ενου �οτι ο θεσεογραφικ�ο̋ χ£ωρο̋ σε αυτ�ο
το πρ�ο1ληµα ε�ιναι δισδι�αστατο̋. Στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ ο π�ινακα̋ K

µετασχηµατ�ιζεται στον TKT−1, δι�οτι, πολλαπλασι�αζοντα̋ την (8.17) µε
τον π�ινακα T, σχηµατ�ιζουµε την εξ�ισωση κ�ινηση̋ για το Ξ, την εξ�ισωση
δηλαδ�η των ν�εων συντεταγµ�ενων

Ξ̈ + (TKT−1)Ξ = 0 , (8.36)

η οπο�ια καταλ�ηγει στι̋ �ιδιε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋.

�Ασκηση 8.4. Αποδε�ιξτε κ�ανοντα̋ χρ�ηση των ιδιοτ�ητων των οριζουσ£ων �οτι οι χαρα-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
κτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ε�ιναι ανεξ�αρτητε̋ απ�ο τι̋ συντεταγµ�ενε̋, θεωρ£ωντα̋�ενα γραµ-
µικ�ο µετασχηµατισµ�ο των συντεταγµ�ενων.
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�Ασκηση 8.5. Μετασχηµατ�ιστε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ε-
νε̋ και δε�ιξτε �οτι οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange καταλ�ηγουν στι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ (8.36).

Ε�αν ο µετασχηµατισµ�ο̋ T επιλεγε�ι �ετσι £ωστε ο π�ινακα̋

∆ = TKT−1

να ε�ιναι διαγ£ωνιο̋, θα �εχουµε δ�υο ανεξ�αρτητου̋ ταλαντωτ�ε̋ µε συχν�οτη-
τε̋ τι̋ τετραγωνικ�ε̋ ρ�ιζε̋ των διαγ£ωνιων στοιχε�ιων του∆. Σε αυτ�η την
περ�ιπτωση, �οπου �εχει γ�ινει κατ�αλληλη επιλογ�η των συντεταγµ�ενων, οι χα-
ρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ εµφαν�ιζονται �αµεσα στο διαγωνιοποιηµ�ενο π�ι-
νακα. Σε αυτ�ε̋ τι̋ συντεταγµ�ενε̋ τα χαρακτηριστικ�α ιδιοαν�υσµατα ε�ιναι
προφαν£ω̋ τα

b(1) =

(
1
0

)

, b(2) =

(
0
1

)

, (8.37)

�οπου τα ν�εα ιδιοαν�υσµατα b(i) συνδ�εονται µε τα αρχικ�α a(i) µ�εσω των σχ�ε-
σεων

T−1b(1) = a(1) , T−1b(2) = a(2) .

Συνεπ£ω̋, ο µετασχηµατισµ�ο̋T που διαγωνιοποιε�ι τονK ε�ιναι αυτ�ο̋ που Χρ�ηση

χαρακτηριστικ£ων

συντεταγµ�ενων.

µετασχηµατ�ιζει το b(1), µ�εσω του T−1, στο a(1) και αντ�ιστοιχα το b(2) στο
a(2). Με �αλλα λ�ογια, ο κατ�αλληλο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ T−1 ε�ιναι ο π�ινακα̋
A, που �εχει ω̋ στ�ηλε̋ τα κανονικοποιηµ�ενα12 χαρακτηριστικ�α ιδιοαν�υ-
σµατα

A =
(

a(1) a(2)
)

=
1√
2

(
1 1
1 −1

)

. (8.38)

Εποµ�ενω̋, ο µετασχηµατισµ�ο̋ που διαγωνιοποιε�ι τον πινακαK ε�ιναι

T = A−1 �η T−1 = A , (8.39)

�οπου οA ε�ιναι ο π�ινακα̋ που συγκροτε�ιται απ�ο τα ιδιοαν�υσµατα του συ-
στ�ηµατο̋. Οι συντεταγµ�ενε̋

Ξ = A−1Θ , (8.40)

ονοµ�αζονται χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋.
Σε αυτ�ο το σηµε�ιο α̋ εξετ�ασουµε λ�ιγο πιο προσεκτικ�α τα προηγο�υ-

µενα συµπερ�ασµατ�α µα̋. Σηµει£ωνουµε δ�υο παρατηρ�ησει̋ :
• �Επειδ�η τα a(1) και a(2) ε�ιναι ιδιοαν�υσµατα τουK, θα ισχ�υουν οι σχ�εσει̋

Ka(1) = Ω2
1a

(1) καιKa(2) = Ω2
2a

(2) .

Οι δ�υο αυτ�ε̋ σχ�εσει̋ µπορο�υν να συµπτυχθο�υν και να λ�α1ουν τη µορφ�η

KA = A

(
Ω2

1 0
0 Ω2

2

)

= A∆ , (8.41)

12Ο λ�ογο̋ που θ�ελουµε τα ιδιοαν�υσµατα a(i) να ε�ιναι κανονικοποιηµ�ενα ε�ιναι επειδ�η
τα ιδιοαν�υσµατα b(i) �εχουν γραφε�ι ω̋ µοναδια�ια διαν�υσµατα
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�οπου υπενθυµ�ιζουµε �οτι ο π�ινακα̋A �εχει ω̋ στ�ηλε̋ τα ιδιοαν�υσµατα a(1)

και a(2) και ο π�ινακα̋ ∆ ε�ιναι η διαγ£ωνια µορφ�η του K . Προσ�εξτε τη
σειρ�α πολλαπλασιασµο�υ των πιν�ακων στο δεξι�ο σκ�ελο̋ τη̋ εξ�ισωση̋·
πρ£ωτα γρ�αφεται οA και κατ�οπιν ο∆.

• Tα κανονικοποιηµ�ενα ιδιοαν�υσµατα σχηµατ�ιζουν µ�ια ορθοκανονικ�η
β�αση, �οπω̋ θα δε�ιξουµε στο επ�οµενο εδ�αφιο για �ενα γενικ�ο σ�υστηµα κο-
ντ�α σε θ�εση ισορροπ�ια̋. Η σχ�εση ορθογωνι�οτητα̋ µεταξ�υ των ιδιοανυ-
σµ�ατων

(
a(i)
)T

a(j) = δij µε i, j = 1, 2 ,

γρ�αφεται συνοπτικ�α ω̋
ATA = I ,

αφο�υ

ATA =
(

a(1) a(2)
)T (

a(1) a(2)
)

=

( (
a(1)
)T

(
a(2)
)T

)

(
a(1) a(2)

)
=

(
1 0
0 1

)

. (8.42)

Η σχ�εση (8.42) µ�α̋ πληροφορε�ι �οτι ο π�ινακα̋ A ε�ιναι ορθογ£ωνιο̋

A−1 = AT .

�Ετσι, αν πολλαπλασι�ασουµε την (8.41) απ�ο αριστερ�α µε τονAT θα �εχου-
µε

ATKA = ATA∆ = ∆ , (8.43)

και για �αλλη µια φορ�α καταλ�ηγουµε στο �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ T = A−1

διαγωνιοποιε�ι τον π�ινακαK.

• Τ�ελο̋, αν αντικαταστ�ησουµε το µετασχηµατισµ�ο (8.40) στην (8.15), η
Λαγκρανζιαν�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋, λ�ογω τη̋ ορθογωνι�οτητα̋ του π�ι-
νακα A, λαµ1�ανει την ακ�ολουθη µορφ�η :

L =
1

2
Ξ̇TATAΞ̇ − 1

2
ΞTATKAΞ =

1

2
Ξ̇T Ξ̇ − 1

2
ΞT∆Ξ . (8.44)

∆ηλαδ�η, στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋

Ξ =

(
ξ1

ξ2

)

= A−1Θ = AT Θ

=
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
θ1

θ2

)

=
1√
2

(
θ1 + θ2

θ1 − θ2

)

, (8.45)

η Λαγκρανζιαν�η των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων γ�ινεται �αθροισµα ασ�υζευ-Αν�αδειξη των

µονοδι�αστατων

αρµονικ£ων

ταλαντωτ£ων του

συστ�ηµατο̋

κτων ταλαντωτ£ων

L =

(
1

2
ξ̇2
1 −

Ω2
1

2
ξ2
1

)

+

(
1

2
ξ̇2
2 −

Ω2
2

2
ξ2
2

)

. (8.46)

Το συµπ�ερασµα αυτ�ο ε�ιναι ιδια�ιτερα σηµαντικ�ο και �εχει γενικ�η ισχ�υ. Κα-
ταδεικν�υει επ�ιση̋ τη θεµελι£ωδη σηµασ�ια του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. ∆ι-
�οτι, �οπω̋ ε�ιδαµε, αν οι διαταραχ�ε̋ του συστ�ηµατο̋ απ�ο το σηµε�ιο ισορρο-
π�ια̋ του ε�ιναι αρκο�υντω̋ µικρ�ε̋, οι εξισ£ωσει̋ εξ�ελιξη̋ των διαταραχ£ων
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ε�ιναι γραµµικ�ε̋ µε σταθερο�υ̋ συντελεστ�ε̋, εν£ω η δυναµικ�η συµπεριφορ�α
των διαταραχ£ων στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι το �αθροισµα
αρµονικ£ων ταλαντωτ£ων.
Α̋ εξετ�ασουµε, τ£ωρα, την περ�ιπτωση που η κ�ινηση πραγµατοποιε�ιται

σε συνθ�ηκε̋ απουσ�ια̋ βαρ�υτητα̋. �Οταν συµ1α�ινει αυτ�ο η συχν�οτητα
ταλ�αντωση̋ των ασ�υζευκτων εκκρεµ£ων ε�ιναι µηδενικ�η, ωg = 0. Η αν�α- Τι σηµα�ινει ο

µηδενισµ�ο̋ κ�αποια̋

ιδιοσυχν�οτητα̋;

λυση για την ε�υρεση των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων και τρ�οπων ταλ�α-
ντωση̋ ε�ιναι η �ιδια. Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ θα ε�ιναι τ£ωρα

Ω1 = 0 και Ω2 =
√

2ωk .

Οι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ παραµ�ενουν οι �ιδιοι, �οπω̋ επ�ιση̋
και οι χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Η µ�ονη διαφορ�α ε�ιναι �οτι η κ�ινηση
που αντιστοιχε�ι στον πρ£ωτο χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋, ο οπο�ιο̋
�εχει, τ£ωρα, µηδενικ�η συχν�οτητα, δεν ε�ιναι βε1α�ιω̋ ταλαντωτικ�η αλλ�α ευ-
θ�υγραµµη µε σταθερ�η ταχ�υτητα. Πρ�αγµατι, η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση
στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ �εχει τη µορφ�η

L =
1

2
ξ̇2
1 +

(
1

2
ξ̇2
2 − ω2

kξ
2
2

)

, (8.47)

οπ�οτε ξ̈1 = 0 και �αρα η πρ£ωτη χαρακτηριστικ�η συντεταγµ�ενη εξελ�ισσεται
µε σταθερ�η ταχ�υτητα

ξ1(t) = αt + β .

Η γενικ�η λ�υση σε αυτ�η την περ�ιπτωση ε�ιναι

~Θ(t) = (αt + β)~a (1) +

(

γ cos Ω2t +
δ

Ω2
sin Ω2t

)

~a (2) , (8.48)

και σε αυτ�ην µπορο�υµε επ�ιση̋ να καταλ�ηξουµε λαµ1�ανοντα̋ το �οριοΩ1 →
0 στην (8.25).
Ποια ε�ιναι η φυσικ�η σηµασ�ια τη̋ πρ£ωτη̋ χαρακτηριστικ�η̋ συντεταγ-

µ�ενη̋ ξ1 = (θ1 + θ2)/
√

2 ; Πρ�οκειται για το αν�αλογο τη̋ θ�εση̋

θKM =
θ1 + θ2

2

του κ�εντρου µ�αζα̋ των δ�υο �ισων µαζ£ων των εκκρεµ£ων, τη̋ οπο�ια̋ ω̋
γνωστ�ον η ταχ�υτητα ε�ιναι σταθερ�η δεδοµ�ενου �οτι η αλληλεπ�ιδραση µε-
ταξ�υ των δ�υο σωµ�ατων ικανοποιε�ι τον τρ�ιτο ν�οµο του Νε�υτωνα και συνε-
π£ω̋ διατηρε�ιται η συνολικ�η ορµ�η θ̇1+θ̇2. Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ε-
νε̋ ε�ιναι δηλαδ�η αυτ�ε̋ που διαχωρ�ιζουν το πρ�ο1ληµα των δ�υο σωµ�ατων
στην ισοταχ�η κ�ινηση του κ�εντρου µ�αζα̋ και στην ταλ�αντωση τη̋ σχετικ�η̋
θ�εση̋ των δ�υο σωµ�ατων.
Γενικ�οτερα, αν η Λαγκρανζιαν�η που δι�επει µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ εν�ο̋ συ-

στ�ηµατο̋ δ�υο σωµ�ατων κοντ�α στη θ�εση ισορροπ�ια̋ του̋ ε�ιναι τη̋ µορφ�η̋

L =
m1

2
|~̇x1|2 +

m2

2
|~̇x2|2 −

k

2
|~x1 − ~x2|2 , (8.49)
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�οπω̋ θα συν�ε1αινε στην περ�ιπτωση εν�ο̋ διατοµικο�υ µορ�ιου, οι χαρακτη-
ριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋ αυτο�υ που χαρακτηρ�ιζεται απ�ο �εξι
βαθµο�υ̋ ελευθερ�ια̋ θα ε�ιναιΚ�ινηση κ�εντρου µ�αζα̋,

�ενα̋ ιδι�οτυπο̋ τρ�οπο̋

“ταλ�αντωση̋” Ω1,2,3 = 0 , Ω4,5,6 =

√

k

µ
, (8.50)

�οπου µ ε�ιναι η ανηγµ�ενη µ�αζα

µ =
m1m2

m1 + m2
. (8.51)

Αν λ�α1ουµε ω̋ συντεταγµ�ενε̋ το δι�ανυσµα θ�εση̋ του κ�εντρου µ�αζα̋

~X =
m1~x1 + m2~x2

m1 + m2

, (8.52)

και το δι�ανυσµα τη̋ σχετικ�η̋ θ�εση̋ των δ�υο σωµ�ατων

~x = ~x2 − ~x1 , (8.53)

η Λαγκρανζιανη θα π�αρει τη µορφ�η

L =
M

2
| ~̇X|2 +

µ

2
|~̇x|2 − k

2
|~x|2 , (8.54)

�οπου M = m1 + m2. Το µ�ερο̋ τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ που εξαρτ�αται µ�ονο
απ�ο το ~X περιγρ�αφει την ευθ�υγραµµη οµαλ�η κ�ινηση του κ�εντρου µ�αζα̋,
εν£ω το υπ�ολοιπο µ�ερο̋ που εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο το ~x περιγρ�αφει την περι-
στροφ�η και ταλ�αντωση του �αξονα που συνδ�εει τα δ�υο σ£ωµατα. Η σχετικ�η
αυτ�η κ�ινηση, ~x, του ισ�οτροπου ταλαντωτ�η θα πραγµατοποιε�ιται σε �ενα
επ�ιπεδο –στο επ�ιπεδο το κ�αθετο στη διατηρο�υµενη σχετικ�η στροφορµ�η
του συστ�ηµατο̋. Για τη λ�υση του ισ�οτροπου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η βλ�επε
το Εδ�αφιο 7.1.

8.3 Ταλ�αντωση γενικο�υ συστ�ηµατο̋

Σε το�υτο το εδ�αφιο θααντιµετωπ�ισουµε το πρ�ο1ληµα τη̋ κ�ινηση̋ εν�ο̋
γενικο�υ συστ�ηµατο̋ κοντ�α σε κ�αποιο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του. Η αν�αλυσ�η
µα̋ θα ακολουθ�ησει σε αδρ�ε̋ γραµµ�ε̋ την αν�αλυση τη̋ κ�ινηση̋ του συ-
στ�ηµατο̋ των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων.
Α̋ θεωρ�ησουµε και σε αυτ�η την περ�ιπτωση µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ εν�ο̋ συ-

στ�ηµατο̋ γ�υρω απ�ο κ�αποιο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του, το οπο�ιο λαµ1�ανουµε�Ενα γενικ�ο µηχανικ�ο

σ�υστηµα κοντ�α σε

σηµε�ιο ισορροπ�ια̋

ω̋ την αρχ�η των συντεταγµ�ενων. ΗΛαγκρανζιαν�η εν�ο̋ τ�ετοιου συστ�ηµα-
το̋ µε n βαθµο�υ̋ ελευθερ�ια̋ ε�ιναι (βλ. σχ�εση (8.11))

L =
1

2
q̇TMq̇ − 1

2
qTKq , (8.55)

�οπου οι π�ινακε̋ τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋M και τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋
K ε�ιναι n×n συµµετρικο�ι πραγµατικο�ι π�ινακε̋ και q ε�ιναι οι γενικευµ�ενε̋
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συντεταγµ�ενε̋ του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋

q =








q1

q2
...

qn








.

Επ�ιση̋ ο π�ινακα̋M, επειδ�η προσδιορ�ιζει την κινητικ�η εν�εργεια του συ-
στ�ηµατο̋, η οπο�ια ε�ιναι π�αντοτε θετικ�η ποσ�οτητα, ε�ιναι �ενα̋ θετικ�ο̋ π�ι-
νακα̋. Η κινητικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατο̋ ανεξ�αρτητα απ�ο το π£ω̋ κι-
νο�υνται τα µ�ερη του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ θα ε�ιναι uTMu > 0, �οπου u
ε�ιναι η τυχα�ια στ�ηλη των ταχυτ�ητων. Ωστ�οσο, ο π�ινακα̋K δεν ε�ιναι κατ�
αν�αγκη θετικ�ο̋ π�ινακα̋. Β�ε1αια, αν ηδυναµικ�η εν�εργεια στο σηµε�ιο ισορ-
ροπ�ια̋ παρουσι�αζει ελ�αχιστο, τ�οτε ο π�ινακα̋K ε�ιναι και αυτ�ο̋ θετικ�ο̋.
Αυτ�ο µπορο�υµε ε�υκολα να το επι1ε1αι£ωσουµε αν θυµηθο�υµε �οτι τα στοι-
χε�ια του π�ινακαK ε�ιναι

Kij =
∂2V

∂qi∂qj






q=0

. (8.56)

Επειδ�η, µ�αλιστα, στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ q = 0 ε�ιναι

∂V

∂q






q=0

= 0 ,

η δυναµικ�η εν�εργεια σε προσ�εγγιση δε�υτερη̋ τ�αξη̋ ε�ιναι

V (q) = V (0) +
1

2
qTKq + O(q3) . (8.57)

�Ετσι, αν θ�ελουµε η δυναµικ�η εν�εργεια στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ να ε�ιναι
ελ�αχιστη (V (q) > V (0) για κ�αθε q 6= 0), πρ�επει qTKq > 0 και εποµ�ενω̋ ο
π�ινακα̋ K ε�ιναι θετικ�ο̋. Θα δε�ιξουµε στη συν�εχεια �οτι στην περ�ιπτωση
που ο π�ινακα̋ K ε�ιναι θετικ�ο̋ �εχουµε µ�ονο ταλαντωτικ�ε̋ λ�υσει̋ και το
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ευσταθ�ε̋. Αν ο π�ινακα̋K δεν ε�ιναι θετικ�ο̋, τ�οτε
το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ασταθ�ε̋.
Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι

Mq̈ + Kq = 0 . (8.58)

Οι χαρακτηριστικ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ του συστ�ηµατο̋ που αναζητο�υµε ε�ιναι
κιν�ησει̋ τη̋ µορφ�η̋

q = ae−iΩt , (8.59)

�οπου τα στοιχε�ια τη̋ στ�ηλη̋ a προσδιορ�ιζουν τα σχετικ�α πλ�ατη ταλ�αντω-
ση̋ των συντεταγµ�ενων, �οταν �ολε̋ οι συντεταγµ�ενε̋ του συστ�ηµατο̋ τα-
λαντ£ωνονται µε την �ιδια συχν�οτηταΩ. Το δι�ανυσµα-στ�ηλη a13 ονοµ�αζεται
χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋ (�η ιδιο�ανυσµα) και
η Ω χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα (�η ιδιοσυχν�οτητα) του συστ�ηµατο̋.

13∆εν γρ�αφουµε το σ�υµ1ολο του διαν�υσµατο̋ θεωρ£ωντα̋ το a µον�οστηλο π�ινακα.
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Αντικαθιστ£ωντα̋ την (8.59) ω̋ δοκιµαστικ�η λ�υση στι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινη-
ση̋ (8.58), συµπερα�ινουµε �οτι τα a και Ω πρ�επει να ικανοποιο�υν τη σχ�εση

−Ω2Ma + Ka = 0 �ηM−1Ka = Ω2a. (8.60)

Αυτ�η ε�ιναι µια εξ�ισωση ιδιοτιµ£ων· η Ω2 ε�ιναι ιδιοτιµ�η του π�ινακαM−1K

και το a ιδιο�ανυσµ�α του.
�Οταν το σ�υστηµα ε�ιναι εν�ο̋ βαθµο�υ ελευθερ�ια̋ (n = 1), οι π�ινακε̋M

καιK ε�ιναι οι αριθµο�ι m και k αντ�ιστοιχα και η συχν�οτητα τη̋ ταλ�αντω-
ση̋ ε�ιναι Ω2 = k/m, εν£ω σε �ενα σ�υστηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ οι συχν�ο-
τητε̋ ταλ�αντωση̋ δ�ινονται απ�ο τι̋ ιδιοτιµ�ε̋ του π�ινακαM−1K που απο-
τελε�ι γεν�ικευση σε n διαστ�ασει̋ του λ�ογου k/m. Σηµειωτ�εον �οτι στη γεν�ι-
κευση αυτ�η ο αντ�ιστροφο̋ π�ινακα̋ τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋ προτ�ασσεται
του π�ινακα τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋. Η σειρ�α των πιν�ακων ε�ιναι σηµα-
ντικ�η, δι�οτι, εν£ω οι αριθµο�ι αντιµετατ�ιθενται, δ�υο π�ινακε̋, εν γ�ενει, δεν
αντιµετατ�ιθενται.
Για να �εχει το γραµµικ�ο αλγε1ρικ�ο σ�υστηµα

(
M−1K− Ω2I

)
a = 0 (8.61)

µ�ια µη τετριµµ�ενη µηδενικ�η14 λ�υση a, θα πρ�επει το Ω να ε�ιναι ρ�ιζα του
χαρακτηριστικο�υ πολυων�υµου

det(M−1K − Ω2I) = 0 �η det(K − Ω2M) = 0 , (8.62)

αφο�υ det(M) 6= 0. Αυτ�ο ε�ιναι �ενα πολυ£ωνυµο n βαθµο�υ ω̋ προ̋ Ω2. HΧαρακτηριστικ�ο

πολυ£ωνυµο

συστ�ηµατο̋

(8.62) θα �εχει γενικ�α n ρ�ιζε̋, οι οπο�ιε̋ µπορε�ι να ε�ιναι µιγαδικ�ε̋, αλλ�α
στην περ�ιπτωσ�η που εξετ�αζουµε, µε του̋ π�ινακε̋K καιM να ε�ιναι συµ-
µετρικο�ι και επιπλ�εον τον π�ινακαM, να ε�ιναι θετικ�ο̋, οι ρ�ιζε̋ του πολυω-
ν�υµου ε�ιναι αναγκαστικ�α πραγµατικ�ε̋.

Πλα�ισιο 8.2. Θαδε�ιξουµε �οτι, αν οιK καιM ε�ιναι συµµετρικο�ι π�ινακε̋ και επιπλ�εονΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
οM ε�ιναι θετικ�ο̋, η (8.62) �εχει αναγκαστικ�α n πραγµατικ�ε̋ ρ�ιζε̋. Για να το δε�ιξουµε
αυτ�ο λαµ1�ανουµε τον ερµιτιαν�ο αν�αστροφο15 του συστ�ηµατο̋ (8.60)

a†K = (Ω∗)2a†M (8.63)

και πολλαπλασι�αζουµε απ�ο δεξι�α µε το δι�ανυσµα a, οπ�οτε �εχουµε

a†Ka = (Ω⋆)2a†Ma . (8.64)

14Το επ�ιθετο “µηδενικ�η” αναφ�ερεται στην ιδι�οτητα εν�ο̋ οµογενο�υ̋ συστ�ηµατο̋ να δ�ι-
νει µηδ�εν στο δεξι�ο µ�ελο̋, µολον�οτι το δι�ανυσµα a δεν ε�ιναι το τετριµµ�ενο, µηδενικ�ο δι�α-
νυσµα.

15O ερµιτιαν�ο̋ αν�αστροφο̋ εν�ο̋ π�ινακα A ε�ιναι ο αν�αστροφο̋ του συζυγο�υ̋ του
(A∗)T . O ερµιτιαν�ο̋ αν�αστροφο̋ συµ1ολ�ιζεται µε �ενα κατακ�ορυφο σπαθ�ι † και �ετσι
A† ≡ (A⋆)T . Αν ο π�ινακα̋ ε�ιναι πραγµατικ�ο̋, ο ερµιτιαν�ο̋ αν�αστροφο̋ ε�ιναι απλ£ω̋
ο αν�αστροφο̋ π�ινακα̋. Οι ερµιτιανο�ι π�ινακε̋ (hermitian) ε�ιναι οι π�ινακε̋ που ισο�υνται
µε τον ερµιτιαν�ο αν�αστροφ�ο του̋ A = A† και στο χ£ωρο των µιγαδικ£ων πιν�ακων �εχουν
τη θ�εση που �εχουν οι συµµετρικο�ι π�ινακε̋ στο χ£ωρο των πραγµατικ£ων πιν�ακων. Ε�ιναι
ε�υκολο να δε�ιξετε �οτι (AB)† = B†A†.
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Παρ�αλληλα, αν πολλαπλασι�ασουµε τη σχ�εση (8.60),Ka = Ω2Ma, απ�ο αριστερ�α µε a†,

η (8.64) γρ�αφεται ω̋

Ω2a†Ma = (Ω∗)2a†Ma �η
[
Ω2 − (Ω⋆)2

]
a†Ma = 0 . (8.65)

Ο π�ινακα̋M, �οµω̋, ε�ιναι θετικ�ο̋ και για κ�αθε µη µηδενικ�ο a θα ε�ιναι a†Ma > 0. Συ-
νεπ£ω̋ , Ω2 = (Ω⋆)2 και �αρα τα Ω2 ε�ιναι πραγµατικ�α.

�Ασκηση 8.6. Ο συµµετρικ�ο̋ πραγµατικ�ο̋ π�ινακα̋M�εχει οριστε�ι θετικ�ο̋, �οταν για ΑΣΚΗΣΕΙΣ
κ�αθε x µη µηδενικ�ο πραγµατικ�ο, ισχ�υει xTMx > 0. Αποδε�ιξτε �οτι και για κ�αθε z, µη
µηδενικ�ο µιγαδικ�ο, ισχ�υει επ�ιση̋ �οτι z†Mz > 0.

Τα ιδιοαν�υσµατα a, επειδ�η προκ�υπτουν απ�ο τη λ�υση του γραµµικο�υ
συστ�ηµατο̋ (8.61) του οπο�ιου �ολοι οι συντελεστ�ε̋ ε�ιναι πραγµατικο�ι αριθ-
µο�ι (αποδε�ιξαµε �οτι και το Ω2 ε�ιναι πραγµατικ�ο̋ αριθµ�ο̋), µπορο�υν να
λαµ1�ανονται ω̋ πραγµατικ�α. �Ετσι, η i-οστ�η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα
δ�ινεται απ�ο το πηλ�ικο

Ω2
i =

(a(i))TKa(i)

(a(i))TMa(i)
, (8.66)

�οπου το a(i) ε�ιναι ο i-οστ�ο̋ χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋. Απ�ο
αυτ�ο το πηλ�ικο µπορο�υµε να προσδιορ�ισουµε το πρ�οσηµο τουΩ2

i . Επειδ�η
ο παρονοµαστ�η̋ ε�ιναι π�αντοτε θετικ�ο̋ αριθµ�ο̋, το πρ�οσηµο τουΩ2

i εξαρ-
τ�αται απ�ο το πρ�οσηµο του αριθµητ�η. Αν ο π�ινακα̋K ε�ιναι θετικ�ο̋, τ�οτε
το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ευσταθ�ε̋, δι�οτι �ολα ταΩ2

i ε�ιναι θετικ�α και επο-
µ�ενω̋ το σ�υστηµα εκτελε�ι ταλαντωτικ�ε̋ κιν�ησει̋. Αν ο π�ινακα̋ K δεν Ευστ�αθεια - Αστ�αθεια

ε�ιναι θετικ�ο̋, θα υπ�αρχουν και αρνητικ�α Ω2
j που αντιστοιχο�υν σε λ�υσει̋

εκθετικ�η̋ εξ�αρτηση̋ απ�ο το χρ�ονο e±|Ωj |t, ε�ιτε α�υξουσε̋ ε�ιτε φθ�ινουσε̋.
Τ�οτε το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ θα ε�ιναι ασταθ�ε̋. Αυτ�ο ε�ιναι λογικ�ο, δι�οτι, µο-
λον�οτι µπορε�ι να υπ�αρχουν αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ που να οδηγο�υν σε αµιγ£ω̋
ταλαντωτικ�η κ�ινηση µε µηδενικ�ο πλ�ατο̋ των ασταθ£ων τρ�οπων ταλ�αντω-
ση̋, η πιθαν�οτητα να προπαρασκευ�ασει κανε�ι̋ το σ�υστηµα �ετσι £ωστε να
ξεκιν�ησει απ�ο αυτ�ην ακρι1£ω̋ την κατ�ασταση ε�ιναι µηδενικ�η, �οπω̋ ε�ιναι
πρακτικ�α αδ�υνατο να στ�ησει κανε�ι̋ �ενα µολ�υ1ι �ορθιο στη µ�υτη του και
αυτ�ο να µε�ινει για π�αντα �ορθιο. �Οταν το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι αστα-
θ�ε̋, µολον�οτι αρχικ�α µπορε�ι να �εχουν διεγερθε�ι �ολοι οι βαθµο�ι ελευθε-
ρ�ια̋, �αλλο̋ περισσ�οτερο και �αλλο̋ λιγ�οτερο, µε την π�αροδο του χρ�ονου η
διαταραχ�η θα αποκτ�ησει τη δοµ�η του χαρακτηριστικο�υ τρ�οπου ταλ�αντω-
ση̋ που �εχει τη µ�εγιστη εκθετικ�η α�υξηση. Ο χρ�ονο̋ που απαιτε�ιται για
να υπερισχ�υσει αυτ�ο̋ ο τρ�οπο̋ “ταλ�αντωση̋” ε�ιναι τη̋ τ�αξεω̋ 1/|Ωmax|,
�οπου Ωmax η µεγαλ�υτερη τιµ�η των εκθετ£ων Ωj .
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�Εστω τ£ωρα δ�υο χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ a(i), a(j) που α-
ντιστοιχο�υν σε διαφορετικ�ε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ Ω2

i , Ω
2
j . Τι µπο-

ρο�υµε να συµπερ�ανουµε για τη γεωµετρικ�η σχ�εση αυτ£ων; Επαναλαµ1�α-
νουµε τα β�ηµατα που ακολουθ�ησαµε και προηγουµ�ενω̋ �οταν δε�ιξαµε
�οτι η Ω2 ε�ιναι πραγµατικ�η. Τα δ�υο ιδιοαν�υσµατα ικανοποιο�υν τι̋ σχ�εσει̋

Ka(i) = Ω2
i Ma(i) , Ka(j) = Ω2

jMa(j) . (8.67)

Αναστρ�εφουµε την πρ£ωτη απ�ο τι̋ δ�υο σχ�εσει̋ και αφο�υ �ολα τα στοιχε�ια
ε�ιναι πραγµατικ�α, δεν χρει�αζεται να π�αρουµε πλ�εον τον ερµιτιαν�ο αν�α-
στρoφο

(a(i))TK = Ω2
i (a

(i))TM .

Στη συν�εχεια πολλαπλασι�αζουµε τη σχ�εση αυτ�η απ�ο δεξι�α µε το a(j)

(a(i))TKa(j) = Ω2
i (a

(i))TMa(j) .

Πολλαπλασι�αζοντα̋ τη δε�υτερη απ�ο τι̋ σχ�εσει̋ (8.67) απ�ο αριστερ�α µε
το (a(i))T και συγκρ�ινοντα̋ µε την προηγο�υµενη σχ�εση καταλ�ηγουµε �οτι

Ω2
j (a

(i))TMa(j) = Ω2
i (a

(i))TMa(j) , (8.68)

που συνεπ�αγεται �οτι
(
Ω2

j − Ω2
i

)
(a(i))TMa(j) = 0 . (8.69)

Eπειδ�η �εχουµε θεωρ�ησει �οτι Ω2
i 6= Ω2

j , θα ε�ιναι αναγκαστικ�α

(a(i))TMa(j) = 0 . (8.70)

Με �αλλα λ�ογια οι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ ε�ιναι ορθογ£ωνιοι,
�οχι �οµω̋ υπ�ο την ευκλε�ιδεια �εννοια, (a(i))T a(j) = 0, αλλ�α υπ�ο µια γε-
νικ�οτερη �εννοια µ�εσω τη̋ µετρικ�η̋ M. Επειδ�η ο π�ινακα̋M ε�ιναι θετι-Ορθογωνι�οτητα των

χαρακτηριστικ£ων

τρ�οπων ταλ�αντωση̋

κ�ο̋, µπορο�υµε να κανονικοποιο�υµε του̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ τα-
λ�αντωση̋ µ�εσω τη̋ µετρικ�η̋M επιλ�εγοντα̋ τα διαν�υσµατα �ετσι £ωστε

(a(i))TMa(i) = 1 ,

χωρ�ι̋ να εφαρµ�οζουµε την αθροιστικ�η σ�υµ1αση.
Αν �ολε̋ οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ε�ιναι διαφορετικ�ε̋, �εχουµε n

γραµµικ�α ανεξ�αρτητου̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ a(i) κα-
νονικοποιηµ�ενου̋ µ�εσω τη̋ µετρικ�η̋M. Οι σχ�εσει̋ ορθογωνι�οτητα̋

(a(i))TMa(j) = δij ,

µπορο�υν να γραφο�υν µε �εναν ιδια�ιτερα κοµψ�ο τρ�οπο, αν ορ�ισουµε τον
n × n π�ινακα

A = (a(1), a(2), . . . , a(n)) , (8.71)

που �εχει ω̋ στ�ηλε̋ τα διαν�υσµατα των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�α-
ντωση̋. Στη γραφ�η αυτ�η µπορε�ιτε να επι1ε1αι£ωσετε �οτι οι σχ�εσει̋ ορθο-
γωνι�οτητα̋ των κανονικοποιηµ�ενων ιδιοανυσµ�ατων εκφρ�αζονται µ�εσω
τη̋ σχ�εση̋

ATMA = I , (8.72)
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�οπου ο π�ινακα̋ I ε�ιναι ο µοναδια�ιο̋ π�ινακα̋. Επ�ιση̋ �ολε̋ οι σχ�εσει̋ που
εµπερι�εχονται στην (8.60) και ικανοποιο�υνται απ�ο του̋ χαρακτηριστικο�υ̋
τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋, µπορο�υν να γραφο�υν ω̋

KA = MA∆ , (8.73)

�οπου ∆ �ενα̋ διαγ£ωνιο̋ π�ινακα̋ µε διαγ£ωνια στοιχε�ια τι̋ χαρακτηριστι-
κ�ε̋ συχν�οτητε̋

∆ij = δijΩ
2
i ,

χωρ�ι̋ την αθροιστικ�η σ�υµ1αση. Προσ�εξτε στη σχ�εση (8.73) τη σειρ�α των
πιν�ακων!
Τι συµ1α�ινει, �οµω̋, �οταν υπ�αρχουν δ�υο �η περισσ�οτεροι χαρακτηριστι- Εκφυλισµ�ο̋ τρ�οπων

ταλ�αντωση̋κο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ που �εχουν την �ιδια χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα;
M�ια τ�ετοια περ�ιπτωση συναντ�ησαµε στο προηγο�υµενο εδ�αφιο, �οταν διε-
ρευνο�υσαµε τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ εν�ο̋ διατοµικο�υ µορ�ιου.
Μια �αλλη περ�ιπτωση ε�ιναι οι µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ που εκτελε�ι �ενα εκκρεµ�ε̋
γ�υρω απ�ο την κατακ�ορυφο στο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋, �οταν η κ�ινησ�η του δεν
περιορ�ιζεται σε �ενα επ�ιπεδο. Επειδ�η η κ�ινηση τη̋ µ�αζα̋ του εκκρεµο�υ̋
στο �ακρο του ν�ηµατο̋ διαγρ�αφει µια τροχι�α σφαιρικ�η, το εκκρεµ�ε̋ ονο-
µ�αζεται σφαιρικ�ο εκκρεµ�ε̋. Το σφαιρικ�ο εκκρεµ�ε̋ �εχει µ�ια µ�ονο χαρα-
κτηριστικ�η συχν�οτητα, την

Ω =

√
g

l
,

�οπου l ε�ιναι το µ�ηκο̋ του ν�ηµατο̋, εν£ω χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�α-
ντωση̋ ε�ιναι η κ�ινηση του εκκρεµο�υ̋ σε οποιοδ�ηποτε κατακ�ορυφο επ�ι-
πεδο.

�Ασκηση 8.7. Προσδιορ�ιστε σε σφαιρικ�ε̋ πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ τη Λαγκρανζιαν�η ΑΣΚΗΣΕΙΣ
που δι�επει µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ γ�υρω απ�ο το ευσταθ�ε̋ σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ εν�ο̋ σφαιρικο�υ εκ-
κρεµο�υ̋. Προσδιορ�ιστε τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του εκκρεµο�υ̋.

Απ�ο τα προηγο�υµενα παραδε�ιγµατα ε�ιναι φανερ�ο �οτι δεν συµ1α�ινει τ�ι-
ποτα το εξαιρετικ�ο, �οταν εµφαν�ιζεται ο εκφυλισµ�ο̋ των συχνοτ�ητων που
περιγρ�αψαµε παραπ�ανω.16 Εν£ω δ�υο τυχα�ιοι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι τα-
λ�αντωση̋ που αντιστοιχο�υν σε κοιν�ε̋ ιδιοσυχν�οτητε̋ δεν ε�ιναι αναγκα-
στικ�α ορθογ£ωνιοι ω̋ προ̋ τη µετρικ�ηM (βλ. σχ�εση (8.69)), ε�ιναι προφα-
ν�ε̋ �οτι µπορο�υµε να επιλ�εξουµε δ�υο τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋, οι οπο�ιοι να ε�ι-

16Ε�ιναι περ�ιεργο �οτι και ο Lagrange και ο Laplace π�ιστευαν, εσφαλµ�ενα β�ε1αια, �οτι,
�οταν εµφαν�ιζεται αυτ�ο̋ ο εκφυλισµ�ο̋ των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων, πρ�επει να
υπ�αρχει συντονισµ�ο̋ και να προκ�υπτουν λ�υσει̋ που αυξ�ανονται γραµµικ�α µε το χρ�ονο.
Αυτ�ο ε�ιναι φυσικ�α αδ�υνατον να συµ1ε�ι σε �ενα τ�ετοιο πρ�ο1ληµα �οπου οι π�ινακε̋ ε�ιναι
ερµιτιανο�ι. Συµ1α�ινει, �οµω̋, πρ�αγµατι σε µη ερµιτιανο�υ̋ π�ινακε̋.
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ναι ορθογ£ωνιοι µεταξ�υ του̋. Για παρ�αδειγµα, στο πρ�ο1ληµα του σφαιρι-
κο�υ εκκρεµο�υ̋ οι δ�υο αυτο�ι τρ�οποι θα περιγρ�αφουν την κ�ινηση που εκτε-
λε�ιται σε δ�υο κ�αθετα µεταξ�υ του̋ κατακ�ορυφα επ�ιπεδα. Θα δε�ιξουµε στη
συν�εχεια �οτι µια τ�ετοια κατασκευ�η ε�ιναι π�αντοτε εφικτ�η.
�Εστω �οτι τα a(1), a(2) ε�ιναι δ�υο διαφορετικο�ι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι

ταλ�αντωση̋ µε �ιδια χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα Ω. Τ�οτε, επειδ�η

Ka(1) = Ω2Ma(1) καιKa(2) = Ω2Ma(2) , (8.74)

κ�αθε δι�ανυσµα που προκ�υπτει απ�ο γραµµικ�ο συνδυασµ�ο των a(1) και a(2)

a = λa(1) + µa(2) ,

θα ε�ιναι χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ µε συχν�οτητα και π�αλι Ω2.

Ο λ�ογο̋ ε�ιναι �οτι, πολλαπλασι�αζοντα̋ τι̋ (8.74) µε λ και µ αντιστο�ιχω̋
και προσθ�ετοντ�α̋ τε̋, λαµ1�ανουµε

K(λa(1) + µa(2)) = Ω2M(λa(1) + µa(2)) . (8.75)

Αν ε�ιχαµε ξεκιν�ησει µε µη ορθογ£ωνιου̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ a(1),Ορθογωνιοπο�ιηση

των εκφυλισµ�ενων

ιδιοανυσµ�ατων

a(2), δηλαδ�η αν

(a(1))TMa(2) 6= 0 ,

τ�οτε ο ν�εο̋ χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋

(a(2))′ ≡ N

[

a(2) − (a(1))TMa(2)

(a(1))TMa(1)
a(1)

]

, (8.76)

θα �ηταν ορθογ£ωνιο̋ µε τον a(1), δηλαδ�η

(a(1))TM(a(2))′ = 0 .17

Η παρ�αµετρο̋ N πρ�επει να ρυθµιστε�ι αν�αλογα £ωστε το ν�εο αυτ�ο ιδιο�ανυ-
σµα να�εχει µ�ετρο 1. Αυτ�η η κατασκευ�η µπορε�ι να επεκταθε�ι και σε περισ-
σ�οτερου̋ απ�ο δ�υο χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ που �εχουν την
�ιδια χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα. Ξεκιν�α κανε�ι̋ απ�ο κ�αποιο ιδιο�ανυσµα
και κατασκευ�αζει �ενα προ̋ �ενα ν�εα ιδιοαν�υσµατα ορθογ£ωνια στα προη-
γο�υµενα µ�εχρι να οικοδοµ�ησει µια πλ�ηρη β�αση ολ�οκληρου του χ£ωρου των
εκφυλισµ�ενων ιδιοανυσµ�ατων. Συνεπ£ω̋, σε κ�αθε περ�ιπτωση µπορο�υµε
να υποθ�εσουµε �οτι �ολοι οι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ ε�ιναι ορ-
θογ£ωνιοι µεταξ�υ του̋ και ο π�ινακα̋ A µπορε�ι να κατασκευαστε�ι π�αντα
�ετσι £ωστε ATMA = I.

17Ηκατασκευ�ηαυτ�η ε�ιναι αν�αλογη µε τη γνωστ�η κατασκευ�η διαν�υσµατο̋ ~v2
′ κ�αθετου

σε �ενα �αλλο δι�ανυσµα ~v1, επ�ι του επιπ�εδου που ορ�ιζεται απ�ο το ~v1 και απ�ο κ�αποιο �αλλο
δι�ανυσµα ~v2 µη συγγραµµικ�ο µε το ~v1 :

~v2
′ = ~v2 −

~v2 · ~v1

~v1 · ~v1
~v1 .
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8.4 Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋

Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋, �οπω̋ ε�ιδαµε και στο αρχικ�ο παρ�α-
δειγµα των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων, αποτελο�υν φυσικ�η ιδι�οτητα του συ-
στ�ηµατο̋ και δεν εξαρτ£ωνται απ�ο τι̋ συντεταγµ�ενε̋. Οποιοσδ�ηποτε
γραµµικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ των συντεταγµ�ενων διατηρε�ι τη γραµµικ�ο-
τητα των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋ και οδηγε�ι στι̋ �ιδιε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχ-
ν�οτητε̋.
�Οπω̋ εξηγ�ησαµε στο παρ�αδειγµα των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων, αν ορ�ι-

σουµε τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋18 Q ω̋

q = AQ �η Q = A−1q , (8.77)

τ�οτε η Λαγκρανζιαν�η διαχωρ�ιζεται σε n ανεξ�αρτητε̋ Λαγκρανζιαν�ε̋ µο-
νοδι�αστατων αρµονικ£ων ταλαντωτ£ων. Πρ�αγµατι, αν χρησιµοποι�ησουµε
την ορθογωνι�οτητα των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋ (8.72) και
τη σχ�εση (8.73), η Λαγκρανζιαν�η (8.55) στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ε-
νε̋ λαµ1�ανει τη µορφ�η

L =
1

2

(

Q̇TATMAQ̇ − QTATKAQ
)

=
1

2

(

Q̇T Q̇ − QT ∆Q
)

. (8.78)

Ο διαγ£ωνιο̋ π�ινακα̋∆ �εχει ω̋ στοιχε�ια του τα τετρ�αγωνα των χαρακτη-
ριστικ£ων συχνοτ�ητων. Συνεπ£ω̋, η παραπ�ανω Λαγκρανζιαν�η γρ�αφεται
συναρτ�ησει των χαρακτηριστικ£ων συντεταγµ�ενων Q ω̋ Η Λαγκρανζιαν�η

γραµµ�ενη στι̋

χαρακτηριστικ�ε̋

συντεταγµ�ενε̋
L =

n∑

i=1

1

2

(

Q̇2
i − Ω2

i Q
2
i

)

. (8.79)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ το φυσικ�ο σ�υστη-
µα ε�ιναι ισοδ�υναµο µε το σ�υστηµα n ανεξ�αρτητων µονοδι�αστατων αρµο-
νικ£ων ταλαντωτ£ων. Πρ�αγµατι, οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ για τι̋ συντεταγµ�ενε̋
Qi ε�ιναι

Q̈i + Ω2
i Qi = 0 , (8.80)

και εξελ�ισσονται κατ�α περ�ιπτωση σ�υµφωνα µε τι̋ :

Qi(t) =







αi cos(
√

Ω2
i t + δi), αν Ω2

i > 0
αi(t + δi), αν Ω2

i = 0

αi cosh(
√

−Ω2
i t + δi), αν Ω2

i < 0 .

(8.81)

Α̋ επικεντρ£ωσουµε την προσοχ�η µα̋ τ£ωρα στην περ�ιπτωση που το ση-
µε�ιο ισορροπ�ια̋ του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι ευσταθ�ε̋ οπ�οτε κ�αθε χαρακτηρι-
στικ�η συντεταγµ�ενη Qi ταλαντ£ωνεται µε συχν�οτητα Ωi. Το πλ�ηθο̋ των

18Στη βι1λιογραφ�ια χρησιµοποιε�ιται και ο �ορο̋ κανονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (normal co-
ordinates). Θα τον αποφ�υγουµε, �οµω̋, εδ£ω για να µη δηµιουργηθε�ι σ�υγχυση µε τι̋ κα-
νονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ τη̋ χαµιλτονιαν�η̋ µηχανικ�η̋.
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ιδιοσυχνοτ�ητων, λαµ1�ανοντα̋ υπ�οψη και του̋ τυχ�ον εκφυλισµο�υ̋ συχ-
νοτ�ητων, ε�ιναι �ισο µε το πλ�ηθο̋ των βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋.
Οι αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ qi µπορο�υν αµ�εσω̋ να υπολογιστο�υν αν πολ-
λαπλασι�ασουµε το δι�ανυσµα Q=(Q1(t), . . . , Qn(t))T µε τον π�ινακαA

q(t) = AQ(t) (8.82)

�η
qi(t) = AijQj(t) . (8.83)

Α̋ εξετ�ασουµε στη συν�εχεια µερικ�ε̋ ενδιαφ�ερουσε̋ ειδικ�ε̋ περιπτ£ω-
σει̋ κ�ινηση̋ :Οι επιπτ£ωσει̋ των

αρχικ£ων συνθηκ£ων

στη δι�εγερση των

χαρακτηριστικ£ων

τρ�οπων ταλ�αντωση̋

• Α̋ υποθ�εσουµε �οτι διεγε�ιρεται µ�ονο �ενα̋ χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ τα-
λ�αντωση̋, �εστω ο j-οστ�ο̋. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση �ολα τα πλ�ατη ταλ�α-
ντωση̋ αi ε�ιναι µηδενικ�α εκτ�ο̋ του αj, οπ�οτε η κ�ινηση στι̋ αρχικ�ε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι (χωρ�ι̋ αθροιστικ�η σ�υµ1αση)

qi(t) = Aijαj cos(Ωjt + δj) = a
(j)
i αj cos(Ωjt + δj) . (8.84)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι, αν διεγε�ιρουµε τον j-οστ�ο χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο τα-
λ�αντωση̋, �ολοι οι βαθµο�ι ελευθερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋ θα ταλαντ£ωνονται
µε την χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα Ωj µε πλ�ατη αν�αλογα των συνιστωσ£ων
του j-οστο�υ χαρακτηριστικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωση̋ a(j).19

• Μια δε�υτερη ενδιαφ�ερουσα περ�ιπτωση ε�ιναι εκε�ινη κατ�α την οπο�ια το
σ�υστηµα βρ�ισκεται αρχικ�αακ�ινητο µε �ολε̋ τι̋ συντεταγµ�ενε̋ του στη θ�εση
ισορροπ�ια̋ εκτ�ο̋ απ�ο τη j-οστ�η φυσικ�η συντεταγµ�ενη, η οπο�ια βρ�ισκε-
ται στη θ�εση qj(0). Επειδ�η η αρχικ�η ταχ�υτητα του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι µη-
δενικ�η, η ταχ�υτητα θα ε�ιναι µηδενικ�η και στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋, οπ�οτε η κ�ινηση θα εξελιχθε�ι ω̋ ακολο�υθω̋ (µε επαναφορ�α τ£ωρα
τη̋ αθροιστικ�η̋ σ�υµ1αση̋) :

qi(t) = AijQj(0) cos(Ωjt) .20 (8.85)

Επειδ�η αρχικ�α το σ�υστηµα βρ�ισκεται στη θ�εση

q(0) = (0, 0, . . . , 0, qj(0), 0, . . .)T , (8.86)

η αρχικ�η δι�εγερση των χαρακτηριστικ£ων συντεταγµ�ενων θα ε�ιναι (και π�αλι
χωρ�ι̋ αθροιστικ�η σ�υµ1αση)

Qj(0) =
(
A−1

)

ji
qi(0) . (8.87)

Παρατηρο�υµε �οτι πρ�οκειται να διεγερθο�υν, εν γ�ενει, �ολοι οι κανονικο�ι τρ�ο-
ποι ταλ�αντωση̋ και η κ�ινηση να διαδ�ιδεται σε �ολε̋ τι̋ συντεταγµ�ενε̋ qi.

Η κ�ινηση ε�ιναι τελικ�α µια πολ�υπλοκη υπ�ερθεση ταλαντ£ωσεων η καθεµι�α
απ�ο τι̋ οπο�ιε̋ διενεργε�ιται µε µ�ια απ�ο τι̋ n συχν�οτητε̋ Ωj .

19Προσ�εξτε �οτι τα σ�υµ1ολα για τα πλ�ατηα ε�ιναι διαφορετικ�α απ�ο τα σ�υµ1ολα για του̋
χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ a(j).

20Η παρουσ�ια τρι£ων �ιδιων δεικτ£ων στην περ�ιπτωση αυτ�η δεν ε�ιναι προ1ληµατικ�η και
δεν προκαλε�ι σ�υγχυση. Το δεξι�ο σκ�ελο̋ τη̋ εξ�ισωση̋ ε�ιναι �αθροισµα απ�ο �ορου̋ µε κοιν�η
τιµ�η του δε�ικτη j.
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�Ασκηση 8.8. Το σ�υστηµα εκτελε�ι περιοδικ�η κ�ινηση �οταν υπ�αρχει �ενα̋ ελ�αχιστο̋ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
χρ�ονο̋ T , για τον οπο�ιο q(t) = q(t + T ). Ο χρ�ονο̋ T ονοµ�αζεται περ�ιοδο̋ του συστ�η-
µατο̋. ∆ε�ιξτε �οτι, µ�ονον �οταν �ολε̋ οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ βρ�ισκονται σε ρητ�η
σχ�εση µεταξ�υ του̋, προκ�υπτει περιοδικ�η κ�ινηση. Ποια ε�ιναι τ�οτε η περ�ιοδο̋ τη̋ κ�ινη-
ση̋; Σηµει£ωνουµε �οτι, �οταν οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ε�ιναι �αρρητοι αριθµο�ι, τ�οτε
η κ�ινηση ονοµ�αζεται ψευδο-περιοδικ�η (quasi-periodic).

Ολοκληρ£ωνοντα̋ την αν�αλυσ�η µα̋, πρ�επει να επισηµ�ανουµε �οτι τα
δ�υο τελευτα�ια εδ�αφια δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο παρ�α απλ�η επαν�αληψη τη̋
αν�αλυση̋ του προ1λ�ηµατο̋ των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων, γενικευµ�ενη̋
απλ£ω̋ σε περισσ�οτερε̋ συντεταγµ�ενε̋. Εποµ�ενω̋, θα µπορο�υσε κανε�ι̋
να αγνο�ησει τα τελευτα�ια δ�υο εδ�αφια και να µελετ�ησει για �αλλη µ�ια φορ�α
το εδ�αφιο των “συζευγµ�ενων ταλαντωτ£ων” µε �ενα ευρ�υτερο πνε�υµα, �εχο-
ντα̋ στο νου του �οτι τα διαν�υσµατα, τα οπο�ια χειρ�ιζεται, µπορο�υν να �ε-
χουν περισσ�οτερε̋ απ�ο δ�υο συντεταγµ�ενε̋, εν£ω οι π�ινακε̋ ε�ιναι µεγαλ�υ-
τερη̋ δι�ασταση̋ απ�ο 2 × 2. Για να µην υπο1ι1�ασουµε, �οµω̋, εντελ£ω̋ τη Αν κατανο�ησατε

την αν�αλυση των

συζευγµ�ενων

ταλαντωτ£ων, τα

τελευτα�ια εδ�αφια

δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο

απ�ο απλ�η επαν�αληψη

σηµασ�ια των τελευτα�ιων εδαφ�ιων, θα επαναλ�α1ουµε τα δ�υο ν�εα στοιχε�ια
τα οπο�ια αναδ�υθηκαν απ�ο τη γενικευµ�ενη αν�αλυση. (α) Το πρ£ωτο στοι-
χε�ιο αφορ�α στι̋ σχ�εσει̋ των χαρακτηριστικ£ων ιδιοανυσµ�ατων· τα ιδιοα-
ν�υσµατα αυτ�α δεν ε�ιναι ορθογ£ωνια το �ενα µε το �αλλο, αλλ�α γ�ινονται ορ-
θογ£ωνια µ�εσω του π�ινακαM που πα�ιζει το ρ�ολο τη̋ µετρικ�η̋ στο χ£ωρο
των ιδιοανυσµ�ατων. Στο αρχικ�ο παρ�αδειγµα των δ�υο συζευγµ�ενων εκ-
κρεµ£ων �ετυχε η µετρικ�η αυτ�η να ε�ιναι η ευκλε�ιδεια, οπ�οτε �ηταν �ανευ ση-
µασ�ια̋ η χρ�ηση του µοναδια�ιουM για την επ�ιδειξη τη̋ ορθογωνι�οτητα̋.
(β) Το δε�υτερο στοιχε�ιο ε�ιναι η δυνατ�οτητα που µα̋ προσφ�ερεται να κα-
τασκευ�ασουµε τα ιδιοαν�υσµατα που αντιστοιχο�υν σε εκφυλισµ�ενου̋ τρ�ο-
που̋ ταλ�αντωση̋ (σ�υµπτωση ιδιοσυχνοτ�ητων) �ετσι £ωστε να ε�ιναι κ�αθετα
το �ενα στο �αλλο. Η κατασκευ�η ε�ιναι αν�αλογη µε την κατασκευ�η µια̋ ορ-
θοκανονικ�η̋ β�αση̋ διανυσµ�ατων £ωστε να µπορο�υµε να περιγρ�αψουµε
�ενα δι�ανυσµα ε�υκολα. Αυτ�α, �οµω̋, τα στοιχε�ια που διαφοροποιο�υν το
γενικ�ο πρ�ο1ληµα απ�ο το παρ�αδειγµα των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων ε�ιναι
απλ£ω̋ τεχνικ�ε̋ λεπτοµ�ερειε̋ που εµφαν�ιστηκαν στην πορε�ια προ̋ την
εξαγωγ�η εν�ο̋ εντυπωσιακο�υ αποτελ�εσµατο̋ : κ�αθε φυσικ�ο σ�υστηµα, �οσο
πολ�υπλοκο και αν ε�ιναι, αν βρεθε�ι κοντ�α σε κ�αποιο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋
του, συµπεριφ�ερεται ω̋ υπ�ερθεση απ�ο τ�οσου̋ µονοδι�αστατου̋ αρµονι-
κο�υ̋ ταλαντωτ�ε̋, �οσοι ε�ιναι και οι βαθµο�ι ελευθερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋.

8.5 Εξαναγκασµ�ενε̋ ταλαντ£ωσει̋ µορ�ιων

Α̋ εξετ�ασουµε τ£ωρα τη συµπεριφορ�α εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ του οπο�ιου οι
µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ διεγε�ιρονται απ�ο χρονοεξαρτ£ωµενα εξωτερικ�α α�ιτια και
α̋ θεωρ�ησουµε αρχικ�α �οτι η εξωτερικ�η δι�εγερση ε�ιναι µια αρµονικ�η συ-
ν�αρτηση του χρ�ονου. Το παρ�αδειγµα αυτ�ο �εχει εξαιρετικ�η φυσικ�η σηµα-
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σ�ια.21 Αν προσπ�εσει σε �ενα υλικ�ο ηλεκτροµαγνητικ�η ακτινο1ολ�ια, το παλ-
λ�οµενο ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο

~E = ~E0e
−iωt

θα ασκ�ησει στα ηλεκτρ�ονια του ατ�οµου αρµονικ�η δ�υναµη −e ~E και θα τα
εξαναγκ�ασει να ταλαντωθο�υν. �Ισω̋ αναρωτηθε�ιτε τι σχ�εση �εχουν οι τα-
λαντ£ωσει̋ µε το πρ�ο1ληµα τη̋ κ�ινηση̋ των ηλεκτρον�ιων. �Εχοντα̋ κατ�α
νου τη νευτ£ωνεια πλανητικ�η εικ�ονα για την κ�ινηση των ηλεκτρον�ιων γ�υρω
απ�ο τον πυρ�ηνα, �ισω̋ υποθ�εσετε �οτι ε�ιναι φυσικ�οτερο να µελετ�ησει κανε�ι̋
την επ�ιπτωση µ�ια̋ διαταρακτικ�η̋ αρµονικ�η̋ δ�υναµη̋ στην ελλειπτικ�η κ�ι-
νηση των ηλεκτρον�ιων καθ£ω̋ αυτ�α βρ�ισκονται στο κεντρικ�ο δυναµικ�ο
Coulomb του πυρ�ηνα. Σ�ηµερα, β�ε1αια, γνωρ�ιζουµε �οτι η εικ�ονα αυτ�η δεν
ε�ιναι σωστ�η. Η κ1αντοµηχανικ�η περιγραφ�η αποκαλ�υπτει, �οτι, �οταν τα
ηλεκτρ�ονια αλληλεπιδρο�υν µε το φω̋, συµπεριφ�ερονται σαν να �ηταν συν-Φωτ�ιζοντα̋ µονωτικ�α

υλικ�α διεγε�ιρουµε

του̋ χαρακτηριστικο�υ̋

τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋

των µορ�ιων του̋

δεδεµ�ενα µε τον πυρ�ηνα µ�εσω απλ£ων ελατηρ�ιων. Η µελ�ετη αυτ�η̋ τη̋ τα-
λ�αντωση̋ αποτελε�ι τη β�αση για τη φυσικ�η ερµηνε�ια πλ�ηθου̋ φαινοµ�ενων :
του δε�ικτη δι�αθλαση̋ του φωτ�ο̋ στα υλικ�α, τη̋ απορρ�οφηση̋ τη̋ ακτινο-
1ολ�ια̋ και τη̋ δηµιουργ�ια̋ φασµατικ£ων γραµµ£ων απορρ�οφηση̋ καθ£ω̋
επ�ιση̋ και τη̋ σκ�εδαση̋ του φωτ�ο̋, που αποτελε�ι µεταξ�υ �αλλων την αι-
τ�ια για το γαλαν�ο χρ£ωµα που �εχει ο ουραν�ο̋ κατ�α τη δι�αρκεια τη̋ ηµ�ε-
ρα̋ και για το µενεξεδ�ι χρ£ωµα που αποκτ�α µε τη δ�υση του ηλ�ιου. �Ολα
αυτ�α τα φαιν�οµενα συµ1α�ινουν εξαιτ�ια̋ των εξαναγκασµ�ενων ταλαντ£ω-
σεων που υφ�ιστανται τα ηλεκτρ�ονια των µορ�ιων �οταν π�εσει σε αυτ�α ηλε-
κτροµαγνητικ�η ακτινο1ολ�ια. Εµε�ι̋ θα µελετ�ησουµε ειδικ�α το παρ�αδειγµα
των εξαναγκασµ�ενων ταλαντ£ωσεων πολωµ�ενων µορ�ιων.
Ε�ιναι εκπληκτικ�ο �οτι �ενα καθαρ�α κ1αντικ�ο φαιν�οµενο, �οπω̋ αυτ�ο τη̋

αλληλεπ�ιδραση̋ εν�ο̋ ατ�οµου �η εν�ο̋ µορ�ιου µε το φω̋, µπορε�ι να αναλυ-
θε�ι µε µεγ�αλη ακρ�ι1εια µε τι̋ µεθ�οδου̋ τη̋ κλασικ�η̋ µηχανικ�η̋. �Οταν
το σ�υστηµα βρ�ισκεται σε µ�ια ενεργειακ�η στ�αθµη και το φωτ�ισουµε, δια-
ταρ�ασσεται και αποκτ�α µ�ια ταλαντο�υµενη διπολικ�η ροπ�η. Στην κ1αντικ�η
µηχανικ�η, µολον�οτι δεν ε�ιναι δυνατ�ον να γνωρ�ιζουµε την ακρι1�η διπολικ�η
ροπ�η του συστ�ηµατο̋, γνωρ�ιζουµε τη µ�εση διπολικ�η ροπ�η πολλ£ων πανο-
µοι�οτυπων συστηµ�ατων. Στην ουσ�ια µ�ονο αυτ�η η πληροφορ�ια µ�α̋ ε�ιναι
χρ�ησιµη, δι�οτι, �οταν φωτ�ιζουµε �ενα υλικ�ο, δεν φωτ�ιζουµε µ�ονο �ενα µ�οριο
του υλικο�υ αλλ�α µ�ια πληθ£ωρα πανοµοι�οτυπων µορ�ιων και αυτ�ο που τε-
λικ�α �εχει φυσικ�η σηµασ�ια ε�ιναι η µ�εση συµπεριφορ�α �ολων των µορ�ιων. Η
µ�εση συµπεριφορ�α των µορ�ιων, �οµω̋, µπορε�ι να περιγραφε�ι µε τι̋ µεθ�ο-
δου̋ τη̋ κλασικ�η̋ µηχανικ�η̋.22 Επιπλ�εον, �οπω̋ �ηδη αναφ�εραµε, η επ�ι-
λυση του κ1αντοµηχανικο�υ προ1λ�ηµατο̋ αποκαλ�υπτει �οτι η αντ�ιδραση
του µορ�ιου κατ�α την αλληλεπ�ιδρασ�η του µε το φω̋ ε�ιναι �ιδια µε την εξ�ε-
λιξη εν�ο̋ εξαναγκασµ�ενου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Θα θεωρ�ησουµε, λοι-
π�ον, �ενα διατοµικ�ο πολωµ�ενο µ�οριο και θα υποθ�εσουµε �οτι αποτελε�ιται
απ�ο δ�υο φορτισµ�ενα σωµατ�ιδια µ�αζα̋ m, που αλληλεπιδρο�υν µε ελαστι-

21Αξ�ιζει να δια1�ασετε τα εξαιρετικ�α Κεφ�αλαια 31 και 32 του πρ£ωτου τ�οµου του Feyn-
man Lectures on Physics.

22Αυτ�ο πηγ�αζει απ�ο το θε£ωρηµα του Paul Ehrenfest [1880-1933] για κ1αντοµηχανικ�α
συστ�ηµατα που περιγρ�αφονται µε Χαµιλτονιαν�ε̋ τετραγωνικ�η̋ µορφ�η̋, �οπω̋ αυτ�η του
ελε�υθερου σωµατιδ�ιου �η του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η (βλ. Κεφ�αλαιο 9).
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κ�ε̋ δυν�αµει̋ µε αντ�ιστοιχη σταθερ�α ελατηρ�ιου k. Με τον �ιδιο τρ�οπο µπο-
ρο�υµε να µελετ�ησουµε και πολυατοµικ�α µ�ορια· η µ�εθοδο̋ ε�ιναι β�ε1αια η
�ιδια, εντο�υτοι̋ οι πρ�αξει̋ ε�ιναι πιο πολ�υπλοκε̋. Η σταθερ�α k δεν µα̋ ε�ι-
ναι γνωστ�η και διαφ�ερει απ�ο µ�οριο σε µ�οριο, αλλ�α θα µ�αθουµε τον τρ�οπο
να την υπολογ�ιζουµε. Τα δ�υο σωµατ�ιδια, �οντα̋ φορτισµ�ενα µε αντ�ιθετα
φορτ�ια –το �ενα µε φορτ�ιο −q, εν£ω το �αλλο µε φορτ�ιο q– σχηµατ�ιζουν �ενα
µ�οριο πολωµ�ενο. Θα απλουστε�υσουµε την παρουσ�ιαση θεωρ£ωντα̋ �οτι το
µ�οριο ε�ιναι εµφυτευµ�ενο σε κ�αποιο κρυσταλλικ�ο πλ�εγµα και δ�υναται να
εκτελε�ι µ�ονο µονοδι�αστατε̋ κιν�ησει̋ κατ�α την ευθε�ια που εν£ωνει τα δ�υο
σωµατ�ιδια, χωρ�ι̋ να �εχει τη δυνατ�οτητα να στραφε�ι. Υπ�ο αυτ�ε̋ τι̋ προ-
̔ποθ�εσει̋ η δυναµικ�η κατ�ασταση του µορ�ιου περιγρ�αφεται απ�ο τη µε-
τατ�οπιση του θετικο�υ φορτ�ιου απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ x1 και απ�ο την
αντ�ιστοιχη µετατ�οπιση απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του αρνητικο�υ φορτ�ιου
x2. Με �αλλα λ�ογια η κατ�ασταση του µορ�ιου προσδιορ�ιζεται απ�ο το δι�α-
νυσµα x = (x1, x2)

T . Οι µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ του µορ�ιου δι�επονται απ�ο τη δυ-
ναµικ�η εξ�ισωση Εξ�ισωση κ�ινηση̋

των φορτ�ιων µ�εσα στο

µ�οριο

Mẍ + Kx = 0 , (8.88)

�οπου ο π�ινακα̋ τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋ ε�ιναιM = mI, (I ε�ιναι ο µονα-
δια�ιο̋ 2×2π�ινακα̋). E�υκολα διαπιστ£ωνουµε �οτι ο π�ινακα̋ τη̋ δυναµικ�η̋
εν�εργεια̋ ε�ιναι

K = k

(
1 −1

−1 1

)

. (8.89)

Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι

Ω1 = 0 και Ω2 =

√

2k

m
. (8.90)

Ηπρ£ωτη συχν�οτητα αναφ�ερεται στην ευθ�υγραµµη ισοταχ�η κ�ινηση του κ�ε-
ντρου µ�αζα̋ του συστ�ηµατο̋, εν£ω η δε�υτερη στην αναµεν�οµενη ταλ�αντω-
ση τη̋ σχετικ�η̋ απ�οσταση̋ των ατ�οµων. Ο αντ�ιστοιχο̋ π�ινακα̋ των κα-
νονικοποιηµ�ενων χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋ ε�ιναι

A =
1√
2m

(
1 1
1 −1

)

. (8.91)

�Εχοντα̋ προσδιορ�ισει τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ και του̋ χαρα-
κτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋, ε�ιµαστε πλ�εον σε θ�εση νααναλ�υσουµε
µε σαφ�ηνεια τη δι�εγερση του µορ�ιου, �οταν προσπ�εσει σε αυτ�ο �ενα ηλε-
κτροµαγνητικ�ο κ�υµα. Επειδ�η το µ�οριο �εχει πολ�υ µικρ�ε̋ διαστ�ασει̋, θεω-
ρο�υµε �οτι το ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα που προσπ�ιπτει στο µ�οριο ε�ιναι επ�ι-
πεδο στην περιοχ�η του µορ�ιου. Αναλ�υουµε πρ£ωτα την περ�ιπτωση κ�υµα-
το̋ µε ισοφασικ�α επ�ιπεδα παρ�αλληλα στoν �αξονα x, που ορ�ιζουν τα δ�υο
φορτισµ�ενα σωµατ�ιδια του µορ�ιου (βλ. Σχ�ηµα 8.3). Το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο
κε�ιται στο ισοφασικ�ο επ�ιπεδο και θεωρο�υµε �οτι �εχει τη διε�υθυνση του �αξο-
να του µορ�ιου. Το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο του κ�υµατο̋ ε�ιναι

E = E0 ei(lz−ωt) ,



248 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΜΙΚΡΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

Σχ�ηµα 8.3: Επ�ιπεδο ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα µε ισοφασικ�α επ�ιπεδα παρ�αλληλα στην ευ-
θε�ια που εν£ωνει τα �ατοµα εν�ο̋ πολωµ�ενου µορ�ιου ασκε�ι δυν�αµει̋ στα φορτ�ια του µο-
ρ�ιου. Το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι παρ�αλληλο στι̋ ισοφασικ�ε̋ γραµµ�ε̋ του σχ�ηµατο̋, εν£ω
το µαγνητικ�ο πεδ�ιο, που ασκε�ι αµελητ�εα δ�υναµη, ε�ιναι κ�αθετο στο επ�ιπεδο του σχ�ηµα-
το̋. Η κατε�υθυνση, λοιπ�ον, τη̋ δ�υναµη̋ που ασκε�ιται στα �ατοµα ε�ιναι στην ευθε�ια του
µετ£ωπου του κ�υµατο̋.

�οπου z η διε�υθυνση δι�αδοση̋ του κ�υµατο̋ (η διε�υθυνση του β�ελου̋ στο
Σχ�ηµα), ω η συχν�οτητα του κ�υµατο̋ και l ο κυµατ�αριθµο̋ του κ�υµατο̋.
Το µαγνητικ�ο πεδ�ιο του κ�υµατο̋ ε�ιναι κ�αθετο στο επ�ιπεδο του σχ�ηµατο̋
και ασκε�ι στο µ�οριο πολ�υ µικρ�οτερη δ�υναµη απ�ο αυτ�ην που ασκε�ι το ηλε-
κτρικ�ο πεδ�ιο. Αυτ�ο συµ1α�ινει επειδ�η οι ταχ�υτητε̋ των σωµατιδ�ιων ε�ιναι
πολ�υ µικρ�οτερε̋ απ�ο την ταχ�υτητα του φωτ�ο̋ ẋ << c = ω/l. Το γεγον�ο̋
αυτ�ο µ�α̋ επιτρ�επει επ�ιση̋ να περιγρ�αφουµε µε ακρ�ι1εια την κ�ινηση µ�εσω
µη σχετικιστικ£ων εξισ£ωσεων. �Ετσι, η εξ�ισωση κ�ινηση̋ του µορ�ιου ε�ιναι

Mẍ + Kx = F (t) , (8.92)

�οπου η δ�υναµη που ασκε�ιται στα φορτ�ια ε�ιναι

F (t) = qE0

(
1

−1

)

e−iωt . (8.93)

Θεωρο�υµε �οτι το µ�οριο βρ�ισκεται στην επιφ�ανεια z = 0, ειδ�αλλω̋ η λ�υση
πολλαπλασι�αζεται µε µια σταθερ�α. Η κ�ινηση που θα προκληθε�ι απ�ο το
ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα διακρ�ινεται µε σαφ�ηνεια, αν εκφρ�ασουµε το πρ�ο-
1ληµα στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ Q που δ�ινονται συναρτ�ησει
των αρχικ£ων συντεταγµ�ενων απ�ο τη σχ�εση

x = AQ .

Επειδ�η ATMA = I (σχ�εση ορθογωνι�οτητα̋ των χαρακτηριστικ£ων τρ�ο-
πων ταλ�αντωση̋) καιATKA = ∆, �οπου

∆ =

(
0 0
0 Ω2

2

)

(8.94)

ε�ιναι ο διαγ£ωνιο̋ π�ινακα̋ των αντ�ιστοιχων µε τι̋ στ�ηλε̋ του π�ινακα A

χαρακτηριστικ£ων συχν�οτητων, αν πολλαπλασι�ασουµε την εξ�ισωση (8.92)Αν�αλυση στι̋

χαρακτηριστικ�ε̋

συντεταγµ�ενε̋

απ�ο αριστερ�α µε τον π�ινακα AT καταλ�ηγουµε στη σχ�εση

Q̈ + ∆Q = ATF (t) , (8.95)

η οπο�ια προσδιορ�ιζει �αµεσα τι̋ ανεξ�αρτητε̋ εξαναγκασµ�ενε̋ κιν�ησει̋
των δ�υο χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋. Προσ�εξτε �οτι οι συντε-
ταγµ�ενε̋ τη̋ εξωτερικ�η̋ δι�εγερση̋ στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋
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Σχ�ηµα 8.4: Επ�ιπεδο ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα µε ισοφασικ�ε̋ γραµµ�ε̋ υπ�ο γων�ια θ ω̋
προ̋ τον �αξονα του πολωµ�ενου µορ�ιου.

ε�ιναιAT F και �οχιA−1F . Στην προκειµ�ενη περ�ιπτωση

AT F =
qE0√
2m

(
1 1
1 −1

) (
1

−1

)

e−iωt

=

√
2qE0√
m

(
0
1

)

e−iωt . (8.96)

Παρατηρο�υµε �οτι το κ�υµα, �οταν προσπ�ιπτει σε �ενα µ�οριο µε αυτ�ο τον τρ�ο-
πο, διεγε�ιρει µ�ονο τη δε�υτερη χαρακτηριστκ�η συντεταγµ�ενη. Αυτ�ο βε1α�ι-
ω̋ ε�ιναι αναµεν�οµενο, δι�οτι η συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται στο µ�οριο
ε�ιναι µηδενικ�η και ω̋ εκ το�υτου το κ�εντρο µ�αζα̋ του συστ�ηµατο̋ δεν αλ-
λ�αζει κ�ινηση. Η µ�ονη κ�ινηση που διεγε�ιρεται ε�ιναι η ταλαντωτικ�η. Επο-
µ�ενω̋, η απ�οκριση του συστ�ηµατο̋, αν αµελ�ησουµε την ελε�υθερη ταλ�α-
ντωση, ε�ιναι

Q1 = 0 , Q2 =

√
2qE0√
m

e−iωt

Ω2
2 − ω2

, (8.97)

�η στι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋

(
x1

x2

)

= A

(
Q1

Q2

)

=
qE0

m

e−iωt

Ω2
2 − ω2

(
1

−1

)

. (8.98)

Προφαν£ω̋, η φυσικ�η λ�υση ε�ιναι το πραγµατικ�ο µ�ερο̋ των x1, x2. Παρα- Φαιν�οµενα

συντονισµο�υ κατ�α

τη δι�εγερση

τηρο�υµε �οτι, αν η συχν�οτητα του ηλεκτροµαγνητικο�υ κ�υµατο̋ ε�ιναι ω =
Ω2, η απ�οκριση ε�ιναι �απειρη και εµφαν�ιζεται συντονισµ�ο̋. Βε1α�ιω̋, σε
αυτ�η την περ�ιπτωση πρ�επει να συµπεριληφθο�υν και �οροι αν�αλωση̋ που
α�ιρουν τον απειρισµ�ο του πλ�ατου̋. Η συχν�οτητα συντονισµο�υ µπορε�ι να
µετρηθε�ι πειραµατικ�α, αφο�υ ε�ιναι η συχν�οτητα στην οπο�ια παρουσι�αζε-
ται �εντονη απορρ�οφηση τη̋ ακτινο1ολ�ια̋, και µε β�αση αυτ�η τη µ�ετρηση
ε�ιναι δυνατ�ο̋ ο προσδιορισµ�ο̋ τη̋ τιµ�η̋ τη̋ σταθερ�α̋ k.
Α̋ θεωρ�ησουµε, τ£ωρα, �οτι το ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα προσπ�ιπτει υπ�ο

γων�ια σε σχ�εση µε το µ�οριο, �οπω̋ φα�ινεται στο Σχ�ηµα 8.4. Σε αυτ�η την
περ�ιπτωση το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο �εχει διαφορετικ�η φ�αση στο �ενα �ατοµο απ�
�ο,τι στο �αλλο. Η διαφορ�α φ�αση̋ ε�ιναι �ιση µε

δ = ld sin θ
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και η δ�υναµη που ασκε�ιται στα σωµατ�ιδια κατ�α µ�ηκο̋ του µορ�ιου στι̋ αρ-
χικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

F (t) = qE0 cos θ

(
1

−eiδ

)

e−iωt . (8.99)

Στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ η δ�υναµη �εχει συντεταγµ�ενε̋

AT F =
qE0 cos θ√

2m

(
1 1
1 −1

) (
1

−eiδ

)

e−iωt

=

√
2qE0 cos θeiδ/2

√
m

(
−i sin(δ/2)
cos(δ/2)

)

e−iωt . (8.100)

Συνεπ£ω̋, η εξαναγκασµ�ενη απ�οκριση του συστ�ηµατο̋, αν αµελ�ησουµε
και π�αλι την ελε�υθερη ταλ�αντωση, ε�ιναι

Q1 =

√
2iqE0 cos θeiδ/2 sin(δ/2)√

m

e−iωt

ω2
, (8.101)

Q2 =

√
2qE0 cos θeiδ/2 cos(δ/2)√

m

e−iωt

Ω2
2 − ω2

, (8.102)

εν£ω οι φυσικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

x1 =
Q1 + Q2√

2m
, x2 =

Q1 − Q2√
2m

(8.103)

Η απ�οκριση του συστ�ηµατο̋ εξαρτ�αται, �οπω̋ παρατηρο�υµε, και απ�ο τη
γων�ια θ και απ�ο τη συχν�οτητα του ηλεκτροµαγνητικο�υ κ�υµατο̋. Μ�αλι-
στα, σε αυτ�η την περ�ιπτωση, �οπου το ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα προσπ�ιπτει
στο µ�οριο υπ�ο γων�ια, διεγε�ιρονται και οι δ�υο τρ�οποι ταλ�αντωση̋ µε δια-
φορετικ�η �οµω̋ απ�οκριση, εν£ω το σ�υστηµα συντον�ιζεται στι̋ δ�υο χαρα-
κτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋.
Γενικ�οτερα, α̋ υποθ�εσουµε �οτι διεγε�ιρουµε µε αρµονικ�η µονοχρωµα-

τικ�η δ�υναµη
F (t) = fe−iωt

�ενα ευσταθ�ε̋ σ�υστηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ που βρ�ισκεται πλησ�ιον κ�α-
ποιου σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ του, �οπου η f ε�ιναι το δι�ανυσµα-στ�ηλη που
προσδιορ�ιζει το πλ�ατο̋ τη̋ δ�υναµη̋ σε κ�αθε συντεταγµ�ενη. Αφο�υβρο�υµε
του̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋, πρ�αγµα
που απαιτε�ι επ�ιπονη εργασ�ια, και σχηµατ�ισουµε τον π�ινακα των χαρακτη-
ριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋A, µετασχηµατ�ιζουµε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋
απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ q στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ Q
µ�εσω του µετασχηµατισµο�υ q = AQ. Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ στι̋ χαρακτη-
ριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

Q̈ + ∆Q = AT fe−iωt , (8.104)

�οπου∆ ε�ιναι ο διαγ£ωνιο̋ π�ινακα̋ µε στοιχε�ια τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�ο-
τητε̋ του συστ�ηµατο̋. Η εξαναγκασµ�ενη κ�ινηση σε κ�αθε χαρακτηριστικ�η
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συντεταγµ�ενη υπολογ�ιζεται �αµεσα απ�ο την εξ�ισωση (8.104) µε αθροιστικ�η
σ�υµ1αση ω̋

Qi = Aji
fj e−iωt

Ω2
j − ω2

,

�οπου Ω2
j η j-οστ�η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα. Η σειρ�α των δεικτ£ων ε�ιναι Οι συχν�οτητε̋

συντονισµο�υ ε�ιναι

οι χαρακτηριστικ�ε̋

συχν�οτητε̋

ορθ�η, δι�οτι (AT )ij = Aji. Με τη χρ�ηση πιν�ακων η εξαναγκασµ�ενη απ�ο-
κριση των χαρακτηριστικ£ων συντεταγµ�ενων γρ�αφεται

Q =
(
∆ − ω2I

)−1
AT fe−iωt .

Η εξαναγκασµ�ενη κ�ινηση ω̋ προ̋ τι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋, µε χρ�ηση
π�αλι τη̋ αθροιστικ�η̋ σ�υµ1αση̋, λαµ1�ανει τη µορφ�η

qi = AijQj

= AijAkj
fk e−iωt

Ω2
k − ω2

, (8.105)

εν£ω, αν χρησιµοποι�ησουµε π�ινακε̋ η κ�ινηση περιγρ�αφεται απ�ο την �εκ-
φραση

q = A
(
∆ − ω2I

)−1
ATfe−iωt . (8.106)

Eποµ�ενω̋, το σ�υστηµα �εχει n συχν�οτητε̋ συντονισµο�υ, οι οπο�ιε̋ ε�ιναι οι
χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητ�ε̋ του, �οπω̋ ακρι1£ω̋ υποθ�εσαµε στην αρχ�η
του κεφαλα�ιου. Πρακτικ�α, λοιπ�ον, οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ µπο-
ρο�υν να προσδιοριστο�υν απ�ο πειρ�αµατα συντονισµο�υ του συστ�ηµατο̋.
Ωστ�οσο, ο θεωρητικ�ο̋ υπολογισµ�ο̋ των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων
πολ�υπλοκων συστηµ�ατων ε�ιναι επ�ιπονο̋ και πραγµατοποιε�ιται µε αριθ-
µητικ�ε̋ µεθ�οδου̋ �η µε κ�αποιον προσεγγιστικ�ο υπολογισµ�ο σαν αυτ�ον που
θα περιγρ�αψουµε στο επ�οµενο εδ�αφιο.

8.6 Ιδιοσυχν�οτητε̋ και πηλ�ικο Rayleigh

O �αγγλο̋ φυσικ�ο̋ John William Strutt Rayleigh [1842-1919] το 1873,
την εποχ�η που ερευνο�υσε τι̋ ιδι�οτητε̋ των ηχητικ£ων κυµ�ατων, ανακ�α-
λυψε µια ιδι�οτητα των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων και τρ�οπων ταλ�α-
ντωση̋ εν�ο̋ φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ που �εχει ιδια�ιτερη θεωρητικ�η σηµασ�ια
και πρακτικ�η αξ�ια. Απ�εδειξε �οτι το πηλ�ικο Ορισµ�ο̋ του πηλ�ικου

Rayleigh

ρ(q) =
qTKq

qTMq
, (8.107)

που σχηµατ�ιζεται απ�ο του̋ σ�αµµετρικο�υ̋ π�ινακε̋ K καιM καθ�ισταται
στ�ασιµο, �οταν οι συντεταγµ�ενε̋ q αντιστοιχο�υν στου̋ χαρακτηριστικο�υ̋
τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ και οι στ�ασιµε̋ τιµ�ε̋ του πηλ�ικου αυτο�υ, που ονο-
µ�αζεται πηλ�ικο Rayleigh, ε�ιναι τα τετρ�αγωνα των χαρακτηριστικ£ων συ-
χνοτ�ητων του συστ�ηµατο̋.
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Πλα�ισιο 8.3. Αρκε�ι να αποδε�ιξουµε �οτι το πηλ�ικο Rayleigh καθ�ισταται στ�ασιµο γιαΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
τα διαν�υσµατα q που ε�ιναι γενικευµ�ενα ιδιοαν�υσµατα των συµµετρικ£ων πιν�ακωνK και
M, που ικανοποιο�υν δηλαδ�η τη σχ�εση Kq = λMq. Αν ισχ�υει κ�ατι τ�ετοιο, τ�οτε οι ιδι-
οτιµ�ε̋ λ ε�ιναι τα τετρ�αγωνα των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων και τα ιδιοαν�υσµατα q
οι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋. Οι στ�ασιµε̋ τιµ�ε̋ του πηλ�ικου
ρ(q) και τα q που καθιστο�υν το πηλ�ικο Rayleigh στ�ασιµο προσδιορ�ιζονται απ�ο τι̋ συνθ�η-
κε̋ ∂ρ/∂qi = 0 για i = 1, . . . , n. Απ�ο την (8.107), αν λ�α1ουµε υπ�οψη τη συµµετρικ�οτητα
των πιν�ακωνK καιM, βρ�ισκουµε �οτι

∂ρ

∂qi

=
2

qTMq
(Kijqj − ρ(q)Mijqj) = 0 . (8.108)

Συνεπ£ω̋, το πηλ�ικο Rayleigh καθ�ισταται στ�ασιµο για εκε�ινα τα q που ικανοποιο�υν τη
σχ�εση

Kq = ρ(q)Mq . (8.109)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι οι χαρακτηριστικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωση̋ καθιστο�υν στ�ασιµο το πηλ�ικο
Rayleigh, εν£ω οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ δ�ινονται απ�ο τι̋ στ�ασιµε̋ τιµ�ε̋ του πηλ�ι-
κου αυτο�υ.

H ιδι�οτητα αυτ�η του πηλ�ικου Rayleigh, η οπο�ια ονοµ�αζεται και αρχ�ηΠρακτικ�ε̋ εφαρµογ�ε̋

του πηλ�ικου Rayleigh των Rayleigh-Ritz, �εχει πολλ�ε̋ εφαρµογ�ε̋ στον προσεγγιστικ�ο προσδιο-
ρισµ�ο των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων σ�υνθετων φυσικ£ων συστηµ�ατων
�οπω̋ για παρ�αδειγµα στον προσδιορισµ�ο των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�η-
των των ταλαντ£ωσεων του �Ηλιου και τη̋ Γη̋ �η ακ�οµη και στον προσδι-
ορισµ�ο των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων των ταλαντ£ωσεων �εντονα σχε-
τικιστικ£ων και υπερσυµπαγ£ων αντικειµ�ενων �οπω̋ ε�ιναι οι αστ�ερε̋ νετρο-
ν�ιων. Σ�υµφωνα µε την παραπ�ανω ιδι�οτητα, ε�αν �εχουµε σφ�αλµα τ�αξη̋ ǫ
στον προσδιορισµ�ο του χαρακτηριστικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωση̋, το σφ�αλµα
στον καθορισµ�ο τη̋ αντ�ιστοιχη̋ χαρακτηριστικ�η̋ συχν�οτητα̋ ε�ιναι τ�αξη̋
ǫ2 ! Με αυτ�ο τον τρ�οπο �εχουµε τη δυνατ�οτητα να προσεγγ�ισουµε µε µε-
γ�αλη ακρ�ι1εια τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋, ε�αν µπο-
ρο�υµε να προτε�ινουµε, βασισµ�ενοι στη δια�ισθησ�η µα̋, κ�αποιον υποψ�ηφιο
χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋. Εξ�αλλου, ακ�οµη και αν δεν ε�ιναι δυ-
νατ�η µε καν�ενα τρ�οπο η πρ�ο1λεψη τη̋ δοµ�η̋ των χαρακτηριστικ£ων τρ�ο-
πων ταλ�αντωση̋, µερικο�ι απλο�ι υπολογισµο�ι του πηλ�ικου Rayleigh µε τυ-
χα�ια αν�υσµατα καταδεικν�υουν �αµεσα �οτι η µ�εγιστη χαρακτηριστικ�η συχ-
ν�οτητα του συστ�ηµατο̋ πρ�επει να ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο �ολε̋ τι̋ τιµ�ε̋ των
πηλ�ικων Rayleigh, εν£ω η ελ�αχιστη ιδιοσυχν�οτητα πρ�επει να ε�ιναι µικρ�ο-
τερη απ�ο �ολε̋ τι̋ τιµ�ε̋ των πηλ�ικων Rayleigh. Αυτ�ο το θε£ωρηµα θα το
αποδε�ιξουµε στο επ�οµενο εδ�αφιο. Αν ε�ιχαµε την υποµον�η να εκτελ�εσουµε
αρκετο�υ̋ υπολογισµο�υ̋, θα παρατηρο�υσαµε �οτι, σ�υµφωνα µε το παρα-
π�ανω θε£ωρηµα, οι τιµ�ε̋ του πηλ�ικου που θα υπολογ�ιζαµε για τυχα�ια αν�υ-
σµατα, συσσωρε�υονται γ�υρω απ�ο κ�αποιε̋ συγκεκριµ�ενε̋ τιµ�ε̋, οι οπο�ιε̋
ε�ιναι οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋. Μπορε�ι να µη σα̋
ικανοποιε�ι το γεγον�ο̋ �οτι πολλ�ε̋ φορ�ε̋ πρ�επει να προ1ο�υµε σε προσεγ-
γιστικ�ε̋ µεθ�οδου̋ τ�ετοια̋ µορφ�η̋, αλλ�α αυτ�ο ε�ιναι αναγκα�ιο, �οταν αντι-
µετωπ�ιζουµε σ�υνθετα και δυσεπ�ιλυτα φυσικ�α προ1λ�ηµατα.
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8.7 Προσεγγιστικ�ο̋ προσδιορισµ�ο̋ τη̋

θεµελι£ωδου̋ ταλ�αντωση̋ µια̋

αλυσ�ιδα̋ που κρ�εµεται

�Ενα σ�υνθετο εκκρεµ�ε̋ αποτελε�ιται απ�ο �ενα α1αρ�ε̋ ν�ηµα συνολικο�υ
µ�ηκου̋ L στο οπο�ιο αν�α διαστ�ηµατα µ�ηκου̋ l ε�ιναι δεµ�ενε̋ n χ�αντρε̋ µ�α-
ζα̋ m η κ�αθε µ�ια. Το ν�ηµα κρ�εµεται σε σταθερ�ο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋. Α̋
εξετ�ασουµε τι̋ µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ που εκτελε�ι το εκκρεµ�ε̋ γ�υρω απ�ο την κα-
τακ�ορυφο, η οπο�ια ε�ιναι η προφαν�η̋ κατ�ασταση ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋
του συστ�ηµατο̋. Θ�ελουµε να προσδιορ�ισουµε τη θεµελι£ωδη χαρακτηρι-
στικ�η ταλ�αντωση το�υτου του εκκρεµο�υ̋, δηλαδ�η να προσδιορ�ισουµε τη
µικρ�οτερη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα και τον αντ�ιστοιχο χαρακτηριστικ�ο
τρ�οπο ταλ�αντωση̋. Ιδια�ιτερο ενδιαφ�ερον παρουσι�αζει το �οριο n → ∞,

υπ�ο σταθερ�η συνολικ�η µ�αζα του συστ�ηµατο̋M και µε συνολικ�ο µ�ηκο̋L.
Το σ�υνθετο αυτ�ο εκκρεµ�ε̋ µετατρ�επεται τ�οτε σε µια αλυσ�ιδα µε γραµµικ�η
πυκν�οτητα µ�αζα̋ ρ = M/L και το κ�αθε εκκρεµ�ε̋ µετατρ�επεται σε �ενα εκ-
κρεµ�ε̋ απειροστο�υ µ�ηκου̋ l = L/n µε αντ�ιστοιχη µ�αζαm = M/n. Λαµ-
1�ανοντα̋ αυτ�ο το �οριο στη µελ�ετη του σ�υνθετου εκκρεµο�υ̋, θα ε�ιµαστε
σε θ�εση να περιγρ�αψουµε τι̋ ταλαντ£ωσει̋ εν�ο̋ σχοινιο�υ �η µια̋ αλυσ�ιδα̋
στο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋.
Α̋ γρ�αψουµε τη Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ των n µαζ£ων. Ω̋ συ- Η Λαγκρανζιαν�η τη̋

αλυσ�ιδα̋ντεταγµ�ενε̋ τη̋ i-οστ�η̋ µ�αζα̋ λαµ1�ανουµε τη γων�ια θi που σχηµατ�ιζει το
τµ�ηµα του ν�ηµατο̋, µ�ηκου̋ l = L/n, µεταξ�υ τη̋ i-οστ�η̋ και τη̋ (i − 1)-
οστη̋ µ�αζα̋ (βλ. Σχ�ηµα 8.5). Ε�αν θεωρ�ησουµε καρτεσιαν�ο σ�υστηµα αξ�ο-
νων µε αρχ�η το σηµε�ιο αν�αρτηση̋ του ν�ηµατο̋, η θ�εση τη̋ πρ£ωτη̋ χ�α-
ντρα̋ ε�ιναι

x1 = l sin θ1 , y1 = −l cos θ1 , (8.110)

εν£ω η θ�εση τη̋ i-οστ�η̋ µ�αζα̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο την αναδροµικ�η σχ�εση

xi = xi−1 + l sin θi , yi = yi−1 − l cos θi µε i = 2, . . . , n . (8.111)

Η Λαγκρανζιαν�η που περιγρ�αφει τη γενικ�η κ�ινηση �ολου του συστ�ηµατο̋
ε�ιναι

L = ρl
n∑

i=1

(
ẋ2

i + ẏ2
i

2
− gyi

)

. (8.112)

Για να µελετ�ησουµε τι̋ µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ που εκτελε�ι το σ�υνθετο εκκρεµ�ε̋
γ�υρω απ�ο το ευσταθ�ε̋ σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ θ1 = . . . = θn = 0, γραµµικο-
ποιο�υµε αρχικ�α τη Λαγκρανζιαν�η. Η γραµµικοποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η
που περιγρ�αφει την κ�ινηση του εκκρεµο�υ̋ µπορε�ι να λ�α1ει τη µορφ�η

L =
1

2

[

θ̇2
1 + (θ̇1 + θ̇2)

2 + . . . + (θ̇1 + . . . + θ̇n)2
]

− 1

2

g

l

[
θ2
1 + (θ2

1 + θ2
2) + . . . + (θ2

1 + . . . + θ2
n)
]

, (8.113)
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Σχ�ηµα 8.5: Η κατ�ασταση εν�ο̋ σ�υνθετου εκκρεµο�υ̋ προσδιορ�ιζεται πλ�ηρω̋ απ�ο τι̋ γω-
ν�ιε̋ θi που σχηµατ�ιζουν τα ν�ηµατα µε την κατακ�ορυφο.

�η σε µορφ�η πιν�ακων

L =
1

2
θ̇TMθ̇ − 1

2
θT Kθ , (8.114)

�οπου θ = (θ1, . . . , θn)T . Αν αναπτ�υξουµε τα τετρ�αγωνα των ταχυτ�ητων
βρ�ισκουµε �οτι ο συµµετρικ�ο̋ π�ινακα̋M �εχει ω̋ στοιχε�ια τα

Mij = n + 1 − j για i ≤ j ,

δηλαδ�η o π�ινακα̋ �εχει τη µορφ�η

M =










n n − 1 n − 2 · · · 1
n − 1 n − 1 n − 2 · · · 1
n − 2 n − 2 n − 2 · · · 1

...
...

...
. . .

...

1 1 1 · · · 1










, (8.115)

εν£ω ο π�ινακα̋ K ε�ιναι ο διαγ£ωνιο̋ π�ινακα̋ µε i-οστ�ο διαγ£ωνιο στοιχε�ιο
το

Kii =
g

l
(n + 1 − i) ,
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δηλαδ�η �εχει τη µρφ�η

K =
g

l










n 0 0 · · · 0
0 n − 1 0 · · · 0
0 0 n − 2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1










. (8.116)

�Ασκηση 8.9. Επι1ε1αι£ωστε �οτι οι µικρ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ δι�επονται πρ�αγµατι απ�ο τη ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Λαγκρανζιαν�η (8.114).

Αντιλαµ1αν�οµαστε �οτι ο υπολογισµ�ο̋ των χαρακτηριστικ£ων συχνο-
τ�ητων και των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋ αυτο�υ του συστ�η-
µατο̋ ε�ιναι δ�υσκολο̋. Μπορο�υµε, βε1α�ιω̋, να υπολογ�ισουµε �αµεσα µε
τη βο�ηθεια εν�ο̋ υπολογιστ�η του̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋
για κ�αθε n εφαρµ�οζοντα̋ αριθµητικ�ε̋ µεθ�οδου̋.

�Ασκηση 8.10. Υπολογ�ιστε τι̋ τρει̋ µικρ�οτερε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του ΑΣΚΗΣΕΙΣ
σ�υνθετου εκκρεµο�υ̋ για n = 5, 10, 50. Θεωρ�ηστε στον υπολογισµ�ο αυτ�ο για �ολε̋ τι̋
τιµ�ε̋ του n τη συνολικ�η µ�αζα σταθερ�η, M = nm, και το συνολικ�ο µ�ηκο̋ σταθερ�ο και
�ισο µε τη µον�αδα, δηλαδ�η nl = 1.

Ωστ�οσο, εµε�ι̋ θα προσφ�υγουµε σε προσεγγιστικ�ο υπολογισµ�ο τη̋ θε-
µελι£ωδου̋ ταλ�αντωση̋, δηλαδ�η τη̋ ταλ�αντωση̋ µε τη µικρ�οτερη χαρα-
κτηριστικ�η συχν�οτητα. Αναµ�ενουµε, βασιζ�οµενοι στην εµπειρ�ια µα̋, η µι-
κρ�οτερη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα να προκ�υπτει, �οταν η αλυσ�ιδα ταλα-
ντ£ωνεται κινο�υµενη εξ ολοκλ�ηρου π�οτε δεξι�α και π�οτε αριστερ�α απ�ο την
κατακ�ορυφη θ�εση ισορροπ�ια̋ τη̋. Θα υποθ�εσουµε, ω̋ πρ£ωτη προσ�εγ-
γιση, �οτι το σχ�ηµα του θεµελι£ωδου̋ χαρακτηριστικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωση̋
ε�ιναι ευθ�υγραµµο και εποµ�ενω̋ Επιλογ�η διαν�υσµατο̋

για προσεγγιστικ�ο

υπολογισµ�ο τη̋

ιδιοσυχν�οτητα̋

θ1 = θ2 = . . . = θn , δηλαδ�η, θπροσ = (1, 1, . . . , 1)T . (8.117)

Αν η κ�ινηση �ηταν τ�ετοια, η συχν�οτητα τη̋ ταλ�αντωση̋, τουλ�αχιστον στο
�οριο n → ∞, θα �ηταν γνωστ�η. Πρ�οκειται για τη συχν�οτητα αι£ωρηση̋ µια̋
οµογενο�υ̋ ρ�α1δου, αναρτηµ�ενη̋ απ�ο το �ενα �ακρο τη̋, µ�εσα σε οµογεν�ε̋
βαρυτικ�ο πεδ�ιο

ωπροσ =

√

3

2

g

L
.
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Α̋ δο�υµε, �οµω̋, τι συχν�οτητα µ�α̋ δ�ινει το πηλ�ικοRayleigh. Αντικαθιστ£ω-
ντα̋ το προσεγγιστικ�ο θ τη̋ σχ�εση̋ (8.117) στο πηλ�ικο Rayleigh θα λ�α-
1ουµε

ω2 =
g

l

θT Kθ

θMθ

=
g

l

1 + 2 + · · · + n

12 + 22 + · · ·+ n2

=
3g

2L

1

[1 + 1/(2n)]
. (8.118)

Η προσεγγιστικ�η µα̋, λοιπ�ον, εκτ�ιµηση �οσον αφορ�α στη χαρακτηριστικ�η
συχν�οτητα τη̋ θεµελι£ωδου̋ ταλ�αντωση̋ για n >> 1 ε�ιναι

ω ≈
√

3

2

g

L

(

1 − 1

4n

)

. (8.119)

�Οταν το n → ∞, η συχν�οτητα αυτ�η προσεγγ�ιζει τη συχν�οτητα ταλ�αντω-
ση̋ µια̋ οµογενο�υ̋ ρ�α1δου

ω =

√

3g

2L
≈ 1.2247

√
g

L
. (8.120)

Με τι ακρ�ι1εια, �αραγε, �εχουµε προ1λ�εψει τη χαρακτηριστικ�η συχν�ο-Π�οσο καλ�α τα π�ηγαµε

µε την προσ�εγγιση; τητα τη̋ θεµελι£ωδου̋ ταλ�αντωση̋ µια̋ αλυσ�ιδα̋, θεωρ£ωντα̋ µια τ�οσο
χοντρικ�η εκτ�ιµηση τη̋ κ�ινηση̋; Αν υπολογ�ισει κανε�ι̋ µε ακρ�ι1εια τη θε-
µελι£ωδη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα µια̋ κρεµασµ�ενη̋ οµογενο�υ̋ αλυσ�ι-
δα̋, θα διαπιστ£ωσει �οτι η θεµελι£ωδη̋ χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα ε�ιναι

ω⋆ = 0.7655
π

2

√
g

L
= 1.2024

√
g

L
, (8.121)

εν£ω ο προσεγγιστικ�ο̋ υπολογισµ�ο̋ µ�εσω του πηλ�ικουRayleigh �εδωσε ω =
1.2247

√

g/L. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι καταφ�εραµε να προσεγγ�ισουµε τη χαρα-
κτηριστικ�η συχν�οτητα µε σχετικ�ο σφ�αλµα µ�ολι̋ 1.85% και µ�αλιστα πολ�υ
ε�υκολα! Η ακρι1�η̋ µορφ�η του θεµελι£ωδου̋ τρ�οπου ταλ�αντωση̋ ε�ιναι

x = J0

(

2ω⋆

√

l − y

g

)

, (8.122)

�οπου x ε�ιναι η µετατ�οπιση απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ σε απ�οσταση y απ�ο
το σηµε�ιο αν�αρτηση̋. Η συν�αρτηση J0(z) ε�ιναι η συν�αρτηση Bessel µηδε-
νικ�η̋ τ�αξη̋ και το αν�απτυγµα αυτ�η̋ ε�ιναι

J0(z) = 1 − z2/4

(1!)2
+

(z2/4)2

(2!)2
− · · · (8.123)

Το γρ�αφηµα του ακρι1ο�υ̋ τρ�οπου ταλ�αντωση̋ απεικον�ιζεται στο
Σχ�ηµα 8.6. Στο �ιδιο σχ�ηµα απεικον�ιζεται µε εστιγµ�ενη ευθε�ια γραµµ�η η
προσ�εγγισ�η µα̋ για το χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋ τη̋ αλυσ�ιδα̋.



8.7. ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΗΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ ΑΛΥΣΙ∆ΑΣ 257

Σχ�ηµα 8.6: Ο ακρι1�η̋ θεµελι£ωδη̋ χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ µια̋ αλυσ�ιδα̋
(συνεχ�η̋ γραµµ�η). Η ευθε�ια εστιγµ�ενη γραµµ�η αναπαριστ�α τον υποτιθ�εµενο τρ�οπο τα-
λ�αντωση̋ στον οπο�ιο βασ�ιστηκε η προσ�εγγιση τη̋ θεµελι£ωδου̋ χαρακτηριστικ�η̋ συχ-
ν�οτητα̋ µ�εσω του πηλ�ικου Rayleigh.

Μολον�οτι η προσ�εγγιση του χαρακτηριστικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωση̋ δεν ε�ι-
ναι ιδιαιτ�ερω̋ ακρι1�η̋, η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα που υπολογ�ιζει κα-
νε�ι̋ απ�ο το πηλ�ικο Rayleigh παρουσι�αζει εξαιρετικ�η ακρ�ι1εια, καταδεικ-
ν�υοντα̋ τη σηµασ�ια τη̋ προσεγγιστικ�η̋ µεθ�οδου που ανακ�αλυψε ο Ray-
leigh. Αξ�ιζει επ�ιση̋ να σηµειωθε�ι �οτι, αν προσεγγ�ισουµε τη συνεχ�η αλυ-
σ�ιδα µε 10 µ�ονο εκκρεµ�η, ο θεµελι£ωδη̋ χαρακτηριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�α-
ντωση̋ που προκ�υπτει µε αριθµητικ�ε̋ µεθ�οδου̋ απ�ο τον ακρι1�η υπολογι-
σµ�ο των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋ ε�ιναι πρακτικ�α απαρ�αλ-
λακτο̋ µε τον ακρι1�η θεµελι£ωδη χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋ τη̋
συνεχο�υ̋ αλυσ�ιδα̋.

Αν θ�ελαµε να βελτι£ωσουµε την ακρ�ι1εια τη̋ προσεγγιστικ�η̋ λ�υση̋, θα
�επρεπε να επιλ�εξουµε ω̋ θεµελι£ωδη χαρακτηριστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋
κ�αποιο σχ�ηµα που να προσεγγ�ιζει περισσ�οτερο το σχ�ηµα που αποκτ�α η
αλυσ�ιδα �οταν ταλαντ£ωνεται. Ο προσεγγιστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ που
�ηδη θεωρ�ησαµε �ηταν απ�ολυτα “�ακαµπτο̋” και οδ�ηγησε σε συγκεκριµ�ενο
πηλ�ικο (συχν�οτητα). ∆εν εκµεταλλευτ�ηκαµε πλ�ηρω̋ το γεγον�ο̋ �οτι οι ιδι- Μπορο�υµε να κ�ανουµε

κ�ατι ακ�οµη καλ�υτερο;οσυχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι τα ακρ�οτατα του πηλ�ικουRayleigh. Αν
ε�ιχαµε θεωρ�ησει ω̋ προσεγγιστικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωση̋ τον

θ′προσ = (1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

k

, s, s, . . . , s
︸ ︷︷ ︸

n−k

)T , (8.124)

δηλαδ�η σαν να ε�ιχαµε δ�υο ρ�α1δου̋ µε �αρθρωση στο k/n ποσοστ�ο του
συνολικο�υ µ�ηκου̋ τη̋ αλυσ�ιδα̋, υπολογ�ιζαµε το �οριο του πηλ�ικου για
n → ∞ και στη συν�εχεια αναζητο�υσαµε το ελ�αχιστο του πηλ�ικου ω̋ προ̋
τι̋ µετα1λητ�ε̋ k και s, θα λαµ1�αναµε µια συχν�οτητα µε απ�οκλιση µ�ολι̋
0.56% απ�ο την πραγµατικ�η· σχεδ�ον τ�εσσερι̋ φορ�ε̋ πιο ακρι1�η̋ τιµ�η απ�ο
αυτ�ην που υπολογ�ισαµε προηγουµ�ενω̋ εκλαµ1�ανοντα̋ την αλυσ�ιδα ω̋
ενια�ια ρ�α1δο.
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8.8 Συµπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων

συχνοτ�ητων

Το πηλ�ικο του Rayleigh µπορε�ι, επ�ιση̋, να αποκαλ�υψει τη γενικ�η συ-
µπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων. Ιδια�ιτερο ενδιαφ�ερον εµ-
φαν�ιζει η συµπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων �οταν µετα1�αλ-
λονται οι παρ�αµετροι ελαστικ�οτητα̋ �η η αδρ�ανεια του συστ�ηµατο̋ �η �οτανΜετα1ολ�η

ταλαντωτικ�η̋

συµπεριφορ�α̋

εξαιτ�ια̋ δεσµ£ων

µε κ�αποιο τρ�οπο δεσµε�υουµε �η ελευθερ£ωνουµε κ�αποιου̋ βαθµο�υ̋ ελευ-
θερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋. �Εναπαρ�αδειγµα περιορισµο�υ των βαθµ£ων ελευ-
θερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι η δ�εσµευση των συντεταγµ�ενων του συστ�η-
µατο̋ �ετσι £ωστε να µετα1�αλλονται �ολε̋ µαζ�ι, εν£ω ο µεταξ�υ του̋ λ�ογο̋ να
διατηρε�ιται σταθερ�ο̋, να ισχ�υει δηλαδ�η για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋Σχεδ�ον πλ�ηρη̋

δ�εσµευση του

συστ�ηµατο̋
q1

qn
=

β1

βn
,

q2

qn
=

β2

βn
, . . . ,

qn−1

qn
=

βn−1

βn
. (8.125)

Αυτο�ι οι n − 1 δεσµο�ι µετατρ�επουν το σ�υστηµα σε σ�υστηµα εν�ο̋ βαθµο�υ
ελευθερ�ια̋, εν£ω η κ�ινηση του δεσµευµ�ενου συστ�ηµατο̋ περιγρ�αφεται απ�ο
µ�ια µετα1λητ�η ξ, η οπο�ια σχετ�ιζεται µε τι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋, µ�εσω
των σχ�εσεων qi = βiξ, οι οπο�ιε̋ γρ�αφονται συνοπτικ�α ω̋ q = βξ, �οπου
β = (β1, . . . , βn)T η στ�ηλη των σχετικ£ων αρχικ£ων θ�εσεων που επι1�αλλει η
δ�εσµευση. Θ�ετοντα̋ q = βξ στι̋ n εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋

Mq̈ + Kq = 0 ,

και πολλαπλασι�αζοντα̋ απ�ο αριστερ�α µε το δι�ανυσµα-γραµµ�η βT συµπε-
ρα�ινουµε �οτι η δεσµευµ�ενη κ�ινηση ικανοποιε�ι την εξ�ισωση

(
βTMβ

)
ξ̈ +

(
βTKβ

)
ξ = 0 , (8.126)

η οπο�ια �εχει λ�υσει̋ τη̋ µορφ�η̋ eiωt µε

ω2 =
βTKβ

βTMβ
= ρ(β) . (8.127)

Παρατηρο�υµε �οτι η συχν�οτητα ταλ�αντωση̋ του δεσµευµ�ενου συστ�ηµατο̋
δ�ινεται απ�ο το πηλ�ικο Rayleigh, ρ(β), του διαν�υσµατο̋ β.
Αν, τ£ωρα, επι1ληθε�ι η δ�εσµευση β = a(i), �οπου a(i) ο i-οστ�ο̋ χαρακτη-

ριστικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋, η συχν�οτητα τη̋ ταλ�αντωση̋ ω2 ισο�υται µε
την αντ�ιστοιχη χαρακτηριστικ�η συχν�οτηταΩ2

i , εν£ω το πηλ�ικοRayleigh για
αυτ�η την τιµ�η του β καθ�ισταται ακρ�οτατο. Τι τιµ�ε̋, �οµω̋, µπορε�ι να λαµ-
1�ανει η συχν�οτητα ω τη̋ δεσµευµ�ενη̋ κ�ινηση̋ για τυχα�ιο β;
Α̋ µετασχηµατ�ισουµε το πηλ�ικοRayleigh στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντε-

ταγµ�ενε̋ Q. Θ�ετοντα̋ β = AQ στην (8.127), λαµ1�ανουµε

ω2 =
QT ATKAQ

QTATMAQ
(8.128)

=
Ω2

1(Q
T
1 Q1) + · · ·+ Ω2

n(QT
nQn)

(QT
1 Q1) + · · ·+ (QT

nQn)
. (8.129)
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Απ�ο την παραπ�ανω σχ�εση προκ�υπτει �οτι η συχν�οτητα ταλ�αντωση̋ του δε-
σµευµ�ενου συστ�ηµατο̋ εν�ο̋ βαθµο�υ ελευθερ�ια̋ πρ�επει, επειδ�η τα QT

i Qi

ε�ιναι θετικο�ι αριθµο�ι, αναγκαστικ�α να ικανοποιε�ι την ανισ�οτητα

Ω2
1 ≤ ω2 ≤ Ω2

n , (8.130)

�οπου µε Ω2
1 �εχουµε συµ1ολ�ισει την ελ�αχιστη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα

και µε Ω2
n τη µ�εγιστη.

Στη συν�εχεια διατ�ασσουµε τι̋ συχν�οτητε̋ �ετσι £ωστε

Ω1 ≤ Ω2 ≤ . . . ≤ Ωn .

Αποδε�ιξαµε �ηδη �οτι

1. Το ελ�αχιστο του πηλ�ικου Rayleigh ρ(x) ω̋ προ̋ �ολα τα αν�υσµατα x
ε�ιναι Ω2

1.

2. Το µ�εγιστο του πηλ�ικου Rayleigh ρ(x) ω̋ προ̋ �ολα τα αν�υσµατα x
ε�ιναι Ω2

n.

Θα αποδε�ιξουµε, τ£ωρα, τo γενικ�οτερo θε£ωρηµα :

3. Ε�αν περιορ�ισουµε το x µε n − k τυχα�ιου̋ δεσµο�υ̋ που �εχουν τη
µορφ�η (r(i))T x = 0 για n− k γραµµικ�α ανεξ�αρτητα διαν�υσµατα r(i) Ελαχιστο-

µεγιστοπo�ιηση

του πηλ�ικου Rayleigh

και µεγιστοποι�ησουµε το πηλ�ικοRayleigh ρ(x)ω̋προ̋ τα xπου ικα-
νοποιο�υν αυτο�υ̋ του̋ δεσµο�υ̋, τ�οτε το ελ�αχιστο ω̋ προ̋ �ολα τα δυ-
νατ�α r(i) µεταξ�υ �ολων αυτ£ων των µεγ�ιστων ε�ιναι το τετρ�αγωνο τη̋
k χαρακτηριστικ�η̋ συχν�οτητα̋ Ω2

k.

Επειδ�η η µεγιστοπο�ιηση του πηλ�ικου Rayleigh διενεργε�ιται ω̋ προ̋
�ολα τα διαν�υσµατα x που ε�ιναι κ�αθετα στα συγκεκριµ�ενα διαν�υσµατα r(i),

το παραπ�ανω θε£ωρηµα γρ�αφεται συµ1ολικ�α ω̋

Ω2
k = min

r(i)

(

max
x⊥r(i)

ρ(x)

)

, µε i = 1, . . . , n − k , (8.131)

�οπου τοminr(i) συµ1ολ�ιζει το ελ�αχιστο ω̋ προ̋ �ολε̋ τι̋ επιλογ�ε̋ των n−k
διανυσµ�ατων r(i) και το maxx⊥r(i) συµ1ολ�ιζει το µ�εγιστο ω̋ προ̋ �ολα τα
x που ε�ιναι κ�αθετα σε καθ�ενα απ�ο τα r(i).

Πλα�ισιο 8.4. Για την απ�οδειξη αυτο�υ του min-max χαρακτηρισµο�υ των χαρακτη- ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
ριστικ£ων συχνοτ�ητων παρατηρο�υµε πρ£ωτα �οτι η διαδικασ�ια µεγιστοπο�ιηση̋ µπορε�ι δ�ι-
χω̋ �ελλειψη τη̋ γενικ�οτητα̋ να διενεργηθε�ι στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋, δι�οτι,
δεδοµ�ενων των διανυσµ�ατων r(i), η µεγιστοπο�ιηση του πηλ�ικου Rayleigh στι̋ χαρακτη-
ριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ Q πρ�επει να διενεργηθε�ι σε εκε�ινα τα Q που ε�ιναι κ�αθετα τ£ωρα
στα διαν�υσµατα

R(i) = AT r(i) .

Θ�ετοντα̋ x = AQ στην

min
r(i)

(

max
x⊥r(i)

xT Kx

xT Mx

)

, (8.132)
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διαπιστ£ωνουµε �οτι η ελαχιστο-µεγιστοπο�ιηση τη̋ παραπ�ανω �εκφραση̋ ω̋ προ̋ �ολα τα
x ⊥ r(i) ε�ιναι �ιση µε την ελαχιστο-µεγιστοπο�ιηση του

min
R(i)

(

max
Q⊥R(i)

Ω2
1(Q

T
1 Q1) + · · · + Ω2

n(QT
nQn)

(QT
1 Q1) + · · · + (QT

n Qn)

)

, (8.133)

ω̋ προ̋ �ολα τα Q ⊥ R(i). Αν αποδε�ιξουµε �οτι για τα διαν�υσµατα Q, που ικανοποιο�υν
τι̋ συνθ�ηκε̋ Q ⊥ R(i), το µ�εγιστο του πηλ�ικου Rayleigh ε�ιναι µεγαλ�υτερο �η �ισο του Ω2

k,

τ�οτε το µ�εγιστο ω̋ προ̋ �ολα τα Q ⊥ R(i) θα ε�ιναι σ�ιγουρα µεγαλ�υτερο �η �ισο του Ω2
k.

Eπιλ�εγουµε, λοιπ�ον, διαν�υσµατα Q µε συντεταγµ�ενε̋

Q1 = · · · = Qk−1 = 0 . (8.134)

Μια τ�ετοια επιλογ�η ε�ιναι συµ1ατ�η µε του̋ δεσµο�υ̋, δι�οτι οι δεσµο�ι

(R(1))T Q = 0 , (R(2))T Q = 0 , . . . , (R(n−k))T Q = 0 ,

αποτελο�υν n− k οµογενε�ι̋ γραµµικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ που συνδ�εουν τι̋ n συντεταγµ�ενε̋ του
Q. Εποµ�ενω̋, αποµ�ενουν k γραµµικ£ω̋ ανεξ�αρτητε̋ συντεταγµ�ενε̋ του Q ω̋ προ̋ τι̋
οπο�ιε̋ µπορο�υν να εκφραστο�υν �ολε̋ οι υπολο�ιπε̋ n − k. �Εχουµε λοιπ�ον την ελευθε-
ρ�ια να θ�εσουµε τι̋ πρ£ωτε̋ k − 1 απ�ο αυτ�ε̋ τι̋ συντεταγµ�ενε̋ ταυτοτικ�α µηδ�εν, οπ�οτε
καταλ�ηγουµε σε µια µονοπαραµετρικ�η (µε παρ�αµετρο τηνQk) κατασκευ�η διανυσµ�ατων
Q, τα οπο�ια ε�ιναι κ�αθετα σε �ολα τα R(i). �Οµω̋, για κ�αθε τ�ετοιο δι�ανυσµα Q το πη-
λ�ικο που εµφαν�ιζεται στη σχ�εση (8.133) ε�ιναι σαφ£ω̋ µεγαλ�υτερο απο την Ω2

k (ε�ιναι �ισο
αν Qk+1 = . . . = Qn = 0). Αφο�υ, λοιπ�ον, για τον επιλεγµ�ενο τ�υπο διανυσµ�ατων Q
ισχ�υει

ρ(Q) ≥ Ω2
k ,

το �ιδιο θα ισχ�υει και για τη µ�εγιστη τιµ�η του πηλ�ικου ω̋ προ̋ κ�αθε δυνατ�ο δι�ανυσµα Q
συµ1ατ�ο µε του̋ δεσµο�υ̋. Συνεπ£ω̋, το ελ�αχιστο ω̋ προ̋ �ολου̋ του̋ n− k δεσµο�υ̋ θα
ε�ιναι

min
r(i)

(

max
x⊥r(i)

ρ(x)

)

= Ω2
k . (8.135)

Α̋ δο�υµε και µια πιο γεωµετρικ�η ερµηνε�ια τη̋ παραπ�ανωαπ�οδειξη̋. �Εστω οn-δι�αστα-
το̋ χ£ωρο̋ των λ�υσεων στον οπο�ιο κε�ιται το κ�αθε δι�ανυσµα Q. Κατ� αρχ�α̋ κατασκευ�α-
ζουµε τον (n − k)-δι�αστατο υπ�οχωρο των διανυσµ�ατων R(i), τα οπο�ια σηµειωτ�εον ε�ι-
ναι τα �ιδια µε τα αρχικ�α r(i), απλ£ω̋ �εχουν διαφορετικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ στη ν�εα β�αση.
Μα̋ ενδιαφ�ερει να υπολογ�ισουµε το πηλ�ικο Rayleigh για τα διαν�υσµατα που ε�ιναι κ�α-
θετα στον υπ�οχωρο αυτ�ο και να επιλ�εξουµε τη µ�εγιστη τιµ�η του πηλ�ικου. Ο υπ�οχω-
ρο̋ των κ�αθετων αυτ£ων διανυσµ�ατων �εχει δι�ασταση k. Αν τα διαν�υσµατα αυτ�α πα-
ρ�αγονται απ�ο κ�αποια k ιδιοαν�υσµατα του συστ�ηµατο̋, τ�οτε το πηλ�ικο Rayleigh λαµ1�α-
νει τη µεγαλ�υτερη τιµ�η �οταν το Q γ�ινει παρ�αλληλο µε το ιδιο�ανυσµα µε τη µεγαλ�υτερη
�ιδιοσυχν�οτητα· εξ�αλλου, ταQi στο πηλ�ικο τη̋ (8.133) δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο τι̋ προ-
1ολ�ε̋ τουQ στην κατε�υθυνση του i-οστο�υ ιδιοαν�υσµατο̋. Αν ο υπ�οχωρο̋ των κ�αθετων
διανυσµ�ατων δεν µπορε�ι να περιγραφε�ι µ�ονο απ�ο k ιδιοαν�υσµατα, τ�οτε η µεγαλ�υτερη
τιµ�η του πηλ�ικου ε�ιναι µικρ�οτερη απ�ο τη µεγαλ�υτερη ιδιοσυχν�οτητα που αντιστοιχε�ι σε
κ�αποιο απ�ο τα ιδιοαν�υσµατα που απαιτο�υνται για την περιγραφ�η του υποχ£ωρου. Η µε-
γιστοπο�ιηση, λοιπ�ον, επιτυγχ�ανεται �οταν το δι�ανυσµαQ κατευθ�υνεται προ̋ το ιδιο�ανυ-
σµα µε τη µ�εγιστη δυνατ�η ιδοσυχν�οτητα. Στη συν�εχεια, θα ελαχιστοποι�ησουµε αυτ�η την
τιµ�η του πηλ�ικου αλλ�αζοντα̋ τον υπ�οχωρο των R και συνεπ£ω̋ και τον υπ�οχωρο των
κ�αθετων διανυσµ�ατων δ�ιχω̋ να πειρ�αξουµε τη δι�αστασ�η του. Ποια θα ε�ιναι τ�οτε η ελ�α-
χιστη τιµ�η του πηλ�ικου; Με �αλλα λ�ογια, ποιο̋ χ£ωρο̋ δι�ασταση̋ k περιγρ�αφεται απ�ο k
ιδιοαν�υσµατα µε �οσο το δυνατ�ον µικρ�οτερε̋ ιδιοσυχν�οτητε̋; Φυσικ�α ε�ιναι εκε�ινο̋ ο χ£ω-
ρο̋ που παρ�αγεται απ�ο τα πρ£ωτα k ιδιοαν�υσµατα, οπ�οτε το ζητο�υµενο ε�ιναι η µ�εγιστη
εξ αυτ£ων ιδιοσυχν�οτητα, δηλαδ�η η Ω2

k.
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Οµο�ιω̋ αποδεικν�υεται και το εξ�η̋ θε£ωρηµα :

4. Ε�αν περιορ�ισουµε το x µε k − 1 δεσµο�υ̋ τη̋ µορφ�η̋ (r(i))T x = 0
για k−1 διαν�υσµατα r(i) και ελαχιστοποι�ησουµε το πηλ�ικοRayleigh Μεγιστο-

ελαχιστοπο�ιηση του

πηλ�ικου Rayleigh

ρ(x) ω̋ προ̋ τα x που ικανοποιο�υν αυτο�υ̋ του̋ δεσµο�υ̋, τ�οτε το
µ�εγιστο, ω̋ προ̋ �ολε̋ τι̋ τιµ�ε̋ των r(i), αυτ£ων των ελαχ�ιστων ε�ιναι
το τετρ�αγωνο τη̋ k χαρακτηριστικ�η̋ συχν�οτητα̋ Ω2

k. ∆ηλαδ�η

Ω2
k = max

r(i)

(

min
x⊥r(i)

ρ(x)

)

, µε i = 1, . . . , k − 1 . (8.136)

�Ασκηση 8.11. Αποδε�ιξτε τον max-min χαρακτηρισµ�ο (8.136) των χαρακτηριστικ£ων ΑΣΚΗΣΕΙΣ
συχνοτ�ητων. [Υπ�οδειξη: Ουσιαστικ�α το θε£ωρηµα 4 του max-min χαρακτηρισµο�υ των
συχνοτ�ητων ε�ιναι ακρι1£ω̋ αν�αλογο µε το θε£ωρηµα 3 του min-max χαρακτηρισµο�υ που
αναλ�υσαµε προηγουµ�ενω̋. Στη γεωµετρικ�η επιχειρηµατολογ�ια, µ�αλιστα, που παρουσι-
�αστηκε κατ�α την απ�οδειξη του θεωρ�ηµατο̋ 3 στο παραπ�ανω Πλα�ισιο, αν εναλλαχθο�υν
οι �οροι “µεγαλ�υτερο”-“µικρ�οτερο” και οι αριθµο�ι k, (n−k), προκ�υπτει µια πλ�ηρη̋ απ�ο-
δειξη τη̋ ν�εα̋ πρ�οταση̋.]

Οι χαρακτηρισµο�ι min-max και max-min ε�ιναι πολ�υ χρ�ησιµοι, δι�οτι
αποκαλ�υπτουν τη συµπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων σε µε-
τα1ολ�ε̋ του αρχικο�υ συστ�ηµατο̋. Ω̋πρ£ωτο παρ�αδειγµα λαµ1�ανουµε �ενα
σ�υστηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ µε χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ Η διαµ�ορφωση του

φ�ασµατο̋ εν�ο̋

συστ�ηµατο̋ µε την

επι1ολ�η δεσµ£ων

Ω1 ≤ Ω2 ≤ . . . ≤ Ωn ,

στο οπο�ιο επι1�αλλουµε κ�αποιον περιορισµ�ο τη̋ µορφ�η̋ rTq = 0, �οπου r
κ�αποιο δοσµ�ενο δι�ανυσµα. Το αρχικ�ο σ�υστηµα µετατρ�επεται σε σ�υστηµα
n − 1 βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ µε χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋

Ω′
1 ≤ Ω′

2 ≤ . . . ≤ Ω′
n−1 .

Τι σχ�εση �εχουν οι αρχικ�ε̋ (�ατονε̋) χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ µε τι̋ τε-
λικ�ε̋ (τονο�υµενε̋); Οι ν�εε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋, �οπω̋ θα δε�ιξου-
µε, βρ�ισκονται στα διαστ�ηµατα µεταξ�υ των αρχικ£ων

Ω1≤Ω′
1≤Ω2≤ . . .≤Ωk ≤Ω′

k ≤Ωk+1≤ . . .≤Ωn−1≤Ω′
n−1≤Ωn . (8.137)

Τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του ν�εου συστ�ηµατο̋ τι̋ βρ�ισκουµε αν
περιορ�ισουµε το πηλ�ικο Rayleigh, ρ̄, του ν�εου συστ�ηµατο̋ που προκ�υπτει
απ�ο το πηλ�ικο Rayleigh, ρ, του αρχικο�υ συστ�ηµατο̋ επι1�αλλοντα̋ το συ-
γκεκριµ�ενο δεσµ�ο rT q = 0. Σ�υµφωνα µε το χαρακτηρισµ�ο min-max, η k-
οστ�η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα του αρχικο�υ συστ�ηµατο̋ Ωk προκ�υπτει
απ�ο ελαχιστοπο�ιηση του max ρ ω̋ προ̋ �ολου̋ του̋ δυνατο�υ̋ n − k δε-
σµο�υ̋. Το ελ�αχιστο, �οµω̋, αυτ�ο θα ε�ιναι προφαν£ω̋ µικρ�οτερο απ�ο το
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ελ�αχιστο που θα προκ�υψει αν λ�α1ουµε τον rT q = 0ω̋�εναν απ�ο του̋ n−k
περιορισµο�υ̋ –�ετσι £ωστε το πηλ�ικο Rayleigh, ρ, του αρχικο�υ συστ�ηµατο̋
να γ�ινει το πηλ�ικο Rayleigh, ρ̄, του ν�εου συστ�ηµατο̋– και ελαχιστοποι�η-
σουµε ω̋ προ̋ κ�αθε δυνατ�ο απ�ο του̋ υπ�ολοιπου̋ n − 1 − k δεσµο�υ̋. Η
δε�υτερη ελαχιστοπο�ιηση θα δ£ωσει, β�ε1αια, το τετρ�αγωνο τη̋ Ω′

k. Συνε-
π£ω̋ θα ισχ�υει

Ωk ≤ Ω′
k .

Η �αλλη πλευρ�α τη̋ ανισ�οτητα̋ αποδεικν�υεται κ�ανοντα̋ χρ�ηση του αντ�ι-
στοιχου max-min χαρακτηρισµο�υ. Πρ�αγµατι, περιορ�ιζοντα̋ το σ�υστηµα
n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ µε k−1 δεσµο�υ̋, συµπερα�ινουµε �οτιmax(min ρ) =
Ω2

k. Το µ�εγιστο, �οµω̋, min ρ ω̋ προ̋ �ολου̋ του̋ k − 1 περιορισµο�υ̋ θα
ε�ιναι µεγαλ�υτερο απ�ο το µ�εγιστο των min ρ, �οταν µ�ια απ�ο τι̋ συνθ�ηκε̋
λ�α1ει την ειδικ�η µορφ�η rTq = 0 (και το ρ γ�ινει ρ̄) και η µεγιστοπο�ιηση δι-
ενεργηθε�ι ω̋ προ̋ του̋ υπ�ολοιπου̋ k − 2 περιορισµο�υ̋. Απ�ο την �αλλη
πλευρ�α, η µεγιστοπο�ιηση τη̋ ρ̄ ω̋ προ̋ k − 2 περιορισµο�υ̋ δ�ινει το τε-
τρ�αγωνο τη̋ Ω′

k−1. Συνεπ£ω̋,

Ω′
k−1 ≤ Ωk .

Η σχ�εση (8.137), λοιπ�ον, αποδε�ιχθηκε.
Με τον �ιδιο τρ�οπο µπορε�ι να αποδειχθε�ι �οτι, αν περιορ�ισουµε �ενα σ�υ-

στηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ µε k δεσµο�υ̋ �ετσι £ωστε να αποκτ�ησουµε �ενα
ν�εο σ�υστηµα n−k βαθµ£ων ελευθερ�ια̋, το ν�εο σ�υστηµα θα �εχει n−k χαρα-
κτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋Ω⋆

1, Ω
⋆
2, . . . , Ω

⋆
n−k, οι οπο�ιε̋ δεν θα ε�ιναι µεγαλ�υτε-

ρε̋ απ�ο την Ωn ο�υτε και µικρ�οτερε̋ απ�ο την Ω1 του αρχικο�υ συστ�ηµατο̋.
Με αυτ�ο τον τρ�οπο καταλ�ηγουµε και π�αλι στην πρ�οταση που �ηδη αποδε�ι-
ξαµε, �οτι, αν �ενα σ�υστηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ περιοριστε�ι σε σ�υστηµα
εν�ο̋ βαθµο�υ ελευθερ�ια̋, η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα Ω⋆

1 του µονοδι�α-
στατου συστ�ηµατο̋ θα ικανοποιε�ι την ανισ�οτητα

Ω1 ≤ Ω⋆
1 ≤ Ωn .

�Ασκηση 8.12. �Ενα̋ σεισµ�ο̋ δηµιουργε�ι ρωγµ�ε̋ σε �ενα κτ�ηριο. Π£ω̋ θα µετα1λη-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
θο�υν οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του κτηρ�ιου; �Η ισοδυν�αµω̋, αν µια καµπ�ανα ρα-
γ�ισει, π£ω̋ θα µετα1ληθε�ι η θεµελι£ωδη̋ συχν�οτητα του �ηχου τη̋; (V. Arnold.)

Κλε�ινοντα̋ το κεφ�αλαιο αυτ�ο, θα διερευν�ησουµε π£ω̋ µετα1�αλλονταιΚαι αν παραλλ�αξουµε

τι̋ σταθερ�ε̋

του φυσικο�υ

προ1λ�ηµατο̋;

οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋, �οταν αυξ�ησουµε τη σκληρ�οτητα του συ-
στ�ηµατο̋. �Ενα σ�υστηµα που χαρακτηρ�ιζεται απ�ο το πηλ�ικο Rayleigh
ρ1(q) θα καλε�ιται πιο σκληρ�ο απ�ο �ενα �αλλο σ�υστηµα µε πηλ�ικο Rayleigh
ρ2(q), αν ρ1(q) ≥ ρ2(q) για �ολα τα q. Ε�αν στην περ�ιπτωση εν�ο̋ συστ�ηµα-
το̋ µαζ£ων συνδεδεµ�ενων µεταξ�υ του̋ µε ελατ�ηρια µεγαλ£ωσουµε �ολε̋ τι̋
σταθερ�ε̋ των ελατηρ�ιων, ε�ιτε παροµο�ιω̋ µει£ωσουµε �ολε̋ τι̋ µ�αζε̋ του
συστ�ηµατο̋, το ν�εο σ�υστηµα που θα δηµιουργηθε�ι θα ε�ιναι σκληρ�οτερο
απ�ο το αρχικ�ο. Επ�ιση̋, αν διαταρ�αξουµε τον π�ινακα δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋,
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K, �ετσι £ωστε το ν�εο σ�υστηµα να �εχει ω̋ π�ινακα δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋ τον
K+K′, �οπουK′ κ�αποιο̋ θετικ�ο̋ π�ινακα̋, το ν�εο σ�υστηµα θα ε�ιναι σκλη-
ρ�οτερο απ�ο το αρχικ�ο. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση προκ�υπτει αµ�εσα απ�ο το
χαρακτηρισµ�οmin-max �ηmax-min των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων �οτι,
µ�ια προ̋ µ�ια οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ του σκληρ�οτερου συστ�ηµα-
το̋ θα πρ�επει να ε�ιναι µεγαλ�υτερε̋ �η �ισε̋ µε τι̋ αντ�ιστοιχε̋ συχν�οτητε̋
του αρχικο�υ συστ�ηµατο̋.
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8.9 Προ1λ�ηµατα

1. Το ν�ηµα εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ που εκτελε�ι επ�ιπεδη κ�ινηση µ�εσα στο στα-
θερ�ο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ τη̋ Γη̋ ε�ιναι δεµ�ενο στο υψηλ�οτερο σηµε�ιο
µια̋ σταθερ�η̋ (µη περιστρεφ�οµενη̋) τροχαλ�ια̋ ακτ�ινα̋ R. Το µ�η-
κο̋ του ν�ηµατο̋ του εκκρεµο�υ̋ ε�ιναι l > πR/2 µε αποτ�ελεσµα �ενα
µ�ερο̋ του να κρ�εµεται απ�ο την τροχαλ�ια. Στο �ακρο του α1αρο�υ̋
ν�ηµατο̋ ε�ιναι προσαρτηµ�ενη µια σηµειακ�η µ�αζα m. Να γραφε�ι η
λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση που δι�επει τη κ�ινηση τη̋ µ�αζα̋ και να υ-
πολογιστε�ι η συχν�οτητα των µικρ£ων ταλαντ£ωσεων που εκτελε�ι η µ�α-
ζα γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ τη̋.

2. Ισορροπ£ωντα̋ �ενα µολ�υ1ι. Τοποθετ�ηστε �ορθιο �ενα µολ�υ1ι επ�ανω
σε �ενα τραπ�εζι µε τη µ�υτη του στραµµ�ενη προ̋ τα κ�ατω και αφ�ηστε
το ελε�υθερο. Το µολ�υ1ι π�εφτει. Θεωρ�ηστε το µολ�υ1ι ω̋ µια α1αρ�η
ρ�α1δο µ�ηκου̋ l στο επ�ανω �ακρο τη̋ οπο�ια̋ βρ�ισκεται µ�ια σηµειακ�η
µ�αζα m. (α) Υποθ�εστε �οτι το µολ�υ1ι σχηµατ�ιζει αρχικ�α µια µικρ�η
γων�ια θ0 µε την κατακ�ορυφο και �οτι η αρχικ�η γωνιακ�η του ταχ�υτητα
ε�ιναι ω0. Με την π�αροδο του χρ�ονου η γων�ια θα µεγαλ£ωσει. Υπολο-
γ�ιστε την θ(t) εν�οσω ισχ�υει η γραµµικ�η πρ�οσεγγιση (sin θ ≈ θ). (β)
Θα µπορο�υσατε να υποθ�εσετε �οτι ε�ιναι τουλ�αχιστον θεωρητικ�α δυ-
νατ�ον να ισορροπ�ησει το µολ�υ1ι παραµ�ενοντα̋ στην κατακ�ορυφη
θ�εση για �οσο χρ�ονο θ�ελετε επιλ�εγοντα̋ αρκο�υντω̋ µικρ�α θ0 και ω0.

Αυτ�ο, �οµω̋, δεν ε�ιναι ορθ�ο. Η αρχ�η τη̋ α1ε1αι�οτητα̋ του Heisen-
berg (που θ�ετει �εναν περιορισµ�ο στο π�οσο καλ�α µπορο�υµε να γνω-
ρ�ιζουµε τη θ�εση και την ορµ�η του µολυ1ιο�υ) δεν επιτρ�επει στο µο-
λ�υ1ι να µε�ινει για απερι�οριστο χρ�ονο στην κατακ�ορυφη θ�εση, δι�οτι
ε�ιναι αδ�υνατον να πετ�υχουµε συγχρ�ονω̋ να τοποθετ�ησουµε το µο-
λ�υ1ι κατακ�ορυφα και να το αφ�ησουµε ακ�ινητο. Στ�οχο̋ του προ-
1λ�ηµατο̋ ε�ιναι ο υπολογισµ�ο̋ αυτο�υ του χρ�ονου. Το αποτ�ελεσµα
θα σα̋ καταπλ�ηξει. Χωρ�ι̋ να εισ�ελθουµε σε λεπτοµ�ερειε̋ α̋ ανα-
φ�ερουµε απλ�α �οτι στην κ1αντικοµηχανικ�η θε£ωρηση το γιν�οµενο των
α1ε1αιοτ�ητων θ�εση̋ και ορµ�η̋ ε�ιναι ∆x∆p ≥ ~ (�οπου ~ = 1.06 ×
10−34 J ·s). Παρ�οτι ε�ιναι λ�ιγο ασαφ�ε̋ π£ω̋ µεταφρ�αζεται αυτ�ο̋ ο πε-
ριορισµ�ο̋ στο πρ�ο1ληµα µα̋, εµε�ι̋ θα υποθ�εσουµε �οτι η παραπ�ανω
σχ�εση συνεπ�αγεται �οτι οι αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ πρ�επει να ικανοποιο�υν
την ανισ�οτητα (lθ0)(mlω0) ≥ ~. Με αυτ�η τη συνθ�ηκη προσδιορ�ιστε
το µ�εγιστο χρ�ονο που απαιτε�ιται για να γ�ινει η γων�ια θ 0.1 rad. Με
�αλλα λ�ογια προσδιορ�ιστε για π�οσο χρ�ονο µπορε�ι να µε�ινει �ενα µο-
λ�υ1ι σε κατακ�ορυφη ισορροπ�ια ακ�οµη και αν τοποθετηθε�ι στη θ�εση
αυτ�η µε τα τελει�οτερα µηχαν�ηµατα που θα κατασκευαστο�υν ποτ�ε.
(Θεωρ�ηστε �οτιm = 0.01 kg και l = 0.1 m.)

3. Τρει̋ �ιδιε̋ µ�αζε̋ κινο�υνται ελε�υθερα επ�ανω σε µια κυκλικ�η στεφ�ανη
ακτ�ινα̋ R, σε συνθ�ηκε̋ απουσ�ια̋ βαρ�υτητα̋. Μεταξ�υ κ�αθε ζε�υ-
γου̋ µαζ£ων υπ�αρχει �ενα πανοµοι�οτυπο ελατ�ηριο σταθερ�α̋ k και
φυσικο�υ µ�ηκου̋ 2πR/3 που συνδ�εει τι̋ µ�αζε̋. Να βρεθο�υν οι ιδι-
οσυχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋. Ποιο ε�ιναι το φυσικ�ο ν�οηµα µηδενι-
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σµο�υ τη̋ µια̋ ιδιοσυχν�οτητα̋; Περιγρ�αψτε του̋ χαρακτηριστικο�υ̋
τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋.

4. Βρε�ιτε του̋ κανονικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋ που
απεικον�ιζεται στο παρακ�ατω σχ�ηµα.

5. Θεωρ�ηστε �ενα επ�ιπεδο διπλ�ο εκκρεµ�ε̋ που αποτελε�ιται απ�ο δ�υο α-
βαρε�ι̋ ρ�α1δου̋ µ�ηκου̋ l. Οι ρ�α1δοι κρ�εµονται η µ�ια κ�ατω απ�ο την
�αλλη, και στα �ακρα του̋ ε�ιναι αναρτηµ�ενε̋ µ�αζε̋m, M , αντ�ιστοιχα.
Η κ�ινηση του συστ�ηµατο̋ χαρακτηρ�ιζεται απ�ο τη γων�ια φ που σχη-
µατ�ιζει η πρ£ωτη ρ�α1δο̋ µε την κατακ�ορυφο και τη γων�ια θ που σχη-
µατ�ιζει η δε�υτερη ρ�α1δο̋ µε την κατακ�ορυφο. Το σ�υστηµα �εχει τ�εσ-
σερα σηµε�ια ισορροπ�ια̋· εντοπ�ιστε τα. Προσδιορ�ιστε επ�ιση̋ τι̋ χα-
ρακτηριστικ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ και την ευστ�αθεια τη̋ θ�εση̋ ισορροπ�ια̋
φ=0, θ=π. Σχεδι�αστε, τ�ελο̋, του̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�α-
ντωση̋ και εξηγ�ηστε τη συµπεριφορ�α του̋.

6. (α) Γρ�αψτε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση για �ενα σ�υστηµα δ�υο ανε-
ξ�αρτητων µονοδι�αστατων αρµονικ£ων ταλαντωτ£ων µε αντ�ιστοιχε̋
µ�αζε̋m1, m2, και σταθερ�ε̋ σκληρ�οτητα̋ ελατηρ�ιων k1, k2. Ποια ε�ι-
ναι η συχν�οτητα ταλ�αντωση̋ του κ�αθε ταλαντωτ�η; (β) Κατασκευ�α-
στε �εναν απλ�ο 2× 2 π�ινακαA, ο οπο�ιο̋ να µην ε�ιναι διαγ£ωνιο̋ και
να µην �εχει µηδενικ�η ορ�ιζουσα. Θεωρ�ηστε το σηµειακ�ο µετασχη-
µατισµ�ο απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ των δ�υο ταλαντωτ£ων x1, x2

στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ q1, q2 που υπαγορε�υεται απ�ο τη σχ�εση

(
q1

q2

)

= A

(
x1

x2

)

.

Κατασκευ�αστε την καινο�υργια Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ β�α-
σει των ν�εων συντεταγµ�ενων. (γ) Υπολογ�ιστε στη συν�εχεια απ�ο τη
ν�εα Λαγκρανζιαν�η τι̋ ιδιοσυχν�οτητε̋ και τα ιδιοαν�υσµατα του συ-
στ�ηµατο̋. Π£ω̋ σχετ�ιζονται οι ν�εε̋ ιδιοσυχν�οτητε̋ µε τι̋ συχν�οτη-
τε̋ του ερωτ�ηµατο̋ α; (δ)Αν το σ�υστηµα ε�ιναι τ�ετοιο £ωστε οι �αµεσα
παρατηρ�ησιµε̋ ποσ�οτητε̋ να ε�ιναι οι q1, q2, πιστε�υετε �οτι αυτ�ε̋ θα
εκτελο�υν αρµονικ�η ταλ�αντωση; Στηριζ�οµενοι στην παραπ�ανω αν�α-
λυση, µπορε�ιτε να εξηγ�ησετε ποιο ε�ιναι το ν�οηµα τη̋ αν�αλυση̋ εν�ο̋
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σ�υνθετου συστ�ηµατο̋ που εκτελε�ι ταλαντ£ωσει̋ σε χαρακτηριστι-
κο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋;

7. Σωµατ�ιδιο µ�αζα̋M κινε�ιται στο επ�ιπεδο x− y. Το σωµατ�ιδιο ε�ιναι
συνδεδεµ�ενο στο �ακρο τρι£ων ελατηρ�ιων, το καθ�ενα απ�ο τα οπο�ια
�εχει σταθερ�α k. Τα τρ�ια ελατ�ηρια �εχουν στερεωµ�ενο το �αλλο �ακρο
του̋ στα σηµε�ια (1,1), (-1,1), (-1,-1) και �εχουν �ολα φυσικ�ο µ�ηκο̋

√
2.

(α) Να γραφε�ι η Λαγκρανζιαν�η του σωµατιδ�ιου για µικρ�ε̋ κιν�ησει̋

γ�υρω απ�ο την αρχ�η των αξ�ονων, το σηµε�ιο δηλαδ�η ισορροπ�ια̋ του.
(β) Να βρεθο�υν οι ιδιοσυχν�οτητε̋ ταλ�αντωση̋ του σωµατιδ�ιου, τα
ιδιοαν�υσµατα των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋ αυτο�υ κα-
θ£ω̋ και το ε�ιδο̋ ευστ�αθεια̋ του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋. (γ)Π£ω̋ θα κι-
νηθε�ι το σωµατ�ιδιο αν αρχικ�α βρισκ�οταν ακ�ινητο στη θ�εση (ǫ,−ǫ),
�οπου ǫ κ�αποιο̋ πολ�υ µικρ�ο̋ θετικ�ο̋ αριθµ�ο̋; Αναµ�ενατε µ�ια τ�ετοια
εξ�ελιξη β�ασει τη̋ γεωµετρικ�η̋ συµµετρ�ια̋ του προ1λ�ηµατο̋;

8. Σε κ�αποιο φυσικ�ο πρ�ο1ληµα η κινητικ�η εν�εργεια γ�υρω απ�ο το ση-
µε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι T = 2ẋ2+2ẋẏ+5ẏ2, εν£ω η δυναµικ�η εν�εργεια
ε�ιναι V = x2 + 4y2. Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ υπ�ο µορφ�η πιν�ακων �εχει τη
µορφ�ηMẌ + KX = 0, �οπου X =

(
x
y

)
. (α) Προσδιορ�ιστε επ�ιση̋

τον π�ινακα τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋M και τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋
K. (β) Προσδιορ�ιστε τι̋ ιδιοσυχν�οτητε̋ του συστ�ηµατο̋ και του̋
χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωσ�η̋ του. (γ) Ορ�ιστε τι̋ κανονι-
κ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋, λαµ1�ανοντα̋ ω̋
συντεταγµ�ενε̋ τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. (δ) Γρ�αψτε υπ�ο
µορφ�η πιν�ακων το µετασχηµατισµ�ο στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋. Υπολογ�ιστε, τ�ελο̋, χρησιµοποι£ωντα̋ π�ινακε̋, τη µορφ�η τη̋
Λαγκρανζιαν�η̋ ω̋ προ̋ τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋.

9. ∆�ινεται ο π�ινακα̋ των µαζ£ωνM και τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋K εν�ο̋
συστ�ηµατο̋ n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ κοντ�α στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του.
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Η γενικ�η µετατ�οπιση του συστ�ηµατο̋ θα ε�ιναι τ�οτε

x(t) =
n∑

k=1

(Ak cos ωkt + Bk sin ωkt) xk,

�οπου ωk η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα του τρ�οπου ταλ�αντωση̋ που
προσδιορ�ιζεται απ�ο το δι�ανυσµα xk. Τα xk �εχουν ορθοκανονικο-
ποιηθε�ι µε µετρικ�η τον π�ινακα των µαζ£ων. Υποθ�εστε �οτι γνωρ�ιζετε
τι̋ n αρχικ�ε̋ θ�εσει̋ του συστ�ηµατο̋ x(0) και τι̋ n αρχικ�ε̋ ταχ�υτη-
τε̋ του συστ�ηµατο̋ ẋ(0) και προσδιορ�ιστε του̋ 2n συντελεστ�ε̋ Ak

και Bk.

10. ∆�υο �οµοιε̋ α1αρε�ι̋ ρ�α1δοι µ�ηκου̋ L µπορο�υν να περιστρ�εφονται
ελε�υθερα γ�υρω απ�ο το κ�εντρο του̋ Ο, Ο´. Οι ρ�α1δοι φ�ερουν στα
τ�εσσερα �ακρα του̋ Α, Α´, Β, Β´ τ�εσσερι̋ σηµειακ�ε̋ µ�αζε̋m. Οι µ�α-
ζε̋ συνδ�εονται µε ελατ�ηρια σταθερ�α̋ k και φυσικο�υ µ�ηκου̋ �ισου
µε την απ�οσταση α µεταξ�υ των αξ�ονων των δ�υο ρ�α1δων �οπω̋ φα�ι-
νεται στο σχ�ηµα που ακολουθε�ι. Το κ�ατω ελατ�ηριο συνδ�εει τι̋ δ�υο
κ�ατω µ�αζε̋, εν£ω τα δ�υο �ανω ελατ�ηρια συνδ�εουν τι̋ �ανω µ�αζε̋ µε
σταθερ�α τοιχ£ωµατα. �Οταν το σ�υστηµα βρ�ισκεται σε κατ�ασταση ι-

σορροπ�ια̋, οι ρ�α1δοι ε�ιναι παρ�αλληλε̋. Οι ρ�α1δοι µπορο�υν να κι-
νο�υνται σε �ενα επ�ιπεδο και βρ�ισκονται εκτ�ο̋ του βαρυτικο�υ πεδ�ιου
τη̋ Γη̋. (α) Να βρε�ιτε τι̋ ιδιοσυχν�οτητε̋ και τι̋ ιδιοσυναρτ�ησει̋
των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋ του συστ�ηµατο̋. (β) Να
περιγρ�αψετε την εξ�ελιξη του συστ�ηµατο̋, αν αρχικ�α η αριστερ�η ρ�α-
1δο̋ ε�ιναι ακ�ινητη και η δεξι�α περιστρ�εφεται σ�υµφωνα µε τη φορ�α
των βελ£ων µε γωνιακ�η ταχ�υτητα ω <<

√

k/m.

11. Tρ�ια σ£ωµατα �ιση̋ µ�αζα̋, m, που σηµει£ωνονται µε του̋ δε�ικτε̋ i =
1, 2, 3 αναγκ�αζονται να κινο�υνται επ�ανω σε τρ�ια σ�υρµατα, οι �αξο-
νε̋ των οπο�ιων βρ�ισκονται στο επ�ιπεδο και σχηµατ�ιζουν αν�α δ�υο
γων�ια 120◦ (βλ. Σχ�ηµα). Τα σ£ωµατα ε�ιναι συνδεδεµ�ενα αν�α δ�υο
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µε γραµµικ�α ελατ�ηρια σταθερ�α̋ k και φυσικο�υ µ�ηκου̋
√

3l. Αρ-
χικ�α τα σ£ωµατα βρ�ισκονται σε ισορροπ�ια σε απ�οσταση l απ�ο την
αρχ�η των αξ�ονων. Κατ�οπιν η ισορροπ�ια διαταρ�ασσεται και τα σ£ω-
µατα αρχ�ιζουν να εκτελο�υν µικρ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ γ�υρω απ�ο το ση-
µε�ιο ισορροπ�ια̋ του̋. Θεωρ�ηστε ω̋ συντεταγµ�ενε̋ που προσδιορ�ι-
ζουν τη θ�εση των σωµ�ατων την απ�οσταση εκ�αστου σ£ωµατο̋ απ�ο το
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του. (α) Προσδιορ�ιστε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρ-

τηση L(x1, ẋ1, x2, ẋ2, x3, ẋ3) που δι�επει τι̋ µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ των σω-
µ�ατων γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του̋ και δε�ιξτε �οτι η εξ�ισωση
κ�ινηση̋ και για τα τρ�ια σ£ωµατα ε�ιναι τη̋ µορφ�η̋

mẍi = −Axi − B(x1 + x2 + x3) .

Προσδιορ�ιστε ταA καιB. (β) Αποδε�ιξτε �οτι µ�ια απ�ο τι̋ χαρακτηρι-
στικ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ ε�ιναι απ�ολυτα συµµετρικ�η x1(t) = x2(t) = x3(t)
και υπολογ�ιστε την ιδιοσυχν�οτητ�α τη̋. (γ) Αποδε�ιξτε �οτι οι �αλλε̋
δ�υο κανονικ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ �εχουν κοιν�η ιδιοσυχν�οτητα (ε�ιναι εκφυ-
λισµ�ενε̋) και υπολογ�ιστε τη συχν�οτητα αυτ�η. Γρ�αψτε �ενα ζε�υγο̋
ιδιοσυναρτ�ησεων για τι̋ δ�υο εκφυλισµ�ενε̋ ταλαντ£ωσει̋ που τι̋ κα-
θιστ�α ορθογ£ωνιε̋ αν�α π�ασα στιγµ�η. [Υπ�οδειξη : Τα ερωτ�ηµατα (β)
και (γ) µπορο�υν να απαντηθο�υν χωρ�ι̋ να χρει�αζεται να εφαρµο-
στο�υν οι γενικ�ε̋ αναλυτικ�ε̋ µ�εθοδοι για την ε�υρεση των χαρακτη-
ριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋.]

12. Θεωρ�ηστε δ�υο �ισε̋ µ�αζε̋ που βρ�ισκονται σε επαφ�η και συνδ�εονται
µ�εσω δ�υο �ιδιων ελατηρ�ιων µε δ�υο σταθερ�α τοιχ£ωµατα σε συνθ�ηκε̋
�ελλειψη̋ βαρ�υτητα̋. Οι δ�υο µ�αζε̋ εκτελο�υν οριζ�οντια κ�ινηση (βλ.
σχ�ηµα) και επειδ�η βρ�ισκονται σε επαφ�η ασκε�ιται µεταξ�υ του̋ µια
δ�υναµη τρι1�η̋ αν�αλογη µε τη διαφορ�α ταχ�υτητα̋ των µαζ£ων. ∆η-
λαδ�η η δ�υναµη που ασκε�ιται στη πρ£ωτη ε�ιναι F1 = −γ(ẋ1−ẋ2), εν£ω
η δ�υναµη που ασκε�ιται στη δε�υτερη ε�ιναι F2 = −F1, �οπου x1 η απο-
µ�ακρυνση τη̋ πρ£ωτη̋ απ�ο το σ�ηµειο ισορροπ�ια̋ και x2 αντ�ιστοιχα
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η αποµ�ακρυνση τη̋ δε�υτερη̋. (α) Γρ�αψτε τι̋ δυναµικ�ε̋ εξισ£ωσει̋
του Νε�υτωνα που περιγρ�αφουν την κ�ινηση των µαζ£ων. (β) ∆οκιµ�α-
ζοντα̋ λ�υσει̋ τη̋ µορφ�η̋

(
x1(t)
x2(t)

)

=

(
a
b

)

eiωt

�οπου a, b, ω µιγαδικ�ε̋, εν γ�ενει, σταθερ�ε̋, βρε�ιτε τι̋ συχν�οτητε̋ των
κανονικ£ων ταλαντ£ωσεων του συστ�ηµατο̋. Παρατηρ�ηστε �οτι η µ�ια
συχν�οτητα ε�ιναι πραγµατικ�η και η �αλλη µιγαδικ�η. Ποια ε�ιναι η φυ-
σικ�η σηµασ�ια τη̋ µιγαδικ�η̋ συχν�οτητα̋; (δ) Περιγρ�αψτε το ε�ιδο̋
κ�ινηση̋ στο οπο�ιο αντιστοιχο�υν οι δ�υο κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντω-
ση̋.

13. �Εστω δ�υο �ισε̋ µ�αζε̋ m µε π�ινακα κινητικ�η̋ εν�εργεια̋M και δυ-
ναµικ�η̋ εν�εργεια̋ K, �οπου

M =

(
m 0
0 m

)

, K =

(
mg/l + k −k

−k mg/l + k

)

.

Ηπρ£ωτη µ�αζα ε�ιναι φορτισµ�ενη, οπ�οτε �ενα προσπ�ιπτον ηλεκτροµα-
γνητικ�ο κ�υµα ασκε�ι στι̋ µ�αζε̋ τη δ�υναµη

F (t) =

(
1
0

)

cos ωt .

Θεωρο�υµε επ�ιση̋ �οτι ασκε�ιται στι̋ µ�αζε̋ και µια δ�υναµη τρι1�η̋ οπ�ο-
τε η εξ�ισωση κ�ινηση̋ ε�ιναι

MẌ + MΓẊ + KX = F (t) ,

�οπου X = (x1, x2)
T οι θ�εσει̋ των σωµατιδ�ιων και Γ ο π�ινακα̋ των

συντελεστ£ων τη̋ τρι1�η̋

Γ =

(
γ 0
0 γ

)

.

Προσδιορ�ιστε το µ�εσο ρυθµ�ο απορρ�οφηση̋ εν�εργεια̋ απ�ο το σ�υ-
στηµα

P = F T
dX

dt
,
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και σχεδι�αστε αυτ�ον συναρτ�ησει τη̋ ω για γ = 1 s−1, k/m = 3γ2

και g/l = 4γ2. Θεωρ�ηστε τιµ�ε̋ τη̋ συχν�οτητα̋ τη̋ εξωτερικ�η̋ δι�ε-
γερση̋ στο δι�αστηµα µεταξ�υ ω = 0 και ω = 10 s−1.

14. Τρει̋ µοναδια�ιε̋ µ�αζε̋ συνδ�εονται µε τ�εσσερα ελατ�ηρια σταθερ�α̋
k = 1 �οπω̋ φα�ινεται στο ακ�ολουθο σχ�ηµα :

|| − − − −−©−−−−−©−−−−−©−−−−− ||

Τα ακρα�ια ελατ�ηρια συνδ�εονται σε σταθερ�α τοιχ£ωµατα. Προσδιο-
ρ�ιστε πειραµατικ�α τι̋ τρει̋ κανονικ�ε̋ συχν�οτητε̋ των διαµ�ηκων τα-
λαντ£ωσεων του συστ�ηµατο̋ σχηµατ�ιζοντα̋ το πηλ�ικο Rayleigh

R(x) =
xT Kx

xT Mx

και υπολογ�ιζοντ�α̋ το για πολλ�α τυχα�ια διαν�υσµατα x. Σκεφτε�ιτε
π£ω̋ θα επιλ�εξετε τα τυχα�ια αυτ�α διαν�υσµατα. Ζωγραφ�ιστε τι̋ τιµ�ε̋
που λαµ1�ανει το πηλ�ικο και απ�ο τα σηµε�ια συµπ�υκνωση̋ που προ-
κ�υπτουν προσδιορ�ιστε τι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ταλ�αντωση̋.
Συγκρ�ινετε την αριθµητικ�η εκτ�ιµησ�η σα̋ µε την ακρι1�η τιµ�η των συχ-
νοτ�ητων.

15. Θεωρ�ηστε την �απειρη αλυσ�ιδα

· · · − −©−−−−−©−−−−−©−−−−−©−− · · ·

�ισων µαζ£ωνm και �ιδιων ελατηρ�ιων k. Αριθµο�υµε τι̋ µ�αζε̋ απο αρι-
στερ�α προ̋ τα δεξι�α µε του̋ ακερα�ιου̋ n µε −∞ < n < ∞, �ετσι
£ωστε η n-οστ�η µ�αζα να βρ�ισκεται στη θ�εση ισορροπ�ια̋ na, �οπου a η
απ�οσταση µεταξ�υ των µαζ£ων στην κατ�ασταση ισορροπ�ια̋. ∆ε�ιξτε
�οτι, αν η µετατ�οπιση τη̋ n-οστ�η̋ µ�αζα̋ ε�ιναι

qn = exp[i(ωt + pna)] ,

τ�οτε οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ ικανοποιο�υνται αν η συχν�οτητα επιλεγε�ι
να �εχει την τιµ�η

ω(p) = 2

√

k

m
sin
(pa

2

)

.

Οι συχν�οτητε̋ αυτ�ε̋ ε�ιναι οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ τη̋ �απει-
ρη̋ αυτ�η̋ αλυσ�ιδα̋. Ποια ε�ιναι η φυσικ�η σηµασ�ια των αντ�ιστοιχων
χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωση̋; Προσδιορ�ιστε τη συµπερι-
φορ�α των λ�υσεων στο �οριο pa → 0. Γιατ�ι σε αυτ�η την περ�ιπτωση
καταλ�ηγουµε στην εξ�ισωση διασπορ�α̋ εν�ο̋ ελαστικο�υ καλωδ�ιου;

16. Θεωρ�ηστε µ�ια �απειρη αλυσ�ιδα, �οπω̋ στο προηγο�υµενο πρ�ο1ληµα,
τη̋ οπο�ια̋ �οµω̋ οι µισ�ε̋ µ�αζε̋, αριστερ�α απ�ο κ�αποιο σηµε�ιο τη̋
αλυσ�ιδα̋, (περιοχ�η I) ε�ιναι m, εν£ω οι �αλλε̋ µισ�ε̋, (περιοχ�η II), ε�ι-
ναι M . �Ολα τα ελατ�ηρια �εχουν σταθερ�α k. Η απ�οσταση µεταξ�υ
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των µαζ£ων στην κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ ε�ιναι a. Μελετ�ηστε την αν�α-
κλαση και δι�αδοση εν�ο̋ κ�υµατο̋ συχν�οτητα̋ ω που προσπ�ιπτει απ�ο
αριστερ�α. Θεωρ�ηστε δηλαδ�η �οτι στη περιοχ�η I η µετατ�οπιση ε�ιναι

qn = exp[i(ωt − p1na)] + R exp[i(ωt + p1na)] ,

εν£ω στη περιοχ�η II ε�ιναι

qn = T exp[i(ωt − p2na)] .

Τι σχ�εσει̋ πρ�επει να ικανοποιο�υν τα ω, p1 και p2; Προσδιορ�ιστε το
συντελεστ�η αν�ακλαση̋R και το συντελεστ�η δι�ελευση̋ T . Π�οσο̋ ε�ι-
ναι ο συντελεστ�η̋ αν�ακλαση̋ στο συνεχ�ε̋ �οριο;

17. Το µ�οριο του CO2 µπορε�ι να θεωρηθε�ι �οτι αποτελε�ιται απ�ο τρει̋ ση-
µειακ�ε̋ µ�αζε̋ σε ευθε�ια δι�αταξη O − −C − −0 συνδεδεµ�ενε̋ µε
ελατ�ηρια. Το σ�υστηµα αυτ�ο �εχει 4 κανονικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντω-
ση̋, δ�υο διαµ�ηκει̋ και δ�υο εγκ�αρσιου̋. Θεωρο�υµε οτι οι ελαστικ�ε̋
σταθερ�ε̋ των αλληλεπιδρ�ασεων �εχουν τρει̋ τιµ�ε̋ : k1 η ελαστικ�η
σταθερ�α µεταξ�υ των ατ�οµων του O και του C, k2 η ελαστικ�η στα-
θερ�α για την αλληλεπ�ιδραση των δ�υοO �οταν αυτ�α αποµακρ�υνονται
κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα του µορ�ιου και k3 �οταν αυτ�α αποµακρ�υνο-
νται κ�αθετα στον �αξονα του µορ�ιου. Απ�ο τα φ�ασµατα απορρ�οφη-
ση̋ του µορ�ιου εντοπ�ιστηκαν οι εξ�η̋ τ�εσσερι̋ συχν�οτητε̋ συντονι-
σµο�υ του µορ�ιου : Ω1 = 667 cm−1, Ω2 = 667 cm−1, Ω3 = 1337 cm−1,

Ω4 = 2349 cm−1 (οι συχν�οτητε̋ στη φασµατοσκοπ�ια δ�ινονται σε
µον�αδε̋ αντ�ιστροφου µ�ηκου̋ κ�υµατο̋ του φωτ�ο̋). Υποθ�εστε �οτι η
συνολικ�η ορµ�η και στροφορµ�η του µορ�ιου ε�ιναι µηδενικ�η και υπο-
λογ�ιστε τι̋ σταθερ�ε̋ k1,k2,k3.


