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ΜΜΦ Ι

Ασκηση. (α) Να δειχθεί ότι οι εξισώσεις Cauchy-Riemann{
ux = vy
uy = −vx

(1)

σε πολικές συντεταγμένες γράφονται{
ur =

1
rvθ

vr = −1
ruθ.

(2)

(β) Να δειχθεί ότι

uxx + uyy = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ (3)

Λύση. Οι μερικές παράγωγοι του μετασχηματισμού x = r cos θ, y = r sin θ
είναι

xr = cos θ, yr = sin θ, xθ = −r sin θ, yθ = r cos θ

ενώ για τον αντίστροφο μετασχηματισμό έχουμε

rx =
x√

x2 + y2
= cos θ, ry =

y√
x2 + y2

= sin θ

θx = − y

x2 + y2
= −sin θ

r
, θy =

x

x2 + y2
=

cos θ

r

Μέρος (α) (i) Με μετατροπή από καρτεσιανές σε πολικές.

΄Εχουμε

ux = urrx + uθθx = cos θ ur −
sin θ

r
uθ

uy = urry + uθθy = sin θ ur +
cos θ

r
uθ

vx = vrrx + vθθx = cos θ vr −
sin θ

r
vθ

vy = vrry + vθθy = sin θ vr +
cos θ

r
vθ.

Συνεπώς οι {
ux = vy
uy = −vx

γράφονται ισοδύναμα{
cos θ ur − sin θ

r uθ = sin θ vr +
cos θ
r vθ

sin θ ur +
cos θ
r uθ = − cos θ vr +

sin θ
r vθ.

(4)



Ας υποθέσουμε ότι ισχύουν οι (4). Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη σχέση με

cos θ, την δεύτερη με sin θ και προσθέτοντας προκύπτει η πρώτη από τις (2).
Παρόμοια, πολλαπλασιάζοντας την πρώτη σχέση των (4) με sin θ, την δεύτερη
με − cos θ και προσθέτοντας προκύπτει η δεύτερη από τις (2).

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι ισχύουν οι (2).

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη των (2) με cos θ και την δεύτερη με sin θ παίρ-
νουμε

cos θ ur =
1

r
cos θ vθ

−1

r
sin θuθ = sin θ vr

και προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει η πρώτη των (4). Επίσης, πολλαπλασι-

άζοντας την πρώτη των (2) με sin θ και την δεύτερη με − cos θ παίρνουμε

sin θ ur =
1

r
sin θ vθ

1

r
cos θuθ = − cos θ vr

και προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει η δεύτερη των (4). Συνεπώς αποδείξαμε

ότι οι (2) και (4) είναι ισοδύναμες.

(ii) Με μετατροπή από πολικές σε καρτεσιανές.

΄Εχουμε

ur = uxxr + uyyr = cos θ ux + sin θ uy

uθ = uxxθ + uyyθ = −r sin θ ux + r cos θ uy = −yux + xuy

vr = vxxr + vyyr = cos θ vx + sin θ vy

vθ = vxxθ + vyyθ = −r sin θ vx + r cos θ vy

Συνεπώς οι {
ur =

1
rvθ

vr = −1
ruθ

γράφονται ισοδύναμα{
cos θ ux + sin θ uy = − sin θ vx + cos θvy

sin θ ux − cos θuy = cos θ vx + sin θ vy
(5)

Ας υποθέσουμε ότι ισχύουν οι (5). Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη σχέση με

cos θ, την δεύτερη με sin θ και προσθέτοντας προκύπτει η πρώτη από τις (1).
Επίσης, πολλαπλασιάζοντας την πρώτη σχέση με sin θ, την δεύτερη με − cos θ
και προσθέτοντας προκύπτει η δεύτερη από τις (1).

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι ισχύουν οι (1). Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη

των (1) με cos θ, την δεύτερη με sin θ και προσθέτοντας παίρνουμε την πρώτη
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από τις (5). Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη των (1) με sin θ, την δεύτερη
με − cos θ και προσθέτοντας παίρνουμε την δεύτερη από τις (5). Συνεπώς
αποδείξαμε ότι οι (1) και (5) είναι ισοδύναμες.

Μέρος (β) (i) Με μετατροπή από καρτεσιανές σε πολικές.

΄Εχουμε ήδη δει ότι

ux = cos θ ur −
sin θ

r
uθ.

Εφαρμόζοντας το παραπάνω στην ux αντί της u παίρνουμε

uxx =
(
cos θ ur −

sin θ

r
uθ

)
x

= cos θ
(
cos θ ur −

sin θ

r
uθ

)
r
− sin θ

r

(
cos θ ur −

sin θ

r
uθ

)
θ

= cos2 θurr + 2
cos θ sin θ

r2
uθ − 2

cos θ sin θ

r
urθ +

sin2 θ

r
ur +

sin2 θ

r2
.

Παρόμοια έχουμε

uy = sin θ ur +
cos θ

r
uθ

και

uyy = sin θ
(
sin θ ur +

cos θ

r
uθ

)
r
+

cos θ

r

(
sin θ ur +

cos θ

r
uθ

)
θ

= sin2 θurr − 2
cos θ sin θ

r2
uθ + 2

cos θ sin θ

r
urθ +

cos2 θ

r
ur +

cos2 θ

r2
.

Προσθέτοντας τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτει η (3).

(ii) Με μετατροπή από πολικές σε καρτεσιανές.

΄Εχουμε ήδη δει ότι

ur = cos θ ux + sin θ uy. (6)

΄Επεται ότι

urr =
(
cos θ ux + sin θ uy

)
r

= cos θ (ux)r + sin θ (uy)r

= cos θ
(
cos θ uxx + sin θ uxy

)
+ sin θ

(
cos θ uxy + sin θ uyy

)
= cos2 θuxx + 2 cos θ sin θuxy + sin2 θuyy. (7)

Επίσης είδαμε ότι

uθ = −yux + xuy.
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Αρα

uθθ = −y
(
− y ux + xuy

)
x
+ x

(
− y ux + xuy

)
y

= y2uxx − 2xyuxy + x2uyy − xux − yuy

και συνεπώς

1

r2
uθθ = sin2 θ uxx − 2 cos θ sin θ uxy + cos2 θ uyy −

cos θ

r
ux −

sin θ

r
uy. (8)

Επίσης από την (6) έχουμε

1

r
ur =

cos θ

r
ux +

sin θ

r
uy. (9)

Προσθέτοντας τις (7), (8) και (9) προκύπτει η (3).

4


