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Κεφάλαιο 1

Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

1.1 Η Μαθηµατική Επαγωγή-Βασικές Παραδοχές

Το σύνολό των ακεραίων αριθµών συµβολίζεται µε Z. ∆ηλαδή
Z = {. . .− 4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .}.

Οι µη αρνητικοί ακέραιοι ονοµάζονται ϕυσικοί αριθµοί1 και το σύνολό τους συµβολίζεται µε
N. ∆ηλαδή

N = {0, 1, 2, 3, 4, . . .}.
Οι ακέραιοι αριθµοί περιέχονται γνήσια στο σύνολο Q των ϱητών αριθµών, οι οποίοι είναι τα
κλάσµατα µε αριθµητή και παρονοµαστή ακεραίους. ∆ηλαδή

Q =
{α
β

∣∣∣ α, β ∈ Z και β 6= 0
}
.

Οι ϱητοί αριθµοί περιέχονται γνήσια στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών. Το R περιέχει
τους ϱητούς και τους µη ϱητούς, δηλαδή τους άρρητους αριθµούς. Για παράδειγµα, οι αριθ-
µοί
√

2, π, e = lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
κτλ είναι άρρητοι αριθµοί.

Τέλος, οι πραγµατικοί αριθµοί περιέχονται γνήσια στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών, δη-
λαδή το σύνολο

C = {α + βi | α, β ∈ R}, όπου i2 = −1.
Για το σύνολο των µιγαδικών ϑα µιλήσουµε εκτενέστερα στο 2ο κεφάλαιο. ΄Εχουµε εποµένως

N  Z  Q  R  C
Στο σύνολο των ακεραίων αριθµών δεχόµαστε τις ακόλουθες παραδοχές, οι οποίες είναι άµεση
συνέπεια των αξιωµάτων ϑεµελίωσης των ϕυσικών αριθµών κατά Peano:

ΠΑΡΑ∆ΟΧΗ 1η: Υποθέτουµε ότι A ⊆ Z. Αν n0 ∈ A και µε την υπόθεση ότι n ∈ A προκύπτει
ότι και n+ 1 ∈ A, τότε {n ∈ Z | n ≥ n0} ⊆ A.
ΠΑΡΑ∆ΟΧΗ 2η: Υποθέτουµε ότι A ⊆ Z. Αν n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 + k − 1 ∈ A, όπου k
ϑετικός ακέραιος και, µε την υπόθεση ότι n, n + 1, n + 2, . . . , n + k − 1 ∈ A προκύπτει ότι και
n+ k ∈ A, τότε {n ∈ Z | n ≥ n0} ⊆ A.
ΠΑΡΑ∆ΟΧΗ 3η: Υποθέτουµε ότι A ⊆ Z. Αν n0 ∈ A και µε την υπόθεση ότι m ∈ A, για κάθε
m ∈ Z µε n0 ≤ m < n προκύπτει ότι και n ∈ A, τότε {n ∈ Z | n ≥ n0} ⊆ A.
ΠΑΡΑ∆ΟΧΗ 4η: Υποθέτουµε ότι ∅ 6= A ⊆ Z, το οποίο είναι κάτω ϕραγµένο στο R. Τότε το A
έχει ένα

(
µοναδικό

)
ελάχιστο στοιχείο n0.

1Ορισµένοι ϑεωρούν ως ϕυσικούς τους ϑετικούς ακέραιους και εξαιρούν το µηδέν.
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Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

Αποδεικνύεται ότι οι δύο τελευταίες παραδοχές είναι ισοδύναµες. Επίσης, εύκολα µπορεί να
δείξει κανείς ότι η 4η παραδοχή είναι ισοδύναµη µε την ακόλουθη: Αν ∅ 6= A ⊆ Z, το οποίο
είναι άνω ϕραγµένο στο R, τότε το A έχει ένα

(
µοναδικό

)
µέγιστο στοιχείο n0.

(
Αρκεί να ϑεω-

ϱήσει κανείς το σύνολο −A = {−n | n ∈ A} ⊆ Z
)
.

Στις αµέσως επόµενες υποπαραγράφους δίνουµε παραδείγµατα για το πώς οι προηγούµενες
ϐασικές παραδοχές αποτελούν ισχυρό αποδεικτικό εργαλείο.

1.1.1 Συνέπειες της 1ης Παραδοχής

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.1. Υποθέτουµε ότι µία πρόταση-ιδιότητα, ας την πούµε q, ισχύει για έναν ελάχιστο
ακέραιο n0. Επίσης υποθέτουµε ότι αν η q ισχύει για κάποιον ακέραιο n, τότε ισχύει και για
τον αµέσως επόµενό του n + 1. Το συµπέρασµα είναι ότι η πρόταση q ισχύει για κάθε ακέραιο
n ≥ n0.
Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο A = {n ∈ Z | η πρόταση q ισχύει για τον ακέραιο n}. Τότε
n0 ∈ A και άρα A 6= ∅. Από την υπόθεση, αν η πρόταση q ισχύει για κάποιον ακέραιο n, τότε
ισχύει και για τον n + 1, δηλαδή αν n ∈ A, τότε και n + 1 ∈ A. Με ϐάση την 1η παραδοχή,
{n ∈ Z | n ≥ n0} ⊆ A. Εποµένως η πρόταση q ισχύει για κάθε ακέραιο n ≥ n0. �

Για να κάνουµε το πράγµα πιο «χειροπιαστό», ας δούµε το επόµενο παράδειγµα.

΄Εστω ότι ϑέλουµε να αποδείξουµε το εξής : Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ο τύπος
1 + 2 + 3 + · · ·+ n =

n(n+ 1)

2
.

1ο ϐήµα: Αποδεικνύουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για τον ελάχιστο δυνατό ακέραιο n0 = 1.
Πράγµατι, για n = 1 το άθροισµα του πρώτου µέλους της αποδεικτέας σχέσης περιέχει µόνον
το 1. ΄Αρα το πρώτο µέλος ισούται µε 1.
Από την άλλη µεριά, για n = 1, το 2ο µέλος ισούται µε 1 · (1 + 1)

2
= 1. ΄Αρα για n = 1 η πρόταση

είναι αληθής.
2ο ϐήµα: Υποθέτουµε τώρα ότι έχουµε αποδείξει τη σχέση 1 + 2 + 3 + · · · + n =

n(n+ 1)

2
για

κάποιον ϑετικό ακέραιο n. Με δεδοµένη τη σχέση 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
ϑα αποδεί-

ξουµε ότι ισχύει η αντίστοιχη σχέση για τον επόµενο του n ακέραιο, δηλαδή τον n + 1. Πρέπει
εποµένως να δείξουµε ότι 1+2+3+ · · ·+n+(n+1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2

(
µε την υπόθεση ϕυσικά

ότι ισχύει η σχέση 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

)
.

Πράγµατι, αν προσθέσουµε και στα δύο µέλη της σχέσης 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
, την

οποία επαναλαµβάνουµε ότι ϑεωρούµε δεδοµένη, το n+ 1 ϑα πάρουµε:
1 + 2 + 3 + · · · + n + (n + 1) =

n(n+ 1)

2
+ (n + 1) = (n + 1)

(n
2

+ 1
)

= (n + 1)
n+ 2

2
=

=
(n+ 1)((n+ 1) + 1)

2
.

Ας δούµε τώρα τι πετύχαµε.

Με ϐάση το 1ο ϐήµα η πρόταση ισχύει για n = 1.
΄Οµως, αφού ισχύει για n = 1, τότε σύµφωνα µε το 2ο ϐήµα η πρόταση ϑα ισχύει και για
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1.1. Η Μαθηµατική Επαγωγή-Βασικές Παραδοχές

n = 1 + 1 = 2.
Αφού ισχύει για n = 2, σύµφωνα πάλι µε το 2ο ϐήµα ϑα ισχύει και για n = 3.
Αφού ισχύει για n = 3, σύµφωνα πάλι µε το 2ο ϐήµα ϑα ισχύει και για n = 4.
Αφού ισχύει για n = 4, σύµφωνα πάλι µε το 2ο ϐήµα ϑα ισχύει και για n = 5.
............................................................................................................................................
Προφανώς αυτή η διαδικασία δεν σταµατά. Μπορούµε έτσι να αποδείξουµε ότι η σχέση αυτή
ισχύει π.χ. για n = 1000000, ξεκινώντας από το 1ο ϐήµα και εφαρµόζοντας το 2ο ϐήµα (το
οποίο ονοµάζεται και επαγωγικό ϐήµα) 999999 ϕορές. Είναι λογικό λοιπόν να συµπεράνουµε
ότι η πρόταση ϑα ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο n, οσοδήποτε µεγάλος και αν είναι αυτός ο
ακέραιος n. Κάποια στιγµή, ξεκινώντας από την αρχική τιµή και εφαρµόζοντας το επαγωγικό
ϐήµα ϑα τον «ϕτάσουµε». Η παραπάνω διαδικασία αποδίδεται σχηµατικά ως ακολούθως:

10⇒⇒⇒⇒118⇒⇒⇒⇒9 9⇒⇒⇒⇒107⇒⇒⇒⇒86⇒⇒⇒⇒74⇒⇒⇒⇒5 5⇒⇒⇒⇒63⇒⇒⇒⇒42⇒⇒⇒⇒31⇒⇒⇒⇒2

-1 9 108763 4 5210

 

Σχήµα 1

Η διαδικασία αυτή ϑυµίζει λίγο το παιχνίδι του «ντόµινο». Σ΄ αυτό το παιχνίδι τοποθετούµε
διαδοχικά διάφορα αντικείµενα (συνήθως πλάκες) κατά τέτοιο τρόπο ώστε αν πέσει κάποιο αντι-
κείµενο, τότε αυτό ϑα συµπαρασύρει και το επόµενο, και το επόµενο,...κ.ο.κ. Μέχρι να πέσουν
όλα.
Στο επόµενο σχήµα δεν έχουµε τοποθετήσει πλάκες αλλά στρατιωτάκια.

 

                                                    
(n+1)-στόςn-στός

 
 

 
                                               

 

 

                                                    
(n+1)-στόςn-στός

 
 

 
                                               

 

Σχήµα 2
Αν ϱίξουµε το n-στό στρατιωτάκι αυτό ϑα συµπαρασύρει και το επόµενο, το (n + 1)-στό. Αν
λοιπόν ϱίξουµε π.χ. το πέµπτο, αυτό ϑα συµπαρασύρει όλα τα υπόλοιπα και τελικά όλα τα
στρατιωτάκια από το 5ο και µετά ϑα πέσουν. (Αν δεν πέσουν όλα αυτό σηµαίνει ότι κάποιο
έπεσε αλλά όχι το επόµενό του, δηλαδή δεν ισχύει η συνεπαγωγή n-στό⇒ (n+1)-στό).

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύουν οι σχέσεις :
(i) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

(ii) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4

(iii)
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1

Απόδειξη: (i) Η σχέση ισχύει για n = 1, γιατί και τα δύο µέλη δίνουν 1.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι 12 + 22 + 32 + · · ·+n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
και προσθέτουµε και στα δύο

µέλη το (n+ 1)2. ΄Εχουµε:
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 = (12 + 22 + 32 + · · ·+ n2) + (n+ 1)2 =

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 = (από την επαγωγική υπόθεση)

= (n + 1)

(
n(2n+ 1)

6
+ n+ 1

)
=

(n+ 1)(2n2 + n+ 6(n+ 1))

6
=

(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)

6
=

=
(n+ 1)(2n2 + 4n+ 3n+ 6)

6
=

(n+ 1)(2n(n+ 2) + 3(n+ 2))

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
=

=
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
.

Η απόδειξη της σχέσης (i) ολοκληρώθηκε.
(ii) Η σχέση ισχύει για n = 1 (και τα δύο µέλη δίνουν 1).

Υποθέτουµε ότι 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Τότε 13 + 23 + 33 + · · · + n3 + (n + 1)3 =
n2(n+ 1)2

4
+ (n + 1)3 = (n + 1)2

(
n2

4
+ n+ 1

)
=

=
(n+ 1)2(n2 + 4n+ 4)

4
=

(n+ 1)2(n+ 2)2

4
. Η απόδειξη της σχέσης (ii) ολοκληρώθηκε.

(iii) Η σχέση ισχύει για n = 1
(
και τα δύο µέλη δίνουν 1

2

)
. Υποθέτουµε ότι 1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4+

+ · · ·+ 1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1
. Τότε ϑα έχουµε:

1

1 · 2+
1

2 · 3+
1

3 · 4+· · ·+ 1

n · (n+ 1)
+

1

(n+ 1) · (n+ 2)
=

(
1

1 · 2+
1

2 · 3+
1

3 · 4+· · ·+ 1

n · (n+ 1)

)
+

+
1

(n+ 1) · (n+ 2)
=

n

n+ 1
+

1

(n+ 1) · (n+ 2)
=

1

n+ 1

(
n+

1

n+ 2

)
=

1

n+ 1

n2 + 2n+ 1

n+ 2
=

=
(n+ 1)2

(n+ 1)(n+ 2)
=
n+ 1

n+ 2
=

n+ 1

(n+ 1) + 1
. Η απόδειξη της (iii) είναι πλήρης. �

2. (Ανισότητα Bernoulli) Αν ε > −1, τότε για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει η σχέση
(1 + ε)n ≥ 1 + nε.

Απόδειξη: Για n = 0 η αποδεικτέα σχέση ισχύει ως ισότητα: (1 + ε)0 = 1 = 1 + 0 · ε.
Προκειµένου να αποδείξουµε το επαγωγικό ϐήµα υποθέτουµε ότι (1 + ε)n ≥ 1 +nε, για κάποιο
ϕυσικό αριθµό n. Επίσης, και αυτό είναι πολύ σηµαντικό, παρατηρούµε ότι 1+ε > 0. Μπορού-
µε λοιπόν να πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της σχέσης (1 + ε)n ≥ 1 + nε µε 1 + ε > 0,
χωρίς να αλλάξει ϕορά η ανισότητα.
Παίρνουµε λοιπόν : (1 + ε)n+1 ≥ (1 + ε)(1 + nε) = 1 + nε + ε + nε2 = 1 + (n + 1)ε + nε2 ≥

ε2≥0
≥ 1 + (n+ 1)ε. �

Παρατήρηση: Αν ε 6= 0, τότε στην ανισότητα Bernoulli ϑα έχουµε (1 + ε)n > 1 + nε, για
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1.1. Η Μαθηµατική Επαγωγή-Βασικές Παραδοχές

κάθε n = 2, 3, . . ., όπως προκύπτει από το επαγωγικό ϐήµα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.2. ΄Εστω n ακέραιος µε n ≥ 0. Ορίζουµε τον αριθµό n! ο οποίος καλείται n-
παραγοντικό ως εξής :

n! =

{
1 · 2 · · ·n αν n ≥ 1

1 αν n = 0

Ο κάπως παράδοξος ορισµός 0! = 1 ϑα δικαιολογηθεί στη συνέχεια. ΄Ετσι, 1! = 1, 2! = 2,
3! = 2 ·3 = 6 (ο παράγοντας 1 προφανώς δεν παίζει ϱόλο), 4! = 2 ·3 ·4 = 24, 5! = 2 ·3 ·4 ·5 = 120
κ.ο.κ. Παρατηρούµε επίσης ότι αν 0 ≤ k < n τότε n! = k!(k+1)(k+2) · · ·n. Π.χ. 7! = 4!·5·6·7.
3. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 4 ισχύει n! > n2.
Απόδειξη: Για n = 4 έχουµε 4! = 24 > 16 = 42. ΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 4.
Υποθέτουµε τώρα ότι n! > n2, για κάποιον ακέραιο n ≥ 4. Τότε (n+1)! = (n+1)n! > (n+1)n2.
Αλλά (n+ 1)n2 > (n+ 1)2 ⇔ n2 > n+ 1⇔ n(n− 1) > 1, η οποία ισχύει γιατί n(n− 1) ≥ 4 · 3 =
= 24 > 1. Εποµένως (n+ 1)! > (n+ 1)2 και τελειώσαµε. �

4. (i) ∆είξτε ότι
√
nn < n!, για κάθε n ≥ 3.

(ii) ∆είξτε ότι n! <

(
n+ 1

2

)n
, για κάθε n ≥ 2 .

Απόδειξη: (i) Για n = 3 έχουµε:
√

33 = 3
√

3 και 3! = 6. Αλλά 3
√

3 < 6 ⇔
√

3 < 2 ⇔ 3 < 4,
δηλαδή η πρόταση είναι αληθής για n = 3. Υποθέτουµε ότι n! >

√
nn, για κάποιο n ≥ 3.

Θα αποδείξουµε ότι (n + 1)! >
√

(n+ 1)n+1 ⇔ ((n + 1)!)2 > (n + 1)n+1. Από τη σχέση
n! >

√
nn παίρνουµε (n!)2 > nn. Εποµένως ((n+ 1)!)2 = (n+ 1)2(n!)2 > (n+ 1)2nn. Αρκεί να

αποδείξουµε ότι (n + 1)2nn ≥ (n + 1)n+1 ⇔ (n + 1)nn ≥ (n + 1)n ⇔
(

n

n+ 1

)n
≥ 1

n+ 1
⇔

⇔
(

1− 1

n+ 1

)n
≥ 1

n+ 1
. Πράγµατι, από την ανισότητα Bernoulli, αφού − 1

n+ 1
> −1, παίρ-

νουµε
(

1− 1

n+ 1

)n
≥ 1− n

n+ 1
=

1

n+ 1
.

(ii) Για n = 2 έχουµε
(

3

2

)2

> 2 ⇔ 9 > 4 · 2 = 8, η οποία είναι αληθής. Υποθέτουµε

ότι
(
n+ 1

2

)n
> n!, για κάποιον ακέραιο n ≥ 2. Τότε

(
n+ 2

2

)n+1

=
n+ 2

2
·
(
n+ 2

n+ 1

)n
·

(
n+ 1

2

)n
>

επαγωγική
υπόθεση

n+ 2

2
·
(
n+ 2

n+ 1

)n
·n! =

n+ 2

2
·
(

1 +
1

n+ 1

)n
·n! >

ανισότητα
Bernoulli

n+ 2

2
·
(

1 +
n

n+ 1

)
·

n! =
(n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 1)
· n!.

Αρκεί να αποδείξουµε ότι (n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 1)
≥ n + 1. Η ανισότητα αυτή είναι γνήσια, όπως ϑα

διαπιστώσουµε: (n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 1)
> n + 1 ⇔ (n + 2)(2n + 1) > 2(n + 1)2 ⇔ 2n2 + 5n + 2 >

> 2n2 + 4n+ 2⇔ n > 0. �

5. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει : 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n
.

Απόδειξη: Για n = 1 το πρώτο µέλος ισούται µε 1

2
και το δεύτερο µε 2 − 1 + 2

21
= 2 − 3

2
=

1

2
.
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΄Αρα η πρόταση είναι αληθής για n = 1.
Υποθέτουµε ότι 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n
.

Τότε : 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · · + n

2n
+
n+ 1

2n+1
= 2 − n+ 2

2n
+
n+ 1

2n+1
= 2 − 2n+ 4

2n+1
+
n+ 1

2n+1
= 2−

−2n+ 4− n− 1

2n+1
= 2− n+ 3

2n+1
= 2− (n+ 1) + 2

2n+1
και η Ϲητούµενη σχέση αποδείχθηκε. �

6. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ο αριθµός 3 · 52n−1 + 23n−2 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο
του 17.
Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε: 3 · 52n−1 + 23n−2 = 3 · 5 + 2 = 15 + 2 = 17 = 1 · 17.
Υποθέτουµε ότι για κάποιο ϑετικό ακέραιο n ο αριθµός 3 · 52n−1 + 23n−2 είναι πολλαπλάσιο του
17, δηλαδή 3 · 52n−1 + 23n−2 = 17λ, όπου λ ∈ Z.
Τότε για n+1 ϑα έχουµε: 3·52(n+1)−1+23(n+1)−2 = 3·52n−1·52+23n−2·23 = 3·52n−1·25+23n−2·8 =
= 3·52n−1·(17+8)+23n−2·8 = 3·52n−1·17+3·52n−1·8+23n−2·8 = 3·52n−1·17+8·(3·52n−1+23n−2) =
= 17 · 3 · 52n−1 + 17 · 8λ = 17(3 · 52n−1 + 8λ). Προφανώς ο αριθµός 3 · 52n−1 + 8λ είναι ακέραιος
και κατά συνέπεια 3 · 52(n+1)−1 + 23(n+1)−2 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 17. �

7. Κάθε κυρτό πολύγωνο µε n κορυφές έχει n(n− 3)

2
διαγωνίους.

Απόδειξη: Κατ΄ αρχάς σηµειώνουµε ότι n ≥ 3. Για n = 3 το τρίγωνο δεν έχει διαγωνίους ή

ισοδύναµα έχει 0 διαγωνίους. ΄Οµως 3(3− 3)

2
= 0 και άρα ο τύπος n(n− 3)

2
δουλεύει για

n = 3. Υποθέτουµε τώρα ότι κάθε κυρτό πολύγωνο µε n κορυφές έχει n(n− 3)

2
διαγωνίους,

όπου το n ≥ 3 είναι ακέραιος.
Με αυτό ως δεδοµένο, ϑεωρούµε ένα κυρτό πολύγωνο A1A2A3 . . . AnAn+1 µε n+ 1 κορυφές.

 

n-1A

nA

n+1A

5A

4A

3A

2A
1A

Σχήµα 3

Ενώνουµε την κορυφή An µε την κορυφή A1, οπότε παίρνουµε το πολύγωνο A1A2A3 . . . An.
Προφανώς κάθε διαγώνιος του A1A2A3 . . . An είναι και διαγώνιος του A1A2A3 . . . AnAn+1.
Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι το πλήθος των διαγωνίων του A1A2A3 . . . An ισούται
µε n(n− 3)

2
.

Αποµένουν οι διαγώνιοι του A1A2A3 . . . AnAn+1 που δεν είναι διαγώνιοι του A1A2A3 . . . An.
Ποιες και πόσες το πλήθος είναι αυτές ;
΄Οπως ϕαίνεται στο επόµενο σχήµα αυτές είναι όλες οι διαγώνιοι που ξεκινούν από το An+1 συν
τη διαγώνιο AnA1, η οποία είναι πλευρά του A1A2A3 . . . An και δεν µετρήθηκε προηγουµένως.
Οι διαγώνιοι που ξεκινούν από το An+1 είναι όσες και τα σηµεία A2, A3, A4, . . . , An−1. (Τα
σηµεία A1 και An εξαιρούνται).
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n-1A

nA

n+1A

5A

4A

3A

2A
1A

 
Σχήµα 4

Εποµένως έχουµε (n − 1) − 2 + 1 = n − 2 διαγωνίους συν την διαγώνιο AnA1. Σύνολο n − 1
επιπλέον διαγώνιοι. Κατά συνέπεια ο συνολικός αριθµός των διαγωνίων του A1A2A3 . . . AnAn+1

ισούται µε : n(n− 3)

2
+n−1 =

n2 − 3n

2
+n−1 =

n2 − 3n+ 2n− 2

2
=
n2 + 2n+ 1− 3n− 3

2
=

=
(n+ 1)2 − 3(n+ 1)

2
=

(n+ 1)((n+ 1)− 3)

2
, δηλαδή προκύπτει ο ίδιος τύπος µε n + 1 στη

ϑέση του n. �

8. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ταυτότητα:
αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + αn−3β2 + · · ·+ α2βn−3 + αβn−2 + βn−1)

Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε α1 − β1 = (α − β)α0β0
(
το άθροισµα της παρένθεσης ισούται µε

α0β0
)
και άρα ο τύπος ισχύει σ΄ αυτή την περίπτωση.

Υποθέτουµε ότι αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1). Τότε έχουµε:
αn+1 − βn+1 = αn+1 − αnβ + αnβ − βn+1 = αn(α− β) + β(αn − βn).

Αλλά αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1), λόγω της επαγωγικής υπόθεσης.
Εποµένως

αn+1 − βn+1 = αn(α− β) + β(α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1) =

= (α− β)
(
αn + β(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1

)
=

= (α− β)(αn + αn−1β + αn−2β2 + · · ·+ αβn−1 + βn)
και άρα ο τύπος ισχύει και για n+ 1. �

9. ∆είξτε ότι για κάθε ακέραιο n ≥ 2 ισχύει : 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
>
√
n.

Απόδειξη: Για n = 2 έχουµε: 1 +
1√
2
>
√

2⇔
√

2 + 1 > 2⇔
√

2 > 1, που ισχύει.

Υποθέτουµε ότι, για κάποιο n ισχύει ότι 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
>
√
n.

Θα αποδείξουµε ότι 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n

+
1√
n+ 1

>
√
n+ 1.

Πράγµατι, 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · · + 1√
n

+
1√
n+ 1

=

(
1 +

1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n

)
+

1√
n+ 1

>

>
√
n+

1√
n+ 1

, λόγω της επαγωγικής υπόθεσης.

Αρκεί να δείξουµε ότι
√
n+

1√
n+ 1

≥
√
n+ 1. Θα δείξουµε την «ισχυρότερη» ανισότητα

√
n+

1√
n+ 1

>
√
n+ 1.
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Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

Πράγµατι,
√
n +

1√
n+ 1

>
√
n+ 1⇔

√
n(n+ 1) + 1 > n + 1⇔

√
n(n+ 1) > n⇔ n2 + n >

> n2 ⇔ n > 0. �

10. ∆είξτε ότι για κάθε ακέραιο n ≥ 3 ισχύει : nn+1 > (n+ 1)n.
Απόδειξη: Για n = 3 η αποδεικτέα σχέση γίνεται 34 > 43 ⇔ 81 > 64, η οποία είναι προφανώς
αληθής.
Υποθέτουµε ότι, για κάποιο n ισχύει nn+1 > (n+ 1)n. Θα δείξουµε ότι (n+ 1)n+2 > (n+ 2)n+1.
΄Εχουµε:

(n+ 1)n+2 =
(n+ 1)n+2

nn+1
nn+1 >

επαγωγική
υπόθεση

(n+ 1)n+2

nn+1
(n+ 1)n =

(n+ 1)2n+2

nn+1
=

(
(n+ 1)2

n

)n+1

.

Αρκεί να δείξουµε ότι
(

(n+ 1)2

n

)n+1

> (n + 2)n+1 ⇔ (n+ 1)2

n
> n + 2 ⇔ n2 + 2n + 1 >

> n2 + 2n⇔ 1 > 0, η οποία ισχύει. �

11. (Ανισότητα Cauchy ή Caushy-Schwarz-Bunyakovsky) Αν α1, α2, . . . , αn και β1, β2, . . . , βn
είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε ισχύει η ανισότητα

(
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n

) (
β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n

)
≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2

Απόδειξη: Για n = 1 παίρνουµε την ισότητα α2
1β

2
1 = α2

1β
2
1 .

Υποθέτουµε ότι (α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n) (β2

1 + β2
2 + · · ·+ β2

n) ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2.
Τότε (α2

1+α2
2+· · ·+α2

n+α2
n+1)(β

2
1+β2

2+· · ·+β2
n+β2

n+1) = (α2
1+α2

2+· · ·+α2
n)(β2

1+β2
2+· · ·+β2

n)+
+(α2

1+α2
2+ · · ·+α2

n)β2
n+1+α2

n+1(β
2
1 +β2

2 + · · ·+β2
n)+α2

n+1β
2
n+1 ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2︸ ︷︷ ︸

επαγωγική υπόθεση

+

+(α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n)β2

n+1 + α2
n+1(β

2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n) + α2

n+1β
2
n+1 =

=
(
(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2 + α2

n+1β
2
n+1 + 2(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)αn+1βn+1

)
︸ ︷︷ ︸

τέλειο τετράγωνο

−

− 2(α1β1 +α2β2 + · · ·+αnβn)αn+1βn+1 + (α2
1 +α2

2 + · · ·+α2
n)β2

n+1 +α2
n+1(β

2
1 +β2

2 + · · ·+β2
n) =

= (α1β1 + α2β2 + · · ·+ +αnβn + αn+1βn+1)
2 + (α2

1 + α2
2 + · · ·+ α2

n)β2
n+1 + α2

n+1(β
2
1 + β2

2 + · · ·+
+β2

n)− 2(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)αn+1βn+1 = (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1)
2+

(τέλεια τετράγωνα)





+(α2
1β

2
n+1 + α2

n+1β
2
1 − 2α1β1αn+1βn+1)+

+(α2
2β

2
n+1 + α2

n+1β
2
2 − 2α2β2αn+1βn+1)+

+(α2
3β

2
n+1 + α2

n+1β
2
3 − 2α3β3αn+1βn+1) + · · ·+

+(α2
nβ

2
n+1 + α2

n+1β
2
n − 2αnβnαn+1βn+1) =

= (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1)
2 + (α1βn+1 − αn+1β1)

2 + (α2βn+1 − αn+1β2)
2 + · · ·+

+(αnβn+1 + αn+1βn)2 ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1)
2. �

12. Αν ένα σύνολο Α έχει n στοιχεία, όπου n ∈ N, τότε |P(Α)| = 2n.
Απόδειξη: Για n = 0, δηλαδή Α = ∅, το µοναδικό υποσύνολο του Α είναι το κενό. Επο-
µένως P(Α) = {∅} και κατά συνέπεια |P(Α)| = 1 = 20. Αν Α = {α}, µονοσύνολο, τότε
P(Α) = {∅, {α}}. Εποµένως |P(Α)| = 2 = 21.
Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για κάποιο n ≥ 0. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για
n+ 1.
΄Εστω Α= {α1, α2, . . . , αn, αn+1} ένα σύνολο µε n+1 στοιχεία. Χωρίζουµε τα υποσύνολα του Α σε
δύο οµάδες : Την οµάδα D, η οποία αποτελείται από τα υποσύνολα του Α που δεν περιέχουν
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το αn+1 και την οµάδα D′, η οποία αποτελείται από τα υποσύνολα του Α που περιέχουν το
αn+1.
Τα υποσύνολα του Α που δεν περιέχουν το αn+1 είναι ακριβώς όλα τα υποσύνολα του Α1 =
= {α1, α2, . . . , αn}, το οποίο περιέχει ακριβώς n στοιχεία. ∆ηλαδή D = P(Α1). Λόγω της επα-
γωγικής υπόθεσης αυτά είναι 2n το πλήθος, δηλαδή |D| = 2n.
Τώρα, σε κάθε υποσύνολο του Α που δεν περιέχει το αn+1 επισυνάπτουµε το αn+1 και παίρ-
νουµε έτσι ένα µοναδικό υποσύνολο του Α, το οποίο ανήκει στη συλλογή D′. Ορίζεται λοιπόν
µια απεικόνιση f : D = P(Α1) → D′, µε τύπο f(X) = X ∪ {αn+1}, για κάθε X ∈ D. Ε-
πειδή κάθε σύνολο Y ∈ D′ γράφεται κατά τρόπο µοναδικό στη µορφή Y = X ∪ {αn+1}, όπου
X = Y\{αn+1} ∈ D = P(Α1), η f είναι µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία (1-1 και επί) ανάµεσα
στις D και D′. ΄Ετσι, |D| = |D′| = 2n. Επειδή προφανώς D∩D′ = ∅ και P(Α) = D∪D′, έπεται
ότι |P(Α)| = |D|+ |D′| = 2n + 2n = 2n+1. �

Παρατήρηση: Λόγω της σχέσης |P(Α)| = 2|Α| η οποία συνδέει τον πληθάριθµο ενός συνόλου Α
µε αυτόν του δυναµοσυνόλου του, πολλές ϕορές στη ϐιβλιογραφία το δυναµοσύνολο P(Α) του
Α συµβολίζεται µε 2Α, ακόµη και στην περίπτωση που το Α έχει άπειρα στοιχεία.

Από τα προηγούµενα παραδείγµατα καθίσταται ϕανερό ότι η απόδειξη του επαγωγικού ϐήµατος
είναι συνήθως το πιο δύσκολο σηµείο σε µια επαγωγική απόδειξη2. Η αντίληψη αυτή πολλές
ϕορές µας οδηγεί στην εσφαλµένη εντύπωση ότι η επαλήθευση µιας πρότασης για την (ή τις)
αρχική(-κές) τιµή(-ές) του n είναι ίσως περιττή. Τούτη όµως η αντίληψη ελοχεύει κινδύνους.
Πράγµατι, ας παρατηρήσουµε την παρακάτω «απόδειξη»:
Ας υποθέσουµε ότι µας Ϲητείται να αποδείξουµε ότι n = n + 2. (!) Είναι προφανές ότι η σχέση
αυτή δεν είναι δυνατόν να ισχύει.
Και όµως· αν υποθέσουµε ότι η σχέση αυτή ισχύει για κάποιο n, δηλαδή n = n + 2, τότε προ-
σθέτοντας και στα δύο µέλη το 1, προκύπτει ότι n+ 1 = (n+ 1) + 2, δηλαδή η πρόταση ισχύει
και για n+ 1.
Είναι όµως προφανές ότι η σχέση n = n+2 είναι αδύνατη. Πού ϐρίσκεται το λάθος ; Μα ϕυσικά
στην έλλειψη του 1ου ϐήµατος. Θα έπρεπε να αποδείξουµε ότι 1 = 1+2 = 3, πράγµα αδύνατον.
Και για να χρησιµοποιήσουµε το σχήµα του ντόµινο στην περίπτωσή µας: ∆εν αρκεί να τοποθε-
τήσουµε τα στρατιωτάκια κατά τέτοιον τρόπο ώστε αν πέσει κάποιο, τότε ϑα πέσει και το επόµενό
του. Θα πρέπει να ϱίξουµε το πρώτο στρατιωτάκι αλλιώς δεν πέφτει κανένα !

13. (Ορίζουσα Vandermonde) ΄Εστω x1, x2, . . . , xn µεταβλητές. Η ορίζουσα

D(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ονοµάζεται ορίζουσα του Vandermonde3. ∆είξτε ότι D(x1, x2, . . . , xn) =

∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

Απόδειξη: Για n = 2 έχουµε D(x1, x2) =

∣∣∣∣
1 1
x1 x2

∣∣∣∣ = x2 − x1. Ο τύπος ισχύει λοιπόν για

2Αυτό δεν είναι πάντοτε ο κανόνας.
3 ΄Οπως αναφέρεται από τους ιστορικούς των Μαθηµατικών, ο Vandermonde δεν χρησιµοποίησε ποτέ τη συ-

γκεκριµένη ορίζουσα. Κακώς λοιπόν ϕέρει το όνοµά του.
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n = 2. Τώρα, η ορίζουσα D(x1, x2, . . . , xn) γράφεται πιο αναλυτικά ως εξής :

D(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

xn−21 xn−22 · · · xn−2n

xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Αν αφαιρέσουµε από την τελευταία γραµµή την προτελευταία, πολλαπλασιασµένη επί x1, ϑα
πάρουµε: D(x1, x2, . . . , xn) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

xn−21 xn−22 · · · xn−2n

0 xn−12 − x1xn−22 · · · xn−1n − x1xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

xn−21 xn−22 · · · xn−2n

0 (x2 − x1)xn−22 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Αν αφαιρέσουµε από την (n− 1)-στη γραµµή την (n− 2)-στη γραµµή, πολλαπλασιασµένη επί
x1, ϑα πάρουµε την ορίζουσα∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

0 xn−22 − x1xn−32 · · · xn−2n − x1xn−3n

0 (x2 − x1)xn−22 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

0 (x2 − x1)xn−32 · · · (xn − x1)xn−3n

0 (x2 − x1)xn−22 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, µέχρι να αφαιρέσουµε από τη δεύτερη γραµµή την πρώτη,
πολλαπλασιασµένη επί x1, ϑα καταλήξουµε στη µορφή∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
0 (x2 − x1)x2 (x3 − x1)x3 · · · (xn − x1)xn
... ... ... . . . ...
0 (x2 − x1)xn−32 (x3 − x1)xn−33 · · · (xn − x1)xn−3n

0 (x2 − x1)xn−22 (x3 − x1)xn−23 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
(x2 − x1)x2 (x3 − x1)x3 · · · (xn − x1)xn

... ... . . . ...
(x2 − x1)xn−32 (x3 − x1)xn−33 · · · (xn − x1)xn−3n

(x2 − x1)xn−22 (x3 − x1)xn−23 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x2 x3 · · · xn
... ... . . . ...

xn−32 xn−33 · · · xn−3n

xn−22 xn−23 · · · xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x2 − x1)(x3 − x1) · · ·

(xn − x1)D(x2, . . . , xn).
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Αν λοιπόν υποθέσουµε ότι ο τύπος ισχύει για n− 1 µεταβλητές, τότε

D(x2, . . . , xn) =
∏

2≤i<j≤n

(xj − xi).

Εποµένως
D(x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

∏

2≤i<j≤n

(xj − xi) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi). �

Σηµείωση: Εδώ το επαγωγικό ϐήµα ήταν από n − 1 σε n. Αυτό ϐέβαια δεν αλλάζει τίπο-
τα. Είναι ϑέµα συµβολισµού.

΄Αλυτες Ασκήσεις

14. Να αποδείξετε ότι 1 + 3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

15. Να αποδείξετε ότι 1
1·2·3 + 1

2·3·4 + 1
3·4·5 + · · ·+ 1

n(n+1)(n+2)
= 1

4
− 1

2(n+1)(n+2)
.

16. Να αποδείξετε ότι 1
2·3·4 + 2

3·4·5 + 3
4·5·6 + · · ·+ n

(n+1)(n+2)(n+3)
= n(n+1)

4(n+2)(n+3)
.

17. ∆είξτε ότι 1 · 21 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2.

18. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση:
1− 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1 · n(n+1)

2
.

19. ∆είξτε ότι αν α είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός και n ϑετικός ακέραιος, τότε ισχύει :
1

α(α+1)
+ 1

(α+1)(α+2)
+ · · ·+ 1

(α+n−1)(α+n) = n
α(α+n)

.

20. Αν x 6= ±1 και n µη αρνητικός ακέραιος, τότε ισχύει :
1

1+x
+ 2

1+x2
+ 4

1+x4
+ 8

1+x8
+ · · ·+ 2n

1+x2n
= 1

x−1 + 2n+1

1−x2n+1 . .

21. ∆είξτε ότι αν x 6= 1, τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση:
1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 = 1−xn

(1−x)2 − nxn

1−x .

22. Να δείξετε ότι για κάθε n ≥ 2 ισχύει :
(
1− 1

4

)(
1− 1

9

)(
1− 1

16

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
= n+1

2n
.

23. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση: 1·1!+2·2!+3·3!+· · ·+n·n! = (n+1)!−1.

24. Αν n ϑετικός ακέραιος, δείξτε ότι (n+1)(n+2)(n+3)···(2n)
1·3·5···(2n−1) = 2n.

25. Να αποδείξετε ότι για κάθε n ≥ 6 ισχύει : n! > n3.

26. Αν α, β > 0 µε α+β = 1, να δείξετε ότι για κάθε µη ανητικό ακέραιο n ισχύει : α2n +β2n ≥
≥ 1

22n−1 .

27. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο n µε n ≥ 3 ισχύει : 4n + 5n < 6n.

28. ∆είξτε ότι για κάθε n ≥ 4 ισχύουν οι σχέσεις : α) 3n−1 > n2 και ϐ) 3
√

3 > n
√
n.

29. ∆είξτε ότι αν n > 1, τότε 1
12

+ 1
22

+ 1
32

+ · · ·+ 1
n2 <

2n
n+1

.

30. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 2 ισχύει : (n!)3 < nn
(
n+1
2

)2n.
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31. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ο αριθµός 5n + 83n−2 είναι πολλαπλάσιο του
13.

32. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο n ≥ 0, ο αριθµός 11n+2 + 122n+1 είναι πολλαπλάσιο
του 133.

33. Αν x είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός και n ακέραιος µε n ≥ 2, τότε
(1 + x)n ≥ 1 + nx+ n(n−1)

2
x2.

34. Να δείξετε ότι αν ε > −1 και n > 1, τότε ισχύει η ισοδυναµία: (1 + ε)n = 1 + nε⇔ ε = 0.
(Υπόδειξη : ∆είτε ξανά το επαγωγικό ϐήµα στην απόδειξη της ανισότητας Bernoulli).

35. Αν 0 < α < 1
n
, να δείξετε ότι (1 + α)n < 1

1−nα , για κάθε n = 1, 2, . . . (Υπόδειξη : Χρησιµο-
ποιείστε την ανισότητα Bernoulli).

36. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 2 ισχύει :
2
(√

n+ 1− 1
)
< 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ · · ·+ 1√

n
< 2
√
n− 1.

37. ∆είξτε ότι αν α1, α2, . . . , αn είναι πραγµατικοί αριθµοί µεγαλύτεροι ή ίσοι του µηδενός, τότε
ισχύει η ανισότητα: α1+α2+···+αn

1+α1+α2+···+αn ≤
α1

1+α1
+ α2

1+α2
+ · · ·+ αn

1+αn
.

38. (Ανισότητα Weierstrass ή επί το γερµανικότερον Weierstraß) Αν α1, α2, . . . , αn > 0,
τότε

(1 + α1)(1 + α2) · · · (1 + αn) > 1 + α1 + α2 + · · ·+ αn, για κάθε n ≥ 2.

39. Αν α1, α2, . . . , αn > 0, δείξτε ότι (α1 + α2 + · · ·+ αn)
(

1
α1

+ 1
α2

+ · · ·+ 1
αn

)
≥ n2.

40. (Ανισότητα Chebyshev) Αν α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn και β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤ βn, δείξτε ότι
(α1 + α2 + · · ·+ αn)(β1 + β2 + · · ·+ βn) ≤ n · (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn).

41. ∆είξτε ότι αν α, β > 0 και n = 1, 2, . . ., τότε αn+βn

2
≥
(
α+β
2

)n.

1.1.2 Ανισότητα Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.3. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί. Ο αριθµός
α1 + α2 + · · ·+ αn

n
λέγεται αριθµητικός µέσος των α1, α2, . . . , αn και ο αριθµός

n√
α1 · α2 · · ·αn

λέγεται γεωµετρικός µέσος των α1, α2, . . . , αn.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.4. (Ανισότητα Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου) ΄Εστω α1, α2, . . . , αn µη αρ-
νητικοί πραγµατικοί αριθµοί. Τότε ο αριθµητικός µέσος είναι µεγαλύτερος ή ίσος του γεωµετρι-
κού τους µέσου, δηλαδή

α1 + α2 + · · ·+ αn
n

≥ n√
α1α2 · · ·αn

Επιπροσθέτως η παραπάνω σχέση ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν α1 = α2 = · · · = αn.
Παρακάτω ϑα δώσουµε τέσσερις αποδείξεις της ανισότητας αυτής.
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1η Απόδειξη:
(
Αυτή είναι η πιο κλασική απόδειξη και την προτάσσω επειδή την έµαθα τελει-

ώνοντας τη 2α λυκείου
)
. Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι αν κάποιος από τους α1, α2, . . . , αn είναι

µηδέν, τότε το δεύτερο µέλος της αποδεικτέας σχέσης µηδενίζεται. ΄Αρα σ΄ αυτή την περίπτωση
η σχέση ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο.

(
Γιατί α1, α2, . . . , αn ≥ 0

)
. Στην περίπτωση αυτή η

σχέση ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν α1 = α2 = · · · = αn = 0. ΄Ετσι στα επόµενα, αλλά
και στις άλλες αποδείξεις που ϑα ακολουθήσουν υποθέτουµε ότι οι αριθµοί α1, α2, . . . , αn είναι
ϑετικοί.
Αποδεικνύουµε πρώτα την ανισότητα στην περίπτωση που το n είναι δύναµη του 2. Υποθέτουµε
λοιπόν ότι n = 2k, όπου k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του k.
Αν k = 0, δηλαδή n = 20 = 1, τότε έχουµε ακριβώς έναν αριθµό α1 > 0 και η σχέση που πρέπει
να αποδείξουµε είναι η α1

1
≥ 1√

α1, δηλαδή α1 ≥ α1, η οποία ισχύει ϐεβαίως ως ισότητα.
Στην περίπτωση που k = 1 και άρα n = 2 έχουµε δύο αριθµούς α1 και α2 και πρέπει να
αποδείξουµε ότι α1 + α2

2
≥ √α1α2 ⇔ α1 + α2 ≥ 2

√
α1α2 ⇔ (

√
α1 −

√
α2)

2 ≥ 0, η οποία είναι
αληθής. Ισχύει δε ως ισότητα αν και µόνον αν √α1 =

√
α2 ⇔ α1 = α2.

Υποθέτουµε ότι η ανισότητα είναι αληθής για κάθε 2k µη αρνητικούς αριθµούς α1, α2, . . . , α2k ,
δηλαδή

α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
≥ 2k
√
α1α2 · · ·α2k . (1)

και ότι ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν α1 = α2 = · · · = α2k .
Θεωρούµε τώρα 2k+1 µη αρνητικούς αριθµούς α1, α2, . . . , α2k , α2k+1, α2k+2, . . . , α2k+1. Παρατη-
ϱούµε ότι

α1 + α2 + · · ·+ α2k + α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k+1
=

α1 + · · ·+ α2k

2k
+
α2k+1 + · · ·+ α2k+1

2k

2
(2)

Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης οι αριθµοί α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
και α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k

είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι των 2k
√
α1α2 · · ·α2k και 2k

√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 αντίστοιχα.

Εποµένως

α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
+
α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k

2
≥

2k
√
α1α2 · · ·α2k +

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1

2
(3)

Επειδή όµως δείξαµε η ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου ισχύει για δύο αριθµούς(
εδώ µπορούµε να πάρουµε τους 2k

√
α1α2 · · ·α2k και 2k

√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1

)
, ϑα έχουµε:

2k
√
α1α2 · · ·α2k +

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1

2
≥
√

2k
√
α1α2 · · ·α2k

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 =

=

√
2k
√
α1α2 · · ·α2kα2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 =

2k+1√
α1α2 · · ·α2kα2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 (4)

Από τις σχέσεις (2), (3) και (4) προκύπτει ότι

α1 + α2 + · · ·+ α2k + α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k+1
≥ 2k+1√

α1α2 · · ·α2kα2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 (5)

δηλαδή η ανισότητα ισχύει και για n = 2k+1. Με ϐάση την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής ϑα
ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο n ο οποίος είναι δύναµη του 2.
Σηµειώνουµε εδώ πως για να ισχύει ως ισότητα η σχέση (3) ϑα πρέπει

α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
=

2k
√
α1α2 · · ·α2k ⇔ α1 = α2 = · · · = α2k(=

2k
√
α1α2 · · ·α2k) και
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α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k
=

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 ⇔

⇔ α2k+1 = α2k+2 = · · · = α2k+1(=
2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1).

Επίσης, για να ισχύει ως ισότητα η σχέση (4) ϑα πρέπει 2k
√
α1α2 · · ·α2k =

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1.

Εποµένως για να ισχύει ως ισότητα η σχέση (5) ϑα πρέπει να έχουµε α1 = α2 = · · · = α2k =
= α2k+1 = α2k+2 = · · · = α2k+1.
Τι γίνεται όµως για εκείνα τα n που δεν είναι δυνάµεις του 2; Αν παρατηρήσουµε το επόµενο
σχήµα, ϑα διαπιστώσουµε ότι δηµιουργούνται κενά (άσπρες µπάλλες) µεταξύ των ϑετικών ακε-
ϱαίων. Σ’ αυτά τα κενά δεν γνωρίζουµε ακόµη αν ισχύει η ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού
µέσου. 
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Σχήµα 5
Θα πάµε ανάποδα: Θα αποδείξουµε ότι αν η ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου ισχύει
για κάποιον ϑετικό ακέραιο n > 2, τότε ϑα ισχύει και για τον προηγούµενό του n− 1.
΄Ετσι, ξέροντας ότι ισχύει για π.χ. n = 16 ϑα ισχύει και για n = 15, αλλά και για n = 14
κ.ο.κ., κλείνοντας έτσι τα κενά στην απόδειξη.

(
Είναι προφανές ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο

n υπάρχει δύναµη του 2 που τον υπερβαίνει. Π.χ. από την ανισότητα Bernoulli παίρνουµε
2n = (1 + 1)n ≥ 1 + n > n

)
.

Υποθέτουµε ότι η ανισότητα ισχύει για οποιουσδήποτε n > 2 µη αρνητικούς πραγµατικούς
αριθµούς. Επίσης ισχύει ως ισότητα µόνο στην περίπτωση που όλοι οι αριθµοί είναι ίσοι.
Θεωρούµε τώρα n−1 το πλήθος µη αρνητικούς αριθµούς α1, α2, . . . , αn−1. Οι αριθµοί α1, α2, . . . ,
αn−1 και n−1

√
α1α2 · · ·αn−1 είναι n το πλήθος. Εφόσον η ανισότητα ισχύει για n αριθµούς, ϑα

έχουµε

α1 + α2 + · · ·+ αn−1 +
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1

n
≥ n
√
α1α2 · · ·αn−1 n−1

√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1 +
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1

n
≥

n

√
n−1
√

(α1α2 · · ·αn−1)n−1 · n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 =

=
n

√
n−1
√

(α1α2 · · ·αn−1)n =
n(n−1)
√

(α1α2 · · ·αn−1)n =
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1 +
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ≥ n

n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1 ≥ (n− 1)
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1
n− 1

≥ n−1
√
α1α2 · · ·αn−1.

Επισηµαίνουµε εδώ πως η σχέση ισχύει ως ισότητα µόνον όταν α1 = α2 = · · · = αn−1 =
=

n−1
√
α1α2 · · ·αn−1. Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. �

2η Απόδειξη: Υποθέτουµε όπως και προηγουµένως ότι αi > 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Πρώτα,
αποδεικνύουµε επαγωγικά τον επόµενο ισχυρισµό:
Ισχυρισµός: ΄Εστω x1, x2, . . . , xn > 0, έτσι ώστε x1x2 · · ·xn = 1. Τότε

x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n.
Μάλιστα, ισχύει ισότητα αν και µόνον αν x1 = x2 = · · · = xn = 1.
Για n = 1 έχουµε x1 = 1 ≥ 1.
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Υποθέτουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n ϑετικούς αριθµούς και ότι ισχύει ως ισότητα αν και
µόνον αν οι αριθµοί αυτοί είναι ίσοι (µε τη µονάδα).
΄Εστω τώρα x1, x2, . . . , xn, xn+1 > 0, έτσι ώστε x1x2 · · ·xnxn+1 = 1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
µπορούµε να υποθέσουµε ότι x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ xn+1. Τότε xn+1 ≥ 1. Πράγµατι, αν όλοι
οι αριθµοί x1, x2, . . . , xn, xn+1 ήσαν µικρότεροι της µονάδας, τότε και το γινόµενό τους ϑα ήταν
µικρότερο του 1. Ανάλογα προκύπτει ότι x1 ≤ 1.
Η σχέση x1x2 · · ·xnxn+1 = 1 γράφεται (x1xn+1)x2 · · ·xn = 1.

(
΄Εχουµε αντικαταστήσει τους n+1

αριθµούς x1, x2, . . . , xn, xn+1 µε τους n αριθµούς (x1xn+1), x2, . . . , xn, ϑεωρώντας το γινόµενο
x1xn+1 ως έναν αριθµό

)
. Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι (x1xn+1)+x2+· · ·+xn ≥ n,

µε ισότητα αν και µόνον αν (x1xn+1) = x2 = · · · = xn = 1.
Παρατηρούµε ότι x1 + xn+1 ≥ x1xn+1 + 1⇔ xn+1(1− x1) + x1 − 1 = (xn+1 − 1)(1− x1) ≥ 0, η
οποία ισχύει γιατί xn+1 ≥ 1 και x1 ≤ 1.
Εποµένως x1+x2+· · ·+xn+xn+1 = (x1+xn+1)+x2+· · ·+xn ≥ x1xn+1+1+x2+· · ·+xn ≥ n+1.
Ισότητα ϑα προκύψει αν έχουµε (x1xn+1) + x2 + · · ·+ xn = n⇔ (x1xn+1) = x2 = · · · = xn = 1
και (1 − x1)(xn+1 − 1) = 0 ⇔ x1 = 1 ή xn+1 = 1. Στη δεύτερη περίπτωση, εφόσον x1xn+1 = 1
παίρνουµε και x1 = xn+1 = 1.
Προχωράµε τώρα στην απόδειξη της ανισότητας αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου.
Θέτουµε xi =

αi
n√
α1α2 · · ·αn

, για κάθε i = 1, 2, . . . , n.

Παρατηρούµε ότι x1x2 · · · xn =
α1α2 · · ·αn

(
n√
α1α2 · · ·αn)n

= 1.

Με ϐάση τον ισχυρισµό που αποδείξαµε ϑα έχουµε: x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n⇔ α1
n√
α1α2 · · ·αn

+

+
α2

n√
α1α2 · · ·αn

+ · · ·+ αn
n√
α1α2 · · ·αn

≥ n⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn
n

≥ n
√
α1α2 · · ·αn.

Η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν x1 = x2 = · · · = xn = 1 ⇔ α1
n√
α1α2 · · ·αn

=
α2

n√
α1α2 · · ·αn

=

= · · · = αn
n√
α1α2 · · ·αn

= 1⇔ α1 = α2 = · · · = αn =
n
√
α1α2 · · ·αn. �

3η Απόδειξη: Εδώ ϑα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα Bernoulli.

Θέτουµε Ak =
α1 + α2 + · · ·+ αk

k
, για κάθε k = 1, 2, . . . , n.

ΠροφανώςAk > 0
(
εφόσον, όπως και προηγουµένως έχουµε υποθέσει ότι οι αριθµοί α1, α2, . . . , αn

είναι ϑετικοί
)
και kAk = α1 + α2 + · · ·+ αk, για κάθε k = 1, 2, . . . , n.

Παρατηρούµε ότι για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1 έχουµε:

Ak+1
k+1

Akk
=
Ak+1
k+1

Ak+1
k

· Ak =

(α1 + α2 + · · ·+ αk + αk+1

k + 1

)k+1

Ak+1
k

Ak =
(kAk + αk+1

(k + 1)Ak

)k+1

Ak =

=
((k + 1)Ak + αk+1 − Ak

(k + 1)Ak

)k+1

Ak =
(

1 +
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

)k+1

Ak.

Αν αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

≤ −1, τότε αk+1 − Ak ≤ −(k + 1)Ak ⇔ αk+1 ≤ −kAk < 0, άτοπο.

Εποµένως αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

> −1 και µπορούµε να εφαρµόσουµε την ανισότητα Bernoulli:
(

1 +
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

)k+1

≥ 1 + (k + 1)
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

= 1 +
αk+1 − Ak

Ak
=
Ak + αk+1 − Ak

Ak
=
αk+1

Ak
.

Εποµένως
Ak+1
k+1

Akk
≥ αk+1

Ak
Ak = αk+1.
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Εφαρµόζουµε την προηγούµενη ανισότητα για κάθε k = 1, 2, . . . , n − 1 και µε δεδοµένο ότι

A1 =
α1

1
= α1, παίρνουµε: Ann =

Ann
An−1n−1

· A
n−1
n−1

An−2n−2
· · · A

3
3

A2
2

· A
2
2

A1

A1 ≥ αnαn−1 · · ·α3α2α1, απ΄ όπου

προκύπτει
An ≥ n

√
α1α2 · · ·αn−1αn.

Σηµειώνουµε ότι για να προκύψει ισότητα ϑα πρέπει στην ανισότητα Bernoulli(
1 +

αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

)k+1

≥ 1 + (k + 1)
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

να έχουµε αk+1 = Ak, για κάθε k = 1, 2, . . . , n − 1. ΄Αρα α2 = A1 = α1, α3 = A2 =
2α1

2
= α1

κ.ο.κ. ∆ηλαδή α1 = α2 = · · · = αn. �

4η Απόδειξη:
(
Η απλούστερη γνωστή σε µένα

)
΄Εστω A =

α1 + α2 + · · ·+ αn
n

. Προφανώς,
αν α1 = α2 = · · · = αn(= A), τότε A =

n√
α1α2 · · ·αn.

΄Εστω ότι κάποιος αi είναι µεγαλύτερος του A. Τότε ϑα υπάρχει κάποιος αj < A. Γιατί, σε
αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε α1 +α2 + · · ·+αn > nA⇒ A =

α1 + α2 + · · ·+ αn
n

> A, άτοπο.
΄Εστω αi = A + x και αj = A− y, όπου x, y > 0. Αντικαθιστούµε το αi µε το α′i = A και το αj
µε το α′j = A+ x− y. Παρατηρούµε ότι α′i + α′j = 2A+ x− y = (A+ x) + (A− y) = αi + αj.
Εποµένως το άθροισµα και άρα ο αριθµητικός µέσος των αριθµών α1, α2, . . . , α

′
i, . . . , α

′
j, . . . , αn

παραµένει ο ίδιος. Από την άλλη µεριά όµως, παρατηρούµε ότι αiαj = (A + x)(A − y) =
= A2 + (x − y)A − xy <

xy>0
A2 + (x − y)A = A(A + x − y) = α′iα

′
j. Εποµένως ο γεωµετρικός

µέσος των αριθµών α1, α2, . . . , α
′
i, . . . , α

′
j, . . . , αn είναι µεγαλύτερος του αρχικού γεωµετρικού

µέσου. Αν συνεχίσουµε κατ΄ αυτόν τον τρόπο, ϑα αυξάνουµε συνεχώς τον γεωµετρικό µέσο, ενώ
ο αριθµητικός µέσος ϑα παραµένει ο ίδιος. Επιπροσθέτως, µε την αντικατάσταση του αi από το
α′i = A αυξάνουµε το πλήθος των αριθµών που είναι ίσοι µε A, τουλάχιστον κατά έναν. (Μπορεί
και ο α′j = A+x−y να γίνει ίσος µε A, αν x = y). Το ϐέβαιο είναι ότι αυτή η διαδικασία κάποτε
ϑα σταµατήσει, όταν ϕυσικά όλοι οι αριθµοί γίνουν ίσοι µε A, οπότε και ϑα έχουµε ισότητα
µεταξύ αριθµητικού και γεωµετρικού µέσου. �

Παρατήρηση: Και στην προηγούµενη 4η απόδειξη υποκρύπτεται µια µορφή επαγωγής, την
οποία ϑα συζητήσουµε αργότερα.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

42. Αν α1, α2, . . . , αn > 0 να δείξετε ότι α1

α2

+
α2

α3

+ · · ·+ αn−1
αn

+
αn
α1

≥ n.
Απόδειξη: Σύµφωνα µε την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου έχουµε:
α1

α2

+
α2

α3

+ · · ·+ αn−1
αn

+
αn
α1

n
≥ n

√
��α1

��α2

·��α2

��α3

· · ·��
�αn−1

��αn
·��αn
��α1

=
n
√

1 = 1, απ΄ όπου προκύπτει η
αποδεικτέα σχέση. �

43. Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 3 ισχύει η σχέση: 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< n− n− 1

n−1
√
n
.

Απόδειξη: Η σχέση 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< n− n− 1

n−1
√
n

ισοδύναµα γράφεται

n− 1
n−1
√
n
< n −

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)
= 1 − 1 +

(
1− 1

2

)
+

(
1− 1

3

)
+ · · · +

(
1− 1

n

)
=
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=
1

2
+

2

3
+ · · ·+ n− 1

n
.

Από την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου παίρνουµε:
1
2

+ 2
3

+ · · ·+ n−1
n

n− 1
>

n−1

√
1

�2
· �2
�3
· · ·�

��n− 1

n
=

1
n−1
√
n
⇔ n− 1

n−1
√
n
<

1

2
+

2

3
+ · · ·+ n− 1

n
. �

44. Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 2 ισχύει η σχέση: n
(
n
√
n+ 1− 1

)
< 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Απόδειξη: Η σχέση n
(
n
√
n+ 1− 1

)
< 1 +

1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n
ισοδύναµα γράφεται n n

√
n+ 1 <

< 1+
1

2
+

1

3
+· · ·+ 1

n
+n = (1+1)+

(
1

2
+ 1

)
+

(
1

3
+ 1

)
+· · ·+

(
1

n
+ 1

)
=

2

1
+

3

2
+

4

3
+· · ·+n+ 1

n
.

Από την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου παίρνουµε:
2
1

+ 3
2

+ 4
3
· · ·+ n+1

n

n
>

n

√
�2

1
· �3
�2
· �4
�3
· · · n+ 1

�n
= n
√
n+ 1⇔ n n

√
n+ 1 <

2

1
+

3

2
+

4

3
+· · ·+n+ 1

n
. �

΄Αλυτες Ασκήσεις

45. Στην 1η απόδειξη της ανισότητας αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου και συγκεκριµένα στην
απόδειξη του ϐήµατος από n σε n−1, χρησιµοποιήσαµε τον γεωµετρικό µέσο n−1

√
α1α2 · · ·αn−1

των αριθµών α1, α2, . . . , αn−1. ∆είξτε ότι αν αντί του γεωµετρικού µέσου χρησιµοποιήσουµε τον
αριθµητικό µέσο α1 + α2 + · · ·+ αn−1

n− 1
αυτών, τότε το επιχείρηµα εξακολουθεί να δουλεύει.

46. ∆είξτε ότι (n!)3 < nn
(
n+ 1

2

)2n

για κάθε n = 2, 3, . . .

47. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει : n
√

(3n)! <
3n(3n+ 1)2

4
.

1.1.3 Το ∆ιώνυµο του Newton

Οι ταυτότητες (α + β)2 = α2 + 2αβ + β2 και (α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3 µας είναι
ήδη γνωστές. Με προσοχή στις πράξεις µπορεί κανείς να αποδείξει την ταυτότητα (α + β)4 =
= α4 + 4α3β + 6α2β2 + 4αβ3 + β4 ή, αν διαθέτει περισσότερη υποµονή (!) την ταυτότητα
(α + β)5 = α5 + 5α4β + 10α3β2 + 10α2β3 + 5αβ4 + β5. Γεννάται λοιπόν το ερώτηµα: Υπάρχει
γενικός τύπος ο οποίος να µας δίνει αµέσως το ανάπτυγµα του (α + β)n για οποιονδήποτε
(ϑετικό) ακέραιο n;

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.5. ΄Εστω x ∈ R και k ϕυσικός αριθµός. Ορίζουµε :

(
x

k

)
=





x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1)

k!
, αν k > 0

1, αν k = 0.

Το σύµβολο
(
x

k

)
διαβάζεται x ανά k.
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Ο παράγοντας x − k + 1 στον αριθµητή x(x − 1)(x − 2) · · · (x − k + 1) του συµβόλου
(
x

k

)

δικαιολογείται αν παρατηρήσουµε ότι
(
x

k

)
=

(x− 0)(x− 1)(x− 2) · · · (x− (k − 1))

1 · 2 · 3 · · · k . Κοντολο-
γίς, όσοι παράγοντες είναι πάνω είναι και κάτω.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.6. Αν x /∈ N, τότε
(
x

k

)
6= 0.

Απόδειξη: Αν k = 0, τότε
(
x

k

)
= 1 6= 0. ΄Εστω k > 0. Τότε, για να είναι

(
x

k

)
=

=
x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!
= 0, ϑα πρέπει κάποιος από τους x, x − 1, . . . , x − k + 1 να εί-

ναι µηδέν. ∆ηλαδή, x− s = 0, για κάποιο s = 0, 1, . . . , k − 1. Τότε όµως x = s ∈ N, άτοπο. �

Στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µε περιπτώσεις στις οποίες το x είναι µη αρνητικός ακέραιος
και γι΄ αυτό προτιµούµε το σύµβολο n αντί του x. Ας υπολογίσουµε τώρα κάποια από τα σύµ-

ϐολα
(
n

k

)
.

(i)

(
6

4

)
=

6 · 5 · 4 · 3
1 · 2 · 3 · 4 =

�6 · 5 · 4 · 3
1 ·���2 · 3 · 4 =

5 · �4 · 3
�4

= 5 · 3 = 15.

(ii)

(
7

3

)
=

7 · �6 · 5
���

�1 · 2 · 3 = 35.

(iii)

(
12

5

)
=

12 · 11 · 10 · 9 · 8
2 · 3 · 4 · 5 =

12 · 11 ·��10 · 9 · 8
�2 · 3 · 4 · �5

=
��12 · 11 · 9 · 8

���3 · 4 = 11 · 72 = 792.

Επειδή στο σύµβολο
(
x

k

)
εµφανίζονται γινόµενα πολλών αριθµών, αποφεύγουµε να κάνου-

µε αµέσως τους πολλαπλασιασµούς αλλά προτιµούµε να απλοποιούµε πρώτα τα κλάσµατα.
(΄Οπως έχουµε µάθει να κάνουµε γενικά στα µαθηµατικά).

Η επόµενη πρόταση περιγράφει µερικές από τις ϐασικότερες ιδιότητες του συµβόλου
(
n

k

)
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.7. Υποθέτουµε ότι k και n είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. Τότε ισχύουν τα ακόλου-
ϑα:

(i) Αν k > n, τότε
(
n

k

)
= 0. (ii)

(
n

n

)
=

(
n

0

)
= 1. (ii)

(
n

1

)
= n.

(iv) Αν 0 ≤ k ≤ n, τότε
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

n− k

)
.

Απόδειξη: (i) Εφόσον k > n⇔ n− k < 0 και ο n− k είναι ακέραιος, ϑα έχουµε n− k+ 1 ≤ 0.
Εποµένως n ≥ 0 ≥ n− k + 1 και συνεπώς κάποιος από τους ακεραίους n, n− 1, . . . , n− k + 1

πρέπει να είναι µηδέν. ΄Αρα ο αριθµητής n(n− 1) · · · (n− k + 1) του
(
n

k

)
είναι µηδέν.

(ii) Η σχέση
(
n

0

)
= 1 προκύπτει από τον ορισµό του συµβόλου

(
n

k

)
.

Τώρα,
(
n

n

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− n+ 1)

n!
=
n(n− 1)(n− 2) · · · 1

n!
=
n!

n!
= 1.

(iii)

(
n

1

)
=
n

1!
= n.
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(iv) Για k = 0 ή k = n έχει αποδειχθεί προηγουµένως. ΄Εστω 1 ≤ k ≤ n − 1. Τότε

έχουµε:
(
n

k

)
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)(n− k)!

n!(n− k)!
=

=
n!

n!(n− k)!
. Από τον τύπο αυτό προκύπτει επίσης ότι

(
n

n− k

)
=

n!

(n− k)!(n− (n− k))!
=

=
n!

(n− k)!k!
=

(
n

k

)
. �

ΛΗΜΜΑ 1.8. (Ο Τριγωνικός Τύπος του Pascal) Αν 1 ≤ k ≤ n, τότε ισχύει ο τύπος(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
.

Απόδειξη: Αν k = n τότε
(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
= 1 και

(
n− 1

k

)
= 0 και ο τύπος ισχύει σ΄ αυτή την

περίπτωση.
Υποθέτουµε τώρα ότι k < n⇔ k ≤ n− 1.

΄Εχουµε:
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!((n− 1)− (k − 1))!
=

=
n

k
·
(
n− 1

k − 1

)
=

k + (n− k)

k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+
n− k
k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+
n− k
k
·

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
. �

Ο τύπος αυτός ορίζει τα σύµβολα
(
n

k

)
κατά τρόπο «αναδροµικό». Με ϐάση λοιπόν τον τύπο του

Pascal παίρνουµε το επόµενο τριγωνικό σχήµα, γνωστό ως τρίγωνο του Pascal:

Κεφάλαιο 2. Η Αποδεικτική Μέθοδος της Μαθηµατικής Επαγωγής

(n− k)(n− 1)!

k(k − 1)!(n− k)(n− k − 1)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(n− 1)!

k!(n− 1− k)! =
(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k − 1

)

.
Ο τύπος αυτός ορίζει τα σύµβολα

(
n

k

)
κατά τρόπο «αναδροµικό». Με ϐάση λοιπόν τον τύπο του Pascal

παίρνουµε το επόµενο τριγωνικό σχήµα:
(
0
0

)
= 1

↙ ↘(
1
0

)
= 1

(
1
1

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘(
2
0

)
= 1

(
2
1

)
= 2

(
2
2

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
3
0

)
= 1

(
3
1

)
= 3

(
3
2

)
= 3

(
3
3

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
4
0

)
= 1

(
4
1

)
= 4

(
4
2

)
= 6

(
4
3

)
= 4

(
4
4

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
5
0

)
= 1

(
5
1

)
= 5

(
5
2

)
= 10

(
5
3

)
= 10

(
5
4

)
= 5

(
5
5

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
6
0

)
= 1

(
6
1

)
= 6

(
6
2

)
= 15

(
6
3

)
= 20

(
6
4

)
= 15

(
6
5

)
= 6

(
6
6

)
= 1

..............................................................................................................................

2.3 Η ανισότητα Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου

12 Κωνσταντίνος Γκότσης

Πρότυπο Πειραµατικό Γενικό Λύκειο Βαρβακείου Σχολής

Σχήµα 6: Τρίγωνο του Pascal
Στο τρίγωνο του Pascal κάθε αριθµός ισούται µε το άθροισµα των δύο άλλων που ϐρίσκονται
από πάνω, όπως δείχνουν τα ϐέλη.
Τώρα είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ϐασικό ϑεώρηµα αυτής της
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Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

παραγράφου:

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.9. (Το ∆ιώνυµο του Newton) Ισχύει η ακόλουθη αλγεβρική ταυτότητα:

(α + β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αn−kβk =

(n0)=(nn)=1

αn +

(
n

1

)
αn−1β +

(
n

2

)
αn−2β2 +

(
n

3

)
αn−3β3 + · · ·+

+

(
n

n− 3

)
α3βn−3 +

(
n

n− 2

)
α2βn−2 +

(
n

n− 1

)
αβn−1 + βn.

Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε επαγωγή επί του n.

Για n = 1 έχουµε (α + β)1 = α + β = 1 · α + 1 · β =

(
1

0

)
α +

(
1

1

)
β.

΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 1. (Θα µπορούσε κάποιος να ξεκινήσει την επαγωγή από το

µηδέν ϑεωρώντας την προφανή σχέση (α + β)0 = 1 =

(
0

0

)
α0β0).

Υποθέτουµε ότι για κάποιο n ισχύει η σχέση

(α+ β)n = αn +

(
n

1

)
αn−1β +

(
n

2

)
αn−2β2 + · · ·+

(
n

n− 2

)
α2βn−2 +

(
n

n− 1

)
αβn−1 + βn. (1)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (1) µε α και παίρνουµε:

α(α+β)n = αn+1+

(
n

1

)
αnβ+

(
n

2

)
αn−1β2+ · · ·+

(
n

n− 2

)
α3βn−2+

(
n

n− 1

)
α2βn−1+αβn. (2)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (1) µε β και παίρνουµε:

β(α+β)n = αnβ+

(
n

1

)
αn−1β2+

(
n

2

)
αn−2β3+ · · ·+

(
n

n− 2

)
α2βn−1+

(
n

n− 1

)
αβn+βn+1. (3)

Αν προσθέσουµε τις (2) και (3) κατά µέλη, τότε στο αριστερό µέλος ϑα πάρουµε (α+β)(α+β)n =
= (α + β)n+1. Στο δεξιό µέλος ϑα πάρουµε:

αn+1 +

(
1 +

(
n

1

))
αnβ +

((
n

1

)
+

(
n

2

))
αn−1β2 +

((
n

2

)
+

(
n

3

))
αn−2β3 + · · ·+

+

((
n

n− 2

)
+

(
n

n− 1

))
α2βn−1 +

((
n

n− 1

)
+ 1

)
αβn + βn+1 =

= αn+1 +

((
n

0

)
+

(
n

1

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αnβ +

((
n

1

)
+

(
n

2

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αn−1β2 +

((
n

2

)
+

(
n

3

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αn−2β3 + · · ·+

+

((
n

n− 2

)
+

(
n

n− 1

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

α2βn−1 +

((
n

n− 1

)
+

(
n

n

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αβn + βn+1 =

= αn+1 +

(
n+ 1

1

)
αnβ +

(
n+ 1

2

)
αn−1β2 +

(
n+ 1

3

)
αn−2β3 + · · ·+

+

(
n+ 1

n− 1

)
α2βn−1 +

(
n+ 1

n

)
αβn + βn+1.

Επειδή
(
n+ 1

0

)
=

(
n+ 1

n+ 1

)
= 1, παίρνουµε τελικώς το άθροισµα

(
n+ 1

0

)
αn+1 +

(
n+ 1

1

)
αnβ +

(
n+ 1

2

)
αn−1β2 +

(
n+ 1

3

)
αn−2β3 + · · ·

(
n+ 1

n− 1

)
α2βn−1+

+

(
n+ 1

n

)
αβn +

(
n+ 1

n+ 1

)
βn+1 =

n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
αn+1−kβk. �
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Επειδή
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, το διώνυµο του Newton µπορεί να γραφεί και ως

(α + β)n =
n∑

k=0

(
n

n− k

)
αn−kβk

ή καλύτερα, ϑεωρώντας ως «ϐωβό» δείκτη το n− k ∈ {0, 1, . . . , n}, οπότε το k ϑα αντικατασταθεί
από το n− k, στη µορφή

(α + β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k =

= βn +

(
n

1

)
αβn−1 +

(
n

2

)
α2βn−2 + · · ·+

(
n

n− 2

)
αn−2β2+ +

(
n

n− 1

)
αn−1β + αn.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

48. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα του (α + β)10.

Λύση: ΄Εχουµε:
(

10

1

)
= 10,

(
10

2

)
=

10 · 9
2

= 5 · 9 = 45,

(
10

3

)
=

10 · 9 · 8
6

= 10 · 3 · 4 =

= 120,

(
10

4

)
=

10 · 9 · �8 · 7
�2 · 3 · �4

= 10 ·3 ·7 = 210,

(
10

5

)
=

10 · 9 · 8 · 7 · 6
2 · 3 · 4 · 5 =

9 · 8 · 7 · 6
3 · 4 = 3 ·2 ·7 ·6 =

= 36 ·7 = 252. Οι υπόλοιποι διωνυµικοί συντελεστές είναι συµµετρικά ίσοι µε αυτούς που µόλις
ϐρήκαµε. Εποµένως
(α + β)10 = α10 + 10α9β + 45α8β2 + 120α7β3 + 210α6β4 + 252α5β5 + 210α4β6 + 120α3β7+
+45α2β8 + 10αβ9 + β10. �

49. Να αποδείξετε ότι :

(i)
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n (ii)

(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · ·

(iii)
n∑

k=1

k

(
n

k

)
= n · 2n−1 (iv)

n∑

k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

2n+1 − 1

n+ 1

Απόδειξη: (i) Στον τύπο του διωνύµου του Newton (α + β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k ϑέτουµε

α = β = 1. Τότε

2n = (1+1)n =

(
n

0

)
10 ·1n+

(
n

1

)
11 ·1n−1+

(
n

2

)
12 ·1n−2+ · · ·+

(
n

n− 1

)
1n−1 ·11+

(
n

n

)
1n ·10 =

=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
.

(ii) Στον τύπο του διωνύµου του Newton (α+β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k ϑέτουµε α = −1 και β = 1.

Τότε
0 = 0n = ((−1)+1)n =

(
n

0

)
(−1)0+

(
n

1

)
(−1)1+

(
n

2

)
(−1)2+

(
n

3

)
(−1)3+· · ·+

(
n

n− 1

)
(−1)n−1+

+

(
n

n

)
(−1)n =

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+

(
n

4

)
−
(
n

5

)
· · ·+

(
n

n− 1

)
(−1)n−1 +

(
n

n

)
(−1)n,

απ᾿ όπου προκύπτει η αποδεικτέα.
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(iii) 1ος τρόπος: ΄Εχουµε: 1+

(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2+

(
n

3

)
x3+· · ·+

(
n

n− 1

)
xn−1+

(
n

n

)
xn = (1+x)n.

Αν παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε:
(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
x + 3

(
n

3

)
x2 + · · · + (n − 1)

(
n

n− 1

)
xn−2+

+n

(
n

n

)
xn−1 = n(1 + x)n−1. Τέλος, ϑέτοντας x = 1, παίρνουµε τη Ϲητούµενη σχέση.

2ος τρόπος: Για k = 1, 2, . . . , n έχουµε:

k

(
n

k

)
= k · n!

k! · (n− k)!
=

n · (n− 1)!

(k − 1)! · ((n− 1)− (k − 1))!
= n ·

(
n− 1

k − 1

)
.

Εποµένως,
n∑

k=1

k

(
n

k

)
= n

n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
=

k αντί k−1
n

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
=

σχέση (i)
n · 2n−1.

(iv) 1ος τρόπος: Ολοκληρώνουµε στο [0, 1] τη σχέση
n∑

k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n. ΄Εχουµε:

n∑

k=0

(
n

k

)∫ 1

0

xkdx =

∫ 1

0

(1 + x)ndx⇔
n∑

k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

(1 + x)n+1

n+ 1

∣∣∣∣
1

0

=
2n+1 − 1

n+ 1
.

2ος τρόπος: Για k = 0, 1, 2, . . . , n έχουµε:
1

k + 1

(
n

k

)
=

1

k + 1
· n!

k!(n− k)!
=

n!

(k + 1)!(n− k)!
=

1

n+ 1
· (n+ 1)!

(k + 1)!((n+ 1)− (k + 1))!
=

=
1

n+ 1

(
n+ 1

k + 1

)
.

Εποµένως
n∑

k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

1

n+ 1

n∑

k=0

(
n+ 1

k + 1

)
=

k αντί k+1

1

n+ 1

n+1∑

k=1

(
n+ 1

k

)
=

=
1

n+ 1

(
−1 +

(
n+ 1

0

)
+

n+1∑

k=1

(
n+ 1

k

))
=

1

n+ 1

(
n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
− 1

)
=

1

n+ 1
(2n+1 − 1).

�

50. Να αποδείξετε ότι :

(i)

(
n

0

)(
n

n

)
+

(
n

1

)(
n

n− 1

)
+

(
n

2

)(
n

n− 2

)
+

(
n

3

)(
n

n− 3

)
+· · ·+

(
n

n− 1

)(
n

1

)
+

(
n

n

)(
n

0

)
=

=

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+

(
n

2

)2

+

(
n

3

)2

+ · · ·+
(

n

n− 1

)2

+

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.

(ii) Γενικότερα, αν m, n είναι ϑετικοί ακέραιοι και 0 ≤ r ≤ m+ n, να αποδείξετε τη σχέση

(Ταυτότητα του Vandermonde)
r∑

i=0

(
m

i

)(
n

r − i

)
=

(
m+ n

r

)
.

Απόδειξη: (i) Εφόσον
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, για κάθε k = 0, 1, . . . , n, η πρώτη ισότητα προκύπτει

άµεσα. Θεωρούµε τη σχέση (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n. Ο συντελεστής του xn στο δεξιό µέλος

της ισότητας αυτής είναι
(

2n

n

)
. Ο συντελεστής αυτός προκύπτει ως το άθροισµα των γινοµένων

των συντελεστών των xi και xn−i στα αναπτύγµατα (1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
των δύο παρενθέσεων

στο αριστερό µέλος της ισότητας αυτής. Ο συντελεστής του xi στο ανάπτυγµα της πρώτης πα-

ϱένθεσης είναι
(
n

i

)
και ο συντελεστής του xn−i στο ανάπτυγµα της δεύτερης παρένθεσης είναι
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(
n

n− i

)
. Το άθροισµά τους για τις διάφορες τιµές του i είναι

n∑

i=0

(
n

i

)(
n

n− i

)
.

(ii) Αν γράψουµε (1 +x)m+n = (1 +x)m(1 +x)n =
m∑

i=0

(
m

i

)
xi ·

n∑

j=0

(
n

j

)
xj και παρατηρήσουµε

ότι ο συντελεστής του xr στο αριστερό µέλος της ισότητας είναι
(
m+ n

r

)
, ενώ στο δεξιό προ-

κύπτει ως το άθροισµα των γινοµένων
(
m

i

)(
n

j

)
των συντελεστών xi και xj, όπου i + j = r,

δηλαδή j = r − i, τότε προκύπτει το συµπέρασµα. �

Κανονικά ϑα έπρεπε, αφ᾿ ενός 0 ≤ i ≤ r και 0 ≤ i ≤ m, οπότε 0 ≤ i ≤ min{m, r} και αφ᾿ ετέρου
0 ≤ j = r − i ≤ n ⇔ r − n ≤ i ≤ r. Τελικώς max{0, r − n} ≤ i ≤ min{m, r}.΄Ετσι, πιο σωστά

ϑα µπορούσαµε να γράψουµε
min{r, m}∑

i=max{0, r−n}

(
m

i

)(
n

r − i

)
=

(
m+ n

r

)
, αντί

r∑

i=0

(
m

i

)(
n

r − i

)
=

=

(
m+ n

r

)
. Αυτό ϐέβαια δεν επηρεάζει τον τύπο γιατί αν i > m ή r− i > n, τότε οι αντίστοιχοι

διωνυµικοί συντελεστές µηδενίζονται.

Παρατηρούµε ότι στην άσκηση 47 οι διωνυµικοί συντελεστές 1 =

(
10

0

)
, 10 =

(
10

1

)
, 45 =

=

(
10

2

)
, 120 =

(
10

3

)
, 210 =

(
10

4

)
, 252 =

(
10

5

)
ϐαίνουν αυξανόµενοι, ϕτάνοντας τη µέγιστη

τιµή 252 =

(
10

5

)
. Στη συνέχεια, συµµετρικά ϐαίνουν µειούµενοι. Αυτό δεν είναι τυχαίο. Η

επόµενη άσκηση αναφέρεται στο ϕαινόµενο αυτό.

51. Αν n ϑετικός ακέραιος, τότε :
(
n

0

)
<

(
n

1

)
<

(
n

2

)
< · · ·

(
n

r

)
, όπου n = 2r, αν το n είναι

άρτιος και n = 2r + 1, αν το n είναι περιττός.
Πιο συγκεκριµένα, αν το n = 2r είναι άρτιος, τότε το πλήθος των όρων στο ανάπτυγµα του
Newton είναι n+1 = 2r+1, περιττό και ο µεγαλύτερος διωνυµικός συντελεστής είναι ο µεσαίος(

n

r

)

Αν το n = 2r + 1 είναι περιττός, τότε το πλήθος των όρων στο ανάπτυγµα του Newton είναι
n+1 = 2r+2, άρτιο και υπάρχουν δύο µεσαίοι διωνυµικοί συντελεστές που είναι οι µεγαλύτεροι.
Αυτοί είναι οι (

n

r

)
και

(
n

r + 1

)
=

(
n

n− r

)

Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι αν k ≥ 1, τότε
(
n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k)(n− k + 1)

k!
=

=
n− k + 1

k
· n(n− 1) · · · (n− k)

(k − 1)!
=

n− k + 1

k

(
n

k − 1

)
. Από αυτό προκύπτει ότι

(
n

k

)
>

>

(
n

k − 1

)
⇔ n− k + 1 > k ⇔ k <

n+ 1

2
.

Αν n = 2r άρτιος, τότε k <
n+ 1

2
=

2r + 1

2
= r +

1

2
. Ο µεγαλύτερος ακέραιος που είναι
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µικρότερος του r +
1

2
είναι ο r.

Αν n = 2r + 1 περιττός, τότε k < n+ 1

2
=

2r + 2

2
= r + 1. Ο µεγαλύτερος ακέραιος που είναι

µικρότερος του r + 1 είναι πάλι ο r. �

1.1.4 Συνέπειες της 2ης Παραδοχής

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.10. Υποθέτουµε ότι µια πρόταση-ιδιότητα q ισχύει για τους k (αρχικούς) διαδο-
χικούς ακεραίους n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 + k − 1. Αν πάλι µε την υπόθεση ότι η πρόταση
ισχύει για k διαδοχικούς ακεραίους n, n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k − 1 έπεται ότι η πρόταση q ισχύει
και για τον ακέραιο n + k, τότε η πρόταση q ισχύει για όλους τους ακεραίους, οι οποίοι είναι
µεγαλύτεροι ή ίσοι του n0.
Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο A = {n ∈ Z | η πρόταση q ισχύει για τον ακέραιο n}. Τότε
n0 ∈ A και άρα A 6= ∅. Από την υπόθεση, αν η πρόταση q ισχύει για κάποιους δια-
δοχικούς ακεραίους n, n + 1, n + 2, . . . , n + k − 1, τότε ισχύει και για τον n, δηλαδή αν
n, n + 1, n + 2, . . . , n + k − 1 ∈ A, τότε και n + k ∈ A. Με ϐάση τη 2η παραδοχή, {n ∈
Z | n ≥ n0} ⊆ A. Εποµένως η πρόταση q ισχύει για κάθε ακέραιο n ≥ n0. �

Για να κάνουµε το πράγµα πιο «χειροπιαστό», ας δούµε την επόµενη άσκηση.

52. (Ακολουθία Fibonacci)Θεωρούµε την ακολουθία 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .Παρατηρούµε
ότι κάθε όρος της ακολουθίας αυτής, από τον 3ο και µετά, ισούται µε το άθροισµα των δύο
προηγουµένων του. ∆ηλαδή, αν fn είναι ο n−στος όρος της ακολουθίας αυτής, τότε έχουµε
fn+2 = fn+1 + fn. ∆είξτε ότι ο n−στος όρος fn δίνεται από τον τύπο

fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
.

Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε: 1√
5

(
1 +
√

5

2
− 1−

√
5

2

)
=

1√
5
· (1 +

√
5)− (1−

√
5)

2
=

2
√

5

2
√

5
=

= 1 = f1. ΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 1.

Για n = 2 έχουµε: 1√
5

((
1 +
√

5

2

)2

−
(

1−
√

5

2

)2)
=

1√
5

(
6 + 2

√
5

4
− 6− 2

√
5

4

)
=

1√
5
·

4
√

5

4
= 1 = f2. ΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 2.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για n και n+1, δηλαδή fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)

και fn+1 =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n+1)
. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n+ 2.

΄Εχουµε:

fn+2 = fn+1+fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n+1)
+

1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
=

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n+1

+

(
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n)
=

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n(
1 +
√

5

2
+ 1

)
−
(

1−
√

5

2

)n(
1−
√

5

2
+ 1

))
=
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=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
· 3 +

√
5

2
−
(

1−
√

5

2

)n
· 3−

√
5

2

)
=

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
· 6 + 2

√
5

4
−
(

1−
√

5

2

)n
· 6− 2

√
5

4

)
=

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n(
1 +
√

5

2

)2

−
(

1−
√

5

2

)n(
1−
√

5

2

)2)
=

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n+2

−
(

1−
√

5

2

)n+2)
.

Ας δούµε τώρα τι πετύχαµε.
1ο: Αποδείξαµε ότι ο ισχυρισµός της άσκησης ισχύει για n = 1 και n = 2.
2ο: Με την υπόθεση ότι ο ισχυρισµός ισχύει για κάποιους (ϑετικούς) ακεραίους n και n + 1
αποδείξαµε ότι ϑα ισχύει και για τον αµέσως επόµενο ακέραιο n+ 2.
Συνδυάζοντας τα παραπάνω παρατηρούµε ότι : Εφόσον ο ισχυρισµός ισχύει για n = 1 και n = 2,
ϑα ισχύει και για n = 3, Εφόσον πάλι ο ισχυρισµός ισχύει για n = 2 και n = 3, ϑα ισχύει και
για n = 4. Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, συµπεραίνουµε ότι ο ισχυρισµός της άσκησης
ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο n. �

Φυσικά δεν είναι δυνατόν να µαντέψει κανείς τον παραπάνω περίεργο τύπο για τους αριθµούς
Fibonacci. Υπάρχουν µέθοδοι, για παράδειγµα µέσω διαγωνοποίησης πινάκων ή δυναµοσει-
ϱών, οι οποίες οδηγούν σ᾿ αυτό το αποτέλεσµα.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

53. ∆είξτε ότι για κάθε δύο ϑετικούς ακεραίους m,n µε n ≥ 2, ισχύει η σχέση:
fm+n = fmfn−1 + fm+1fn.

Απόδειξη: Αποδεικνύουµε την παραπάνω σχέση µε επαγωγή ως προς m.
Για m = 1 και οποιονδήποτε ϑετικό ακέραιο n ≥ 2, έχουµε: fm+n = fn+1 = fn−1 + fn =
= 1 · fn−1 + 1 · fn = f1fn−1 + f2fn =

m=1
fmfn−1 + fm+1fn.

Υποθέτουµε ότι fm+n = fmfn−1 + fm+1fn για κάποιο ϑετικό ακέραιο m και για όλους τους
ακεραίους n ≥ 2. Θα αποδείξουµε ότι f(m+1)+n = fm+1fn−1 + fm+2fn για όλους τους ακεραίους
n ≥ 2.
Πράγµατι, f(m+1)+n = fm+(n+1) = fmf(n+1)−1 + fm+1fn+1 = fmfn + fm+1fn+1, λόγω της επαγω-
γικής υπόθεσης. Επίσης, fn+1 = fn + fn−1 και συνεπώς fmfn + fm+1fn+1 = fmfn + fm+1fn+
+fm+1fn−1 = fm+1fn−1 + (fm + fm+1)fn = fm+1fn−1 + fm+2fn. �

54. ∆ίνεται η ακολουθία των αριθµών −3, 15, −21, 99, −213, 795, −2061, 6819, −19173, . . . Αν
αn είναι γενικός όρος της ακολουθίας, τότε έχουµε α1 = −3, α2 = 15, α3 = −21 και κάθε άλλος
όρος δίνεται συναρτήσει των τριών προηγούµενών του από τη σχέση:

αn+3 = 6αn + 5αn+1 − 2αn+2.
Θα αποδείξουµε ότι

αn = 2(−1)n + 2n + (−3)n

για κάθε n = 1, 2, 3, ...
Απόδειξη: Αρχικώς επαληθεύουµε τον τύπο για n = 1, n = 2 και n = 3. (Η εκτέλεση των
πράξεων είναι ϑέµα ϱουτίνας και παραλείπεται. Ο δύσπιστος αναγνώστης µπορεί να κάνει
µόνος του την επαλήθευση).
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Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι ο τύπος ισχύει για n, n+ 1 και n+ 2. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει
και για n+ 3. ΄Εχουµε λοιπόν τις σχέσεις :

αn = 2(−1)n + 2n + (−3)n

αn+1 = 2(−1)n+1 + 2n+1 + (−3)n+1

και αn+2 = 2(−1)n+2 + 2n+2 + (−3)n+2.
Τότε ϑα έχουµε: αn+3 = 6αn + 5αn+1− 2αn+2 = 6

(
2(−1)n + 2n + (−3)n

)
+ 5
(
2(−1)n+1 + 2n+1+

+(−3)n+1
)
−2
(
2(−1)n+2 + 2n+2 + (−3)n+2

)
= 12(−1)n+ 6 ·2n+ 6(−3)n+ 10(−1)n+1 + 5 ·2n+1+

+5(−3)n+1− 4(−1)n+2− 2n+3− 2(−3)n+2 = (−1)n
(
12 + 10(−1)− 4(−1)2

)
+ 2n

(
6 + 5 · 2− 23

)
+

+(−3)n
(
6 + 5(−3) − 2(−3)2

)
= (−1)n(12 − 10 − 4) + 2n(6 + 10 − 8) + (−3)n(6 − 15 − 18) =

= −2(−1)n+8·2n−27(−3)n = 2(−1)3(−1)n+23 ·2n+(−3)3 ·(−3)n = 2(−1)n+3+2n+3+(−3)n+3.
Εφόσον λοιπόν ο τύπος ισχύει για n = 1, n = 2 και n = 3, µε ϐάση τα προηγούµενα ϑα ισχύει
και για n = 4. Εφόσον ισχύει για n = 2, n = 3 και για n = 4, ϑα ισχύει και για n = 5.
Προφανώς η διαδικασία αυτή δεν σταµατά και κατά συνέπεια η απόδειξη ϑεωρείται πλήρης. �

55. ∆ίνεται η ακολουθία µε γενικό όρο αn = (3+
√

5)n+(3−
√

5)n, n = 1, 2, 3, . . . Να αποδείξετε
ότι ο αn είναι ακέραιος και µάλιστα πολλαπλάσιο του 2n.
Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε α1 = (3 +

√
5) + (3 −

√
5) = 6 = 3 · 21. Για n = 2 έχουµε α2 =

= (3 +
√

5)2 + (3 −
√

5)2 = 9 + 6
√

5 + 5 + 9 − 6
√

5 + 5 = 28 = 7 · 22. ΄Αρα η πρόταση είναι
αληθής για n = 1 και n = 2.
Υποθέτουµε ότι οι αριθµοί αn = (3 +

√
5)n + (3−

√
5)n και αn+1 = (3 +

√
5)n+1 + (3−

√
5)n+1

είναι ακέραια πολλαπλάσια των 2n και 2n+1, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι :
(3 +

√
5)αn+1 = (3 +

√
5)n+2 + (3 +

√
5)(3−

√
5)n+1 = (3 +

√
5)n+2 +

(
32− (

√
5)2
)
(3−

√
5)n =

= (3 +
√

5)n+2 + 4(3−
√

5)n και
(3−

√
5)αn+1 = (3−

√
5)(3 +

√
5)n+1 + (3−

√
5)n+2 =

(
32− (

√
5)2
)
(3 +

√
5)n + (3−

√
5)n+2 =

= 4(3 +
√

5)n + (3 +
√

5)n+2.
Εποµένως, προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε: 6αn+1 = 4αn + αn+2 ⇔ αn+2 = 6αn+1 − 4αn.
Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι όλοι οι αριθµοί αn είναι ακέραιοι.
Υποθέτουµε ότι το αn είναι πολλαπλάσιο του 2n και το αn+1 πολλαπλάσιο του 2n+1. Τότε το
4αn = 22αn και το 6αn+1 = 3 · 2αn+1 είναι πολλαπλάσια του 2n+2. Εποµένως το αn+2 =
= 6αn+1 − 4αn είναι πολλαπλάσιο του 2n+2. �

΄Αλυτες Ασκήσεις

56. Αποδείξτε τις ακόλουθες ταυτότητες µεταξύ των αριθµών Fibonacci:
(i) f1 + f2 + · · ·+ fn = fn+2 − 1
(ii) f2 + f4 + f4 + · · ·+ f2n = f2n+1 − 1
(iii) f1 + f3 + f5 + · · ·+ f2n−1 = f2n
(iv) f1 − f2 + f3 + · · ·+ (−1)n+1fn = (−1)n+1fn−1 + 1, n ≥ 2
(v) fn+1fn−1 − f 2

n = (−1)n, n ≥ 2
(vi) f 2

n+1 = 4fnfn−1 + f 2
n−2, n ≥ 3

(vii) f 2
n + f 2

n−1 = f2n−1, n ≥ 2
(viii) f 2

n+1 − f 2
n−1 = f2n, n ≥ 2

(ix) f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 = f3n, n ≥ 2

(x) f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + · · ·+ f 2

n = fnfn+1

(xi) f1f2 + f2f3 + · · ·+ f2n−1f2n = f 2
2n
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(xii) f1f2 + f2f3 + · · ·+ f2nf2n+1 = f 2
2n+1 − 1

57. ∆ίνεται η ακολουθία µε γενικό όρο αn = (3 + 3
√

2)n + (3 − 3
√

2)n, n = 1, 2, 3, . . . Να
αποδείξετε ότι ο αn είναι ακέραιος και µάλιστα πολλαπλάσιο του 3n.

58. Η ακολουθία των αριθµών αn ορίζεται ως εξής : α1 = 1, α2 = 3 και αn+2 = 3αn+1 + 6αn.
Να δείξετε ότι αn = 1√

33

((
3+
√
33

2

)n −
(
3−
√
33

2

)n), για κάθε n = 1, 2, 3, . . .

59. ∆ίνεται η ακολουθία των αριθµών αn µε α1 = 7, α2 = −7, α3 = −137 και αn+3 = 19αn+1−
−30αn. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ο τύπος : αn = 3n+1− 2 · 5n + 2n+2.

1.1.5 Συνέπειες της 3ης και 4ης Παραδοχής

Πολλές ϕορές οι προαναφερθείσες επαγωγικές αποδεικτικές µέθοδοι δεν είναι αποτελεσµατι-
κές. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ενώ µπορούµε να αποδείξουµε ότι µια πρόταση ισχύει
για κάποιον ελάχιστο ακέραιο n0 και ίσως για κάποιους k αρχικούς ακεραίους n0, n0 + 1, . . . ,
n0+k−1, το επαγωγικό ϐήµα παρουσιάζει δυσκολίες. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στην πρώτη
µέθοδο υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει µόνον για τον αµέσως προηγούµενο n− 1 ενός
ακεραίου n και µε ϐάση αυτό, καλούµαστε να αποδείξουµε ότι ισχύει και για τον n. Στην προη-
γούµενη υποπαράγραφο αναπτύξαµε µια µέθοδο η οποία ϐασίζεται στη δυνατότητα που µπορεί
να έχουµε, αν µια πρόταση ισχύει για k διαδοχικούς αρχικούς ακεραίους n0, n0+1, . . . , n0+k−1
και µε την υπόθεση ότι αυτή ισχύει για τυχόντες k διαδοχικούς ακεραίους n, n+1, . . . , n+k−1,
τότε ισχύει και για τον n+k. Αυτό, όπως δείξαµε αρκεί για να αποδείξουµε ότι η πρόταση ισχύει
για κάθε ακέραιο µεγαλύτερο ή ίσο του n0. Σηµειώνουµε ότι για k = 1 έχουµε την πρώτη µορφή
της επαγωγής. Αλλά και πάλι τα περιθώρια είναι δεσµευτικά. Για παράδειγµα, στην ακολουθία
Fibonacci αποδείξαµε τον τύπο για τους δύο πρώτους όρους. Στη συνέχεια, µε την υπόθεση
ότι ο τύπος ισχύει για δύο διαδοχικούς ϑετικούς ακεραίους n και n+ 1, αποδείξαµε τον
τύπο και για τον n + 2. Αλλά το δύο (ή το τρία της άσκησης 54) είναι δεσµευτικά. Πολλές
ϕορές δεν ξέρουµε ποιον προηγούµενο ακέραιο µπορούµε να επικαλεστούµε προκειµένου να
αποδεί-ξουµε το επαγωγικό ϐήµα. Τότε, µπορούµε να τους επικαλεστούµε όλους. ΄Εχουµε την
επόµενη πρόταση:

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.11. Υποθέτουµε ότι µια πρόταση-ιδιότητα q ισχύει για έναν ελάχιστο ακέραιο n0.
Αν πάλι µε την υπόθεση ότι η πρόταση ισχύει για κάθε ακέραιο m µε n0 ≤ m < n, τότε ισχύει
και για τον ακέραιο n, τότε η πρόταση q ισχύει για όλους τους ακεραίους, οι οποίοι είναι µεγα-
λύτεροι ή ίσοι του n0.
1η Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο A = {n ∈ Z | η πρόταση q ισχύει για τον ακέραιο n}.
Τότε n0 ∈ A και άρα A 6= ∅. Από την υπόθεση, αν η πρόταση q ισχύει για κάθε m ∈ Z µε
n0 ≤ m < n, τότε ισχύει και για τον n, δηλαδή αν m ∈ A για κάθε m ∈ Z µε n0 ≤ m < n, τότε
και n ∈ A. Με ϐάση την 3η παραδοχή, {n ∈ Z | n ≥ n0} ⊆ A. Εποµένως η πρόταση q ισχύει
για κάθε ακέραιο n ≥ n0.
2η Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο B = {n ∈ Z | n ≥ n0 και η πρόταση q δεν ισχύει για τον
ακέραιο n}. Υποθέτουµε ότι B 6= ∅. Εφόσον B ⊆ {n0, n0 + 1, n0 + 2, . . .}, το B είναι κάτω
ϕραγµένο από το n0. Με ϐάση την 4η παραδοχή το B έχει ελάχιστο στοιχείο µ. Αφού n0 6∈ B,
έπεται ότι µ > n0 και άρα µ − 1 ≥ n0. Επειδή το µ είναι το ελάχιστο στοιχείο του B, έπεται
ότι µ − 1 6∈ B, άρα και m 6∈ B, για κάθε ακέραιο m µε n0 ≤ m ≤ µ − 1. Κατά συνέπεια, από
τον ορισµό του B η πρόταση q ισχύει για κάθε ακέραιο m µε n0 ≤ m < µ. Αλλά τότε, από την
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υπόθεση της πρότασης, ϑα ισχύει και για τον ακέραιο µ, άτοπο. ΄Αρα B = ∅ και συνεπώς η
πρόταση ισχύει για κάθε ακέραιο n ≥ n0. �

Ας επανέλθουµε στην 4η απόδειξη της ανισότητας Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου. ΄Εστω λοι-
πόν α1, α2, . . . , αn ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Στην 4η απόδειξη της ανισότητας

A =
α1 + α2 + · · ·+ αn

n
≥ n
√
α1α2 · · ·αn = Γ

ουσιαστικά εφαρµόσαµε την τελευταία παραλλαγή της επαγωγής επί του ακεραίου k ≥ 0, όπου
k το πλήθος των αi που δεν είναι ίσα µε A. Πράγµατι, αν k = 0, δηλαδή όλα τα αi είναι ίσα µε
A, τότε η ανισότητα ισχύει ως ισότητα.
Υποθέτουµε ότι η ανισότητα ισχύει όταν το πλήθος των αi που δεν είναι ίσα µε A είναι µικρότερο
ενός ϑετικού ακεραίου k. Θα δείξουµε ότι η ανισότητα ισχύει και όταν το πλήθος των αi που
δεν είναι ίσα µε A ισούται µε k. Με το τέχνασµα της αντικατάστασης του αi = A + x από το
α′i = A και του αj = A − y από το α′j = A + x − y, όπου x, y > 0 µειώνουµε το πλήθος k
των αi που δεν είναι ίσα µε A τουλάχιστον κατά 1.

(
Είναι δυνατόν, αν x = y, να έχουµε και

α′j = A + x − y = A
)
. Ο αριθµητικός µέσος παραµένει ο ίδιος, ενώ ο νέος γεωµετρικός µέσος

Γ ′ είναι µεγαλύτερος του Γ . Εφόσον η ανισότητα ισχύει για τιµές µικρότερες του k, ϑα έχουµε
A ≥ Γ ′ > Γ .

Η επόµενη άσκηση αποτελεί µιαν ακόµη εφαρµογή της τελευταίας επαγωγικής µεθόδου.

60. (∆ιεθνής Μαθηµατική Ολυµπιάδα 1986) Ας παρατηρήσουµε τα επόµενα δύο σχήµατα:
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Σχήµα 8
Στην περιφέρεια κύκλου είναι τοποθετηµένοι πέντε ακέραιοι αριθµοί x1, x2, x3, x4, x5, των ο-
ποίων το άθροισµα είναι ϑετικό.

(
Σχήµα 7

)
. Επιλέγουµε από αυτούς κάποιον ο οποίος είναι

αρνητικός (όποιον ϑέλουµε, αν ϕυσικά υπάρχει τέτοιος), τον προσθέτουµε στους δύο γειτονι-
κούς του και στη συνέχεια του αλλάζουµε πρόσηµο. Συνεχίζουµε κατ΄ αυτόν τον τρόπο έως ότου
καταλήξουµε στην περίπτωση που όλοι είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι του µηδενός.

(
Σχήµα 8

)
. Τότε
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σταµατάµε. Να αποδείξετε ότι η διαδικασία αυτή κάποτε ϑα σταµατήσει, δηλαδή σίγουρα ϑα
καταλήξουµε κάποια στιγµή σ΄ ένα σύνολο µη αρνητικών αριθµών, ανεξάρτητα µε ποιο τρόπο
έχουµε επιλέξει κάθε ϕορά τον αρνητικό αριθµό. Στο σχήµα 8 έχουµε τοποθετήσει κυκλικά
τους ακεραίους 3, -2, 1, -1 και 1. Αυτοί έχουν άθροισµα 2 > 0. Παρατηρούµε ότι η διαδικασία
σταµατά µετά από πέντε ϐήµατα.
Απόδειξη: ΄Εστω x1, x2, x3, x4, x5 οι πέντε ακέραιοι τοποθετηµένοι κυκλικά στην περιφέρεια
κύκλου. Σε τέτοιου είδους προβλήµατα προσπαθούµε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε κατάσταση
έναν µη αρνητικό ακέραιο αριθµό ο οποίος συνεχώς ϑα µειώνεται. ΄Ετσι κάποια στιγµή, εφόσον
ο αριθµός αυτός δεν µπορεί να «πέσει» κάτω από το µηδέν, η διαδικασία ϑα σταµατήσει. Η
εύρεση της ϑετικής ακέραιας ποσότητας είναι το µεγάλο πρόβληµα. Στην περίπτωσή µας η
Ϲητούµενη ποσότητα είναι η
A := x21 + x22 + x23 + x24 + x25 + (x1 + x2)

2 + (x2 + x3)
2 + (x3 + x4)

2 + (x4 + x5)
2 + (x5 + x1)

2.
(Η πρώτη σκέψη που έκανα ήταν να προσπαθήσω να µειώσω την ποσότητα x21+x22+x23+x24+x25,
αλλά δεν δούλεψε). Με αυτόν τον τρόπο ουσιαστικά εφαρµόζουµε επαγωγή επί του A.
Η ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει η ποσότητα A είναι 3 (ένας ισούται µε 1 και οι υπόλοιποι
µηδέν). Ας το αποδείξουµε αυτό.
Πράγµατι, σ᾿ αυτήν την περίπτωση όλοι οι ακέραιοι είναι µη αρνητικοί και η διαδικασία σταµατά
προτού καν αρχίσει. ΄Αν τώρα κάποιος ακέραιος xi έχει απόλυτη τιµή µεγαλύτερη ή ίση του 2,
τότε A ≥ x2i ≥ 4 > 3. ΄Αρα όλοι οι ακέραιοι έχουν απόλυτη τιµή µικρότερη ή ίση του 1. Αν πάλι
υπάρχουν απ᾿ αυτούς τέσσερις µη µηδενικοί, τότε ξανά A > 3.
Αν υπάρχουν τρεις µη µηδενικοί, τότε κάποιος από αυτούς έχει µια διπλανή ϑέση µηδενική. (Οι
ϑέσεις είναι πέντε). Αν αυτός είναι ο xi, τότε το τετράγωνο x2i = 1 υπολογίζεται δύο τουλάχιστον
ϕορές στην παράστασηA. Μαζί µε τα τετράγωνα των δύο άλλων παίρνουµεA ≥ 1+1+2 = 4 > 3.
Αν τέλος υπάρχουν δύο µη µηδενικοί, τότε πάλι κάθε ένας από αυτούς έχει µια διπλανή ϑέση
µηδενική. Εποµένως το τετράγωνό του, που ισούται µε 1, υπολογίζεται τουλάχιστον δύο ϕορές
στην παράσταση A, οπότε A ≥ 2 + 2 = 4 > 3. Εποµένως η περίπτωση A = 3, που αναφέρεται
στην ελάχιστη τιµή του A, έχει να κάνει µε έναν µόνον µη µηδενικό ακέραιο που αναγκαστικά
ϑα ισούται µε 1.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο x1 είναι αρνητικός, τον οποίο προσθέτουµε στους x5 και x2 και µετά
του αλλάζουµε πρόσηµο.

 
x3x4x4 x3

x2 x2+x1x5 x5+x1

x1x1

Σχήµα 9

Στο παραπάνω σχήµα οι αριθµοί τώρα είναι : −x1, x1 + x2, x3, x4 και x1 + x5 µε άθροισµα
−x1 + (x1 + x2) + x3 + x4 + (x1 + x5) = x1 + x2 + x3 + x4 + x5, το ίδιο όπως και προηγουµένως.
Η ποσότητα A όµως άλλαξε και έγινε A′ = x21 + (x1 + x2)

2 + x23 + x24 + (x1 + x5)
2 + (−x1 + x1+

+x2)
2 + (x1 + x2 + x3)

2 + (x3 + x4)
2 + (x4 + x1 + x5)

2 + (x1 + x5 − x1)2 = x21 + (x1 + x2)
2+

+x23 + x24 + (x1 + x5)
2 + x22 + (x1 + x2 + x3)

2 + (x3 + x4)
2 + (x4 + x1 + x5)

2 + x25. Εποµένως
A−A′ = ��x21 +��x

2
2 +��x

2
3 +��x

2
4 +��x

2
5 +���

���(x1 + x2)
2 + (x2 +x3)

2 +���
���(x3 + x4)

2 + (x4 +x5)
2 +���

���(x5 + x1)
2−

−��x21 −����
��

(x1 + x2)
2 − ��x23 − ��x24 −����

��
(x1 + x5)

2 − ��x22 − (x1 + x2 + x3)
2 −����

��
(x3 + x4)

2 − (x4 + x1 + x5)
2−

−��x25 = (x2 + x3)
2 + (x4 + x5)

2 − (x1 + x2 + x3)
2 − (x4 + x1 + x5)

2 = ((x2 + x3) − (x1 + x2+
+x3))((x2 + x3) + (x1 + x2 + x3)) + ((x4 + x5)− (x4 + x1 + x5))((x4 + x5) + (x4 + x1 + x5)) =
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= −x1(x1 + 2x2 + 2x3)− x1(x1 + 2x4 + 2x5) = −2x1(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) > 0, γιατί x1 < 0
και x1 + x2 + x3 + x4 + x5 > 0. Εποµένως A′ < A και µε ϐάση την επαγωγική υπόθεση για το
A, ξεκινώντας από τη νέα κυκλική µορφή, η διαδικασία κάποτε ϑα σταµατήσει. �

1.2 Η Επαγωγή και οι ΄Αλλες Αποδεικτικές Μέθοδοι

Από τα παραπάνω καθίσταται σαφές ότι η επαγωγή αποτελεί ισχυρό αποδεικτικό εργαλείο.
Συνήθως όµως οι αποδείξεις που ϐασίζονται στην επαγωγή δεν διακρίνονται για την κοµψότητά
τους. Επίσης, κατά την επαγωγική διαδικασία ϑα πρέπει να µαντέψει κάποιος έναν τύπο, µια
σχέση κτλ, δοκιµάζοντας για µικρές σχετικά τιµές του n, κάτι το οποίο δεν είναι πάντοτε εύκολη
υπόθεση. Με άλλα λόγια, η επαγωγή δεν αποτελεί πάντα ισχυρό ευρετικό εργαλείο. Ας δούµε
την επόµενη άσκηση:

61. Να υπολογίσετε τα αθροίσµατα
(i) S1 = 1 + 2 + · · ·+ n και
(ii) S2 = 12 + 22 + · · ·+ n2.
(iii) Αν Sk = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk, τότε να αποδείξετε την αναδροµική σχέση
Sk+1 =

1

k + 2

(
(n+ 1)

(
(n+ 1)k+1 − 1

)
−
(
k + 2

2

)
Sk −

(
k + 2

3

)
Sk−1 − · · ·

(
k + 2

k

)
S2 −

(
k + 2

k + 1

)
S1

)

Απόδειξη: (i) 1ος τρόπος: ΄Εστω S1 = 1 + 2 + · · · + n. Γράφοντας ανάποδα τους προσθε-
ταίους παίρνουµε τις ακόλουθες δύο σχέσεις :

S1 = 1 + 2 + 3 + · · · + (n− 3) + (n− 1) + n
S1 = n + (n− 1) + (n− 2) + · · · + 3 + 2 + 1

Αν προσθέσουµε κατά µέλη και κατά στήλες, ϑα πάρουµε στο δεύτερο µέλος n αθροίσµατα
n + 1, n − 1 + 2 = n + 1, n − 2 + 3 = n + 1, δηλαδή όλα ίσα µε n + 1. ΄Αρα το δεύτερο µέλος
της σχέσης που ϑα προκύψει ισούται µε n(n + 1). Το πρώτο ϕυσικά ισούται µε 2S1, οπότε

2S1 = n(n+ 1)⇔ S1 =
n(n+ 1)

2
.

2ος τρόπος: Χρησιµοποιούµε την ταυτότητα (k + 1)2 = k2 + 2k + 1. ΄Εχουµε (µε πρόσθεση
κατά µέλη και διαγραφή εκατέρωθεν):

��22 = 12 + 2· 1 +1

��32 = ��22 + 2· 2 +1

��42 = ��32 + 2· 3 +1
...

��
���(n− 2)2 = ��

���(n− 3)2 + 2· (n− 3) +1

���
��(n− 1)2 = ���

��(n− 2)2 + 2· (n− 2) +1

��n
2 = ���

��(n− 1)2 + 2· (n− 1) +1

(n+ 1)2 = ��n
2 + 2· n +1

(n+ 1)2 = 2 · (1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 2) + (n− 1) + n) + n,

δηλαδή (n + 1)2 = 1 + 2S1 + n ⇔ 2S1 = (n + 1)2 − (n + 1) = (n + 1)(n + 1 − 1) = n(n + 1).

΄Αρα S1 =
n(n+ 1)

2
.

3ος τρόπος: Σε µια συγκέντρωση παρευρέθηκαν n+1 άτοµα. Πόσες χειραψίες ανταλλάχτηκαν ;
Κάθε ένας από τους n + 1 παρευρισκόµενους ανταλλάζει n χειραψίες µε τους υπόλοιπους n.
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Σύνολο λοιπόν (n+ 1)n χειραψίες. Αλλά όµως, σ᾿ αυτή τη µέτρηση κάθε χειραψία µετριέται δύο
ϕορές. Π.χ. ΄Οταν ο Α και Β χαιρετιούνται, η χειραψία αυτή µετριέται και όταν υπολογίζουµε
τις χειραψίες του Α, αλλά και όταν υπολογίζουµε τις χειραψίες του Β. Ο σωστός αριθµός των
χειραψιών είναι λοιπόν n(n+ 1)

2
.

Μπορούµε να µετρήσουµε τις χειραψίες και διαφορετικά: Στην αρχή έρχεται ο πρώτος και δεν
ϐρίσκει κανέναν. Μετά έρχεται ο δεύτερος και χαιρετά τον πρώτο : 1 χειραψία. Μετά έρχεται ο
τρίτος και χαιρετά τους δύο πρώτους : άλλες 2 χειραψίες. Μετά έρχεται ο τέταρτος και χαιρετά
τους τρεις πρώτους : άλλες 3 χειραψίες. κ.ο.κ. Τελικά ϑα έρθει και ο τελευταίος, ο (n+1)−στος
και ϑα χαιρετήσει τους n που έχουν ήδη έρθει. Σύνολο χειραψιών : 1 + 2 + 3 + · · · + n. ΄Αρα
1 + 2 + 3 + · · ·+ n =

n(n+ 1)

2
.

Σηµείωση: Η τελευταία µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και στην άσκηση 7. Από κάθε κορυφή
ξεκινούν n−3 διαγώνιοι. Σύνολο διαγωνίων n(n−3). Αλλά κατ᾿ αυτή την µέτρηση κάθε διαγώνιος
µετριέται δύο ϕορές. Για παράδειγµα, η διαγώνιος A1A3 µετριέται και όταν υπολογίζουµε τις
διαγωνίους που ξεκινούν από το A1, αλλά και όταν υπολογίζουµε τις διαγωνίους που ξεκινούν
από το A3. ΄Αρα το σωστό πλήθος είναι n(n− 3)

2
. Η απόδειξη αυτή είναι προφανώς απλούστερη

από την επαγωγική απόδειξη.
(ii) Για το S2 ϑα χρησιµοποιήσουµε τον δεύτερο τρόπο του προηγουµένου Ϲητήµατος. Εδώ ϑα
χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα (k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1 και ϑα ϑεωρήσουµε δεδοµένο
τον τύπο για το S1. ΄Εχουµε τις σχέσεις :

��23 = 13 + 3· 12 + 3 · 1 + 1

��33 = ��23 + 3· 22 + 3 · 2 + 1

��43 = ��33 + 3· 32 + 3 · 3 + 1
...

���
��(n− 1)3 = ���

��(n− 2)3 + 2· (n− 2)2 + 3 · (n− 2) + 1

��n
3 = ���

��(n− 1)3 + 3· (n− 1)2 + 3 · (n− 1) + 1

(n+ 1)3 = ��n
3 + 3· n2 + 3 · n + 1

(n+ 1)3 = 1 + 3 · S2 + 3 · S1 + n,
δηλαδή

3S2 = (n+1)3−(n+1)−3S1 = (n+1)3−(n+1)−3· n(n+ 1)

2
= (n+1)

(
(n+ 1)2 − 1− 3n

2

)
=

= (n+ 1)
2n2 + 4n+ 2− 2− 3n

2
=

(n+ 1)(2n2 + n)

2
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

2
.

΄Αρα S2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

(iii) Χρησιµοποιούµε τον τύπο του διωνύµου του Newton σε συνδυασµό µε την προηγούµενη
µέθοδο. ΄Εχουµε:

Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και στοιχεία Συνδυαστικής

Σηµείωση: Η τελευταία µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και στην άσκηση Γ΄.12. Από κάθε κο-
ϱυφή ξεκινούν n− 3 διαγώνιοι. Σύνολο διαγωνίων n(n− 3). Αλλά κατ᾿ αυτή την µέτρηση κάθε
διαγώνιος µετριέται δύο ϕορές. Για παράδειγµα, η διαγώνιος A1A3 µετριέται και όταν υπολο-
γίζουµε τις διαγωνίους που ξεκινούν από το A1, αλλά και όταν υπολογίζουµε τις διαγωνίους που
ξεκινούν από το A3. ΄Αρα το σωστό πλήθος είναι n(n− 3)

2
. Η απόδειξη αυτή είναι προφανώς

απλούστερη από την επαγωγική απόδειξη.
(ii) Για το S2 ϑα χρησιµοποιήσουµε τον δεύτερο τρόπο του προηγουµένου Ϲητήµατος. Εδώ ϑα
χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα (k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1 και ϑα ϑεωρήσουµε δεδοµένο
τον τύπο για το S1. ΄Εχουµε τις σχέσεις :

��23 = 13 + 3· 12 + 3 · 1 + 1

��33 = ��23 + 3· 22 + 3 · 2 + 1

��43 = ��33 + 3· 32 + 3 · 3 + 1
...

��
���(n− 1)3 = ��

���(n− 2)3 + 2· (n− 2)2 + 3 · (n− 2) + 1

��n
3 = ���

��(n− 1)3 + 3· (n− 1)2 + 3 · (n− 1) + 1

(n+ 1)3 = ��n
3 + 3· n2 + 3 · n + 1

(n+ 1)3 = 1 + 3 · S2 + 3 · S1 + n,

δηλαδή 3S2 = (n+1)3−(n+1)−3S1 = (n+1)3−(n+1)−3·n(n+ 1)

2
= (n+1)

(
(n+ 1)2 − 1− 3n

2

)
=

= (n+1)
2n2 + 4n+ 2− 2− 3n

2
=

(n+ 1)(2n2 + n)

2
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

2
. ΄Αρα S2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

(iii) Χρησιµοποιούµε τον τύπο του διωνύµου του Newton σε συνδυασµό µε την προηγούµενη
µέθοδο. ΄Εχουµε:
��
�2k+2 = 1k+2 +

(
k+2
1

)
· 1k+1 +

(
k+2
2

)
· 1k +

(
k+2
3

)
· 1k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
11 +1

�
��3k+2 = �

��2k+2 +
(
k+2
1

)
· 2k+1 +

(
k+2
2

)
· 2k +

(
k+2
3

)
· 2k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
21 +1

�
��4k+2 = �

��3k+2 +
(
k+2
1

)
· 3k+1 +

(
k+2
2

)
· 3k +

(
k+2
3

)
· 3k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
31 +1

...
���

��(n− 1)k+2 = ���
��(n− 2)k+2 +

(
k+2
1

)
· (n− 2)k+1 +

(
k+2
2

)
· (n− 2)k +

(
k+2
3

)
· (n− 2)k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
(n− 2)1 +1

��
�

nk+2 = ��
���(n− 1)k+2 +

(
k+2
1

)
· (n− 1)k+1 +

(
k+2
2

)
· (n− 1)k +

(
k+2
3

)
· (n− 1)k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
(n− 1)1 +1

(n+ 1)k+2 = �
��nk+2 +

(
k+2
1

)
· nk+1 +

(
k+2
2

)
· nk +

(
k+2
3

)
· nk−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
n1 +1

Προσθέτοντας κατά µέλη και διαγράφοντας εκατέρωθεν τους ίσους όρους παίρνουµε:

(n+ 1)k+2 = 1 +

(
k + 2

1

)
Sk+1 +

(
k + 2

2

)
Sk +

(
k + 2

3

)
Sk−1 + · · ·

(
k + 2

k + 1

)
S1 + n,

απ᾿ όπου προκύπτει η αναγωγική σχέση. �

Στην άσκηση Γ΄.6 γ) αποδείξαµε µε επαγωγή ότι 1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
. Αν όµως παρατηρήσουµε ότι 1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
. (Αυτό ϑυµίζει την τεχνική διάσπα-

σης κλασµάτων κατά τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων), τότε ϑα πάρουµε 1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 +

· · ·+ 1

n(n+ 1)
= 1−

�
�
�1

2
+
�
�
�1

2
−
�
�
�1

3
+
�
�
�1

3
−
�
�
�1

4
+ · · ·+

�
�
�1

n
− 1

n+ 1
= = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
.
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Προσθέτοντας κατά µέλη και διαγράφοντας εκατέρωθεν τους ίσους όρους παίρνουµε:

(n+ 1)k+2 = 1 +

(
k + 2

1

)
Sk+1 +

(
k + 2

2

)
Sk +

(
k + 2

3

)
Sk−1 + · · ·

(
k + 2

k + 1

)
S1 + n,

απ᾿ όπου προκύπτει η αναγωγική σχέση. �

Στην άσκηση 1 (iii) αποδείξαµε µε επαγωγή ότι 1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

=
n

n+ 1
. Αν όµως παρατηρήσουµε ότι 1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
. (Αυτό ϑυµίζει την τεχνική δι-

άσπασης κλασµάτων κατά τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων), τότε ϑα πάρουµε 1

1 · 2 +
1

2 · 3+

+
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
= 1−

�
�
�1

2
+
�
�
�1

2
−
�
�
�1

3
+
�
�
�1

3
−
�
�
�1

4
+ · · ·+

�
�
�1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
. �

Βλέπουµε λοιπόν ότι µε τη µέθοδο αυτή υπολογίζουµε κατευθείαν το αποτέλεσµα, χωρίς προη-
γουµένως να το µαντέψουµε και στη συνέχεια να το επαληθεύσουµε µε επαγωγή.

Στην άσκηση 5 αποδείξαµε µε επαγωγή ότι 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · · + n

2n
= 2 − n+ 2

2n
. Μπορο-

ύµε, χωρίς να καταφύγουµε στην επαγωγή να υπολογίσουµε κάτι γενικότερο.
΄Εστω το άθροισµα S = α + 2α2 + 3α3 + · · ·+ (n− 1)αn−1 + nαn, όπου α 6= 1.
Τότε αS = α2+ +2α3 + 3α4 + · · ·+ (n− 1)αn + nαn+1.
Εποµένως (1− α)S = α+ α2 + α3 + · · ·+ αn − nαn+1 = α(1 + α+ α2 + · · ·+ αn−1)− nαn+1 =

= α · 1− αn
1− α − nα

n+1.

΄Αρα (1− α)S =
α− αn+1 − nαn+1 + nαn+2

1− α =
α− (n+ 1)αn+1 + nαn+2

1− α ⇒

⇒ S =
α− (n+ 1)αn+1 + nαn+2

(1− α)2
.

Αν ϑέσουµε α =
1

2
, τότε ϑα πάρουµε:

S =
1
2
− (n+ 1)

(
1
2

)n+1
+ n
(
1
2

)n+2

(
1− 1

2

)2 = 4

(
1

2
− (n+ 1)

(1

2

)n+1

+n
(1

2

)n+2)
= 2− (n+ 1)

(1

2

)n−1
+

+n
(1

2

)n
= 2− (2n+ 2− n)

(1

2

)n
= 2− n+ 2

2n
. �

Θα δώσουµε στη συνέχεια δύο άλλες αποδείξεις (χωρίς επαγωγή) της ανισότητας Caushy-
Schwarz-Bunyakovsky: ( n∑

i=1

α2
i

)
·
( n∑

i=1

β2
i

)
≥
( n∑

i=1

αiβi

)2

.

ΛΗΜΜΑ 1.12. (Ταυτότητα Lagrange) Ισχύει η σχέση:
( n∑

i=1

α2
i

)
·
( n∑

i=1

β2
i

)
−
( n∑

i=1

αiβi

)2

=
∑

1≤i<j≤n

∣∣∣∣
αi βi

αj βj

∣∣∣∣
2

.

Απόδειξη: Το γινόµενο (α2
1 + α2

2 + α2
3 + · · · + α2

n)(β2
1 + β2

2 + β2
3 + · · · + β2

n) ϑα µας δώσει το
άθροισµα α2

1β
2
1 + α2

2β
2
2 + α2

3β
2
3 + · · · + α2

nβ
2
n, όρους δηλαδή µε τον ίδιο δείκτη για τα αi και βi
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συν όλους τους όρους της µορφής α2
iβ

2
j , όπου i 6= j. Για κάθε τέτοιο όρο α2

iβ
2
j , µε i 6= j ϑεω-

ϱούµε τον αντίστοιχο τον α2
jβ

2
i και στο τελικό άθροισµα τους προσθέτουµε σε Ϲεύγη της µορφής

α2
iβ

2
j + α2

jβ
2
i . Επειδή η παράσταση α2

iβ
2
j + α2

jβ
2
i είναι συµµετρική ως προς τους δείκτες i, j, δεν

παίζει ϱόλο ποιος είναι ο µεγαλύτερος και πιος ο µικρότερος. Είτε είναι ο i είτε είναι ο j, η τιµή
της παράστασης α2

iβ
2
j + α2

jβ
2
i είναι ίδια. Συνοψίζοντας τα προηγούµενα, έχουµε:

(α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n)(β2

1 + β2
2 + · · ·+ β2

n) = α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 + · · ·+ α2

nβ
2
n+

+
∑

1≤i<j≤n

(α2
iβ

2
j + α2

jβ
2
i ).

(1)

Τώρα, το τετράγωνο (α1β1 + α2β2 + α3β3 + · · · + αnβn)2 ϑα µας δώσει πάλι το άθροισµα
α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2+ +α2

3β
2
3 + · · ·+ α2

nβ
2
n συν όρους της µορφής αiβiαjβj = αiβjαjβi, όπου i 6= j. Οι

τελευταίοι αυτοί όροι εµφανίζονται δύο ϕορές στο τελικό άθροισµα. Πράγµατι, επειδή
(α1β1 + α2β2 + α3β3 + · · ·+ αnβn)2 =

= (α1β1 + α2β2 + α3β3 + · · ·+ αnβn)(α1β1 + α2β2 + α3β3 + · · ·+ αnβn),
ο όρος πχ. α2β2α3β3 ϑα εµφανιστεί αν πάρουµε το α2β2 από την πρώτη παρένθεση και το α3β3
από τη δεύτερη ή το ανάποδο, αν δηλαδή πάρουµε το α3β3 από την πρώτη παρένθεση και το
α2β2 από τη δεύτερη. ΄Αρα ο όρος αυτό ϑα έχει συντελεστή 2 στο τελικό άθροισµα. Γενικά ο
όρος αiβiαjβj ϑα έχει συντελεστή 2. Επειδή i 6= j κάποιος από τους δείκτες αυτούς είναι ο
µικρότερος και ο άλλος ο µεγαλύτερος. Επειδή και οι δύο δείκτες εµφανίζονται συµµετρικά στο
γινόµενο αiβiαjβj, δεν παίζει ϱόλο ποιο σύµβολο ϑα επιλέξουµε για το µικρότερο και ποιο για
το µεγαλύτερο. Από τα προηγούµενα προκύπτει λοιπόν ότι

(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2 = α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 + · · ·+ α2

nβ
2
n + 2

∑

1≤i<j≤n

αiβjαjβi. (2)

Αν αφαιρέσουµε κατά µέλη τις σχέσεις (1) και (2), ϑα πάρουµε:
(α2

1 + α2
2 + · · ·+ α2

n)(β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n)− (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2 =

=
∑

1≤i<j≤n

(α2
iβ

2
j + α2

jβ
2
i − 2αiβjαjβi) =

∑

1≤i<j≤n

(αiβj − αjβi)2 =
∑

1≤i<j≤n

∣∣∣∣
αi βi

αj βj

∣∣∣∣
2

. �

2η Απόδειξη της ανισότητας Caushy-Schwarz-Bunyakovsky: Επειδή το δεύτερο µέρος της
ταυτότητας Lagrange είναι άθροισµα τετραγώνων, το πρώτο µέλος είναι µη αρνητικό, οπότε προ-
κύπτει η ανισότητα Caushy-Schwarz-Bunyakovsky.
Επίσης, για να ισχύει ως ισότητα η ανισότητα Caushy-Schwarz-Bunyakovsky, ϑα πρέπει
όλες οι ορίζουσες στο δεύτερο µέλος της ταυτότητας Lagrange να είναι µηδέν. Σ᾿ αυτή την
περίπτωση, αν κάποιο από τα διανύσµατα (α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) δεν είναι µηδενι-
κό, πχ. το (α1, α2, . . . , αn), τότε το άλλο είναι πολλαπλάσιο αυτού. Αν (α1, α2, . . . , αn) 6= 0,
δηλαδή αk 6= 0, για κάποιο k, τότε ϑέτουµε λ =

βk
αk
⇔ βk = λαk. Τότε, επειδή για

κάθε i 6= k, ϑα έχουµε
∣∣∣∣
αi βi

αk βk

∣∣∣∣ = 0 ⇔ αkβi = αiβk ⇔ βi =
βk
αk
· αi = λαi. Εποµένως

(β1, β2, . . . , βn) = λ · (α1, α2, . . . , αn). �
3η Απόδειξη της ανισότητας Caushy-Schwarz-Bunyakovsky: Για κάθε i = 1, 2, . . . , n έχου-
µε

(αix− βi)2 = α2
ix

2 − 2αiβix+ β2
i ≥ 0,

για κάθε x ∈ R. Αν αθροίσουµε όλες αυτές τις σχέσεις ϑα πάρουµε:(
n∑

i=1

α2
i

)
x2 − 2

(
n∑

i=1

αiβi

)
x+

n∑

i=1

β2
i ≥ 0, για κάθε x ∈ R.
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Αν (α1, α2, . . . , αn) = 0, δηλαδή α1 = α2 = · · · = αn = 0, τότε η ανισότητα Cauchy ισχύει ως
ισότητα. (0 = 0). Και ϕυσικά σ᾿ αυτή την περίπτωση (α1, α2, . . . , αn) = 0 · (β1, β2, . . . , βn).
΄Εστω ότι κάποιος αi δεν είναι µηδέν. Τότε Α =

n∑
i=1

α2
i > 0. Αν Β =

n∑
i=1

β2
i και Γ =

n∑
i=1

αiβi,

τότε επειδή το τριώνυµο Αx2 − 2Γx + Β είναι µη αρνητικό, για κάθε x ∈ R, η διακρίνουσά
του ∆ = 4Γ2 − 4Α · Β ≤ 0. ∆ηλαδή Α · Β ≥ Γ2 και τελειώσαµε. Αν η ανισότητα Caushy-
Schwarz-Bunyakovsky ισχύει ως ισότητα, δηλαδή η διακρίνουσα του τριωνύµου Αx2− 2Γx+Β
είναι µηδέν, τότε η (αναγκαστικά) διπλή ϱίζα λ =

Γ
Α ϑα πρέπει να µηδενίζει όλα τα τετράγωνα

(αix− βi)2. (Γιατί το τριώνυµο είναι το άθροισµά τους). ΄Αρα βi = λαi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n,
ήτοι (β1, β2, . . . , βn) = λ · (α1, α2, . . . , αn). �

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1.13.
(
Τριγωνική ανισότητα

)
΄Εστω α1, α2, . . . , αn, β1, β2, . . . , βn ∈ R.

Τότε ισχύει η σχέση:√
(α1 + β1)2 + (α2 + β2)2 + · · ·+ (αn + βn)2 ≤

√
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n +

√
β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n

Επίσης η ανωτέρω σχέση ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν κάποιο από τα διανύσµατα (α1, α2,
. . . , αn) και (β1, β2, . . . , βn) είναι µη αρνητικό πολλαπλάσιο του άλλου.
Απόδειξη: Η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναµη µε τη σχέση
(α1 + β1)

2 + (α2 + β2)
2 + · · ·+ (αn + βn)2 ≤

(√
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n +

√
β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n

)2
,

δηλαδή
��α

2
1 +��β

2
1 + 2α1β1 +��α

2
2 +��β

2
2 + 2α2β2 + · · ·+��α2

n +��β
2
n + 2αnβn ≤

≤��α2
1 +��α

2
2 + · · ·+��α2

n +��β
2
1 +��β

2
2 + · · ·+��β2

n + 2
√
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n

√
β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n,

α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn ≤
√
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n

√
β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n,

η οποία προκύπτει από την ανισότητα Caushy-Schwarz-Bunyakovsky επειδή
α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn ≤ |α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn|.

Ισότητα ισχύει αν και µόνον αν
α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn =

√
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n

√
β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n ≥ 0

΄Οπως είδαµε παραπάνω, ένα από τα δύο διανύσµατα (α1, α2, . . . , αn) και (β1, β2, . . . , βn) είναι
πολλαπλάσιο του άλλου. Θα δείξουµε ότι είναι µη αρνητικό πολλαπλάσιο του άλλου. Αν και
τα δύο διανύσµατα είναι µηδενικά, µπορούµε να γράψουµε (0, 0, . . . , 0) = (β1, β2, . . . , βn) =
= λ · (0, 0, . . . , 0) = λ · (α1, α2, . . . , αn) για οποιοδήποτε λ ≥ 0.
Αν πάλι κάποιο από τα δύο διανύσµατα δεν είναι µηδενικό π.χ. το (α1, α2, . . . , αn), τότε υπάρχει
λ ∈ R, τέτοιο ώστε (β1, β2, . . . , βn) = λ · (α1, α2, . . . , αn) = (λα1, λα2, . . . , λαn). Αλλά
0 ≤ α1β1 +α2β2 + · · ·+αnβn = λ(α2

1 +α2
2 + · · ·+α2

n) και επειδή α2
1 +α2

2 + · · ·+α2
n > 0, έπεται

ότι λ ≥ 0. Το αντίστροφο είναι προφανές. �

Στη συνέχεια ϑα δούµε πώς µε µεθόδους Γραµµικής ΄Αλγεβρας καταλήγουµε στον µάλλον
περίεργο τύπο για τους αριθµούς Fibonacci.

Θεωρούµε το διάνυσµα-στήλη Pn =

(
fn+1

fn

)
. Προφανώς P1 =

(
1
1

)
. Οι σχέσεις

{
fn+2 = fn+1 + fn

fn+1 = fn+1

γράφονται σε πινακική µορφή ως εξής : Pn+1 =

(
1 1
1 0

)(
fn+1

fn

)
=

(
1 1
1 0

)
Pn.

Εποµένως Pn =

(
1 1
1 0

)
Pn−1 =

(
1 1
1 0

)2

Pn−2 = · · · =
(

1 1
1 0

)n−1
P1.
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Για να υπολογίσουµε τη δύναµη του πίνακα Α =

(
1 1
1 0

)
τον διαγωνοποιούµε. Το χαρακτη-

ϱιστικό του πολυώνυµο είναι φ(x) =

∣∣∣∣
x− 1 −1
−1 x

∣∣∣∣ = x2 − x − 1, µε ϱίζες ρ =
1 +
√

5

2
και

σ =
1−
√

5

2
.

Υπολογίζουµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα:
(

1 1
1 0

)(
x
y

)
=

(
ρx
ρy

)
⇔
{
x+ y = ρx

x = ρy
⇔

⇔
{

(ρ+ 1)y = ρ2y

x = ρy
⇔
{

(ρ2 − ρ− 1)y = 0

x = ρy
⇔
{

0 = 0

x = ρy
⇔ x = ρy. Για y = 1 παίρνουµε

το ιδιοδιάνυσµα
(
ρ
1

)
. Οµοίως, το

(
σ
1

)
είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του Α που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή σ.

΄Εστω Q =

(
ρ σ
1 1

)
. Τότε Α = Q

(
ρ 0
0 σ

)
Q−1 και εποµένως Αk = Q

(
ρk 0
0 σk

)
Q−1,

για κάθε ϕυσικό αριθµό k. Επίσης, det Q = ρ − σ =
√

5 και adjQ =

(
1 −σ
−1 ρ

)
και άρα

Q−1 =
1√
5

(
1 −σ
−1 ρ

)
.

Εποµένως

Pn =
1√
5

(
ρ σ
1 1

)(
ρn−1 0

0 σn−1

)(
1 −σ
−1 ρ

)(
1
1

)
=

=
1√
5

(
ρn − σn ρσn − σρn

ρn−1 − σn−1 ρσn−1 − σρn−1
)(

1
1

)
=

1√
5

(
ρn − σn + ρσn − σρn

ρn−1 − σn−1 + ρσn−1 − σρn−1
)

=

=
1√
5

(
ρn(1− σ)− σn(1− ρ)

ρn−1(1− σ)− σn−1(1− ρ)

)
.

Αλλά 1− σ = ρ⇔ 1− ρ = σ. Εποµένως Pn =

(
fn+1

fn

)
=

1√
5

(
ρn+1 − σn+1

ρn − σn
)
.

Κατά συνέπεια fn =
1√
5

(
ρn − σn

)
=

1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
. �

Τελειώνοντας την «κριτική» της επαγωγής ως ευρετικού εργαλείου, ας δούµε ένα άλλο παράδειγ-
µα:

62. ∆ίνεται η ακολουθία (αn), µε α1 = 2 και αn+1 = 2
3
αn + 5. Να ϐρεθεί το lim

n→+∞
αn.

Λύση: Κατ᾿ αρχάς δεν ξέρουµε αν η ακολουθία (αn) συγκλίνει. Θα προσπαθήσουµε να ϐρούµε
τον γενικό τύπο της ακολουθίας αυτής. Θα τον ϐρούµε κατευθείαν, χωρίς να τον «µαντέψου-
µε» και µετά να τον επαληθεύσουµε µε επαγωγή. Γράφουµε σε στήλη την αναδροµική σχέση
αn+1 = 2

3
αn + 5 για τις διάφορες τιµές του n.
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α1 = 2 (1)

α2 =
2
3α1 + 5 (2)

α3 =
2
3α2 + 5 (3)

...
αn−2 =

2
3αn−3 + 5 (n− 2)

αn−1 =
2
3αn−2 + 5 (n− 1)

αn = 2
3αn−1 + 5 (n)





Αν πολλαπλασιάσουµε τη (n− 1)-στή σχέση µε 2
3
, την (n− 2)-στή σχέση µε

(
2
3

)2 κ.ο.κ. έως την
πρώτη σχέση µε

(
2
3

)n−1, ϑα πάρουµε τις σχέσεις :
���

��(
2
3

)n−1
α1 = 2

(
2
3

)n−1
(1)′

���
��(

2
3

)n−2
α2 = ���

��(
2
3

)n−1
α1 + 5 ·

(
2
3

)n−2
(2)′

���
��(

2
3

)n−3
α3 = ���

��(
2
3

)n−2
α2 + 5 ·

(
2
3

)n−3
(3)′

...

���
��(

2
3

)2
αn−2 = ���

��(
2
3

)3
αn−3 + 5 ·

(
2
3

)2
(n− 2)′

�
��
�2

3
αn−1 = ���

��(
2
3

)2
αn−2 + 5 · 2

3
(n− 1)′

αn =
��

��2
3
αn−1 + 5 (n)′





και ϑα οδηγηθούµε στο αποτέλεσµα: αn = 2
(
2
3

)n−1
+5 ·

(
1+ 2

3
+
(
2
3

)2
+
(
2
3

)3
+ · · ·++

(
2
3

)n−2)
=

= 2 ·
(
2
3

)n−1
+ 5 · 1−

(
2
3

)n−1

1− 2
3

= 2 ·
(
2
3

)n−1
+ 15 ·

(
1−

(
2
3

)n−1). Εποµένως lim
n→+∞

αn = 15. �

Παρόλο που η επαγωγή, ως αποδεικτική µέθοδος µπορεί να υστερεί ως προς την «ευρετικότητά»
της και σε πολλές περιπτώσεις να µην παρέχει ιδιαίτερα «κοµψές» αποδείξεις, εντούτοις εξα-
κολουθεί να αποτελεί ισχυρότατο εργαλείο στο οπλοστάσιο του µαθηµατικού. ∆εν είναι
τυχαίο το γεγονός ότι η πρώτη σκέψη που κάνει ο επίδοξος λύτης µιας άσκησης είναι «µήπως η
άσκηση αυτή ϐγαίνει µε επαγωγή». Οι κοµψότερες λύσεις είναι συνήθως και οι πιο δύσκολες.
Η επαγωγή µπορεί επίσης να συνδυαστεί και µε άλλες µεθόδους, ώστε ο λύτης να οδηγηθεί στο
σωστό αποτέλεσµα. Η προηγούµενη ενδελεχής αναφορά σε αυτήν καταδεικνύει πόσο πολύτιµο
εργαλείο είναι. Και αποτελεί ιδιαίτερο πρόβληµα το γεγονός ότι οι «επαΐοντες»(;) της εκπαίδευ-
σης ϕρόντισαν (όπως άλλωστε έκαναν και µε το µεγαλύτερο µέρος της ύλης των Μαθηµατικών)
να την εξαφανίσουν κυριολεκτικά από τη µέση εκπαίδευση. Το αν πέτυχαν κάτι καλύτερο, αυτό
κρίνεται εκ του αποτελέσµατος.

1.3 Βασικές ΄Εννοιες Συνδυαστικής

1.3.1 Η Προσθετική και η Πολλαπλασιαστική Αρχή

Με απλά λόγια, η (απαριθµητική) Συνδυαστική ασχολείται µε τις µεθόδους υπολογισµού του
πλήθους των στοιχείων ενός ή περισσοτέρων συνόλων. Σε γενικές γραµµές στηρίζεται σε δύο
απλές αρχές : Την προσθετική αρχή και την πολλαπλασιαστική αρχή.
Η Προσθετική Αρχή: Με λίγα λόγια η προσθετική αρχή µας λέει το εξής «αυτονόητο»: Αν
έχουµε n σύνολα Α1,Α2, . . . ,Αn τα οποία είναι ανά δύο ξένα µεταξύ τους (δηλαδή Αi ∩ Αj = ∅
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για κάθε i 6= j), τότε το πλήθος των στοιχείων της ένωσης Α1∪Α2∪. . .∪Αn ισούται µε το άθροισµα
των πληθαρίθµων των επί µέρους συνόλων, δηλαδή

|Α1 ∪ Α2 ∪ . . . ∪ Αn| = |Α1|+ |Α2|+ · · ·+ |Αn|
ή πιο σύντοµα ∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

Αi

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Αi|

Σηµείωση: Αν έχουµε n σύνολα Α1,Α2, . . . ,Αn, τα οποία είναι ανά δύο ξένα, τότε η ένωσή τους

λέγεται ξένη ένωση και για έµφαση συµβολίζεται µε Α1

·∪ Α2

·∪ . . . ·∪ Αn ή πιο σύντοµα ·n⋃

i=1

Αi.

Παραδείγµατα: 1) Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο παρέες µαθητών. Η πρώτη αποτελείται
από τρεις µαθητές, τους α1, α2 και α3 και η δεύτερη από τους β1, β2 και β3. Θέλουµε να
επιλέξουµε δύο µαθητές, οι οποίοι όµως ϑα πρέπει να ανήκουν στην ίδια παρέα. ΄Εχουµε δύο
περιπτώσεις :
α) Οι µαθητές να ανήκουν στην πρώτη παρέα, οπότε και παίρνουµε έτσι το σύνολο Α1 =
= {{α1, α2}, {α1, α3}, {α2, α3}} και
ϐ) οι µαθητές να ανήκουν στην δεύτερη παρέα, οπότε και παίρνουµε έτσι το σύνολο Α2 =
= {{β1, β2}, {β1, β3}, {β2, β3}}.
Κάθε ένα τα δύο σύνολα περιέχει 3 στοιχεία. ΄Αρα το πλήθος των δυνατών περιπτώσεων είναι ίσο
µε |Α1 ∪ Α2| = |Α1|+ |Α2| = 3 + 3 = 6.
2) Να ϐρεθούν όλα τα Ϲεύγη (x, y) των ακεραίων µε την ιδιότητα x2+y2 ≤ 5. Αν συµβολίσουµε µε
Si το σύνολο {(x, y) | x2+y2 = i}, τότε το Ϲητούµενο πλήθος είναι ο πληθάριθµος της ξένης ένω-
σης S0

·∪S1

·∪S2

·∪S3

·∪S4

·∪S5. Παρατηρούµε ότι S0 = {(0, 0)}, S1 = {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)},
S2 = {(1, 1), (−1, 1), (1,−1), (−1,−1)}, S3 = ∅, S4 = {(2, 0), (−2, 0), (0, 2), (0,−2)} και S5 =
= {(2, 1), (−2, 1), (2,−1), (−2,−1), (1, 2), (1,−2), (−1, 2), (−1,−2)}. Εποµένως το Ϲητούµενο
πλήθος είναι 1 + 4 + 4 + 0 + 4 + 8 = 21.
Η Πολλαπλασιαστική Αρχή: Η πολλαπλασιαστική αρχή µας λέει το εξής απλό: Υποθέτουµε
ότι µια διαδικασία για να πραγµατοποιηθεί απαιτεί n διαδοχικά στάδια, τα οποία συµβολίζουµε
µε E1, E2, . . . , En. Αν το στάδιο E1 µπορεί να πραγµατοποιηθεί κατά k1 τρόπους, το στάδιο E2

κατά k2 τρόπους, ... και τέλος το στάδιο En κατά kn τρόπους, τότε η όλη διαδικασία µπορεί να
πραγµατοποιηθεί κατά

k1 · k2 · · · kn
τρόπους.
Παράδειγµα: ΄Ενα πλήρες γεύµα σε κάποιο (ίσως καλό) εστιατόριο περιλαµβάνει :
α) ορεκτικό (στάδιο E1), ϐ) το κυρίως πιάτο (στάδιο E2) και τέλος γ) το γλυκό (στάδιο E3).
Ο πελάτης έχει να επιλέξει ανάµεσα 3 είδη ορεκτικών (|E1| = 3), 5 είδη κυρίως πιάτων (|E2| = 5)
και 2 είδη γλυκών (|E3| = 2). Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή το πλήθος των διαφο-
ϱετικών γευµάτων που προσφέρει το εστιατόριο ισούται µε 3 · 5 · 2 = 30.
Στη συνέχεια ϑα µάθουµε πώς να εφαρµόζουµε αυτές τις απλές αρχές και επιπλέον ϑα γνω-
ϱίσουµε και άλλες αρχές το ίδιο απλές αλλά και το ίδιο σηµαντικές.

1.3.2 ∆ιατάξεις-Μεταθέσεις-Συνδυασµοί

΄Εστω α1, α2, α3, . . . , αn, n διαφορετικά αντικείµενα. (n ≥ 1). Αν 1 ≤ k ≤ n, τότε τίθεται το
εξής πρόβληµα: Κατά πόσους τρόπους µπορούµε από τα n αντικείµενα να πάρουµε k και να τα
τοποθετήσουµε σε µια σειρά ; Το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το εξής : ΄Εχουµε k κελιά. Κατά
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πόσους τρόπους µπορούµε να τοποθετήσουµε σε αυτά τα κελιά k αντικείµενα από τα n;

 

k-στό κελί4ο κελί3ο κελί2ο κελί1ο κελί

Σχήµα 10
Μια τέτοια τοποθέτηση k αντικειµένων από συνολικά n λέγεται διάταξη n αντικειµένων ανά
k. Το πλήθος των διατάξεων n (αντικειµένων) ανά k ας το συµβολίσουµε µε ∆n

k .
Παρατηρούµε ότι για το 1ο κελί έχουµε n επιλογές. Αφού επιλέξουµε το 1ο αποµένουν n − 1
αντικείµενα. ΄Αρα για το 2ο κελί έχουµε n− 1 επιλογές. Αφού επιλέξουµε και το 2ο αποµένουν
n − 2 αντικείµενα. ΄Αρα για το 3ο κελί έχουµε n − 2 επιλογές. Τελικά, αν έχουµε επιλέξει τα
πρώτα k − 1 αντικείµενα, τότε αποµένουν n − (k − 1) = n − k + 1 αντικείµενα, άρα n − k + 1
επιλογές για το τελευταίο κελί. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή παίρνουµε

∆nk = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

Αν k = n, το πρόβληµα έγκειται στο κατά πόσους τρόπους µπορούµε n διακεκριµένα αντικε-
ίµενα να τα τοποθετήσουµε σε µια σειρά. Μια τέτοια διάταξη όλων των n αντικειµένων λέγεται
µετάθεση των n αντικειµένων. Αν Μn είναι το πλήθος τους, τότε

Μn = ∆nn = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = n!

΄Εστω n αντικείµενα και k ≤ n. Τίθεται το ερώτηµα: Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να
επιλέξουµε k αντικείµενα από τα n; (Χωρίς όµως να τα διατάξουµε). Το ερώτηµα είναι ισοδύναµο
µε το ερώτηµα:«πόσα υποσύνολα µε ακριβώς k στοιχεία έχει ένα σύνολο µε n στοιχεία ;» Κάθε
επιλογή k στοιχείων από n λέγεται συνδυασµός n στοιχείων ανά k. ΄Εστω Σn

k το πλήθος
τους. Για να προσδιορίσουµε το Σnk σκεφτόµαστε ως εξής : Κάθε διάταξη n αντικειµένων ανά k
πραγµατοποιείται σε δύο ϕάσεις :
1η ϕάση: Από τα n στοιχεία επιλέγουµε τα k τα οποία ϑέλουµε να διατάξουµε. Αυτό γίνεται
κατά Σnk τρόπους.
2η ϕάση: Μεταθέτουµε τα k επιλεχθέντα στοιχεία. Αυτό γίνεται κατά k! τρόπους.
Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, το πλήθος ∆nk των διατάξεων n στοιχείων ανά k ισούται
µε Σnk · k!. Εποµένως

Σnk =
∆nk
k!

=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)

Το σύµβολο Σnk · k! έχει έννοια ακόµα και αν κάποιο από τα n, k είναι µηδέν ή το k να είναι
µεγαλύτερο του n. Αν k = 0, τότε έχουµε ακριβώς µία επιλογή: να µην πάρουµε κανένα
στοιχείο. Ισοδύναµα να πάρουµε το ∅. Αυτό µπορεί να συµβεί ακόµα και αν n = 0. (Το
κενό σύνολο έχει ένα ακριβώς υποσύνολο: το ίδιο το κενό). Αυτό συµπίπτει µε τον ορισµό

του
(
n

0

)
= 1. Αν τώρα n < k, τότε δεν έχουµε καµία επιλογή. ∆εν µπορούµε από λιγότερα

στοιχεία να πάρουµε περισσότερα. Και στην περίπτωση αυτή ο αριθµός Σnk συµπίπτει µε το

σύµβολο
(
n

k

)
= 0. ΄Αρα, σε κάθε περίπτωση

Σnk =

(
n

k

)

Παρατηρήσεις: 1) Η συνδυαστική ερµηνεία του γεγονότος ότι
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
είναι η εξής :
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΄Οταν από ένα σύνολο Α µε n στοιχεία ϑεωρήσουµε ένα υποσύνολό του Χ µε k στοιχεία, τότε
αυτοµάτως έχουµε ορίσει το συµπλήρωµα Α \ Χ του Χ στο Α, το οποίο (είναι µοναδικό) και
περιέχει n − k στοιχεία. Ισχύει προφανώς και το αντίστροφο: αν επιλέξουµε ένα υποσύνολο Υ
του Α µε n − k στοιχεία, τότε το Χ = Α \ Y αποτελείται ακριβώς από k στοιχεία και προφανώς
Α \ Χ = Α \ (Α \ Y) = Y.
Αν λοιπόν A ⊆ P(Α) είναι η συλλογή των υποσυνόλων του Α µε k στοιχεία και B η συλλογή των
υποσυνόλων του Α µε n− k στοιχεία, τότε η απεικόνιση f : A → B, µε f(Χ) = Α \ Χ είναι 1-1
και επί. ΄Αρα |A| = |B|, δηλαδή (

n

k

)
=

(
n

n− k

)

2) Στην προηγούµενη παρατήρηση υποκρίπτεται και µια άλλη σηµαντική αρχή της Συνδυαστι-
κής : Η Αρχή της αµφιµονοσήµατης αντιστοιχίας. Με απλά λόγια, αν Α και Β είναι δύο
σύνολα και υπάρχει f : A → B, η οποία είναι 1-1 και επί, τότε |Α| = |Β|. Η αρχή της αµφιµο-
νοσήµαντης αντιστοιχίας εφαρµόζεται όταν δεν µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα το πλήθος
των στοιχείων του Α, ενώ µπορούµε να υπολογίσουµε πιο εύκολα το πλήθος των στοιχείων του
Β. ΄Ετσι, µέσω της αντιστοιχίας f το πρόβληµα του υπολογισµού του |Α| ανάγεται στο πρόβληµα
του υπολογισµού του |Β|.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1.14.
(
ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ∆ΙΩΝΥΜΟΥ ΤΟΥ NEWTON

)
Για κάθε

ϑετικό ακέραιο n ισχύει η ταυτότητα:

(α + β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k

Απόδειξη: Γράφουµε το (α + β)n ως εξής :

(α + β)n =
1η παρένθεση
(α + β)

2η παρένθεση
(α + β)

3η παρένθεση
(α + β) · · ·

n-στή παρένθεση
(α + β)︸ ︷︷ ︸

n παρενθέσεις

΄Οταν εκτελούµε τις πράξεις µεταξύ των παρενθέσεων, µε ϐάση την επιµεριστική ιδιότητα, τότε
για να εµφανιστεί ο όρος αkβn−k ϑα πρέπει κάθε ϕορά να επιλέγουµε από τις n παρενθέσεις τις
k από τις οποίες ϑα πάρουµε το α. Από τις υπόλοιπες αναγκαστικά ϑα πάρουµε το β. Από κάθε
τέτοια επιλογή παίρνουµε συντελεστή +1 που το υπολογίζουµε στον συντελεστή του αkβn−k.
Εφόσον έχουµε n παρενθέσεις και επιλέγουµε κάθε ϕορά k από τις οποίες ϑα πάρουµε το α,
αθροίζοντας για όλες αυτές τις επιλογές, ο συντελεστής του αkβn−k στο ανάπτυγµα του (α+ β)n

ϑα πρέπει να είναι ίσος µε
(
n

k

)
. �

63. Να αποδείξετε συνδυαστικά τον τύπο:
(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n.

Απόδειξη: Το πρώτο µέλος µετράει τα υποσύνολα ενός συνόλου µε n στοιχεία. Πράγµατι,

το
(
n

0

)
= 1 ισούται µε το πλήθος των υποσυνόλων µε 0 στοιχεία (δηλαδή µόνον το κενό), το

(
n

1

)
= n µε το πλήθος των υποσυνόλων µε ένα στοιχείο (µονοσύνολα), το

(
n

2

)
µε το πλήθος

των υποσυνόλων µε δύο στοιχεία κ.ο.κ. ∆ηλαδή το πρώτο µέλος ισούται µε το πλήθος των υπο-
συνόλων ενός συνόλου µε n στοιχεία. ∆ηλαδή, αν Α = {α1, α2, α3, . . . , αn}, τότε το πρώτο µέλος
ισούται µε τον πληθάριθµο του P(Α). Για να υπολογίσουµε τον |P(Α)| σκεπτόµαστε ως εξής :
Θεωρούµε µια σταθερή διάταξη (α1, α2, . . . , αn) των στοιχείων του Α. Τότε για κάθε υποσύνολο
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Χ του Α ορίζουµε ένα διάνυσµα f(X) = (x1, x2, . . . , xn) ως εξής : xi =

{
1, αν αi ∈ X
0, αν αi /∈ X

Κάθε τέτοιο διάνυσµα µε στοιχεία από το {0, 1} ορίζει µε τη σειρά του ένα µοναδικό υποσύνο-
λο Χ του Α, δηλαδή είναι εικόνα του Χ. Για παράδειγµα, υποθέστε ότι Α = {α1, α2, α3, α4}.
Το διάνυσµα (1, 1, 0, 1) ορίζει το υποσύνολο {α1, α2, α4}, το διάνυσµα (0, 0, 0, 0) ορίζει το κενό
σύνολο, το διάνυσµα (0, 1, 1, 0) ορίζει το υποσύνολο {α2, α3}, το διάνυσµα (1, 1, 1, 1) ορίζει το
{α1, α2, α3, α4} = Α.
Επανερχόµαστε στη γενική περίπτωση: Από τα παραπάνω καθίσταται ϕανερό (αρχή της αµ-
ϕιµονοσήµαντης αντιστοιχίας) ότι το πλήθος των υποσυνόλων του Α ισούται µε το πλήθος των
διανυσµάτων της µορφής (x1, x2, . . . , xn), όπου xi ∈ {0, 1}. Πόσα είναι αυτά τα διανύσµατα ;
Για το x1 έχουµε δύο επιλογές (0 ή 1), για το x2 πάλι δύο επιλογές,... και για το xn επίσης δύο
επιλογές. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή έχουµε 2 · 2 · · · 2︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

= 2n επιλογές. �

1.3.3 Επαναληπτικές ∆ιατάξεις-Επαναληπτικοί Συνδυασµοί

Τις επαναληπτικές διατάξεις τις έχουµε ήδη χρησιµοποιήσει στην προηγούµενη εφαρµογή.
Μια επαναληπτική διάταξη n αντικειµένων ανά k είναι η τοποθέτηση σε µια σειρά k ϑέσεων ή
ισοδύναµα σε k κελιά κάποιων από τα n αντικείµενα µε δυνατότητα επανάληψης καθενός
από τα αντικείµενα για περισσότερες από µία ϕορά. Εδώ µπορεί το k να είναι µεγαλύτερο του
n.
΄Ετσι, αν το σύνολο των αντικειµένων είναι π.χ. το {1, 2, 3} και k = 4, τότε οι τοποθετήσεις 1132,
2221, 3222 είναι κάποιες από τις επαναληπτικές διατάξεις 3 αντικειµένων ανά 4. ∆ηλαδή οι
επαναληπτικές διατάξεις n αντικειµένων ανά k είναι όλες οι πεπερασµένες ακολουθίες µήκους
k µε όρους-στοιχεία από ένα σύνολο µε n στοιχεία. ΄Εστω Ε∆n

k το πλήθος των επαναληπτικών
διατάξεων n αντικειµένων ανά k. Για την πρώτη ϑέση έχουµε n επιλογές, αλλά και για τη
δεύτερη, την τρίτη κτλ έχουµε πάλι n επιλογές, γιατί επιτρέπονται επαναλήψεις. Σύµφωνα µε
την πολλαπλασιαστική αρχή έχουµε

Ε∆nk = n · n · n · · ·n︸ ︷︷ ︸
k ϕορές

= nk

Τώρα, ένας επαναληπτικός συνδυασµός n αντικειµένων ανά k (και εδώ το k µπορεί να είναι
µεγαλύτερο του n) είναι µια επιλογή k αντικειµένων από τα n, µε δυνατότητα επανάληψης
αλλά χωρίς να µας ενδιαφέρει η διάταξή τους. ΄Εστω ΕΣn

k το πλήθος των επαναληπτικών
συνδυασµών n αντικειµένων ανά k.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.15. Ισχύει η σχέση: ΕΣnk =

(
n+ k − 1

k

)
.

1η Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι το σύνολο των n αντικειµένων είναι
το {1, 2, 3, . . . , n}. Αφού επιλέξουµε k αριθµούς, ενδεχοµένως µε επαναλήψεις, από το σύνολο
{1, 2, 3, . . . , n}, τους διατάσσουµε κατ᾿ αύξουσα σειρά. ΄Ετσι παίρνουµε ένα µοναδικό διάνυσµα
(α1, α2, . . . , αk), όπου αi ∈ {1, 2, . . . , n} για κάθε i = 1, 2, . . . , k και α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ αk.
Το ίσον (=) στη σχέση ≤ επιτρέπει την ενδεχόµενη επανάληψη των αντικειµένων. Από το δι-
άνυσµα (α1, α2, . . . , αk) ορίζεται ένα µοναδικό διάνυσµα (β1, β2, . . . , βk) ως εξής : Θέτουµε
β1 = α1, β2 = α2 + 1, β3 = α3 + 2 και τελικώς βk = αk +k− 1. ∆ηλαδή, βi = αi + i− 1 για κάθε
i = 1, 2, . . . , k. Παρατηρούµε ότι βi+1−βi = αi+1 +(i+1)−1− (αi+ i−1) = αi+1−αi+1 ≥ 1,
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γιατί αi+1 − αi ≥ 0. Εποµένως βi+1 > βi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k − 1. Η ελάχιστη τι-
µή που µπορεί να πάρει το β1 = α1 είναι το 1 και η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει το
βk = αk + k − 1 είναι n+ k − 1. Επειδή στο νέο διάνυσµα (β1, β2, . . . , βk) δεν έχουµε ισότητες,
αυτό καθορίζει έναν µοναδικό (απλό) συνδυασµό n + k − 1 αντικειµένων, παρµένων από το
σύνολο {1, 2, 3, . . . , n + k − 1} ανά k. Ισχύει και το αντίστροφο: Αν (β1, β2, . . . , βk) είναι το δι-
άνυσµα που αντιστοιχεί σ᾿ έναν απλό συνδυασµό των n+k−1 αριθµών 1, 2, 3, . . . , n+k−1 ανά
k, µε β1 < β2 < · · · < βk, τότε µπορούµε να ανακτήσουµε το αρχικό διάνυσµα (α1, α2, . . . , αk)
από το σύνολο των αριθµών 1, 2, 3, . . . , n, µε α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk ως εξής : Θέτουµε α1 = β1,
α2 = β2 − 1, α3 = β3 − 2 και γενικά αi = βi − i + 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Παρατηρούµε
ότι αi+1 − αi = βi+1 − (i + 1) + 1− (βi − i + 1) = βi+1 − βi − 1 ≥ 0, γιατί βi+1 > βi, για κάθε
i = 1, 2, . . . , k. Η ελάχιστη τιµή του α1 = β1 είναι το 1 και η µέγιστη τιµή του αk = βk−k+1 είναι
(n+k−1)−k+1 = n. ΄Αρα όντως το διάνυσµα (α1, α2, . . . , αk) αντιστοιχεί σε έναν επαναληπτικό
συνδυασµό n αντικειµένων ανά k. Σύµφωνα µε την αρχή της αµφιµονοσήµαντης αντιστοιχίας,
το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά k ισούται µε το πλήθος των

απλών συνδυασµών n+ k − 1 αντικειµένων ανά k. Εποµένως ΕΣnk =

(
n+ k − 1

k

)
. �

2η Απόδειξη: Από όλους τους ΕΣnk επαναληπτικούς συνδυασµούς των n αντικειµένων α1, α2, . . . ,
αn υπολογίζουµε πόσες συνολικά ϕορές εµφανίζεται ένα συγκεκριµένο αντικείµενο, π.χ. το
α1. ΄Εστω λ ο αριθµός αυτός. Λόγω συµµετρίας, ο αριθµός αυτός είναι ο ίδιος για όλα
τα n αντικείµενα. Αθροιστικά λοιπόν όλα τα αντικείµενα, σε όλους τους ΕΣnk επαναληπτι-
κούς συνδυασµούς εµφανίζονται nλ ϕορές. Επειδή σε κάθε έναν από τους ΕΣnk επαναλη-
πτικούς συνδυασµούς εµφανίζονται (ενδεχοµένως µε επαναλήψεις) k αντικείµενα, ϑα έχουµε
nλ = k · ΕΣnk ⇔ λ =

k

n
· ΕΣnk . Αν τώρα από κάθε επαναληπτικό συνδυασµό που περιέχει το α1

αφαιρέσουµε το στοιχείο αυτό µία µόνον ϕορά, ϑα πάρουµε όλους τους επαναληπτικούς συν-
δυασµούς n αντικειµένων ανά k − 1. (Σε αυτούς µπορεί το α1 να επανεµφανίζεται). Σύµφωνα
µε το προηγούµενο επιχείρηµα, στους τελευταίους αυτούς ΕΣnk−1 επαναληπτικούς συνδυασ-

µούς το α1 ϑα εµφανίζεται συνολικά λ′ =
k − 1

n
· ΕΣnk−1 ϕορές. Επειδή οι ΕΣnk−1 συνδυασµοί

προέκυψαν µε αφαίρεση ενός α1, το σύνολο λ των εµφανίσεων του α1 σε όλους τους ΕΣnk επα-
ναληπτικούς συνδυασµούς ϑα ισούται µε λ = λ′+ ΕΣnk−1 ⇔

k

n
·ΕΣnk =

k − 1

n
·ΕΣnk−1 + ΕΣnk−1 =

=
n+ k − 1

n
· ΕΣnk−1 ⇔ ΕΣnk =

n+ k − 1

k
· ΕΣnk−1. Η τελευταία αναδροµική σχέση µας οδηγεί

στο αποτέλεσµα ΕΣnk =
(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · · (n+ 1)

k(k − 2) · · · 2 · ΕΣn1 . Αλλά ΕΣn1 = n, οπότε

ΕΣnk =
n(n+ 1) · · · (n+ k − 2)(n+ k − 1)

k!
=

(
n+ k − 1

k

)
�

3η Απόδειξη:
(
Γεωµετρική

)
: Θεωρούµε το πλέγµα που ορίζεται από τα σηµεία του επιπέδου

µε ακέραιες συντεταγµένες (lattice-points). Θα περιοριστούµε στα σηµεία που έχουν τετµηµένη
από το σύνολο {0, 1, . . . , n− 1} και τεταγµένη από το σύνολο {0, 1, 2, . . . , k}.
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(0, k)

(0, k-1)

(0, k-2)

(0, 4)

(0, 3)

(0, 2)

(0, 1)

(n-1, k)

(n-4, 0)(n-3, 0) (n-2, 0) (n-1, 0)(7, 0)(6, 0)(5, 0)(4, 0)(3, 0)(2, 0)(1, 0)(0, 0)

Σχήµα 11

Υποθέτουµε ότι ένας δρόµος ξεκινά από το σηµείο (0, 0) και καταλήγει στο σηµείο (n − 1, k)
περνώντας από τα ενδιάµεσα lattice-points. Κάθε ϕορά µπορούµε να κινηθούµε είτε δεξιά κατά
1 µονάδα είτε πάνω κατά 1 µονάδα και πάλι. Το ερώτηµα είναι : «πόσοι τέτοιοι δρόµοι υπάρ-
χουν ;»
Για παράδειγµα, αν n = 8 και k = 4, τότε δύο τέτοιοι δρόµοι απεικονίζονται στο επόµενο σχήµα:

 

 

 

 

 

(0, 0) (1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0) (5, 0) (6, 0) (7, 0)

(0, 1)

(0, 2)

(0, 3)

(0, 4)(0, 4)

(0, 3)

(0, 2)

(0, 1)

(7, 0)(6, 0)(5, 0)(4, 0)(3, 0)(2, 0)(1, 0)(0, 0)

Σχήµα 12

Κάθε τέτοιος δρόµος αποτελείται από n− 1 οριζόντια και k κατακόρυφα µοναδιαία διαστήµατα.
Συνολικά κάποιος πρέπει να διασχίσει n + k − 1 µοναδιαία διαστήµατα για να ϐρεθεί από το
σηµείο (0, 0) στο σηµείο (n − 1, k). ∆ηλαδή από κάθε σηµείο έχει δύο µόνον επιλογές : ΄Η να
κινηθεί δεξιά κατά 1 ή προς τα πάνω κατά 1. Αν ϑέσουµε 0 για τα οριζόντια διαστήµατα και
1 για τα κατακόρυφα, τότε κάθε δρόµος αντιστοιχεί σε µια ακολουθία µήκους n + k − 1 µε
στοιχεία 0 ή 1. ΄Ετσι, στο αριστερό σχήµα αντιστοιχεί η ακολουθία 01001000110 και στο δεξιό
σχήµα η ακολουθία 11000010001. Γενικά λοιπόν το πρόβληµα ανάγεται στο να επιλέξουµε από
τις n + k − 1 ϑέσεις της ακολουθίας, αυτές στις οποίες ϑα ϐάλουµε 1. Στις υπόλοιπες ανα-
γκαστικά ϑα ϐάλουµε 0. Επειδή υπάρχουν k κατακόρυφα τµήµατα, είµαστε υποχρεωµένοι να
επιλέξουµε από τις n + k − 1 ϑέσεις, ακριβώς k ϑέσεις στις οποίες ϑα ϐάλουµε 1. Αυτό γίνεται

κατά
(
n+ k − 1

k

)
τρόπους.

Τώρα ϑα µετρήσουµε τους δρόµους διαφορετικά. Επιλέγουµε από τις n κατακόρυφες ευθείες
µε τετµηµένες {0, 1, 2, . . . , n− 1} εκείνες στις οποίες υπάρχουν σηµεία στα οποία ϑα κινηθούµε
προς τα πάνω. ΄Ετσι, στο αριστερό σχήµα κίνηση προς τα πάνω γίνεται στις τετµηµένες 1, 3 και 6.
Κάθε ϕορά που κινούµαστε προς τα πάνω αυτό ισοδυναµεί µε την εµφάνιση της ίδιας τετµηµένης
ακόµα 1 ϕορά. ΄Ετσι, στο αριστερό σχήµα η τετµηµένη 1 εµφανίζεται 1 ϕορά, η 3 εµφανίζεται
1 ϕορά και η 6 εµφανίζεται 2 ϕορές. Αν προσθέσουµε το συνολικό πλήθος των κατακόρυφων
κινήσεων ϑα πάρουµε ϕυσικά 1 + 1 + 2 = 4, όσα και τα κατακόρυφα τµήµατα. Στο δεύτερο
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σχήµα η µηδενική τετµηµένη εµφανίζεται 2 ϕορές, η τετµηµένη 4 εµφανίζεται 1 ϕορά και τέλος,
η τετµηµένη 7 εµφανίζεται 1 ϕορά. (Και πάλι 2 + 1 + 1 = 4, αναγκαστικά). Πρόκειται λοιπόν για
το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών των n τετµηµένων {0,1,2, . . . , n− 1} ανά
k. Επειδή οι δύο µετρήσεις πρέπει να δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα, συνάγουµε ότι το πλήθος των

επαναληπτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά k ισούται µε
(
n+ k − 1

k

)
. �

Συµβολισµός: Το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά k συµβολίζεται
συνήθως µε

((n
k

))
.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

64. (i) Πόσες διατεταγµένες n-άδες (x1, x2, . . . , xn) µη αρνητικών ακεραίων υπάρχουν µε την
ιδιότητα x1 + x2 + · · ·+ xn = k;
(ii) Πόσες διατεταγµένες n-άδες (x1, x2, . . . , xn) µη αρνητικών ακεραίων υπάρχουν µε την ιδι-
ότητα x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ k;
(iii) Πόσες διατεταγµένες πεντάδες (x1, x2, x3, x4, x5) ϑετικών ακεραίων υπάρχουν µε την ιδιότη-
τα x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 17;
Λύση: (i) Κάθε n-άδα αντιστοιχεί στην εµφάνιση της 1ης ϑέσης x1 ϕορές, της 2ης x2 ϕορές,
κτλ, και της n-στής ϑέσης xn ϕορές. Πρόκειται λοιπόν για το πλήθος των επαναληπτικών συν-

δυασµών των n ϑέσεων ανά k. Το αποτέλεσµα είναι
(
n+ k − 1

k

)
.

(ii) Αν x1 + x2 + · · · + xn ≤ k εισάγουµε µια νέα µεταβλητή xn+1 = k − x1 − x2 − · · ·−
−xn ≥ 0. Εποµένως το πρόβληµα ανάγεται στον προσδιορισµό του πλήθους των (n + 1)-άδων

(x1, x2, . . . , xn, xn+1) µε x1 + x2 + · · · + xn + xn+1 = k. Αποτέλεσµα:
(
n+ 1 + k − 1

k

)
=

=

(
n+ k

k

)
.

(iii) Εφόσον xi > 0, ϑα έχουµε yi = xi − 1 ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, 3, 4, 5. Εποµένως
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 17 ⇔ (x1 − 1) + (x2 − 1) + (x3 − 1) + (x4 − 1) + (x5 − 1) = 12 ⇔
⇔ y1+y2+y3+y4+y5 = 12. Αποτέλεσµα:

(
5 + 12− 1

12

)
=

(
16

12

)
=

(
16

4

)
=

16 · 15 · 14 · 13

1 · 2 · 3 · 4 =

=
2 · 15 · 14 · 13

3
= 10 · 14 · 13 = 1820. �

65. (i) Πόσα µονώνυµα στις n µεταβλητές x1, x2, . . ., xn ϐαθµού r ≥ 0 υπάρχουν ;
(ii) Πόσα µονώνυµα στις n µεταβλητές x1, x2, . . ., xn το πολύ ϐαθµού r ≥ 0 υπάρχουν ;
Λύση: (i) ΄Ενα τέτοιο µονώνυµο είναι της µορφής xr11 xr22 · · · xrnn , όπου ri ≥ 0 και r1 + r2 + · · ·+
+rn = r. ΄Αρα πρόκειται για επαναληπτικούς συνδυασµούς n αντικειµένων ανά r, δηλαδή(
n+ r − 1

r

)
.

(ii) 1ος τρόπος: Τα µονώνυµα είναι ϐαθµού s ≤ r είναι
(
n+ s− 1

s

)
το πλήθος. Εποµένως

ο Ϲητούµενος αριθµός είναι
r∑

s=0

(
n+ s− 1

s

)
. Για r = 0 παίρνουµε το σταθερό µονώνυµο 1.
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Αν r = 1 παίρνουµε 1 +

(
n+ 1− 1

1

)
= 1 + n, για r = 2 παίρνουµε 1 + n +

(
n+ 2− 1

2

)
=

= n+ 1 +
(n+ 1)n

2
= (n+ 1)

(
1 +

n

2

)
=

(n+ 2)(n+ 1)

2
.

∆ηµιουργείται η εικασία ότι ο Ϲητούµενος αριθµός µπορεί να είναι ίσος µε

(n+ r)(n+ r − 1)(n+ r − 2) · · · (n+ 1)

r!
=

(
n+ r

r

)
.

Μέχρι r = 2 το έχουµε αποδείξει. Υποθέτουµε ότι
r∑

s=0

(
n+ s− 1

s

)
=

(
n+ r

r

)
. Τότε έχουµε:

r+1∑

s=0

(
n+ s− 1

s

)
=

r∑

s=0

(
n+ s− 1

s

)
+

(
n+ r

r + 1

)
=

επαγωγική
υπόθεση

(
n+ r

r

)
+

(
n+ r

r + 1

)
=

(
n+ r + 1

r + 1

)
,

από το τρίγωνο του Pascal.
2ος τρόπος: ΄Οπως είδαµε στο (ii) της προηγούµενης άσκησης, ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται
µε το πλήθος των n-άδων µη αρνητικών ακεραίων µε άθροισµα µικρότερο ή ίσο του r και µε την
εισαγωγή νέας µεταβλητής ο αριθµός αυτός ισούται µε το πλήθος των (n+ 1)-άδων µε άθροισµα

ακριβώς r. ∆ηλαδή µε
(
n+ r

r

)
. �

1.3.4 Πολυωνυµικοί Συντελεστές

Οι συντελεστές
(
n

k

)
που εµφανίζονται στο ανάπτυγµα του (x1+x2)

n λέγονται διωνυµικοί συντε-

λεστές. Ας γενικεύσουµε το πρόβληµα: Στο ανάπτυγµα του (x1 + x2 + · · ·xk)n ϑα εµφανιστούν
µονώνυµα της µορφής xr11 xr22 · · · xrkk , όπου r1 + r2 + · · · rk = n. Ποιος είναι ο συντελεστής ενός
τέτοιου µονωνύµου ;

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.16. Ο συντελεστής του xr11 xr22 · · ·xrkk στο ανάπτυγµα του (x1 + x2 + · · ·xk)n είναι
ίσος µε (

n

r1, r2, . . . , rk

)
:=

n!

r1!r2! · · · rk!
,

όπου ϕυσικά r1 + r2 + · · ·+ rk = n.
Απόδειξη: Ακολουθούµε την ίδια τακτική µε τη συνδυαστική απόδειξη του διωνύµου του New-
ton. Γράφουµε το (x1 + x2 + · · ·+ xk)

n ως εξής :
(x1 + x2 + · · ·+ xk)

n =

=
1η παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
2η παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
3η παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk) · · ·
n-στή παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk)︸ ︷︷ ︸
n παρενθέσεις

.

Για να πάρουµε r1 ϕορές το x1 ϑα πρέπει να επιλέξουµε από τις n παρενθέσεις τις r1 από τις

οποίες ϑα πάρουµε το x1. Αυτό γίνεται κατά
(
n

r1

)
τρόπους. Από τις εναποµείνασες n− r1 πα-

ϱενθέσεις ϑα επιλέξουµε τις r2, από τις οποίες ϑα πάρουµε το x2, κατά
(
n− r1
r2

)
τρόπους. Από

τις εναποµείνασες n−r1−r2 παρενθέσεις ϑα επιλέξουµε κατά
(
n− r1 − r2

r3

)
τρόπους τις r3, από

τις οποίες ϑα πάρουµε το x3. Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, ϕτάνουµε στο σηµείο στο οποίο
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έχουµε ήδη επιλέξει, κατά
(
n− r1 − r2 − · · · − rk−2

rk−1

)
τρόπους, από τις n− r1− r2− · · · − rk−2

τις rk−1 παρενθέσεις από τις οποίες ϑα πάρουµε το xk−1. Αποµένουν n− r1− r2− · · · rk−1 = rk
παρενθέσεις από τις οποίες δεν έχουµε άλλη επιλογή από το να πάρουµε το xk. Σύµφωνα µε
την πολλαπλασιαστική αρχή, ο συντελεστής του xr11 xr22 · · ·xrkk είναι(

n

r1

)(
n− r1
r2

)
· · ·
(
n− r1 − r2 − · · · − rk−2

rk−1

)
=

=
n!

r1!���
��(n− r1)!
· ���

��(n− r1)!
r2!((((

(((((n− r1 − r2)!
· · · ((((

((((
((((

((

(n− r1 − r2 − · · · − rk−2)!
rk−1!(n− r1 − r2 − · · · − rk−2 − rk−1)!

=
n−r1−r2−···−rk−1=rk

=
n!

r1!r2! · · · rk!
. �

Είναι σαφές ότι ο διωνυµικός συντελεστής
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
ισούται

(
n

k, n− k

)
.

1.3.5 Αρχή του Εγκλεισµού-Αποκλεισµού

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.17. (Αρχή του Εγκλεισµού) ΄Εστω Α1,Α2, . . . ,Αn σύνολα. Τότε ισχύει ο ακόλου-
ϑος τύπος για το πλήθος των στοιχείων της ένωσης Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn:

|Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn| =
n∑

i=1

|Αi| −
∑

1≤i1<i2≤n

|Αi1 ∩ Αi2|+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| − · · ·+

+(−1)n−2
∑

1≤i1<i2<···<in−1≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · · ∩ Αin−1|+ (−1)n−1|Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn|.
(1)

1η Απόδειξη: ΄Ενα στοιχείο της ένωσης Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn ϑα ανήκει σε ακριβώς k από τα n
σύνολα Α1,Α2, . . . ,Αn, όπου 1 ≤ k ≤ n.

Στο άθροισµα
n∑

i=1

|Αi| µετριέται ακριβώς k ϕορές, στο άθροισµα
∑

1≤i1<i2≤n

|Αi1 ∩ Αi2| µετριέται
(
k

2

)
ϕορές, στο άθροισµα

∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| µετριέται
(
k

3

)
ϕορές κ.ο.κ.

΄Αρα στο δεύτερο µέλος της αποδεικτέας σχέσης µετριέται ακριβώς

k −
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− · · · (−1)k−1

(
k

k

)

ϕορές. Αλλά k−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
−· · · (−1)k−1

(
k

k

)
= 1−1+

(
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
−· · · (−1)k−1

(
k

k

)
=

= 1−
((

k

0

)
−
(
k

1

)
+

(
k

2

)
−
(
k

3

)
+ · · · (−1)k

(
k

k

))
= 1− (1− 1)k = 1, δηλαδή ακριβώς µία

ϕορά. �
2η Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε επαγωγή επί του n. Για n = 1 είναι τετριµµένο, ενώ για n = 2
ο τύπος |Α1 ∪Α2| = |Α1|+ |Α2| − |Α1 ∩Α2| είναι αληθής γιατί στο άθροισµα |Α1|+ |Α2| το πλήθος
των στοιχείων της τοµής Α1 ∩ Α2 µετριέται δύο ϕορές και πρέπει να αφαιρεθεί.
Υποθέτουµε ότι ο τύπος (1) ισχύει για n σύνολα. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n+ 1. ΄Εστω
λοιπόν Α1,Α2, . . . ,Αn,Αn+1, n+ 1 σύνολα. Τότε έχουµε:

Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn ∪ Αn+1 = (Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn) ∪ Αn+1.
Εποµένως |Α1∪Α2∪· · ·∪Αn∪Αn+1| = |(Α1∪Α2∪· · ·∪Αn)∪Αn+1| = |Α1∪Α2∪· · ·∪Αn|+ |Αn+1|−
−|(Α1 ∪Α2 ∪ · · · ∪Αn)∩Αn+1| = |Α1 ∪Α2 ∪ · · · ∪Αn|+ |Αn+1| − |(Α1 ∩Αn+1)∪ (Α2 ∩Αn+1)∪ · · · ∪
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∪(Αn∩Αn+1)| =
n∑

i=1

|Αi|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Αi1∩Αi2|+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1∩Αi2∩Αi3|−· · ·+(−1)n−1|Α1∩Α2∩

∩ · · · ∩ Αn|+ |Αn+1| −
( n∑

i=1

|Αi ∩ Αn+1| −
∑

1≤i1<i2≤n

|(Αi1 ∩ Αn+1) ∩ (Αi2 ∩ Αn+1)|+

+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|(Αi1 ∩ Αn+1) ∩ (Αi2 ∩ Αn+1) ∩ (Αi3 ∩ Αn+1)| − · · ·+

+(−1)n−2
∑

1≤i1<i2<···<in−1≤n

|(Αi1 ∩ Αn+1) ∩ (Αi2 ∩ Αn+1) ∩ · · · ∩ (Αin−1 ∩ Αn+1)|+

+(−1)n−1|(Α1 ∩ Αn+1) ∩ (Α2 ∩ Αn+1) ∩ · · · ∩ (Αn ∩ (Αn+1)|
)

=
n+1∑

i=1

|Αi| −
( ∑

1≤i1<i2≤n

|Αi1 ∩ Αi2|+

+
n∑

i=1

|Αi ∩ Αn+1|
)

+
( ∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3|+
∑

1≤i1<i2≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αn+1|
)
− · · ·+

+(−1)n−1
(
|Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn|+

∑

1≤i1<i2<···<in−1≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · · ∩ Αin−1 ∩ Αn+1|
)

+

+(−1)n|Α1 ∩ Α2 ∩ · · ·Αn ∩ Αn+1| =
n+1∑

i=1

|Αi| −
∑

1≤i1<i2≤n+1

|Αi1 ∩ Αi2|+

+
∑

1≤i1<i2<i3≤n+1

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| − · · ·+ (−1)n|Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn ∩ Αn+1|. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 1.18. (Αρχή του Αποκλεισµού) ΄Εστω Α1,Α2, . . . ,Αn υποσύνολα ενός ϐασικού συ-
νόλου Ω µε |Ω| = Ν. Τότε το πλήθος των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν σε κανένα από τα
Α1,Α2, . . . ,Αn ισούται µε

Ν−
n∑
i=1

|Αi|+
∑

1≤i1<i2≤n
|Αi1 ∩ Αi2| −

∑
1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3|+ · · ·+

+(−1)n−1
∑

1≤i1<i2<···<in−1≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · · ∩ Αin−1|+ (−1)n|Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn|. (2)

Απόδειξη: ΄Αµεση, µε ϐάση το γεγονός ότι το πλήθος των στοιχείων που δεν ανήκουν σε κανένα
από τα Α1,Α2, . . . ,Αn ισούται µε Ν − |Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn|. Το αποτέλεσµα προκύπτει αν εφαρ-
µόσουµε τον τύπο (1) του προηγούµενου ϑεωρήµατος. �

Η Συνδυαστική αποτελεί έναν από τους πιο συναρπαστικούς κλάδους των Μαθηµατικών. Μια
πολύ καλή εισαγωγή στον κλάδο (κατά τη γνώµη µου-τα γούστα είναι προσωπικά) αποτελεί το
ϐιβλίο των CHEN Chuan-Chong και KOH Khee-Meng "PRINCIPLES and TECHNIQUES in
COMBINATORICS", World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., 1992.

΄Αλυτες Ασκήσεις

66. Σε µια ϕοιτητική συγκέντρωση µετέχουν 7 αγόρια και 3 κορίτσια. Κατά πόσους τρόπους
όλα τα παιδιά µπορούν να στοιχηθούν σε µια γραµµή, αν
(i) Τα 3 κορίτσια µια συνεχή οµάδα (δεν παρεµβάλεται µεταξύ τους αγόρι);
(ii) Στην πρώτη και τελευταία ϑέση ϐρίσκονται αγόρια και δεν υπάρχουν δύο κορίτσια το ένα
δίπλα στο άλλο ;
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67. Βρείτε το πλήθος των αρτίων ακεραίων ανάµεσα στο 20000 και 70000 των οποίων κανένα
ψηφίο δεν εµφανίζεται παρά µόνον µία ϕορά.

68. ΄Εστω S το σύνολο των ϑετικών ακεραίων των οποίων τα ψηφία ανήκουν στο σύνολο {1, 3, 5, 7}
και κανένα ψηφίο δεν επαναλαµβάνεται.
(i) Βρείτε το πλήθος |S| του συνόλου S.
(ii) Υπολογίστε το άθροισµα

∑

n∈S

n.

69. Κατά πόσους τρόπους µπορεί να συγκροτηθεί µια πενταµελής επιτροπή από ένα σύνολο 4
καθηγητών και 7 µαθητών, αν
(i) ∆εν υπάρχει κανένας περιορισµός στην επιλογή των ατόµων ;
(ii) Η επιτροπή πρέπει να περιλαµβάνει ακριβώς 2 καθηγητές ;
(iii) Η επιτροπή πρέπει να περιλαµβάνει τουλάχιστον 3 καθηγητές ;
(iv) ΄Ενας συγκεκριµένος καθηγητής και ένας συγκεκριµένος µαθητής δεν µπορούν να µετέχουν
και οι δύο στην επιτροπή ;

70. ΄Εστω X = {1, 2, 3, . . . , n}, όπου n ϑετικός ακέραιος. ∆είξτε ότι το πλήθος των συνδυα-
σµών των n στοιχείων του X ανά r, οι οποίοι δεν περιέχουν διαδοχικούς αριθµούς ισούται µε(
n− r + 1

r

)
, όπου 0 ≤ r ≤ n− r + 1.

71. ∆είξτε ότι το (4n)! είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 23n · 3n.

72. Υπολογίστε απευθείας (χωρίς επαγωγή) τα αθροίσµατα:
(i) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! και
(ii) 1

(1+1)!
+ 2

(2+1)!
+ 3

(3+1)!
+ · · ·+ n

(n+1)!
.

73. ΄Εστω S = {1, 2, 3, . . . , n+ 1}, όπου n ≥ 2 και T = {(x, y, z) ∈ S3 | x < z και y < z}.
∆είξτε ότι

∑n
k=1 k

2 = |T | =
(
n+1
2

)
+ 2
(
n+1
3

)
.

74. ΄Εστω r µη αρνητικός ακέραιος τέτοιος, ώστε 1(
9
r

) − 1(
10
r

) =
11

6
(
11
r

) . Υπολογίστε τον r.

75. (i) Βρείτε τον συντελεστή του x18 στο ανάπτυγµα του (1 + x3 + x5 + x7)100.
(ii) Βρείτε τον συντελεστή του x29 στο ανάπτυγµα του (1 + x5 + x7 + x9)1000.
(iii) Βρείτε τους συντελεστές των x5 και x8 στο ανάπτυγµα του (1 + x+ x2 + · · ·+ x10)3.
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1.4 Λύσεις Ορισµένων Ασκήσεων του Κεφαλαίου 1

14. 1+ 3+5+ · · ·+(2n− 1) = (2 · 1− 1)+ (2 · 2− 1)+ (2 · 3− 1)+ · · ·+(2n− 1) = 2(1+ 2+3+ · · ·+n)−n =

= 2 · n(n+1)
2 − n = n(n+ 1)− n = n2 + n− n = n2. �

15. Για n = 1 έχουµε 1
1·2·3 = 1

6 και 1
4 − 1

2(1+1)(1+2) =
1
4 − 1

12 = 3
12 − 1

12 = 2
12 = 1

6 , άρα ισχύει για n = 1.
΄Εστω ότι για κάποιο n ισχύει ότι 1

1·2·3 + 1
2·3·4 + 1

3·4·5 + · · ·+ 1
n(n+1)(n+2) =

1
4 − 1

2(n+1)(n+2) . Τότε
1

1·2·3 + 1
2·3·4 + 1

3·4·5 + · · ·+ 1
n(n+1)(n+2) +

1
(n+1)(n+2)(n+3) =

1
4 − 1

2(n+1)(n+2) +
1

(n+1)(n+2)(n+3) =

= 1
4 − 1

(n+1)(n+2)

(
1
2 − 1

n+3

)
= 1

4 − 1
���(n+1)(n+2) · �

�n+1
2(n+3) =

1
4 − 1

2(n+2)(n+3) . �

16. Για n = 1 και τα δύο µέλη δίνουν 1
24 . ΄Εστω ότι για κάποιον ϑετικό ακέραιο ισχύει ότι 1

2·3·4 + 2
3·4·5+

+ 3
4·5·6 + · · ·+ n

(n+1)(n+2)(n+3) =
n(n+1)

4(n+2)(n+3) . Τότε 1
2·3·4 +

2
3·4·5 +

3
4·5·6 + · · ·+ n

(n+1)(n+2)(n+3) +
n+1

(n+2)(n+3)(n+4) =

= n(n+1)
4(n+2)(n+3) +

n+1
(n+2)(n+3)(n+4) =

n+1
(n+2)(n+3)

(
n
4 + 1

n+4

)
= n+1

(n+2)(n+3) · n
2+4n+4
4(n+4) = n+1

(n+2)(n+3) ·
(n+2)2

4(n+4) =

= (n+1)(n+2)
4(n+3)(n+4) .

΄Ενας δεύτερος ευρετικός τρόπος είναι ο εξής : Ο γενικός όρος είναι της µορφής 1
k(k+1)(k+2) . Γράφουµε

1
k(k+1)(k+2) = A

k + B
k+1 + Γ

k+2 , όπου A,B, Γ προσδιοριστέες σταθερές. Εποµένως 1 = A(k + 1)(k + 2) +Bk(k +

2) + Γk(k + 1) = (A+B + Γ )k2 + (3A+ 2B + Γ )k + 2A. Η σχέση 1 = (A+B + Γ )k2 + (3A+ 2B + Γ )k + 2A
αν τη δούµε σαν ισότητα πολυωνύµων ως προς k µας οδηγεί στο σύστηµα



A+B + Γ = 0

3A+ 2B + Γ = 0

2A = 1

⇔





A+B + Γ = 0

3A+ 2B + Γ = 0

A = 1
2

⇔





1
2 +B + Γ = 0
1
2 + 2B + Γ = 0

A = 1
2

⇔





1
2 +B + Γ = 0

1 +B = 0

A = 1
2

⇔





Γ = 1
2

B = −1
A = 1

2

.

Κατά συνέπεια έχουµε:
1

1·2·3 =��
�1

2 · 11 − ��
1
2 +��

�1
2 · 13

1
2·3·4 = 1

2 · 12 − ��
1
3 +��

�1
2 · 14

1
3·4·5 =�

��1
2 · 13 − ��

1
4 +�

��1
2 · 15

1
4·5·6 =��

�1
2 · 14 − ��

1
5 +��

�1
2 · 16

...
1

(n−2)·(n−1)·n =
�
��
�1

2 · 1
n−2 −��

1
n−1 +�

��1
2 · 1n

1
(n−1)·n·(n+1) =��

��1
2 · 1

n−1 − ��
1
n + 1

2 · 1
n+1

1
n·(n+1)·(n+2) =�

��1
2 · 1n − 1

n+1 + 1
2 · 1

n+2

Προσθέτοντας κατά µέή και διαγράφοντας στα δεξιά τους όρους που δίνουν µηδέν, παίρνουµε
∑n
k=1

1
k(k+1)(k+2) =

= 1
4 − 1

2

(
1

n+1 − 1
n+2

)
= 1

4 − 1
2(n+1)(n+2) . �

17. Με επαγωγή είναι απλή. Ας δούµε έναν άλλο τρόπο. ΄Εστω S = 1 ·21+2 ·22+3 ·23+ · · ·+(n−1) ·2n−1+n ·2n.
Τότε 2S = 1 · 22 + 2 · 23 + 3 · 24 + · · · + (n − 1) · 2n + n · 2n+1. ΄Αρα −S = S − 2S = 2 + (2 · 22 − 1 · 22)+
+(3 · 23 − 2 · 23) + (4 · 24 − 3 · 24) + · · ·+ ((n− 1) · 2n−1 − (n− 2) · 2n−1) + (n · 2n − (n− 1) · 2n)− n · 2n+1 =
= 2 + 22 + 23 + 24 + · · ·+ 2n − n · 2n+1 = 2 · (1 + 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n−1)− n · 2n+1 = 2 · 2n−12−1 − n · 2n+1 =

= 2n+1 − 2− n · 2n+1 = (1− n) · 2n+1 − 2. ΄Αρα S = (n− 1) · 2n+1 + 2. �

19. ΄Η µε επαγωγή ή χρησιµοποιώντας το τέχνασµα της διάσπασης σε απλά κλάσµατα 1
(α+k)(α+k+1) = A

α+k+

+ B
α+k+1 , όπως στην άσκηση 16 και δείτε µετά τις παραστάσεις ως πολυώνυµα του k. �

22. ΄Η µε επαγωγή (απλή) ή αλλιώς :
(
1− 1

4

) (
1− 1

9

) (
1− 1

16

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
= 22−1

22
· 32−1

32
· 42−1

42
· · · n2−1

n2 =

=
(2−1)(2+1)

22
· (3−1)(3+1)

32
· (4−1)(4+1)

42
· (5−1)(5+1)

52
· · · ((n−1)−1)((n−1)+1)

(n−1)2 · (n−1)(n+1)
n2 =

= �3
2�2
· �2·�4
��32
· �3·�5
��42
· �4·�6
��52
· · ·���(n−2)·�n
���(n−1)2 ·�

��(n−1)(n+1)

n�2
= n+1

2n . �

23. ΄Η µε επαγωγή (απλή) ή αλλιώς : 1 · 1!+2 · 2!+3 · 3!+ · · ·+n ·n! = (2− 1) · 1!+ (3− 1) · 2!+ (4− 1) · 3!+ · · ·+
(n+1−1) ·n! = 2!−1!+3!−2!+4!−3!+ · · ·+(n+1)!−n! = 2!+3!+4!+ · · ·+(n+1)!−1!−2!−3!−· · ·−n! =
((((

(((
(((

2! + 3! + 4! + · · ·+ n!−
(((

((((
((((

(2! + 3! + 4! + · · ·+ n!) + (n+ 1)!− 1 = (n+ 1)!− 1. �
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1.4. Λύσεις Ορισµένων Ασκήσεων του Κεφαλαίου 1

24. Με επαγωγή είναι εύκολη. Χωρίς επαγωγή: (n+1)(n+2)(n+3)···(2n)
1·3·5···(2n−1) = (n+1)(n+2)(n+3)···(2n)·2·4·6···(2n)

1·3·5···(2n−1)·2·4·6···(2n) =

= (n+1)(n+2)(n+3)···(2n)·(2·1)(·2·2)(·2·3)···(2·n)
1·2·3·4·5·6···(2n) = 2n·1·2·3···n·(n+1)(n+2)(n+3)···(2n)

(2n)! = 2n·(2n)!
(2n)! = 2n.

25. Για n = 6 παίρνουµε 6! = 720 > 216 = 63. ΄Εστω n! > n3, για κάποιο n ≥ 6. Τότε (n+1)! > n3(n+1). Αρκεί
να δείξουµε ότι n3(n+1) > (n+1)3 ⇔ n4+n3 > n3+3n2+3n+1⇔ n4 > 3n2+3n+1. Πράγµατι, n4 ≥

n≥6
6n3.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι 6n3 > 3n2 + 3n+ 1⇔ 3n2(n− 1) + 3n(n2 − 1) > 1 ⇔
n≥6

15n2 + 105n > 1, το οποίο
προφανώς ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο n. �

26. Για n = 0 έχουµε α20+β20 = α+β = 1 = 1
220−1

. Για n = 1 έχουµε (α+β)2 = 1⇔ α2+β2+2αβ = 1. Επίσης
α2+β2 ≥ 2αβ

(
⇔ (α−β)2 ≥ 0

)
. Εποµένως 2α2+2β2+��2αβ ≥ 1+��2αβ ⇔ α2+β2 ≥ 1

2 , δηλαδή α
21+β21 ≥ 1

221−1
.

΄Εστωα2n + β2
n ≥ 1

22n−1 . Τότε (α2n + β2
n
)2 ≥ 1

(22n−1)2
= 1

22n+1−2
⇔ α2n+1

+ β2
n+1

+ 2α2nβ2
n ≥ 1

22n+1−2
.

Παρόµοια µε προηγουµένως, α2n+1
+ β2

n+1 ≥ 2α2nβ2
n(⇔ (α2n − β2n) ≥ 0

)
. Προσθέτοντας κατά µέλη πα-

ίρνουµε 2α2n+1
+ 2β2

n+1 ≥ 1

22n+1−2
⇔ α2n+1

+ β2
n+1 ≥ 1

2 · 1

22n+1−2
= 1

22n+1−1
. �

27. α) Για n = 4 παίρνουµε 34−1 = 27 και 42 = 16. Εποµένως η ανισότητα ισχύει για n = 4. ΄Εστω τώρα 3n−1 > n2,
για κάποιο n ≥ 4. Τότε 3n > 3 · n2. Αρκεί να δείξουµε ότι 3n2 ≥ (n + 1)2 = n2 + 1 + 2n ⇔ 2n(n − 1) ≥ 1 και
µάλιστα 2n(n− 1) > 1, αφού n ≥ 4 > 1.
ϐ) Γ ια n = 4, 3

√
3 > 4

√
4 =
√
2 ⇔ 32 > 23 ⇔ 9 > 8. ΄Εστω 3

√
3 > n

√
n, για κάποιο n ≥ 4, δηλαδή 3n > n3. Θα

δείξουµε ότι 3n+1 > (n + 1)3. Πράγµατι, από τη σχέση 3n > n3 παίρνουµε 3n+1 > 3n3. Αρκεί να δείξουµε ότι
3n3 > (n+ 1)3 ⇔ 3n3 > n3 + 3n2 + 3n+ 1⇔ n2(n− 3) + n(n2 − 3)− 1 > 0. Αλλά n ≥ 4, οπότε n− 3 ≥ 1 και
n2 − 3 ≥ 13. ΄Αρα n2(n− 3) + n(n2 − 3)− 1 ≥ n2 + 13n− 1 > 0.
Μια άλλη λύση είναι να δείξουµε ότι για κάθε n ≥ 3 ισχύει n

√
n > n+1

√
n+ 1⇔ nn+1 > (n+1)n. Για n = 3 έχουµε

34 = 81 και 43 = 64. ΄Εστω ότι nn+1 > (n+ 1)n, για κάποιο n ≥ 4. Τότε (n+ 1)n+2 = (n+1)n+2

nn+1 · nn+1 >

>
(n+1)n+2

nn+1 · (n+ 1)n =
(
(n+1)2

n

)n+1
. Αρκεί να δείξουµε ότι

(
(n+1)2

n

)n+1
> (n+ 2)n+1 ⇔ (n+1)2

n > n+ 2

⇔ (n+ 1)2 > n(n+ 2)⇔ n2 + 2n+ 1 > n2 + 2n⇔ 1 > 0. �

28. Για n = 2 έχουµε 1+ 1
4 = 5

4 <
4
3 ⇔ 15 < 16. ΄Εστω ότι για κάποιο n ≥ 2 ισχύει 1

12 +
1
22 +

1
32 + · · ·+ 1

n2 <
2n
n+1 .

Τότε 1
12 + 1

22 + 1
32 + · · · + 1

n2 + 1
(n+1)2 < 2n

n+1 + 1
(n+1)2 = 2n(n+1)+1

(n+1)2 = 2n2+2n+1
n2+2n+1 . Αρκεί να δείξουµε ότι

2n2+2n+1
n2+2n+1 < 2(n+1)

n+2 ⇔ 2n3 + 6n2 + 5n+ 2 < 2n3 + 6n2 + 6n+ 2⇔ n > 0. �

29. Για n = 2 έχουµε (2!)3 = 8 και 22
(
3
2

)4
= 81

4 > 8. Υποθέτουµε ότι (n!)3 < nn
(
n+1
2

)2n, για κάποιον ϑετικό

ακέραιο n ≥ 2, δηλαδή 22n < nn

n!

(
(n+1)n

n!

)2
. Τότε 22(n+1) = 22n · 4 < 4 · nn

n!

(
(n+1)n

n!

)2
. Αρκεί να δείξουµε ότι

4 · nn

n!

(
(n+1)n

n!

)2
≤ (n+1)n+1

(n+1)!

(
(n+2)n+1

(n+1)!

)2
⇔ 4 · nn

n!
(n+1)2n

(n!)2 ≤ (n+1)n+1

n!(n+1)
(n+2)2n+2

(n!)2(n+1)2 ⇔

⇔ 4nn(n+1)2n ≤ (n+1)n (n+2)2n+2

(n+1)2 ⇔ (2n+2)2(n2+n)n ≤ (n2+4n+4)n(n+2)2 ⇔ 4n2+8n+4
n2+4n+4 ≤

(
n2+4n+4
n2+n

)n
.

Αλλά
(
n2+4n+4
n2+n

)n
=
(
1 + 3n+4

n2+n

)n
≥

ανισότητα
Bernoulli

1 + 3n+4
n+1 = 4n+5

n+1 . Αρκεί να δείξουµε ότι 4n2+8n+4
n2+4n+4 ≤ 4n+5

n+1 ⇔

⇔ (n+ 1)(4n2 + 8n+ 4) ≤ (n2 + 4n+ 4)(4n+ 5)⇔ 4n3 + 12n2 + 12n+ 4 ≤ 4n3 + 21n2 + 36n+ 20⇔
⇔ 0 ≤ 9n2 + 24n+ 16. �

31. Για n = 0 έχουµε 112 + 12 = 121 + 12 = 133. Υποθέτουµε ότι για κάποιον µη αρνητικό ακέραιο n ο
αριθµός 11n+2 + 122n+1 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 133, δηλαδή της µορφής 11n+2 + 122n+1 = 133λ, όπου
λ ϑετικός ακέραιος. Τότε 11(n+1)+2 + 122(n+1)+1 = 11 · 11n+2 + 122 · 122n+1 = 11 · 11n+2 + 144 · 122n+1 =
= 133 · 122n+1 + 11 ·

(
11n+2 + 122n+1

)
= 133 ·

(
122n+1 + λ

)
. �

32. Για n = 2 έχουµε (1 + x)2 = 1 + 2x+ x2 = 1 = 2x+ 2·1
2 x

2, ισχύει ως ισότητα.
΄Εστω ότι για κάποιον n ≥ 2 ισχύει (1+x)n ≥ 1+nx+ n(n−1)

2 x2. Τότε (1+x)n+1 ≥ (1+x)
(
1 + nx+ n(n−1)

2 x2
)
=

= 1 + nx + n(n−1)
2 x2 + x + nx2 + n(n−1)

2 x3 > 1 + nx + n(n−1)
2 x2 + x + nx2 = 1 + (n + 1)x + n2−n+2n

2 x2 =

= 1 + (n+ 1)x+ (n+1)n
2 x2. �
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Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

34.
(

1
1+α

)n
=
(
1+α−α
1+α

)n
=
(
1− α

1+α

)n
≥ (1− α)n ≥

−α>− 1
n
≥−1

1− nα >
0<α< 1

n

0. ΄Αρα (1 + α)n < 1
1−nα .

�

35. 2(
√
n+ 1− 1) = 2 · n+1−1√

n+1+1
= 2√

n+1+1
< 2√

n+1
= 1√

n+1
+ 1√

n+1
< 1 + 1√

2
≤
n≥2

1 + 1√
2
+ · · ·+ 1√

n
.

Για τη δεύτερη ανισότητα ας καταφύγουµε στην επαγωγή. Για n = 2 έχουµε 1 + 1√
2
< 2
√
2 − 1 ⇔ 2 + 1√

2
<

< 2
√
2⇔ 2

√
2 + 1 < 4⇔ 2

√
2 < 3⇔ (2

√
2)2 < 9⇔ 8 < 9.

΄Εστω ότι για κάποιον n ≥ 2 ισχύει 1+ 1√
2
+ · · ·+ 1√

n
< 2
√
n−1. Τότε 1+ 1√

2
+ · · ·+ 1√

n
+ 1√

n+1
< 2
√
n−1+ 1√

n+1
.

Αρκεί να δείξουµε ότι 2
√
n−1+ 1√

n+1
< 2
√
n+ 1−1⇔ 2

√
n+ 1√

n+1
< 2
√
n+ 1⇔ 2

√
n(n+ 1)+1 < 2(n+1)⇔

2
√
n(n+ 1) < 2n+ 1⇔ 4(n2 + n) < (2n+ 1)2 = 4n2 + 4n+ 1⇔ 0 < 1. �

36. Για n = 1 ισχύει ως ισότητα. ΄Εστω n = 2 και α1, α2 µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί. Τότε έχουµε
α1+α2

1+α1+α2
≤ α1

1+α1
+ α2

1+α2
⇔ (α1 +α2)(1 +α1)(1 +α2) ≤ (1 +α1 +α2)(1 +α2)α1 + (1+α1 +α2)(1 +α1)α2 ⇔

⇔ α1+α
2
1+α2+α

2
2+2α1α2+α

2
1α2+α1α

2
2 ≤ α1+α

2
1+α2+α

2
2+4α1α2+2α2

1α2+2α1α
2
2 ⇔ 0 ≤ 2α1α2+α

2
1α2+α1α

2
2,

η οποία προφανώς ισχύει. ΄Εστω ότι η αποδεικτέα ισχύει για κάποιον n ≥ 2. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn, αn+1

µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί. Τότε έχουµε α1+α2+···+αn+αn+1

1+α1+α2+···+αn+αn+1
= (α1+α2+···+αn)+αn+1

1+(α1+α2+···+αn)+αn+1
=

ισχύει για n=2

= α1+α2+···+αn
1+α1+α2+···+αn + αn+1

1+αn+1
=

επαγωγική
υπόθεση

α1
1+α1

+ α2
1+α2

+ · · ·+ αn
1+αn

+ αn+1

1+αn+1
. ΄Οχι και τόσο ωραία απόδειξη...

Για n ≥ 2 προφανώς έχουµε 1+α1+···+αn
1+αi

≥ 1, για κάθε i = 1, . . . , n. Συνεπώς
∑n

i=1 αi · 1+α1+···+αn
1+αi

≥∑n
i=1 αi,

απ᾿ όπου
∑n

i=1
αi

1+αi
≥ α1+···+αn

1+α1+···+αn . �

37. Για n = 2 έχουµε (1+α1)(1+α2) = 1+α1+α2+α1α2 >
α1,α2>0

1+α1+α2. ΄Εστω (1+α1)(1+α2) · · · (1+αn) >
1 + α1 + α2 + · · ·+ αn, για κάποιον n ≥ 2. Τότε (1 + α1)(1 + α2) · · · (1 + αn)(1 + αn+1) > (1 + α1 + α2 + · · ·+
αn)(1+αn+1) = 1+α1 +α2 + · · ·+αn+αn+1 +αn+1(α1 +α2 + · · ·+αn) > 1+α1 +α2 + · · ·+αn+αn+1. �

38. Για n = 1, α1 · 1
α1

= 1 = 12, ισχύει ως ισότητα. ΄Εστω (α1 + α2 + · · ·+ αn)
(

1
α1

+ 1
α2

+ · · ·+ 1
αn

)
≥ n2. Τότε

(α1+α2+· · ·+αn+αn+1)
(

1
α1

+ 1
α2

+· · ·+ 1
αn

+ 1
αn+1

)
= (α1+α2+· · ·+αn)

(
1
α1

+ 1
α2

+· · ·+ 1
αn

)
+αn+1

(
1
α1

+ 1
α2

+

· · ·+ 1
αn

)
+ 1
αn+1

(α1+α2+ · · ·+αn)+αn+1
1

αn+1
≥ n2+αn+1

(
1
α1

+ 1
α2

+ · · ·+ 1
αn

)
+ 1
αn+1

(α1+α2+ · · ·+αn)+1 =

n2 +
(αn+1

α1
+ α1

αn+1

)
+
(αn+1

α2
+ α2

αn+1

)
+ · · ·+

(αn+1

αn
+ αn

αn+1

)
+ 1 ≥ n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2, γιατί x+ 1

x ≥ 2, για
κάθε x > 0. �

39. Για n = 1 ισχύει ως ισότητα. Υποθέτουµε ότι για κάθε 2n αριθµούς α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn και β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤
≤ βn, ισχύει ότι (α1 + α2 + · · · + αn)(β1 + β2 + · · · + βn) ≤ n · (α1β1 + α2β2 + · · · + αnβn). Θεωρούµε τώρα
2(n+ 1) αριθµούς α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn ≤ αn+1 και β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤ βn ≤ βn+1. Τότε έχουµε:
(α1+α2+· · ·+αn+αn+1)(β1+β2+· · ·+βn+βn+1) = (α1+α2+· · ·+αn)(β1+β2+· · ·+βn)+αn+1(β1+β2+· · ·+
βn)+βn+1(α1+α2+ · · ·+αn)+αn+1βn+1 ≤ n(α1β1+α2β2+ · · ·+αnβn)+αn+1(β1+β2+ · · ·+βn)+βn+1(α1+
α2+ · · ·+αn)+αn+1βn+1 = (n+1)(α1β1+α2β2+ · · ·+αnβn+αn+1βn+1)+αn+1(β1+β2+ · · ·+βn)+βn+1(α1+
α2 + · · ·+ αn)− n · αn+1βn+1 − α1β1 − α2β2 − · · · − αnβn = (n+ 1)(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1) +
αn+1((β1 − βn+1) + (β2 − βn+1) + · · ·+ (βn − βn+1)) +α1(βn+1 − β1) +α2(βn+1 − β2) + · · ·+αn(βn+1 − βn) =
(n + 1)(α1β1 + α2β2 + · · · + αnβn + αn+1βn+1) + (βn+1 − β1)(α1 − αn+1) + (βn+1 − β2)(α2 − αn+1) + · · · +
(βn+1 − βn)(αn − αn+1) ≤ (n+ 1)(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1), γιατί βn+1 ≥ βi και αi ≤ αn+1, για
κάθε i = 1, 2, . . . , n. �

40. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι α ≥ β. Για n = 1 ισχύει ως ισότητα. ΄Εστω αn+βn

2 ≥
(
α+β
2

)n
,

για κάποιον ϑετικό ακέραιο n. Τότε
(
α+β
2

)n+1

≤ α+β
2 · αn+βn

2 = αn+1+αβn+βαn+βn+1

4 . Αρκεί να δείξουµε

ότι αn+1+αβn+βαn+βn+1

4 ≤ αn+1+βn+1

2 ⇔ 2αn+1 + 2αβn + 2βαn + 2βn+1 ≤ 4αn+1 + 4βn+1 ⇔ αβn + βαn ≤
≤ αn+1 + βn+1 ⇔ αn(α− β) + βn(β − α) ≥ 0⇔ (αn − βn)(α− β) ≥ 0. �

44. ΄Εστω ότι η ανισότητα ισχύει για κάποιο n > 2. Ας ϑεωρήσουµε τους ϑετικούς αριθµούς α1, α2, . . . , αn−1.
Μαζί µε τον αριθµητικό τους µέσο α1+α2+···+αn−1

n−1 έχουµε n ϑετικούς αριθµούς. Εφόσον η ανισότητα ισχύει για

n, ϑα έχουµε
α1+α2+···+αn−1+

α1+α2+···+αn−1
n−1

n ≥ n

√
α1α2 · · ·αn−1 α1+α2+···+αn−1

n−1 ⇔
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⇔
nα1+nα2+···+nαn−1

n−1
n ≥ n

√
α1α2 · · ·αn−1 α1+α2+···+αn−1

n−1 ⇔
⇔ α1+α2+···+αn−1

n−1 ≥ n

√
α1α2 · · ·αn−1 α1+α2+···+αn−1

n−1 ⇔

⇔
(
α1+α2+···+αn−1

n−1

)n
≥ α1α2 · · ·αn−1 α1+α2+···+αn−1

n−1 ⇔
(
α1+α2+···+αn−1

n−1

)n−1
≥ α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1+α2+···+αn−1

n−1 ≥ n−1
√
α1α2 · · ·αn−1. �

65. (i) Αν την οµάδα των κοριτσιών τη δούµε ως ένα άτοµο, τότε παίρνουµε 8! τρόπους παράταξης. Αλλά τα 3
κορίτσια παρατάσσονται µεταξύ τους κατά 3! = 6 τρόπους. Σύνολο: 6 · 8!.
(ii) Το πρόβληµα έχει να κάνει µε το πώς ϑα τοποθετήσουµε 10 αντικείµενα σε µια σειρά ή αλλιώς σε 10 κελιά
έτσι, ώστε αν σε ένα κελί τοποθετήσουµε ένα αντικείµενο της κατηγορίας «Κ», τότε στα γειτονικά του πρέπει να
τοποθετήσουµε αντικείµενα της κατηγορίας «Α». Αρχικώς ϐρίσκουµε τους δυνατά κελιά για να τοποθετήσουµε τα
κορίτσια «Κ». Επειδή στο πρώτο κελί τοποθετούµε αγόρι αποµένουν 9 κελιά. Επειδή αν σε κάποιο κελί τοποθε-
τήσουµε κορίτσι, τότε στο αµέσως επόµενό του πρέπει να τοποθετήσουµε αγόρι «Α», µπορούµε να ϑεωρήσουµε τα
Ϲεύγη «ΚΑ» ως ένα κελί από µόνο του. Με την ενοποίηση αυτή, η οποία καλύπτει και το τελευταίο κορίτσι αφού στο
τελευταίο κελί τοποθετείται αγόρι έχουµε συνολικά 9 − 3 = 6 δυνατά κελιά. Από αυτά επιλέγουµε 3 τα οποία ϑα
περιέχουν τα Ϲεύγη «ΚΑ». Αυτό γίνεται κατά

(
6
3

)
τρόπους. Από την στιγµή που έχουµε επιλέξει τα κελιά οι δυνατές

ϑέσεις για τα 7 αγόρια είναι 7! και για τα κορίτσια 3!. Τελικό σύνολο:
(
6
3

)
· 7! · 3! = 6 · 5 · 4 · 7! = 604800. �

66. Ο αριθµός είναι πενταψήφιος και το πρώτο ψηφίο µπορεί να πάρει τις τιµές 2, 3, 4, 5, 6, ενώ το τελευταίο τις
τιµές 0, 2, 4, 6, 8.
Αν το πρώτο ψηφίο είναι το 2, τότε διακρίνουµε περιπτώσεις. Αν το τελευταίο είναι το 0, τότε έχουµε 8 εναποµείναντα
ψηφία για τις τρεις ενδιάµεσες ϑέσεις. Το πλήθος των αριθµών που παίρνουµε είναι 8 ·7 ·6. Αλλιώς, αν το τελευταίο
ψηφίο δεν είναι το 0, δηλαδή κάποιο από τα 4, 6, 8 (το 2 είναι το πρώτο ψηφίο), τότε έχουµε 3 επιλογές για το
τελευταίο ψηφίο. Αποµένουν 8 ψηφία για τις τρεις ενδιάµεσες ϑέσεις. Τότε παίρνουµε 3 · 8 · 7 · 6. Συνολικά, αν το
πρώτο ψηφίο είναι το 2, τότε παίρνουµε 8 · 7 · 6 + 3 · 8 · 7 · 6 = 4 · 8 · 7 · 6 = 1344 αριθµούς.
Αν το πρώτο ψηφίο δεν είναι το 2, τότε διακρίνουµε πάλι περιπτώσεις. Αν το πρώτο ψηφίο είναι 4 ή 6, δηλαδή
άρτιος, τότε το τελευταίο µπορεί να πάρει µόνον κάποια από τις υπόλοιπες τρεις άρτιες τιµές. Για το πρώτο και
τελευταίο ψηφίο έχουµε συνολικά 2 ·3 περιπτώσεις. Τα τρία ενδιάµεσα ψηφία επιλέγονται από τα υπόλοιπα 8 κατά
8 · 7 · 6 τρόπους. Σύνολο 2 · 3 · 8 · 7 · 6 = 2016 αριθµοί. Αν το πρώτο ψηφίο είναι περιττός, δηλαδή κάποιο από τα
3 ή 5, τότε το τελευταίο ψηφίο µπορεί να πάρει οποιαδήποτε άρτια τιµή, δηλαδή 0, 2, 4, 6 ή 8. Για το πρώτο και
τελευταίο ψηφίο έχουµε συνολικά 2 ·5 περιπτώσεις. Τα τρία ενδιάµεσα ψηφία επιλέγονται από τα υπόλοιπα 8 κατά
8 · 7 · 6 τρόπους. Σύνολο 2 · 5 · 8 · 7 · 6 = 3360 αριθµοί. Τελικό σύνολο: 1344 + 2016 + 3360 = 6720.

67. (i) Το πλήθος ισούται µε ∆4
1 + ∆4

2 + ∆4
3 + ∆4

4 = 4 + 4 · 3 + 4 · 3 · 2 + 4 · 3 · 2 · 1 = 4 + 12 + 2 · 4! = 64.
(ii) ΄Εστω x ένα ψηφίο από τα 1, 3, 5, 7. Το ψηφίο αυτό είναι ψηφίο µονάδων σε έναν µονοψήφιο αριθµό, σε ∆3

1

διψήφιους, σε ∆3
2 τριψήφιους και σε ∆3

3 τετραψήφιους αριθµούς. Σύνολο: 1 + 3 + 3 · 2 + 3! = 16.
Το x είναι ψηφίο δεκάδων σε ∆3

1 διψήφιους, σε ∆32 τριψήφιους και σε ∆3
3 τετραψήφιους αριθµούς. Σύνολο: 3 + 3 ·

2 + 3! = 15.
Το x είναι ψηφίο εκατοντάδων σε ∆3

2 τριψήφιους και σε ∆3
3 τετραψήφιους αριθµούς. Σύνολο: 3 · 2 + 3! = 12.

Το x είναι ψηφίο χιλιάδων σε ∆3
3 = 6 τετραψήφιους αριθµούς.

Εποµένως το ψηφίο x συνεισφέρει κατά 1·16+10·15+100·12+1000·6 = 7366 στο τελικό άθροισµα. Επειδή έχουµε
τα ψηφία είναι τα 1, 3, 5, 7 ψηφία, το Ϲητούµενο άθροισµα ισούται µε (1+3+5+7) ·7366 = 16 ·7366 = 117856. �

68. (i)
(
11
5

)
. (ii)

(
4
2

)(
7
3

)
. (iii)

(
4
3

)(
7
2

)
+
(
7
1

)
= 4 · 7·62 +7 = 91. (iv) ΄Εστω Α ο καθηγητής και Β ο µαθητής. ∆ιακρίνουµε

τρεις περιπτώσεις : α) Ο Α παρών και ο Β απών, ϐ) ο Α απών και ο Β παρών και γ) και ο Α και ο Β απόντες. Στην
περίπτωση α) η πενταµελής επιτροπή µπορεί να συγκροτηθεί κατά

(
9
4

)
τρόπους, στην περίπτωση ϐ) κατά

(
9
4

)
και

τέλος στην περίπτωση γ) κατά
(
9
5

)
τρόπους. Σύνολο: 2 ·

(
9
4

)
+
(
9
5

)
. �

69. Θεωρούµε έναν συνδυασµό των n στοιχείων {1, 2, . . . , n} ανά r. Αυτός αντιστοιχεί σ΄ ένα διάνυσµα (k1, k2, . . . ,
kr), όπου 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kr ≤ n. Από το διάνυσµα (k1, k2, . . . , kr) κατασκευάζουµε το διάνυσµα
(t1, t2, . . . , tr), όπου ti = ki − i + 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , r. Παρατηρούµε ότι 1 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tr ≤
≤ n − r + 1. Πράγµατι, ti+1 = ki+1 − i ≥ ki + 1 − i = ti και ισότητα έχουµε αν και µόνον αν ki+1 = ki + 1,
δηλαδή οι ki, ki+1 είναι διαδοχικοί. Το διάνυσµα (t1, t2, . . . , tr) ορίζει έναν, ενδεχοµένως επαναληπτικό, συνδυασµό
n − r + 1 στοιχείων ανά r. Αντιστρόφως, αν 1 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tr ≤ n − r + 1, τότε ϑέτουµε ki = ti + i − 1
και παίρνουµε το διάνυσµα (k1, k2, . . . , kr) µε 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kr ≤ n. Το διάνυσµα (k1, k2, . . . , kr)

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 53



Κεφάλαιο 1. Η Μαθηµατική Επαγωγή και Στοιχεία Συνδυαστικής

περιέχει δύο διαδοχικούς ακεραίους αν και µόνον αν το αντίστοιχο διάνυσµα (t1, t2, . . . , tr) παριστάνει έναν γνήσια
επαναληπτικό συνδυασµό. Πράγµατι, ki+1 = ki + 1 ⇔ ti+1 + i = ti + i − 1 + 1 ⇔ ti+1 = ti. Υπάρχει
λοιπόν µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία (1-1 και επί) (k1, k2, . . . , kr)←→ (t1, t2, . . . , tr) µεταξύ των συνδυασµών
των αριθµών {1, 2, . . . , n} οι οποίοι περιέχουν δύο διαδοχικούς ακεραίους και των επαναληπτικών συνδυασµών
n − r + 1 αριθµών {1, 2, . . . , n − r + 1} ανά r, οι οποίοι περιέχουν δύο τουλάχιστον στοιχεία που είναι ίσα.
Ισοδύναµα, η παραπάνω αντιστοιχία (k1, k2, . . . , kr) ←→ (t1, t2, . . . , tr) επάγεται µια 1-1 και επί αντιστοιχία
µεταξύ των συνδυασµών των {1, 2, . . . , n} ανά r που δεν περιέχουν δύο διαδοχικούς ακεραίους και των απλών (όχι
επαναληπτικών) συνδυασµών των {1, 2, . . . , n− r + 1} ανά r. Το αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα. �

70. (4n)! = (4n)(4n− 1)(4n− 2)(4n− 3)︸ ︷︷ ︸
1η οµάδα

· (4n− 4)(4n− 5)(4n− 6)(4n− 7)︸ ︷︷ ︸
2η οµάδα

· · · 4 · 3 · 2 · 1︸ ︷︷ ︸
n−στή οµάδα

=
(
4n
4

)(
4n−4

4

)
· · ·
(
4
4

)
·

(4!)n =

(
4n

4, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸

)

n ϕορές

· 24n. Αλλά 24n = (23 · 3)n = 23n · 3n. �

71. (i) Είναι η άσκηση 23.
(ii) ΄Εστω Tn = 1

(1+1)! +
2

(2+1)! +
3

(3+1)! + · · ·+ n
(n+1)! =

∑n
k=1

k
(k+1)! =

∑n
k=1

(k+1)−1
(k+1)! =

∑n
k=1

1
k! −

∑n
k=1

1
(k+1)! =

=
∑n
k=1

1
k! −

∑n+1
k=2

1
k! = 1− 1

(n+1)! . �

72. Για δεδοµένο z ∈ {2, 3, . . . , n+1} έχουµε (z−1)2 επιλογές για τα Ϲεύγη (x, y). Εποµένως |T | =∑n+1
z=2 (z−1)2 =

=
k=z−1

∑n
k=1 k

2. Μπορούµε να µετρήσουµε το σύνολο T και διαφορετικά. Η πρώτη περίπτωση είναι να έχουµε
x = y = λ < z. Οι διαφορετικοί αριθµοί λ < z ≤ n+1 καθορίζουν µονοσηµάντως την τριάδα (λ, λ, z). Τέτοια Ϲεύγη
υπάρχουν

(
n+1
2

)
το πλήθος. Τέλος, αν τρεις αριθµοί 1 ≤ κ < λ < µ ≤ n+1 είναι διαφορετικοί, τότε ο µεγαλύτερος,

ο µ ϑα είναι αναγκαστικά ο z. Από κάθε τρεις διαφορετικούς αριθµούς παίρνουµε έναν τον µεγαλύτερο ως z και για
τους άλλους δύο δεν υπάρχει περιορισµός. ΄Ετσι, αν 1 ≤ κ < λ < µ ≤ n+1, τότε z = µ και οι δυνατές τριάδες είναι
δύο: (κ, λ, µ) και (λ, κ, µ). Επειδή το πλήθος των υποσυνόλων του {1, 2, 3, . . . , n+1} που περιέχουν τρία στοιχεία
είναι

(
n+1
3

)
το πλήθος, παίρνουµε κατ΄ αυτόν τον τρόπο 2 ·

(
n+1
3

)
τριάδες του T . Σύνολο: |T | =

(
n+1
2

)
+2
(
n+1
3

)
. �

73. 1

(9r)
− 1

(10r )
= 11

6(11r )
⇔ r!(9−r)!

9! − r!(10−r)!
10! = 11·r!(11−r)!

6·11! ⇔ (9−r)!
9! −

(10−r)!
9!·10 = (11−r)!

6·9!·10 ⇔ (9−r)!− (10−r)·(9−r)!
10 =

= (11−r)·(10−r)·(9−r)!
6·10 ⇔ 1− 10−r

10 = (11−r)(10−r)
60 ⇔ 60− 60 + 6r = 110− 21r + r2 ⇔ r2 − 27r + 110 = 0⇔ r =

= 27±17
2 =





22

ή
5

και επειδή r ≤ 9 έπεται ότι r = 5. �

74. (i) Παρατηρούµε ότι το 18 µπορεί να γραφεί ως εξής : 18 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3︸ ︷︷ ︸
6 τριάρια

= 3 + 3︸ ︷︷ ︸
2 τριάρια

+ 5︸︷︷︸
ένα πεντάρι

+

+ 7︸︷︷︸
ένα επτάρι

= 3︸︷︷︸
ένα τριάρι

+ 5 + 5 + 5︸ ︷︷ ︸
3 πεντάρια

. Εποµένως ο συντελεστής του x18 ισούται µε
(
100
6

)
+
(

100
2,1,1,96

)
+
(

100
1,3,96

)
=

= 100!
6!94!+

100!
2·96!+

100!
3!·96! =

100·99·98·97·96·95
2·3·4·5·6 +50·99·98·97+50·33·98·97 = 10·33·98·97·4·95+47054700+15684900 =

= 1192052400 + 47054700 + 15684900 = 1254792000.
(ii) Παρατηρούµε ότι το 29 µπορεί να γραφεί ως εξής : Μπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι µπορεί να υπάρχει
µόνο ένα εννιάρι. 29 = 5 + 5 + 5 + 5 + 9. Αν δεν υπάρχει εννιάρι, τότε η µοναδική επιλογή που έχουµε είναι
29 = 5 + 5 + 5 + 7 + 7. ∆υνατές περιπτώσεις :

(
1000

4,1,995

)
+
(

1000
3,2,995

)
= 1000!

4!·1!·995! +
1000!

3!·2!·995! = 1000·999·998·997·996
24 +

+ 1000·999·998·997·996
12 = 123754368753000.

(iii) Παρατηρούµε ότι το 5 µπορεί να γραφεί ως εξής : 1 + 1+ 1+ 1+ 1 = 2+ 1+ 1+ 1 = 2+ 2+ 1 = 3+ 1+ 1 =

3 + 2 = 4 + 1 = 5. ∆υνατές περιπτώσεις :
(
10
5

)
+
(

10
1,3,6

)
+
(

10
2,1,7

)
+
(

10
1,2,7

)
+
(

10
1,1,8

)
+
(

10
1,1,8

)
+
(
10
1

)
= 2002. �
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Κεφάλαιο 2

Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

2.1 Μη «Αυστηρή» Εισαγωγή στους Μιγαδικούς Αριθµούς

Είναι γνωστό ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό x ισχύει η σχέση
x2 ≥ 0,

δηλαδή δεν υπάρχει πραγµατικός αριθµός x, τέτοιος ώστε x2 < 0. Ειδικότερα, δεν υπάρχει
πραγµατικός x µε την ιδιότητα

x2 = −1⇔ x2 + 1 = 0.
Επινοούµε ένα νέο σύµβολο i µε την ιδιότητα

i2 = −1.
Το σύµβολο i ϑα το ονοµάζουµε ϕανταστική µονάδα.
Αν και αυτό εκ πρώτης όψεως οµοιάζει ολίγον «παράλογον» και χωρίς πρακτική αξία, εντούτοις
ϑα διαπιστώσουµε στη συνέχεια ότι έχει τεράστιες εφαρµογές.
Προς το παρόν ας αναβάλλουµε τον αυστηρό ορισµό αυτής της νέας έννοιας και ας δούµε τι
συνέπειες µπορεί να έχει η ύπαρξή της. Είναι λογικό

(
αν δεχτούµε την ύπαρξη του i

)
να ϑε-

ωρήσουµε τους αριθµούς 2i, 3i, −i,
√

2i, −
√

7i κτλ. Αν υψώσουµε τους αριθµούς αυτούς στο
τετράγωνο ϑα πάρουµε αντίστοιχα (2i)2 = 4i2 = −4 < 0, (3i)2 = 9i2 = −9 < 0, (−i)2 = i2 =
= −1 < 0, (

√
2i)2 = (

√
2)2i2 = −2 < 0, (−

√
7i)2 = (−

√
7)2i2 = −7 < 0 κτλ.

Είναι επίσης λογικό να δεχτούµε ότι 0 · i = 0.
Το σύνολο I = {αi | α ∈ R} ονοµάζεται σύνολο των ϕανταστικών αριθµών. Ειδικότερα
ένας ϕανταστικός αριθµός αi, α ∈ R λέγεται γνήσιος ϕανταστικός αν α 6= 0.
Αν τώρα β < 0 ένας αρνητικός πραγµατικός αριθµός, τότε |β| = −β ⇔ β = −|β| = i2(

√
|β|)2 =

= (i
√
|β|)2, αλλά και (−i

√
|β|)2 = β. Με άλλα λόγια, κάθε αρνητικός πραγµατικός είναι το

τετράγωνο ενός γνήσιου ϕανταστικού αριθµού.
Στη συνέχεια «παντρεύουµε» το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R µε το σύνολο I των ϕαντα-
στικών. «Τέκνα του γάµου» αυτού είναι τα στοιχεία του συνόλου

C = {α+ βi | α,β ∈ R},
τα οποία λέγονται µιγαδικοί αριθµοί1. Ο διεθνής όρος είναι σύνθετοι αριθµοί

(
complex

numbers
).

Για παράδειγµα, οι αριθµοί
√

2 =
√

2 + 0i, −3

2
i = 0 +

(
− 3

2

)
i, 2− 3i = 2 + (−3)i, i = 0 + 1 · i

κτλ είναι µιγαδικοί αριθµοί. ΄Ετσι το R ϑεωρείται υποσύνολο
(
ακριβέστερα υπόσωµα

)
του C

και το C επέκταση του R.
Αν z = α+βi ∈ C, α, β ∈ R, τότε ο α λέγεται το πραγµατικό µέρος του z και συµβολίζεται

1Παλαιότερα στα σχολικά εγχειρίδια τους ονόµαζαν «µιγάδες».
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µε Re(z) και ο β λέγεται το ϕανταστικό µέρος του z και συµβολίζεται µε Im(z). Επο-
µένως

z = Re(z) + Im(z)i,
για κάθε z ∈ C. Αν Im(z) 6= 0, τότε ο z λέγεται καθαρός µιγαδικός αριθµός.
Αν α + βi ∈ C, όπου α, β ∈ R, τότε α + βi = 0 αν και µόνον αν α = β = 0. Πράγµατι,
α + βi = 0⇔ α = −βi⇒ 0 ≤ α2 = (−βi)2 = (−1)2i2β2 = −β2 ≤ 0. Εποµένως α = β = 0. Το
αντίστροφο είναι προφανές. Ισχύει λοιπόν

z = 0⇔ Re(z) = Im(z) = 0

Από αυτό προκύπτει ότι αν z1 = α+ βi και z2 = γ + δi, όπου α, β, γ, δ ∈ R, τότε z1 = z2 αν και
µόνον αν α = γ και β = δ. Πράγµατι, z1 = z2 ⇔ z1 − z2 = 0 ⇔ α − γ + (β − δ)i = 0 και από
το προηγούµενο προκύπτει ότι α = γ και β = δ. Ισχύει λοιπόν

z1 = z2 ⇔
(
Re(z1) = Re(z2) και Im(z1) = Im(z2)

)
.

Οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού επεκτείνονται από τοR στοC, λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι i2 = −1. Απ᾿ αυτό προκύπτει ότι i−1 = −i. Πράγµατι, (−i)i = −i2 = −(−1) = 1.

Πρόσθεση: (α+ βi) + (γ + δi) = (α+ γ) + (β+ δ)i, α,β, γ, δ ∈ R (1).
Πολλαπλασιασµός: (α+ βi)(γ + δi) = (αγ + βδi2) + (αδ+ γβ)i = (i2 = −1)

= (αγ − βδ) + (αδ+ βγ)i, α, β, γ, δ ∈ R (2).

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1. Βασικές ιδιότητες:
(
Εδώ οι εµφανιζόµενοι α, β, γ, δ, ε, ζ είναι πραγµατικοί

αριθµοί
)
.

1. Προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης
(α+βi)+

(
(γ+δi)+(ε+ζi)

)
= (α+βi)+

(
(γ+ε)+(δ+ζ)i)

)
= (α+(γ+ε))+(β+(δ+ζ))i =

= ((α+γ) + ε) + ((β+ δ) + ζ)i = ((α+γ) + (β+ δ)i) + (ε+ ζi) = ((α+βi) + (γ+ δi)) + (ε+ ζi).
2. Μεταθετικότητα της πρόσθεσης
(α + βi) + (γ + δi) = (α + γ) + (β + δ)i = (γ + α) + (δ + β)i = (γ + δi) + (α + βi).
3. ΄Υπαρξη µηδενικού στοιχείου
(α + βi) + 0 = (α + βi) + (0 + 0i) = α + βi.
4. ΄Υπαρξη αντίθετου στοιχείου
(α + βi) +

(
(−α) + (−β)i

)
= (α − α) + (β − β)i = 0 + 0i = 0. Ο µιγαδικός (−α) + (−β)i

γράφεται ως −(α + βi) ή και ως −α− βi.
5. Προσεταιριστικότητα του πολλαπλασιασµού
(α + βi)

(
(γ + δi)(ε+ ζi)

)
= (α + βi)

(
γε− δζ + (γζ + δε)i

)
= α(γε− δζ)− β(γζ + δε)+

+
(
α(γζ + δε) + β(γε− δζ)

)
i = (αγε− αδζ − βγζ − βδε) + (αγζ + αδε+ βγε− βδζ)i και(

(α + βi)(γ + δi)
)
(ε+ ζi) =

(
αγ − βδ + (αδ + βγ)i

)
(ε+ ζi) = (αγ − βδ)ε− (αδ + βγ)ζ+

+
(
(αγ − βδ)ζ + (αδ+ βγ)ε

)
i = (αγε− βδε−αδζ − βγζ) + (αγζ − βδζ +αδε+ βγε)i, δηλαδή

το ίδιο αποτέλεσµα.
6. Μεταθετικότητα του πολλαπλασιασµού
(α + βi)(γ + δi) = αγ − βδ + (αδ + βγ)i και (γ + δi)(α + βi) = γα − δβ + (γβ + δα)i που
συµπίπτει µε το προηγούµενο.
7. ΄Υπαρξη µοναδιαίου στοιχείου
1 · (α + βi) = (1 + 0i)(α + βi) = 1 · α− 0 · β + (1 · β + 0 · α)i = α + βi.
8. ΄Υπαρξη αντιστρόφου στοιχείου
Ας ξεκινήσουµε µε µια σηµαντική παρατήρηση. Είναι γεγονός ότι στο R το άθροισµα δύο τε-
τραγώνων δεν παραγοντοποιείται. ∆εν συµβαίνει το ίδιο και στο C. Πράγµατι, αν α, β ∈ R, τότε
(α+βi)(α−βi) = α2−β(−β)+(α(−β)+βα)i = α2+β2+(−αβ+βα)i = α2+β2+0i = α2+β2.

56 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



2.1. Μη «Αυστηρή» Εισαγωγή στους Μιγαδικούς Αριθµούς

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, ο µιγαδικός α+ βi δεν είναι µηδέν αν και µόνον αν κάποιος από
τους α, β δεν είναι µηδέν

(
στο R

)
. Αυτό είναι ισοδύναµο µε τη σχέση α2 + β2 > 0. Για να

ϐρούµε λοιπόν τον αντίστροφο του α + βi έχουµε 1

α + βi
=

α− βi
(α + βi)(α− βi)

. ΄Οπως είδαµε, ο

παρονοµαστής ισούται µε α2 + β2. ΄Αρα 1

α + βi
=

α− βi
α2 + β2

= =
α

α2 + β2
− β

α2 + β2
i.

Πράγµατι, (α + βi) ·
( α

α2 + β2
− β

α2 + β2
i
)

=
α2

α2 + β2
− β

(
− β

α2 + β2

)
+
(
α
(
− β

α2 + β2

)
+

+β · α

α2 + β2

)
i =

α2

α2 + β2
+

β2

α2 + β2
+
(
− αβ

α2 + β2
+

αβ

α2 + β2

)
i =

α2 + β2

α2 + β2
+ 0i = 1.

Εποµένως όντως (α + βi)−1 =
α

α2 + β2
− β

α2 + β2
i.

9. Επιµεριστικότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση
΄Εστω α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R. Τότε ισχύει ότι

(α + βi)
(
(γ + δi) + (ε+ ζi)

)
= (α + βi)(γ + δi) + (α + βi)(ε+ ζi)

(α+βi)
(
(γ+δi)+(ε+ζi)

)
= (α+βi)

(
γ+ε+(δ+ζ)i

)
= α(γ+ε)−β(δ+ζ)+

(
α(δ+ζ)+β(γ+ε)i

)
=

= αγ +αε− βδ− βζ + (αδ+αζ + βγ + βε)i = αγ − βδ+ (αδ+ βγ)i +αε− βζ + (αζ + βε)i =
= (α + βi)(γ + δi) + (α + βi)(ε+ ζi). �

Οι παραπάνω εννέα ιδιότητες χαρακτηρίζουν το σύνολο C των µιγαδικών αριθµώς ως ένα(
αλγεβρικό

)
σώµα.

Στα παλαιότερα σχολικά ϐιβλία εχρησιµοποιείτο ο συµβολισµός i =
√
−1. ΄Ετσι, όταν στην

α΄ λυκείου µαθαίναµε να λύνουµε δευτεροβάθµιες εξισώσεις αx2 + βx + γ = 0 µε ϱίζες µιγα-

δικούς, αλλά συντελεστές πραγµατικούς, γράφαµε κατευθείαν x =
−β ±

√
β2 − 4αγ

2α

(
και όχι

x =
−β ±

√
∆

2α
, όπου ∆ = β2 − 4αγ κτλ

)
. Για παράδειγµα, αν είχαµε να λύσουµε την εξίσωση

3x2 − 5x + 9 = 0, γράφαµε x =
5±

√
(−5)2 − 4 · 3 · 9

6
=

5±
√

25− 108

6
=

5±
√
−83

6
=

=
5± i

√
83

6
.

Τότε κυκλοφορούσε και ο ακόλουθος γρίφος : i =
√
−1 =

√
1

−1
=

√
1√
−1

=
1

i
. Εποµένως

i2 = 1 ⇔ −1 = 1
(!) Το λάθος οφείλεται στο γεγονός ότι το σύµβολο

√
α ορίζεται µόνον για µη

αρνητικούς πραγµατικούς α και αν για δύο απ᾿ αυτούς, α, β ≥ 0, µε ϕυσικά β > 0, αποδεικνύε-

ται η σχέση
√
α

β
=

√
α√
β
. ΄Οχι για αρνητικούς. Βέβαια στην ΄Αλγεβρα χρησιµοποιούµε καµιά

ϕορά
(
µε προσοχή

)
και σύµβολα, όπως

√
−5, όταν ϕυσικά η αλγεβρική κατασκευή

(
δακτύλιος,

κτλ
)
, αν περιέχει π.χ. το i

√
5, τότε ϑα περιέχει και το −i

√
5. Εµείς όµως εδώ ϑα αποφύγουµε

να χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο της ϱίζας για αρνητικούς αριθµούς.

Τετραγωνική ϱίζα µιγαδικού: ΄Εστω α + βi ∈ C
(
α, β ∈ R

)
. Αναζητούµε x, y ∈ R, τέτοιους

ώστε (x + yi)2 = α + βi. Η σχέση αυτή είναι ισοδύναµη µε τη σχέση x2 − y2 + 2xyi = α + βi,
δηλαδή
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{
x2 − y2 = α (1)

2xy = β (2)

Υψώνουµε και τις δύο σχέσεις (1) και (2) στο τετράγωνο και παίρνουµε{
x4 + y4 − 2x2y2 = α2 (3)

4x2y2 = β2 (4)

Προσθέτουµε τις σχέσεις (3) και (4) κατά µέλη και παίρνουµε x4 + y4 + 2x2y2 = α2 + β2 ⇔
⇔ (x2 + y2)2 = α2 + β2 ⇔

x2+y2≥0
x2 + y2 =

√
α2 + β2 (5). Οι σχέσεις (1) και (5) µας δίνουν το

σύστηµα {
x2 − y2 = α

x2 + y2 =
√
α2 + β2

µε λύσεις x2 = 1
2

(√
α2 + β2 +α

)
και y2 = 1

2

(√
α2 + β2−α

)
και άρα x = ±

√
2

2

√√
α2 + β2 + α

και y = ±
√

2

2

√√
α2 + β2 − α. Η επιλογή των προσήµων γίνεται µε ϐάση τη σχέση (2). Αν

λοιπόν β ≥ 0 παίρνουµε τις λύσεις x + yi = ±
√

2

2

(√√
α2 + β2 + α + i

√√
α2 + β2 − α

)
, ενώ

αν β < 0, τότε παίρνουµε τις λύσεις x+ yi = ±
√

2

2

(√√
α2 + β2 + α− i

√√
α2 + β2 − α

)
.

Μπορεί κανείς να επαληθεύσει, µε πράξεις, ότι οι µιγαδικοί αυτοί αριθµοί, στις αντίστοιχες
περιπτώσεις, αν υψωθούν στο τετράγωνο µας δίνουν τον α + βi.
∆εν χρειάζεται να αποστηθίσετε τους τύπους αυτούς. Απλώς εφαρµόστε την παραπάνω διαδικα-
σία σε κάθε πρόβληµα εύρεσης τετραγωνικής ϱίζας µιγαδικού.
Για παράδειγµα, έστω ότι ϑέλουµε να προσδιορίσουµε τις τετραγωνικές ϱίζες του −21 − 20i.
΄Εχουµε (−21)2 + (−20)2 = 441 + 400 = 841 = 292. Εποµένως

√√
(−21)2 + (−20)2 − 21 =

=
√

29− 21 =
√

8 = 2
√

2 και
√√

(−21)2 + (−20)2 − (−21) =
√

29 + 21 =
√

50 = 5
√

2. Επει-

δή −20 < 0, παίρνουµε ως τετραγωνικές ϱίζες τους µιγαδικούς
√

2

2

(
2
√

2− 5i
√

2
)

= 2− 5i και
τον αντίθετο αυτού −2 + 5i.
Αν δεν ϑυµόµασταν τους τύπους αυτούς ϑα κάναµε το εξής : ΄Εστω (x + yi)2 = −21 − 20i ⇔

⇔ x2 − y2 + 2xyi = −21 − 20i ⇔
{
x2 − y2 = −21

2xy = −20
. ΄Αρα (x2 − y2)2 = x4 + y4 − 2x2y2 =

= (−21)2 = 441 και 4x2y2 = (−20)2 = 400. Εποµένως (x2 + y2)2 = 441 + 400 = 841 και

επειδή x2 + y2 ≥ 0, x2 + y2 =
√

841 = 29. Παίρνουµε το σύστηµα
{
x2 − y2 = −21

x2 + y2 = 29
απ᾿ όπου

x2 = 4⇔ x = ±2 και y2 = 25⇔ y = ±5. Επειδή, 2xy = −20 < 0 οι x και y είναι ετερόσηµοι.
΄Αρα ή x = 2 και y = −5 που µας δίνει τον µιγαδικό 2 − 5i ή x = −2 και y = 5 που µας δίνει
τον αντίθετό του −2 + 5i.
΄Ετσι µπορούµε να λύνουµε στο C δευτεροβάθµιες εξισώσεις µε µιγαδικούς συντελεστές. Η δια-
δικασία είναι παρόµοια µε αυτή που ακολουθούµε στους πραγµατικούς.
΄Εστω λοιπόν αx2 + βx+ γ = 0, όπου α, β, γ ∈ C και α 6= 0. Τότε έχουµε:

αx2 + βx + γ = α
(
x2 + 2 · β

2α
+

β2

4α2
− β2

4α2
+
γ

α

)
= α

((
x +

β

2α

)2
− β2 − 4αγ

4α2

)
. Αν

w,−w ∈ C είναι οι τετραγωνικές ϱίζες της µιγαδικής διακρίνουσας β2−4αγ, τότε αx2+βx+γ =
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= α

((
x+

β

2α

)2
−
( w

2α

)2)
= α

(
x+

β

2α
− w

2α

)(
x+

β

2α
+
w

2α

)
= α

(
x−−β + w

2α

)(
x−−β − w

2α

)
.

Εποµένως αx2 + βx+ γ = 0⇔ x =
−β + w

2α
ή x =

−β − w
2α

.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

76. (i) ∆είξτε ότι Re(iz) = −Im(z) και Im(iz) = Re(z).
(ii) ∆είξτε ότι Re(−iz) = Im(z) και Im(−iz) = −Re(z).
Απόδειξη: (i) ΄Εστω z = α + βi, όπου α, β ∈ R. Τότε iz = αi + i2β = −β + iα. Εποµένως
Re(iz) = −β = −Im(z) και Im(iz) = α = Re(z).
(ii) −iz = −αi+(−i2)β = β− iα. Εποµένως Re(−iz) = β = Im(z) και Im(iz) = −α = −Re(z).

�

77. Προσδιορίστε τα α, β ∈ R, έτσι ώστε να ισχύει (3α + 14β) + (2α− β)i = 7− i.

Λύση: Πρέπει και αρκεί να ισχύουν οι σχέσεις
{

3α + 14β = 7

2α− β = −1
Λύνουµε το σύστηµα και

παίρνουµε α =

∣∣∣∣
7 14
−1 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
3 14
2 −1

∣∣∣∣
=
−7 + 14

−3− 28
= − 7

31
και β =

∣∣∣∣
3 7
2 −1

∣∣∣∣
−31

=
17

31
. �

78. Αν α, β, γ ∈ R \ {0} και α
2

=
β

3
=

1

γ
, τότε δείξτε ότι

2(α + β) + (β − α)γi = 5α + i.
Απόδειξη: ΄Εστω λ =

α

2
=
β

3
=

1

γ
. Σπό τις ιδιότητες των αναλογιών παίρνουµε ότι λ =

α + β

5
=

=
β − α

1
= β − α =

1

γ
. Εποµένως (β − α)γ = 1 και α+ β = 5(β − α)⇔ β =

3

2
· α. Εποµένως

α + β = α +
3

2
· α =

5α

2
⇒ 2(α + β) = 5α. �

79. (i) Να ϐρεθεί το in για τις διάφορες τιµές του µη αρνητικού ακεραίου n.
(ii) Να ϐρεθεί το άθροισµα 1 + i + i2 + i3 + · · · + in για τις διάφορες τιµές του µη αρνητικού
ακεραίου n.
(iii) Να ϐρεθεί το άθροισµα 1 +

1

i
+

1

i2
+

1

i3
+ · · ·+ 1

in
για τις διάφορες τιµές του µη αρνητικού

ακεραίου n.
Λύση: (i) i0 = 1, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1. Αν λοιπόν n = 4λ, τότε in = (i4)λ = 1λ = 1. Αν
n = 4λ+ 1, τότε in = (i4)λ · i = i. Αν n = 4λ+ 2, τότε in = (i4)λ · i2 = i2 = −1. Αν n = 4λ+ 3,
τότε in = (i4)λ · i3 = i3 = −i.

(ii) 1+i+i2+i3+· · ·+in =
1− in+1

1− i
=

(1− in+1)(1 + i)
(1− i)(1 + i)

=
1− in+1 + i− in+2

2
=

(1 + i)(1− in+1)

2
.

Αν n = 4λ, τότε 1 + i + i2 + i3 + · · ·+ in =
(1 + i)(1− i4λ+1)

2
=

(1 + i)(1− i)
2

=
2

2
= 1.

Αν n = 4λ+ 1, τότε 1 + i + i2 + i3 + · · ·+ in =
(1 + i)(1− i4λ+2)

2
=

(1 + i)(1− (−1))

2
= 1 + i. Αν
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n = 4λ+ 2, τότε 1 + i + i2 + i3 + · · ·+ in =
(1 + i)(1− i4λ+3)

2
=

(1 + i)(1− (−i))
2

=
(1 + i)2

2
=

=
2i
2

= i. Αν n = 4λ+ 3, τότε 1 + i + i2 + i3 + · · ·+ in =
(1 + i)(1− i4λ+4)

2
=

(1 + i)(1− 1)

2
= 0.

(iii) i4 = 1⇔ 1

i
= i3 = −i. ΄Αρα 1 +

1

i
+

1

i2
+

1

i3
+ · · ·+ 1

in
= 1 + (−i) + (−i)2 + · · ·+ (−i)n =

=
1− (−1)n+1in+1

1 + i
=

(1 + (−1)nin+1)(1− i)
2

.

Αν n = 4λ, τότε 1 +
1

i
+

1

i2
+

1

i3
+ · · ·+ 1

in
=

(1 + (−1)4λi4λ+1)(1− i)
2

=
(1 + i)(1− i)

2
= 1.

Αν n = 4λ+1, τότε 1+
1

i
+

1

i2
+

1

i3
+· · ·+ 1

in
=

(1 + (−1)4λ+1i4λ+2)(1− i)
2

=
(1 + 1)(1− i)

2
= 1−i.

Αν n = 4λ+2, τότε 1+
1

i
+

1

i2
+

1

i3
+· · ·+ 1

in
=

(1 + (−1)4λ+2i4λ+3)(1− i)
2

=
(1− i)2

2
=
−2i

2
= −i.

Αν n = 4λ+ 3, τότε 1 +
1

i
+

1

i2
+ +

1

i3
+ · · ·+ 1

in
=

(1 + (−1)4λ+3i4λ+4)(1− i)
2

=
(1− 1)(1− i)

2
=

= 0. �

80. Να ϕέρετε στη µορφή α + βi, όπου α, β ∈ R, τις ακόλουθες παραστάσεις :
(i)

5− 2i
1− 2i

(ii) 3i + 2i3 + i202 − 5i−147 − 2i7 + i12 (iii)
1

1− i
√

3
− (−1 + i

√
2)−2

(iv)
(4− i)2 − 2(1 + 2i)

(3 + i)2(2− 3i)

Λύση: (i)
5− 2i
1− 2i

=
(5− 2i)(1 + 2i)
(1− 2i)(1 + 2i)

=
5 + 4− 2i + 10i

1 + 4
=

9

5
+ i · 8

5
.

(ii) 3i + 2i3 + i202 − 5i−147 − 2i7 + i12 = 3i − 2i + (i4)50 · i2 − 5(i4)−36i−3 − 2i4i3 + ((i)4)3 =
= i− 1− 5(i2)−1i−1 − 2(i2)3i + 1 = i− 5(−1)−1(−i)− 2(−1)3i = i− 5i + 2i = −2i.

(iii)
1

1− i
√

3
=

1 + i
√

3

1 + 3
=

1 + i
√

3

4
, (−1 + i

√
2)2 = 1 − 2 − 2i

√
2 = −1 − 2i

√
2. Εποµένως

(−1 + i
√

2)−2 =
1

−1− 2i
√

2
= − 1

1 + 2i
√

2
= −1− 2i

√
2

1 + 8
= −1− 2i

√
2

9
.

Εποµένως 1

1− i
√

3
− (−1 + i

√
2)−2 =

1 + i
√

3

4
+

1− 2i
√

2

9
=

9 + 9i
√

3 + 4− 8i
√

2

36
=

=
13 + i(9

√
3− 8

√
2)

36
.

(iv)
(4− i)2 − 2(1 + 2i)

(3 + i)2(2− 3i)
=

16− 1− 8i− 2− 4i
(9− 1 + 6i)(2− 3i)

=
13− 12i

(8 + 6i)(2− 3i)
=

13− 12i
34− 12i

=

=
(13− 12i)(34 + 12i)

342 + 122
=

586− 252i
1300

=
293− 126i

650
. �

81. (i) Να ϕέρετε στη µορφή α + βi, όπου α, β ∈ R, τους παρακάτω µιγαδικούς :
1)

3− 11i
2− 3i

2)
50i
−3 + 4i

3)
11 + 7i
1 + 2i

+
13i

3− 2i

4)

(
9− 7i
3 + i

+ 2 + i

)2

5) (3 + 5i)90 + (5− 3i)90 6)

(
13 + 7i
7− 13i

)36

+

(
21− 4i
4 + 21i

)53

7)

(
1 + i
1− i

)16

+

(
1− i
1 + i

)8

8)

(−1 + i
√

3

2

)6

+

(
1− i

√
7

2

)6

(ii) Αν z είναι ο µιγαδικός της περίπτωσης 6) του προηγούµενου ερωτήµατος, να υπολογίσετε
τον µιγαδικό (z − Re(z))2021.
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Λύση: (i) 1)
3− 11i
2− 3i

=
(3− 11i)(2 + 3i)
(2− 3i)(2 + 3i)

=
6 + 33 + (9− 22)i

22 + 32
=

39− 13i
13

= 3− i.

2)
50i
−3 + 4i

=
50i(3 + 4i)

(−3 + 4i)(3 + 4i)
=

50i(3 + 4i)
(4i)2 − 32

= −50i(3 + 4i)
25

= −2i(3 + 4i) = 8− 6i.

3)
11 + 7i
1 + 2i

+
13i

3− 2i
=

(11 + 7i)(1− 2i)
(1 + 2i)(1− 2i)

+
13i(3 + 2i)

(3− 2i)(3 + 2i)
=

11 + 14 + (7− 22)i
5

+
13i(3 + 2i)

13
=

=
25− 15i

5
+ i(3 + 2i) = 5− 3i− 2 + 3i = 3.

4)
9− 7i
3 + i

=
(9− 7i)(3− i)
(3 + i)(3− i)

=
20− 30i

10
= 2−3i. Εποµένως

(
9− 7i
3 + i

+2+i

)2

= (2−3i+2+i)2 =

= (4− 2i)2 = 4(2− i)2 = 4(4− 1− 4i) = 12− 16i.
5) −i(3 + 5i) = 5 − 3i. Εποµένως (3 + 5i)90 + (5 − 3i)90 = (3 + 5i)90 + (−i)90(3 + 5i)90 =
= (3+5i)90(1+(−i)90) = (3+5i)90(1+((−i)2)45) = (3+5i)90(1+(−1)45) = (3+5i)90(1−1) = 0.

6)
13 + 7i
7− 13i

=
(13 + 7i)(7 + 13i)

49 + 169
=

218i
218

= i και 21− 4i
4 + 21i

=
(21− 4i)(4− 21i)

16 + 441
=
−457i

457
= −i.

Εποµένως
(

13 + 7i
7− 13i

)36

+

(
21− 4i
4 + 21i

)53

= i36 + (−i)53 = (i4)9 − i4·13 · i = 19 − 113 · i = 1− i.

7)
1 + i
1− i

=
(1 + i)2

2
=

1− 1 + 2i
2

= i και 1− i
1 + i

=
(1− i)2

2
= −i. Εποµένως

(
1 + i
1− i

)16

+

+

(
1− i
1 + i

)8

= (i4)4 + (−1)8(i4)2 = 1 + 1 = 2.

8) Οι αριθµοί −1± i
√

3

2
είναι ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης

(
άθροισµα και γινόµενο

)

z2 + z + 1 = 0. Εποµένως z2 = −z − 1⇔ z3 = −z2 − z = z + 1− z = 1 και άρα z6 = 1. Επο-

µένως
(−1 + i

√
3

2

)6

= 1. Οµοίως οι αριθµοί 1± i
√

7

2
είναι ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης

z2− z + 2 = 0⇔ z2 = z− 2⇔ z3 = z2− 2z = z− 2− 2z = −z− 2. Εποµένως z6 = (z + 2)2 =

z2 + 4z + 4 = z − 2 + 4z + 4 = 5z + 2. Εποµένως
(

1− i
√

7

2

)6

=
5− 5i

√
7

2
+ 2 =

9− 5i
√

7

2
.

Κατά συνέπεια
(−1 + i

√
3

2

)6

+

(
1− i

√
7

2

)6

= 1 +
9− 5i

√
7

2
=

11− 5i
√

7

2
.

(ii) (z − Re(z))2021 = (1− i− 1)2021 = (−i)2020 · (−i) = ((i)4)505 · (−i) = −i. �

82. Να λύσετε στο C τις παρακάτω δευτεροβάθµιες εξισώσεις :
(i) 4x2 + 5x+ 2 = 0.
(ii) x3 + 1 = 0

(
κυβικές ϱίζες του −1

)
.

(iii) (1 + i)x2 + (6− 4i)x− 7− 17i = 0.
Λύση: (i) 4x2+5x+2 = 0. Η διακρίνουσα του τριωνύµου είναι 52−4·4·2 = −7 µε τετραγωνικές

ϱίζες ±i
√

7. Οι ϱίζες της εξίσωσης είναι λοιπόν x =
−5± i

√
7

8
.

(ii) x3+1 = 0⇔ (x+1)(x2−x+1) = 0. Εποµένως x = −1 ή x =
1± i

√
|(−1)2 − 4|

2
=

1± i
√

3

2
.

(iii) (1 + i)x2 + (6 − 4i)x − 7 − 17i = 0. Η διακρίνουσα είναι (6 − 4i)2 + 4(1 + i)(7 + 17i) =
= −20 + 48i. Θα υπολογίσουµε τις τετραγωνικές της ϱίζες σαν να µην γνωρίζαµε τους σχε-

τικούς τύπους. ΄Εστω λοιπόν x, y ∈ R µε (x + yi)2 = −20 + 48i ⇔
{
x2 − y2 = −20

2xy = 48
⇒
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⇒
{

(x2 − y2)2 = x4 + y4 − 2x2y2 = (−20)2 = 400

4x2y2 = 482 = 2304

Προσθέτουµε κατά µέλη και παίρνουµε x4 +y4 + 2x2y2 = 2704⇔ (x2 +y2)2 = 522 ⇔ x2 +y2 =

= 52. Παίρνουµε το σύστηµα
{
x2 − y2 = −20

x2 + y2 = 52
⇔
{
x2 = 16

y2 = 36
⇔
{
x = ±4

y = ±6
Επειδή 2xy = 48⇔ xy = 24 > 0 οι x και y είναι οµόσηµοι. ΄Αρα οι τετραγωνικές ϱίζες της δια-
κρίνουσας είναι 4 + 6i και −4− 6i. Οι ϱίζες της εξίσωσης είναι λοιπόν x1 =

−6 + 4i + 4 + 6i
2(1 + i)

=

=
−1 + 5i

1 + i
=

(−1 + 5i)(1− i)
2

=
4 + 6i

2
= 2 + 3i και x2 =

−6 + 4i− 4− 6i
2(1 + i)

= −5 + i
1 + i

=

= −(5 + i)(1− i)
2

=
6− 4i

2
= −3 + 2i. �

83. Να ϐρείτε τις τετραγωνικές ϱίζες του i και του −i.

Λύση: ΄Εστω x, y ∈ R µε (x + yi)2 = i. Τότε
{
x2 − y2 = 0

2xy = 1
⇒
{
x4 + y4 − 2x2y2 = 0

4x2y2 = 1
⇒

⇒ (x2 + y2)2 = 1 ⇔ x2 + y2 = 1. Από τις σχέσεις x−y2 = 0 και x2 + y2 = 1 προκύπτει ότι

x2 = y2 =
1

2
και εποµένως x = ±

√
2

2
και y = ±

√
2

2
. Επειδή 2xy = 1 > 0, προκύπτει ότι οι

τετραγωνικές ϱίζες του i είναι οι ±
(√2

2
+

√
2

2
i
)
.

Για το −i έχουµε ανάλογα (x + yi)2 = −i ⇔
{
x2 − y2 = 0

2xy = −1
⇒
{
x4 + y4 − 2x2y2 = 0

4x2y2 = 1
⇒

⇒ (x2 + y2)2 = 1 ⇔ x2 + y2 = 1. Εποµένως πάλι x = ±
√

2

2
και y = ±

√
2

2
. Επειδή όµως

xy = −1

2
< 0 οι τετραγωνικές ϱίζες του −i είναι οι ±

(√2

2
−
√

2

2
i
)
. �

Σηµειώνουµε εδώ ότι οι τετραγωνικές ϱίζες µπορούν να ϐρεθούν συντοµότερα µέσω της τρι-
γωνοµετρικής µορφής µιγαδικού αριθµού, κάτι που ϑα µας απασχολήσει στα επόµενα.

Η επόµενη άσκηση αναφέρεται σε αριθµητικές προόδους στο C. Ισχύουν και εδώ τα αντίστοιχα
στους πραγµατικούς αριθµούς.

84. Να υπολογίσετε το άθροισµα:
(−4− 2i) + (−2− i) + 0 + (2 + i) + (4 + 2i) + · · ·+ (−4− 2i + (n− 1)(2 + i)),

όπου n ϑετικός ακέραιος.
Λύση: Μπορούµε να χωρίσουµε τα πραγµατικά από τα ϕανταστικά µέρη και να παρατηρήσου-
µε ότι αυτά σχηµατίζουν αριθµητικές προόδους. Υπολογίζουµε τα αντίστοιχα αθροίσµατα και
ϐρίσκουµε το τελικό αποτέλεσµα.
Εµείς δεν ϑα ακολουθήσουµε τη µέθοδο αυτή. Εφόσον το C είναι σώµα. προφανώς οι στοιχει-
ώδεις ιδιότητες του R ισχύουν και εδώ. ΄Εχουµε λοιπόν µια αριθµητική πρόοδο στο C µε πρώτο
όρο τον −4 − 2i και διαφορά 2 + i. ΄Αρα, όπως στους πραγµατικούς, έτσι και εδώ ϑα πάρουµε
n

2
· (2(−4− 2i) + (n− 1)(2 + i)) =

n

2
· (8− 4i + (n− 1)(2 + i)) = 5n− 1 +

n(n− 5)

2
· i. �

85. Υπολογίστε τους x, y ∈ R, που ικανοποιούν τη σχέση (x+ 2yi)2 = xi.
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Λύση: (x + 2yi)2 = xi ⇔ x2 − 4y2 + 4xyi = xi ⇔
{
x2 − 4y2 = 0

4xy = x
. Αν x = 0, τότε −4y2 =

= 0 ⇔ y = 0. Μια λύση είναι το Ϲεύγος (0, 0). ΄Εστω x 6= 0. Τότε από τη σχέση 4xy = x

παίρνουµε y =
1

4
. Επειδή x2 = 4y2 = 4 · 1

16
=

1

4
, παίρνουµε x = ±1

2
. ΄Αρα οι λύσεις (x, y)

είναι (0, 0),
(1

2
,
1

4

)
και

(
− 1

2
,
1

4

)
. �

2.2 Αυστηρότερη Θεµελίωση των Μιγαδικών Αριθµών

΄Εστω R2 = R× R = {(α, β) | α, β ∈ R} το σύνολο των Ϲευγών µε συντεταγµένες πραγµατικούς
αριθµούς.
Εφοδιάζουµε το R× R µε δύο πράξεις, πρόσθεση ⊕ και πολλαπλασιασµό �, ως εξής :

(α,β)⊕ (γ, δ) = (α+ γ,β+ δ) (3)
(α,β)� (γ, δ) = (αγ − βδ,αδ+ βγ) (4)

Παρατηρούµε συγκρίνοντας τους τύπους (1), (2) µε τους τύπους (3) και (4) ότι συµπερι-
ϕερόµαστε στα Ϲεύγη (α, β) ∈ R2 όπως στους µιγαδικούς α + βi. ΄Ετσι, µπορεί κανείς να
επαναλάβει την απόδειξη της πρότασης 2.1 κατά τρόπο πανοµοιότυπο αντικαθιστώντας τους
α + βi µε τα Ϲεύγη (α, β) και τις πράξεις + και · µε τις πράξεις ⊕ και � αντίστοιχα και να
αποδείξει ότι το R2 είναι ένα αλγεβρικό σώµα µε τις πράξεις που ορίζουν οι σχέσεις (3) και
(4).
Το µηδενικό στοιχείο είναι το (0, 0), το αντίθετο του (α, β) είναι το (−α,−β), το µοναδιαίο στοι-
χείο είναι το (1, 0) και το αντίστροφο ενός µη µηδενικού στοιχείου (α, β), δηλαδή α2 + β2 > 0,
είναι το

( α

α2 + β2
,− β

α2 + β2

)
.

Αλλά αυτό το σώµα δεν είναι ούτε «ϕανταστικό» ούτε «εξωπραγµατικό». Είναι το R2, του οποί-
ου τα στοιχεία ταυτίζονται µε τα σηµεία του επιπέδου, όπως οι πραγµατικοί αριθµοί
ταυτίζονται µε τα σηµεία µιας ευθείας.
Αν ϑέσουµε i = (0, 1), παρατηρούµε ότι i2 = (0, 1)� (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0).

Παρατηρούµε επίσης ότι για κάθε (α, β) ∈ R2 έχουµε

(α, 0)⊕(β, 0)�i = (α, 0)⊕(β, 0)�(0, 1) = (α, 0)⊕(β ·0−0·1, β ·1+0·0) = (α, 0)⊕(0, β) = (α, β),

δηλαδή
(α,β) = (α,0)⊕ (β,0)� i (5)

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2. Θέτουµε C = (R2,⊕,�) µε τις πράξεις ⊕ και � των σχέσεων (3) και (4). Το
σώµα C ϑα λέγεται σώµα των µιγαδικών αριθµών.

΄Εστω R̂ = {(α, 0) | α ∈ R} το υποσύνολο του C = R2 που αποτελείται από όλα τα Ϲεύγη
πραγµατικών µε δεύτερη συντεταγµένη µηδέν.

Θεωρούµε την απεικόνιση i : R → R2 = C µε i(α) = (α, 0). Η απεικόνιση αυτή ίναι προ-
ϕανώς 1-1.
Το i(α) = (α, 0) ας το συµβολίσουµε µε α̂, για κάθε α ∈ R.
Παρατηρούµε ότι α̂⊕ β̂ = (α, 0)⊕ (β, 0) = (α + β, 0) = α̂ + β και
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α̂� β̂ = (α, 0)� (β, 0) = (α ·β− 0 · 0, α · 0 + 0 ·β) = (α ·β, 0) = α̂ · β, δηλαδή οι περιορισµοί
των πράξεων του C = R2 στο R̂ ουσιαστικά είναι οι συνήθεις πράξεις του R στην πρώτη
συντεταγµένη. Γι΄ αυτό το λόγο το R̂ έχει ακριβώς τις ίδιες ιδιότητες µε το σώµα των
πραγµατικών R

(
αλγεβρικές, τοπολογικές που προκύπτουν από τη διάταξη στο R

)
και προφα-

νώς είναι και το ίδιο σώµα, «πιστό αντίγραφο» R ή αλλιώς ισόµορφο, όπως λέµε στην ΄Αλγεβρα,
του R.
Η εξίσωση (5) γράφεται λοιπόν (α,β) = α̂⊕ β̂� i.
΄Εχουµε λοιπόν δύο επιλογές : 1) Να γράφουµε το µιγαδικό αριθµό (α, β) = α̂ ⊕ β̂ � i, διατη-
ϱώντας τα καπέλα πάνω από τους πραγµατικούς και χρησιµοποιώντας τα σύµβολα ⊕ και � για
την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό αντίστοιχα, κάτι εξαιρετικά δύσχρηστο ή
2) να ταυτίσουµε το R̂ µε το R, εφόσον έχουν ακριβώς τις ίδιες ιδιότητες, κάτι πολύ
πιο οικονοµικό και εύχρηστο.

(
Οι δύσπιστοι ας συνεχίσουν να γράφουν µε τα καπέλα και τα

σύµβολα ⊕ και � για να δυσκολέψουν τη Ϲωή τους !
)
. ΄Αλλωστε, ϑα µπορούσαµε να ονοµάσου-

µε πραγµατικούς αριθµούς τα στοιχεία του R̂ και τα στοιχεία του R π.χ. «προπραγµατικούς».
Τέτοιες ταυτίσεις είναι συνηθισµένες στα Μαθηµατικά.
Αν λοιπόν ταυτίσουµε, όπως προηγουµένως αναλύσαµε, τα Ϲεύγη (α, 0) και (β, 0) µε τους πραγ-
µατικούς αριθµούς α και β αντίστοιχα, δηλαδή να ϑεωρήσουµε τον άξονα x′x των πραγ-
µατικών αριθµών ως υποσύνολο του επιπέδου xOy και ϑέσουµε επίσης i = (0, 1), τότε η
σχέση (5) γράφεται

α + βi = (α, β)

2.3 Συζυγής-Μέτρο Μιγαδικού Αριθµού

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3. ΄Εστω z = α + βi ∈ C,
(
α = Re(z), β = Im(z) ∈ R

)
. Ο συζυγής του z είναι ο

µιγαδικός z = α− βi. ∆ηλαδή Re(z) = Re(z) και Im(z) = −Im(z).

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.4. (i) (z̄) = z, δηλαδή ο συζυγής του συζυγούς είναι ο ίδιος µιγαδικός αριθµός.
(ii) z ∈ R⇔ z = z και z ∈ I⇔ z = −z.
(iii) Re(z) =

1

2
(z + z) και Im(z) =

1

2i
(z − z) =

i−1=−i

i
2

(z̄ − z) .

Απόδειξη: (i) ΄Εστω z = α + βi, όπου α, β ∈ R. Τότε (z̄) = α− βi = α− (−β)i = α + βi = z.
(ii) z = Re(z) + Im(z)i και z = Re(z) − Im(z)i. Εποµένως z = z̄ ⇔ Re(z) + Im(z)i =
= Re(z) − Im(z)i ⇔ 2Im(z)i = 0 ⇔ Im(z) = 0 ⇔ z ∈ R και z̄ = −z ⇔ Re(z) − Im(z)i =
= −Re(z)− Im(z)i⇔ 2Re(z) = 0⇔ Re(z) = 0⇔ z ∈ I.
(iii) z + z̄ = Re(z) + Im(z)i + Re(z) − Im(z)i = 2Re(z) ⇔ Re(z) =

1

2
(z + z̄). Οµοίως z − z̄ =

= Re(z) + Im(z)i− Re(z) + Im(z)i = 2Im(z)i⇔ Im(z) =
1

2i
(z − z̄). �

Σηµείωση: ΄Ενας µιγαδικός z = α + βi, όπου α, β ∈ R λέγεται καθαρός µιγαδικός αν
και µόνον αν β = Im(z) 6= 0⇔ z 6∈ R⇔ z 6= z̄.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.5. (i) ΄Εστω z1, z2, . . . , zn ∈ C. Τότε
z1 + z2 + · · ·+ zn = z̄1 + z̄2 + · · ·+ z̄n.

(ii) ΄Εστω z1, z2, . . . , zn ∈ C. Τότε
z1z2 · · · zn = z̄1z̄2 · · · z̄n.

Ιδιαιτέρως (zn) = z̄n, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.
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(iii) ΄Εστω z1, z2 ∈ C µε z2 6= 0. Τότε (z1
z2

)
=
z̄1
z̄2

.

Ειδικότερα,, αν z 6= 0, τότε (z−1) = z̄−1.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω zk = αk + βki. όπου αk, βk ∈ R, για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Τότε έχουµε:
z1 + z2 + · · ·+ zn = α1 + β1i + α2 + β2i + · · ·+ αn + βni =
= (α1 + α2 + · · ·+ αn) + i(β1 + β2 + · · ·+ βn) = (α1 + α2 + · · ·+ αn)− i(β1 + β2 + · · ·+ βn) =
= α1 − βi + α2 − β2i + · · ·+ αn − βni = z̄1 + z̄2 + · · ·+ z̄n.
(ii) ΄Εστω z1 = α + βi και z2 = γ + δi, όπου α, β, γ, δ ∈ R. Τότε z1z2 = (α + βi)(γ + δi) =

= αγ − βδ + (αδ + βγ)i = αγ − βδ − (αδ + βγ)i = αγ − (−β)(−δ) + (α(−δ) + (−β)γ)i =
= (α− βi)(γ − δi) = z̄1z̄2.
Επαγωγικά υποθέτουµε ότι z1z2 · · · zn = z̄1z̄2 · · · z̄n, για κάποιον ϑετικό ακέραιο n ≥ 2. Τότε
z1z2 · · · znzn+1 = (z1z2 · · · zn)zn+1 =

για n=2
z1z2 · · · zn · z̄n+1 =

επαγωγική
υπόθεση

z̄1z̄2 · · · z̄nz̄n+1.

Τώρα, αν z1 = z2 = · · · = zn = z, παίρνουµε (zn) = z̄n.
(iii) ΄Εστω z1, z2 ∈ C µε z2 6= 0. Τότε z̄1 =

(z1
z2
· z2
)

=
(z1
z2

)
· z̄2. Εποµένως

(z1
z2

)
=
z̄1
z̄2

.

Ειδικότερα, για z1 = 1 ∈ R και z2 = z ∈ C\{0} παίρνουµε
(1

z

)
=
1=1

1

z̄
, δηλαδή (z−1) = z̄−1. �

Από τα (ii) και (iii) της προηγούµενης πρότασης προκύπτει ότι αν z 6= 0 και n ϑετικός ακέραιος,

τότε (z−n) = z̄−n. Πράγµατι, (z−n) =
( 1

zn

)
=

1

(zn)
=

1

z̄n
= z̄−n.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.6. ΄Εστω z = α + βi ∈ C, όπου α, β ∈ R. Το µέτρο |z| του z είναι ο µη
αρνητικός πραγµατικός αριθµός

√
α2 + β2.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.7. (i) |z| = | − z| = |z̄|.
(ii) z = 0⇔ |z| = 0.
(iii) |z|2 = zz̄ και αν z 6= 0, τότε z−1 =

z̄

|z|2 . Ειδικότερα, αν |z| = 1, τότε z−1 = z̄.

(iv) |z1z2 · · · zn| = |z1||z2| · · · |zn|, όπου zk ∈ C, για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Ειδικότερα |zn| = |z|n,
για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

(v) Αν z1, z2 ∈ C και z2 6= 0, τότε
∣∣∣∣
z1
z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

. Ειδικότερα για z1 = 1 και z2 = z 6= 0 έχουµε

|z−1| = |z|−1.
(vi) Αν z 6= 0, τότε |z−n| = |z|−n, για κάθε µη αρνητικό ακέραιο n.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω z = α+βi, όπως παραπάνω. Τότε −z = −α−βi και z̄ = α−βi. Εποµένως
| − z| =

√
(−α)2 + (−β)2 =

√
α2 + β2 = |z| =

√
α2 + (−β)2 = |z̄|.

(ii) |z| = 0⇔
√
α2 + β2 = 0⇔ α2 + β2 = 0⇔ α = β = 0⇔ z = 0.

(iii) zz̄ = (α + βi)(α − βi) = α2 − β2i2 =
i2=−1

α2 + β2 = |z|2. Επίσης, αν z 6= 0, τότε z · z̄

|z|2 =

=
zz̄

|z|2 =
|z|2
|z|2 = 1. ΄Αρα z−1 =

z̄

|z|2 =
α

α2 + β2
− β

α2 + β2
i.

(iv) |z1z2 · · · zn|2 = (z1z2 · · · zn) · z1z2 · · · zn = (z1z2 · · · zn)(z̄1z̄2 · · · z̄n) = (z1z̄1)(z2z̄2) · · · (znz̄n) =
= |z1|2|z2|2 · · · |zn|2 = (|z1||z2| · · · |zn|)2. Επειδή οι αριθµοί |z1z2 · · · zn| και |z1||z2| · · · |zn| είναι
µη αρνητικοί πραγµατικοί, προκύπτει από τα παραπάνω ότι |z1z2 · · · zn| = |z1||z2| · · · |zn|.
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Αν τώρα z1 = z2 = · · · = zn = z, έπεται ότι |zn| = |z|n, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

(v) |z1| =
∣∣∣∣
z1
z2
· z2
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
z1
z2

∣∣∣∣ |z2| και συνεπώς
∣∣∣∣
z1
z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

.

Τώρα, αν z1 = 1 και z2 = z 6= 0 παίρνουµε
∣∣∣∣
1

z

∣∣∣∣ =
|1|
|z| =

1

|z| , δηλαδή |z
−1| = |z|−1.

(vi) ΄Εστω z ∈ C \ {0} και n µη αρνητικός ακέραιος. Τότε |z−n| = |z|−n. Πράγµατι, αν n = 0
ισχύει η σχέση γιατί και τα δύο µέλη δίνουν µονάδα. Επίσης για n = 1 το αποδείξαµε προη-
γουµένως. ΄Εστω n ≥ 2. Τότε |z−n| = |(z−1)n| = |z−1|n = (|z|−1)n = |z|−n. �

Παρατηρήσεις: 1) Στους µιγαδικούς δεν ισχύει εν γένει η σχέση |z|2 = z2, η οποί-
α ισχύει στους πραγµατικούς. Αν z = α + βi, όπου α, β ∈ R, τότε |z|2 = α2 + β2, ενώ
z2 = α2 − β2 + 2αβi. Πιο συγκεκριµένα, έστω z = 1 + 2i. Τότε |1 + 2i|2 = 1 + 4 = 5, ενώ
z2 = (1 + 2i)2 = 1− 4 + 4i = −3 + 4i.
2) ΄Ενας µιγαδικός z είναι πραγµατικός αν και µόνον αν είναι συζυγής µε τον εαυτό του.
Αυτό προκύπτει από το πόρισµα 2.4, ή απλά z = α = α+ 0i ∈ R⇔ Im(z) = 0⇔ z̄ = α− 0i =
= α = z.
3) Το άθροισµα δύο συζυγών αριθµών είναι πραγµατικός, όπως προκύπτει από το πόρισµα
2.4 ή προφανέστερα αν z = α+ βi,

(
α, β ∈ R

)
, τότε z + z̄ = α+ βi + α− βi = 2α, δηλαδή το

διπλάσιο του κοινού πραγµατικού τους µέρους.
4) Αν z1, z2 ∈ C, τότε οι αριθµοί z1z̄2 και z̄1z2 είναι συζυγείς και εποµένως το άθροισµά τους
είναι πραγµατικός και ισούται µε 2Re(z1z̄2) = 2Re(z̄1z2). Αυτό είναι άµεσο, γιατί (z1z̄2) =
= z̄1(z̄2) = z̄1z2.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.8.
(
ΤΡΙΓΩΝΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ

)
Για κάθε z1, z2 ∈ C ισχύει

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
Ιδιαιτέρως, η παραπάνω ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και µόνον z1z̄2 = z̄1z2 ∈ R και z1z̄2 ≥ 0
ή ισοδύναµα αν κάποιος από τους z1, z2 είναι µη αρνητικό πραγµατικό πολλαπλάσιο του άλλου.
1η Απόδειξη: ΄Εστω z1 = x+ yi και z2 = r + si, όπου x, y, r, s ∈ R. Πρέπει να αποδείξουµε ότι√

(x+ r)2 + (y + s)2 ≤
√
x2 + y2 +

√
r2 + s2

Η απόδειξη είναι άµεση µε ϐάση την εφαρµογή 1.13
(
σελ. 36

)
για n = 2 και α1 = x, α2 = y,

β1 = r και β2 = s. �
2η Απόδειξη: |z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) = z1z̄1 + z2z̄2 + z1z̄2 + z̄1z2 =
= |z1|2 + |z2|2 + z1z̄2 + z1z̄2 =

πόρισµα 2.4 (iii)
|z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z̄2).

Αλλά Re(z1z̄2) ≤ |Re(z1z̄2)| =
√

(Re(z1z̄2))2 ≤
√

(Re(z1z̄2))2 + (Im(z1z̄2))2 = |z1z̄2| = |z1||z̄2| =
= |z1||z2|. Εποµένως |z1 + z2|2 ≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|z1||z2| = (|z1| + |z2|)2, απ᾿ όπου προκύπτει
|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι |z1 + z2| = |z1|+ |z2|. Τότε οι ανισότητες στη σχέση

Re(z1z̄2) ≤ |Re(z1z̄2)| =
√

(Re(z1z̄2))2 ≤
√

(Re(z1z̄2))2 + (Im(z1z̄2))2 = |z1||z2|
ισχύουν ως ισότητες, δηλαδή Im(z1z̄2) = 0 ⇔ z1z̄2 ∈ R και z1z2 = z1z2 = z1z̄2 = |z1||z2| ∈
∈ [0,+∞) ⊆ R.
Αν και οι δύο µιγαδικοί ήσαν µηδέν, τότε προφανώς κάθε ένας είναι µη αρνητικό

(
µάλιστα

ϑετικό-δηλαδή µε ϑετικό συντελεστή
)
πολλαπλάσιο του άλλου.

΄Εστω ότι κάποιος δεν είναι µηδέν. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι z1 6= 0.
Τότε πολλαπλασιάζουµε τη σχέση z̄1z2 = |z1||z2| µε z1 και παίρνουµε (z1z̄1)z2 = z1|z1||z2| ⇔
⇔ |z1|2z2 = |z1||z2|z1 ⇔ z2 =

|z2|
|z1|

z1.
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Αντιστρόφως, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι z2 = λz1, όπου λ ≥ 0 πραγµατικός.
Τότε |z1 + z2| = |z1 + λz1| = |(1 + λ)z1| =

1+λ>0
(1 + λ)|z1| = |z1| + λ|z1| =

λ≥0
|z1| + |λz1| =

= |z1|+ |z2|. �

Σχόλιο: Η σχέση |z1±z2|2 = |z1|2+ |z2|2±2Re(z1z2) = |z1|2+ |z2|2±2Re(z1z2) που χρησιµοπο-
ήσαµε για την απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας είναι σηµαντική και γενικεύεται επαγωγικά
για περισσότερους από δύο µιγαδικούς.

Ασκήσεις

86. Για κάθε z1, z2 ∈ C ισχύει∣∣|z1| − |z2|
∣∣ ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Ιδιαιτέρως
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ = |z1 + z2| αν και µόνον αν z1z̄2 = z̄1z2 ≤ 0 ή ισοδύναµα κάποιος από
τους z1 και z2 είναι µη ϑετικό πολλαπλάσιο του άλλου.
Απόδειξη:

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ ≤ |z1 + z2| ⇔

∣∣|z1| − |z2|
∣∣2 ≤ |z1 + z2|2 ⇔ |z1|2 + |z2|2 − 2|z1||z2| ≤

≤ |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z̄2)⇔ |z1||z2| ≥ −Re(z1z̄2).
Αλλά −Re(z1z̄2) ≤ |Re(z1z̄2)| =

√
(Re(z1z̄2))2 ≤

√
(Re(z1z̄2))2 + (Im(z1z̄2))2 = |z1z̄2| = |z1||z2|

και συνεπώς −Re(z1z̄2) ≤ |z1||z2|, αυτό δηλαδή που ϑέλαµε.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ = |z1 + z2|. Τότε οι ανισότητες στη σχέση

−Re(z1z̄2) ≤ |Re(z1z̄2)| =
√

(Re(z1z̄2))2 ≤
√

(Re(z1z̄2))2 + (Im(z1z̄2))2 = |z1||z2|
ισχύουν ως ισότητες, δηλαδή Im(z1z̄2) = 0 ⇔ z1z̄2 ∈ R και z1z2 = z1z2 = z1z̄2 = −|z1||z2| ∈
∈ (−∞, 0] ⊆ R.
Αν και οι δύο µιγαδικοί ήσαν µηδέν, τότε προφανώς κάθε ένας είναι µη ϑετικό

(
µάλιστα

αρνητικό-δηλαδή µε αρνητικό συντελεστή
)
πολλαπλάσιο του άλλου.

΄Εστω ότι κάποιος δεν είναι µηδέν. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι z1 6= 0. Τότε
πολλαπλασιάζουµε τη σχέση z̄1z2 = −|z1||z2| µε z1 και παίρνουµε (z1z̄1)z2 = −z1|z1||z2| ⇔
⇔ |z1|2z2 = −|z1||z2|z1 ⇔ z2 = −|z2||z1|

z1.
Αντιστρόφως, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι z2 = λz1, όπου λ ≤ 0 πραγµατικός.
΄Αρα −|λ| = λ, οπότε

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ =

∣∣|z1| − |λz1|
∣∣ =

∣∣|z1| − |λ||z1|
∣∣ =

∣∣1− |λ|
∣∣|z1| = |1 + λ||z1| =

= |(1 + λ)z1| = |z1 + λz1| = |z1 + z2|. �

87. Να αποδείξετε τον κανόνα του παραλληλογράµµου
|z1 − z2|2 + |z1 + z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2|2

Η ονοµασία αυτή ϑα δικαιολογηθεί στην επόµενη παράγραφο.
Απόδειξη: |z1− z2|2 + |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2− 2Re(z1z̄2) + |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z̄2) = 2|z1|2+
+2|z2|2. �

88. ∆είτε την ισοδυναµία z2 + z + 1 = 0⇔ |z| = |z + 1| = 1.
Απόδειξη: ΄Εστω z2 + z + 1 = 0 ⇔ z2 + z = −1. Εποµένως |z||z + 1| = |z2 + z| = | − 1| = 1.
Ακόµη, z2 = −z − 1 και άρα |z|2 = | − z − 1| = |z + 1|. Η σχέση λοιπόν |z||z + 1| = 1 γράφεται
|z|3 = 1⇔ |z| = 1 και κατά συνέπεια και |z + 1| = |z|2 = 1.
Αντιστρόφως, έστω |z| = |z + 1| = 1. Τότε |z|2 = |z + 1|2 = |z|2 + 1 + Re(z) = 1. Από τη σχέση
|z|2 = |z|2 + 1 + 2Re(z) προκύπτει ότι Re(z) = −1

2
. ΄Αρα |z|2 = (Re(z))2 + (Im(z))2 = 1 ⇔

Re(z)=− 1
2
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⇔ 1

4
+ (Im(z))2 = 1 ⇔ Im(z) = ±

√
3

2
. Οι αριθµοί −1

2
± i

√
3

2
είναι οι ϱίζες της εξίσωσης

z2 + z + 1 = 0. �

89. ΄Εστω z ∈ C \ {1} µε
∣∣∣∣
z − 4

z − 1

∣∣∣∣ = 2.
(
Ειδική περίπτωση του κύκλου του Απολλωνίου

)
. Να

ϐρεθεί το µέτρο του z.

Λύση:

∣∣∣∣
z − 4

z − 1

∣∣∣∣ = 2 ⇔ |z − 4| = 2|z − 1| ⇔ |z − 4|2 = 4|z − 1|2 ⇔ |z|2 + 16 − 2Re(4z) =

= 4|z|2+4−8Re(z)⇔ 3|z|2−8Re(z) = 16−4−8Re(z)⇔ 3|z|2 = 12⇔ |z|2 = 4⇔ |z| = 2. �

90. Αν z1, z2 ∈ C και λ > 0, δείξτε ότι |z1 + z2|2 ≤ (1 + λ)|z1|2 +
(

1 +
1

λ

)
|z2|2.

Απόδειξη: (1+λ)|z1|2 +
(

1+
1

λ

)
|z2|2 = |z1|2 + |z2|2 +λ|z1|2 +

1

λ
|z2|2 = |z1|2 + |z2|2 +2Re(z1z̄2)+

+λ|z1|2 +
1

λ
|z2|2 − 2Re(z1z̄2) = |z1 + z2|2 + λ|z1|2 +

1

λ
|z2|2 − 2Re(z1z̄2). Αλλά λ|z1|2 +

1

λ
|z2|2−

−2Re(z1z̄2) = |
√
λz1|2+

∣∣∣∣
z2√
λ

∣∣∣∣
2

−2Re
(√

λz1

( z2√
λ

))
=

∣∣∣∣
√
λz1 −

z2√
λ

∣∣∣∣
2

≥ 0, απ᾿ όπου προκύπτει
η αποδεικτέα. �

91. Αν οι µιγαδικοί z1, z2, . . . , zn ικανοποιούν την ανισότητα∣∣∣∣
z1 − i
z1 + i

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
z2 − i
z2 + i

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣
zn − i
zn + i

∣∣∣∣ < 1,
τότε ικανοποιούν και την ανισότητα∣∣∣∣

z1 + z2 + · · ·+ zn − i
z1 + z2 + · · ·+ zn + i

∣∣∣∣ < 1.

Απόδειξη: Προφανώς
∣∣∣∣
zk − i
zk + i

∣∣∣∣ < 1. ΄Εστω ένας µιγαδικός αριθµός z για τον οποίο ισχύει
∣∣∣∣
z − i
z + i

∣∣∣∣ < 1. Τότε έχουµε:
∣∣∣∣
z − i
z + i

∣∣∣∣ < 1 ⇔ |z − i|2 < |z + i|2 ⇔ |z|2 + 1 − 2Re(z
−
i) < |z|2 + 1+

+2Re(z
−
i) ⇔ Re(zi) < −Re(zi) ⇔ −Im(z) < Im(z) ⇔ 0 < Im(z). Εποµένως 0 < Im(zk), για

κάθε k = 1, 2, . . . , n. ΄Αρα και Im(z1 + z2 + · · · + zn) = Im(z1) + Im(z2) + · · · + Im(zn) > 0, το

οποίο, όπως προηγουµένως είναι ισοδύναµο µε τη σχέση
∣∣∣∣
z1 + z2 + · · ·+ zn − i
z1 + z2 + · · ·+ zn + i

∣∣∣∣ < 1. �

92. Αν f(x) = αnx
n +αn−1x

n−1 + · · ·+α1x+α0 είναι ένα πολυώνυµο µε πραγµατικούς συντε-
λεστές

(
αk ∈ R

)
και z ∈ C είναι µια ϱίζα του f(x), τότε και ο συζυγής του z̄ είναι επίσης ϱίζα

του f(x).
Απόδειξη: Εφόσον αk ∈ R, αk = αk, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n. Εποµένως έχουµε:

0 = f(z) = αnz
n+αn−1z

n−1+· · ·+α1z+α0 και άρα 0 = 0̄ = αnzn + αn−1zn−1 + · · ·+ α1z + α0 =
= αn(zn) + αn−1(zn−1) + · · ·+ α1z̄ + α0 = αnz̄

n + αn−1z̄
n−1 + · · ·+ α1z̄ + α0. �

Με ϐάση τη ϑεωρία πολυωνύµων ϑα δούµε αργότερα και µιαν άλλη απόδειξη του αποτελέσµατος
της προηγούµενης άσκησης.

93. Να υπολογίσετε το µέτρο του µιγαδικού (2− i)2(−1 + i)3(−3 + 2i)
(4− i)3(1− 2i)(2 + 5i)2(3− 2i)

.
Λύση: Προφανώς είναι εξαιρετικά επίπονο να ϕέρουµε το κλάσµα στη µορφή α + βi και µετά
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να υπολογίσουµε το µέτρο του. Εκµεταλευόµαστε τις ιδιότητες του µέτρου και έχουµε:∣∣∣∣
(2− i)2(−1 + i)3(−3 + 2i)

(4− i)3(1− 2i)(2 + 5i)2(3− 2i)

∣∣∣∣ =
|2− i|2 · | − 1 + i|3 · | − 3 + 2i|
|4− i|3 · |1− 2i| · |2 + 5i|2 · |3− 2i| =

=

√
(4 + 1)223(9 + 4)

(16 + 1)3(1 + 4)(4 + 25)2(9 + 4)
=

√
52 · 23 · 13

173 · 5 · 292 · 13
=

√
5 · 22 · 2
173 · 292

=

√
5 · 22 · 2 · 17

174 · 292
=

=
2
√

170

172 · 29
=

2
√

170

8381
. �

94. Αν z, z1, z2 ∈ C, δείξτε τις ισοδυναµίες :
(i) |z|2 = |z2 − 1| ⇔ Re(z2) =

1

2
.

(ii) |z1 + z2| = |z1 − z2| ⇔ Re(z1z̄2) = 0.
(iii) |z1 + z̄2| = |z̄1 − z2| ⇔ Re(z1z2) = 0.
Απόδειξη: (i) |z|2 = |z2 − 1| ⇔ |z|4 = |z2 − 1|2 ⇔��|z|4 =��

�|z2|2 + 1− 2Re(z2)⇔ Re(z2) =
1

2
.

(ii) |z1 + z2| = |z1 − z2| ⇔ |z1 + z2|2 = |z1 − z2|2 ⇔ ����
��|z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z̄2) = ���

���|z1|2 + |z2|2−
−2Re(z1z̄2)⇔ 4Re(z1z̄2) = 0⇔ Re(z1z̄2) = 0.
(iii) |z1 + z̄2| = |z̄1− z2| = |z̄1 − z2| = |z1− z̄2| και το αποτέλεσµα προκύπτει από το (ii) ϑέτοντας
όπου z2 το z̄2. �

95. ∆είξτε ότι |Re(z)|+ |Im(z)| ≤
√

2 |z|.
Απόδειξη: |Re(z)| + |Im(z)| ≤

√
2 |z| =

√
2
√

(Re(z))2 + (Im(z))2 ⇔
(
|Re(z)| + |Im(z)|

)2 ≤
≤ 2
(
(Re(z))2 + (Im(z))2

)
⇔ (Re(z))2 + (Im(z))2 + 2|Re(z)||Im(z)| ≤ 2(Re(z))2 + 2(Im(z))2 ⇔

⇔
(
|Re(z)| − |Im(z)|)2 ≥ 0. �

96. ΄Εστω z1, z2 ∈ C µε z1z2 6= −1 και |z1| = |z2| = 1. Τότε z1 + z2
1 + z1z2

∈ R.

Απόδειξη: Εφόσον |z1| = |z2| = 1, έπεται ότι z−11 = z̄1 και z−12 = z̄2. Εποµένως
(
z1 + z2
1 + z1z2

)
=

=
z̄1 + z̄2
1 + z̄1z̄2

=

1

z1
+

1

z2

1 +
1

z1z2

=

z2 + z1
z1z2

z1z2 + 1

z1z2

=
z1 + z2
1 + z1z2

. �

97. Να αποδειχθεί η ισοδυναµία
∣∣∣∣
z + |z|

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
z − |z|

2

∣∣∣∣ = |z| ⇔ z ∈ R.

Απόδειξη:

∣∣∣∣
z + |z|

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
z − |z|

2

∣∣∣∣ = |z| ⇔
∣∣z + |z|

∣∣+
∣∣z − |z|

∣∣ = 2|z| ⇔
(∣∣z + |z|

∣∣+
∣∣z − |z|

∣∣)2 =

= 4|z|2 ⇔
∣∣z + |z|

∣∣2 +
∣∣z − |z|

∣∣2 + 2|z2 − |z|2| = 4|z|2 ⇔ |z|2 + |z|2 + 2|z|Re(z) + |z|2 + |z|2−
−2|z|Re(z) + 2

∣∣z2− |z|2
∣∣ = 4|z|2 ⇔

∣∣z2− |z|2
∣∣ = 0⇔ z2 = |z|2. Αν z = 0, τότε z ∈ R. Αν z 6= 0,

τότε z2 = |z|2 ⇔ z̄z2 = (z̄z)z = z̄|z|2 ⇔ |z|2z = |z|2z̄ ⇔ z = z̄ ⇔ z ∈ R. �

98. Αν z1, z2, z3 ∈ C µε z1 6= −z2, z2 6= −z3 και z3 6= −z1, δείξτε ότι
|z1|

|z2 + z3|
+

|z2|
|z3 + z1|

+
|z3|

|z1 + z2|
≥ 3

2
.

Απόδειξη: Επειδή |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, έπεται ότι
1

|z1 + z2|
≥ 1

|z1|+ |z2|
και παρόµοια για τα

άλλα κλάσµατα. Εποµένως
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|z1|
|z2 + z3|

+
|z2|

|z3 + z1|
+

|z3|
|z1 + z2|

≥ |z1|
|z2|+ |z3|

+
|z2|

|z3|+ |z1|
+

|z3|
|z1|+ |z2|

Αρκεί να αποδείξουµε ότι |z1|
|z2|+ |z3|

+
|z2|

|z3|+ |z1|
+

|z3|
|z1|+ |z2|

≥ 3

2
. Χάριν απλότητος ϑέτουµε

α = |z1| ≥ 0, β = |z2| ≥ 0 και γ = |z3| ≥ 0. Προφανώς α + β = |z1| + |z2| ≥ |z1 + z2| > 0,
επειδή z1 6= −z2. Οµοίως β + γ > 0 και γ + α > 0. ΄Αρα πρέπει να δείξουµε

α

β + γ
+

β

γ + α
+

γ

α + β
≥ 3

2
, (1)

όπου α, β, γ ≥ 0 και α + β > 0, β + γ > 0, γ + α > 0. Η σχέση (1) γράφεται ισοδύναµα
2α(γ + α)(α + β) + 2β(β + γ)(α + β) + 2γ(β + γ)(γ + α) ≥ 3(α + β)(β + γ)(γ + α) ,

η οποία µετά την εκτέλεση των πράξεων και την απαλοιφή οµοίων όρων καταλήγει στην ισοδύνα-
µη

2(α3 + β3 + γ3) ≥ αβ2 + β2α+ β2γ + γ2β + γ2α+ α2γ = αβ(α+ β) + βγ(β + γ) + γα(γ + α).
Τώρα έχουµε τις σχέσεις α3 + β3 = (α + β)(α2 − αβ + β2) ≥ αβ(α + β) ⇔

α+β>0
α2 − αβ + β2 ≥

≥ αβ ⇔ (α− β)2 ≥ 0. Οµοίως β3 + γ3 ≥ βγ(β + γ) και γ3 + α3 ≥ γα(γ + α).
Προσθέτοντας τις τρεις τελευταίες σχέσεις συνάγουµε ότι

2(α3 + β3 + γ3) ≥ αβ(α + β) + βγ(β + γ) + γα(γ + α),
η οποία απένεµε να αποδειχθεί.
Για να αποφύγουµε τις πράξεις υπάρχει και άλλος τρόπος : Θέτουµε x = |z1|+|z2|, y = |z2|+|z3|
και ω = |z3|+ |z1|. Προφανώς x+ y + ω = 2(|z1|+ |z2|+ |z3|). Τώρα η σχέση

|z1|
|z2|+ |z3|

+
|z2|

|z3|+ |z1|
+

|z3|
|z1|+ |z2|

≥ 3

2
γίνεται

|z1|
|z2|+ |z3|

+ 1 +
|z2|

|z3|+ |z1|
+ 1 +

|z3|
|z1|+ |z2|

+ 1 ≥ 9

2
⇔

⇔ |z1|+ |z2|+ |z3||z2|+ |z3|
+
|z1|+ |z2|+ |z3|
|z3|+ |z1|

+
|z1|+ |z2|+ |z3|
|z1|+ |z2|

≥ 9

2
⇔

⇔ x+ y + ω

2y
+
x+ y + ω

2ω
+
x+ y + ω

2x
≥ 9

2
⇔ 1

2

(x
y
+
y

x

)
+

1

2

( y
ω
+
ω

y

)
+

1

2

(x
ω
+
ω

x

)
+

3

2
≥ 9

2
⇔

⇔
(x
y

+
y

x

)
+
( y
ω

+
ω

y

)
+
(x
ω

+
ω

x

)
≥ 6,

η οποία ισχύει γιατί λ+
1

λ
≥ 2, για κάθε ϑετικό λ. �

99. Να λύσετε τις εξισώσεις :
(i) z2 = −|z|.
(ii) z2 = |z|.
Λύση: (i) z2 = −|z|. Προφανώς το 0 είναι λύση της εξίσωσης. ΄Εστω τώρα z = x + yi µε
x, y ∈ R. Τότε x2 − y2 + 2xyi = −

√
x2 + y2 ∈ R. Εποµένως xy = 0. Αν x = 0, τότε

−y2 = −|y| ⇔ |y|2 = |y| ⇔ |y|(|y| − 1) = 0⇔
(
y = 0 ή y = ±1

)
. ΄Αρα z = 0 ή z = i ή z = −i.

΄Εστω x 6= 0. Τότε y = 0 και κατά συνέπεια 0 ≤ x2 = −|x| ≤ 0⇔ x = 0, αντίφαση. Παίρνουµε
τις λύσεις z = 0 ή z = i ή z = −i.
(ii) z2 = |z|. ΄Οπως προηγουµένως ϑέτουµε z = x+ yi, όπου x, y ∈ R. ΄Εχουµε x2− y2 + 2xyi =
=
√
x2 + y2 ∈ R. ΄Αρα x = 0 ή y = 0. Αν x = 0, τότε |z| = −y2 ≤ 0 ≤ |z| και άρα y = 0,

οπότε παίρνουµε τη µηδενική λύση. ΄Εστω x 6= 0. Τότε y = 0 και x2 = |z| = |x|, δηλαδή
|x|(|x| − 1) = 0⇔

(
x = 0 ή x = ±1

)
. Παίρνουµε τις λύσεις z = 0 ή z = 1 ή z = −1. �

100. ΄Εστω |z1| = |z2| = |z3| = 1. Τότε |z1 + z2 + z3| = |z1z2 + z2z3 + z3z1|.
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Απόδειξη: |z1 + z2 + z3| =
∣∣z1 + z2 + z3

∣∣ = |z̄1 + z̄2 + z̄3| =
πρόταση 2.7

(iii)

∣∣∣∣
1

z1
+

1

z2
+

1

z3

∣∣∣∣ =

=
|z1z2 + z2z3 + z3z1|
|z1||z2||z3|

=
|z1|=|z2|=|z3|=1

|z1z2 + z2z3 + z3z1|. �

101. (i) ΄Εστω z1 + z2 + z3 = 0 και z21 + z22 + z23 = 0. Τότε |z1| = |z2| = |z3|.
(ii) ΄Εστω z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1. Τότε |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|.
(iii) ΄Εστω z1 + z2 + z3 = 0 και |z1| = |z2| = |z3|. Τότε |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|.
(iv) ΄Εστω |z1| = |z2| = |z3| = ρ. Τότε ρ|z1 + z2 + z3| = |z1z2 + z2z3 + z3z1|.
Λύση: (i) z1 + z2 + z3 = 0 ⇔ z1 = −(z2 + z3) ⇒ z21 = (z2 + z3)

2 = z22 + z23 + 2z2z3 =
z21=−z22−z23

= −z21 + 2z2z3 ⇔ 2z21 = 2z2z3 ⇒ z21 = z2z3 ⇒ |z1|2 = |z2||z3| ⇒ |z1|3 = |z1z2z3|. Οµοίως
|z2|3 = |z3|2 = |z1z2z3|. Εποµένως |z1|3 = |z2|3 = |z3|3 ⇔ |z1| = |z2| = |z3|.
(ii) 1η απόδειξη: ΄Εστωw1 = z1−z2, w2 = z2−z3 καιw3 = z3−z1. Τότε προφανώςw1+w2+w3 =
0. Επίσης w2

1+w2
2+w2

3 = (z1−z2)2+(z2−z3)2+(z3−z1)2 = 2(z21+z22+z23−z1z2−z2z3−z3z1) = 0.
Εφαρµόζοντας το (i) µε τα w1, w2 και w3 στη ϑέση των z1, z2 και z3 προκύπτει ότι |w1| = |w2| =
= |w3|, δηλαδή |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|.
2η απόδειξη: z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1 ⇔ z21 + z22 = −z23 + z1z2 + z2z3 + z3z1 ⇔
⇔ z21 + z22 − 2z1z2 = −z23 − z1z2 + z2z3 + z3z1 ⇔ (z1 − z2)

2 = z3(z2 − z3) − z1(z2 − z3) =
= (z3−z1)(z2−z3)⇒ (z1−z2)3 = (z1−z2)(z2−z3)(z3−z1)⇒ |z1−z2|3 = |z1−z2||z2−z3||z3−z1|.
Οµοίως |z2 − z3|3 = |z3 − z1|3 = |z1 − z2||z2 − z3||z3 − z1|.
Εποµένως |z1 − z2|3 = |z2 − z3|3 = |z3 − z1|3 ⇔ |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|.
3η απόδειξη: z21 + z22 + z23 − z1z2− z2z3− z3z1 = 0⇔ 2z21 + 2z22 + 2z23 − 2z1z2− 2z2z3− 2z3z1 =

= 0⇔ (z1−z2)2+(z2−z3)2+(z3−z1)2 = 0⇔ (z1−z2)2+((z2 − z1) + (z1 − z3))2+(z3−z1)2 =
= 0⇔ (z1 − z2)2 + (z1 − z2)2 + 2(z2 − z1)(z3 − z1) + (z1 − z3)2 + (z1 − z3)2 = 0⇔ 2(z1 − z2)2+
+2(z1 − z2)(z1 − z3) + 2(z1 − z3)

2 = 0 ⇔ (z1 − z2)
2 + (z1 − z2)(z1 − z3) + (z1 − z3)

2 =
0 ⇒ ⇒ ((z1 − z2)− (z1 − z3)) ((z1 − z2)2 + (z1 − z2)(z1 − z3) + (z1 − z3)2) = 0 ⇔ (z1 − z2)3−
−(z1 − z3)3 = 0 ⇔ (z1 − z2)3 = (z1 − z3)3 ⇒ |z1 − z2|3 = |z1 − z3|3 ⇔ |z1 − z2| = |z1 − z3|.
Οµοίως |z1 − z2| = |z2 − z3|.
(iii) ΄Εστω ρ = |z1| = |z2| = |z3|. Τότε z1 + z2 = −z3 ⇒ |z1 + z2|2 = |z3|2 ⇔ |z1|2 + |z2|2+
+2Re(z1z̄2) = |z3|2 ⇔ 2ρ2 + 2Re(z1z̄2) = ρ2 ⇔ ρ2 = −2Re(z1z̄2). ΄Αρα |z1 − z2|2 = |z1|2+
+|z2|2 − 2Re(z1z̄2) = 2ρ2 + ρ2 = 3ρ2. ΄Αρα |z1 − z2| = ρ

√
3. Οµοίως |z2 − z3| = |z3 − z1| =

= ρ
√

3.
(iv) |z1z2 + z2z3 + z3z1|2 = (z1z2 + z2z3 + z3z1)(z1z2 + z2z3 + z3z1) = (z1z2 + z2z3 + z3z1)(z̄1z̄2+
+z̄2z̄3 + z̄3z̄1) = |z1|2|z2|2 + |z2|2z3z̄1 + |z1|2z3z̄2 + |z2|2z1z̄3 + |z2|2|z3|2 + |z3|2z1z̄2 + |z1|2z2z̄3+
+|z3|2z2z̄1+|z3|2|z1|2 = 3ρ4+ρ2(z1z̄2+z̄1z2)+ρ

2(z2z̄3+z̄3z2)+ρ
2(z3z̄1+z̄3z1) = 3ρ4+2ρ2Re(z1z̄2)+

+2ρ2Re(z2z̄3) + 2ρ2Re(z3z̄1).
Απ᾿ την άλλη µεριά έχουµε: ρ2|z1 + z2 + z3|2 = ρ2

(
|z1 + z2|2 + |z3|2 + 2Re((z1 + z2)z̄3)

)
=

= ρ2(|z1|2 + |z2|2 +2Re(z1z̄2)+ |z3|2 +2Re(z1z̄3)+2Re(z2z̄3)) = ρ2(3ρ2 +2Re(z1z̄2)+2Re(z2z̄3)+
+2Re(z3z̄1) = 3ρ4 + 2ρ2Re(z1z̄2) + 2ρ2Re(z2z̄3) + 2ρ2Re(z3z̄1). �

102. ∆είξτε ότι αν z1, z2, w ∈ C µε w2 = z21 − z22, τότε
|z1 − w|+ |z1 + w| = |z1 + z2|+ |z1 − z2|

Απόδειξη: (|z1 − w| + |z1 + w|)2 = |z1 − w|2 + |z1 + w|2 + 2|(z1 − w)(z1 + w)| =
κανόνας

παραλληλογράµµου
= 2|z1|2 + 2|w|2 + 2|z21 −w2| = 2|z1|2 + 2|z21 − z22 |+ 2|z21 − (z21 − z22)| = 2|z1|2 + 2|z2|2 + 2|z21 − z22 |
και (|z1 + z2|+ |z1 − z2|)2 = |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 + 2|(z1 + z2)(z1 − z2)| =

κανόνας
παραλληλογράµµου

2|z1|2+
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+2|z2|2 + 2|z21 − z22 |. �

103. Να αποδειχθεί ότι ο µιγαδικός αριθµός z 6= −1 έχει µέτρο τη µονάδα αν και µόνον αν
z =

1 + iα
1− iα

, όπου α ∈ R.

Απόδειξη: Προφανώς
∣∣∣∣
1 + iα
1− iα

∣∣∣∣
2

=
|1 + α2|
|1 + α2| = 1 και άρα |z| =

∣∣∣∣
1 + iα
1− iα

∣∣∣∣ = 1, για κάθε α ∈ R.

Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι z = x + yi 6= −1, όπου x, y ∈ R και x2 + y2 = 1. Αναζητούµε
πραγµατικό α µε την ιδιότητα z = x+ yi =

1 + iα
1− iα

, ισοδύναµα x+ αy + (y − αx)i = 1 + iα⇔

⇔
{
x+ αy = 1

y − αx = α
⇔
{
αy = 1− x
α(x+ 1) = y

Αν x = −1, τότε από τη σχέση x2 + y2 = 1 ή τη σχέση α(x + 1) = y προκύπτει ότι y = 0.
Αλλά τότε z = −1, άτοπο. Εποµένως x 6= −1 και η σχέση α(x + 1) = y µας δίνει α =

y

x+ 1
.

Η σχέση αy = 1−x γράφεται y2

x+ 1
= 1−x⇔ y2 = 1−x2 ⇔ x2+y2 = 1, που ξέρουµε ότι ισχύει.

Τώρα,
1 + i

y

x+ 1

1− i
y

x+ 1

=

x+ 1 + yi
x+ 1

x+ 1− yi
x+ 1

=
x+ 1 + yi
x+ 1− yi =

(x+ 1 + yi)2

(x+ 1)2 + y2
=
x2 +

x2︷ ︸︸ ︷
1− y2 + 2x+ 2yi + 2yxi
x2 + y2 + 2x+ 1

=

=
x2+y2=1

2x2 + 2x+ 2yi(x+ 1)

2 + 2x
=
x(x+ 1) + iy(x+ 1)

1 + x
= x+ yi = z. �

104. Να λυθεί στο C η εξίσωση 4z2 + 8|z|2 − 3 = 0.
Λύση: Θέτουµε z = x+yi, όπου x, y ∈ R. Τότε έχουµε: 4(x2−y2+2xyi)+8(x2+y2)−3 = 0⇔

⇔ 12x2 + 4y2 − 3 + 8xyi = 0⇔
{

12x2 + 4y2 − 3 = 0

xy = 0
.

Αν x = 0, τότε 4y2 = 3⇔ y = ±
√

3

2
. Παίρνουµε τις λύσεις z = ±

√
3

2
i.

Αν y = 0, τότε 12x2 = 3⇔ x = ±1

2
. Παίρνουµε τις λύσεις z = ±1

2
. �

105. (i) Βρείτε τους µιγαδικούς z, για τους οποίους ισχύει
|z|2 − 2iz + 2α(1 + i) = 0,

όπου α ≥ 0, περιορίζοντας κατάλληλα τον πραγµατικό α.

(ii) Αν z1, z2, z3, z4 ∈ C µε z3z4 6= 0 και |z3|2 + |z4|2 ≤ 1, δείξτε ότι
∣∣∣∣
z1
z3

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
z2
z4

∣∣∣∣
2

≥ |z1 + z2|2.
Λύση: (i) ΄Εστω z = x + yi, όπου x, y ∈ R. Τότε η σχέση |z|2 − 2iz + 2α(1 + i) = 0 γράφεται
x2 + y2 − 2i(x + yi) + 2α + 2iα = 0⇔ x2 + y2 + 2y + 2α + 2i(−x + α) = 0. Εποµένως x = α
και άρα y2 + 2y + α2 + 2α = 0. Το τριώνυµο αυτό ως προς y έχει πραγµατική λύση, εποµένως
η διακρίνουσά του είναι µεγαλύτερη ή ίση του µηδενός.
Εποµένως 4−4(α2+2α) ≥ 0⇔ 1 ≥ α2+2α⇔ 2 ≥ (α+1)2 ⇔

α≥0
α+1 ≤

√
2⇔ 0 ≤ α ≤

√
2−1.

Τότε y =
−2± 2

√
1− α2 − 2α

2
= −1±

√
1− α2 − 2α. Εποµένως z = α+i

(
−1+

√
1− α2 − 2α

)

ή z = α− i
(
1 +
√

1− α2 − 2α
)
, όπου 0 ≤ α ≤

√
2− 1.

(ii) |z1|+|z2| ≥ |z1+z2|. Αρκεί να δείξουµε ότι
∣∣∣∣
z1
z3

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
z2
z4

∣∣∣∣
2

≥
(
|z1|+|z2|

)2
= |z1|2+|z2|2+2|z1||z2|,
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ισοδύναµα |z4|2|z1|2 + |z3|2|z2|2 ≥ |z1|2|z3|2|z4|2 + |z2|2|z3|2|z4|2 + 2|z1||z2||z3|2|z4|2 ⇔
⇔ |z1|2|z4|2

(
1−|z3|2

)
+ |z2|2|z3|2

(
1−|z4|2

)
−2|z1||z2||z3|2|z4|2 ≥ 0. Από τη σχέση |z3|2+ |z4|2 ≤ 1

συνάγουµε ότι 1− |z3|2 ≥ |z4|2 και 1− |z4|2 ≥ |z3|2.
Εποµένως |z1|2|z4|2

(
1− |z3|2

)
+ |z2|2|z3|2

(
1− |z4|2

)
− 2|z1||z2||z3|2|z4|2 ≥ |z1|2|z4|4 + |z2|2|z3|4−

−2|z1||z2||z3|2|z4|2 =
(
|z1||z4|2 − |z2||z3|2

)2 ≥ 0. �

106. Αν οι µιγαδικοί z1, z2 ικανοποιούν τις σχέσεις |z1 + z2| = |z1| = |z2|, δείξτε ότι |z1 − z2| =
=
√

3|z1|.
Απόδειξη: ΄Εχουµε |z1 + z2|2 = |z1|2 ⇔ |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z̄2) = |z1|2 ⇔

|z1|=|z2|
|z1|2 = |z2|2 =

= −2Re(z1z̄2).
Τώρα, |z1 − z2| =

√
3|z1| ⇔ |z1 − z2|2 = 3|z1|2 ⇔ |z1|2 + |z2|2 − 2Re(z1z̄2) = 3|z1|2 ⇔

|z1|=|z2|

⇔ −2Re(z1z̄2) = |z1|2 που αποδείξαµε προηγουµένως. �

107. Να δείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση

1 + 2i + 3i2 + · · ·+ nin−1 =
−(n+ 1)in+1 − nin + i

2
.

108. Βρείτε το µέτρο του µιγαδικού
(−1 + i

√
3

2

)n
, όπου n ∈ Z.

109. Βρείτε τον µιγαδικό z για τον οποίο ισχύει |z − 1| = |z − 2| = |z − i|.
110. Αν z = x + yi, όπου x, y ∈ R, ϐρείτε τη σχέση µεταξύ των x και y που ορίζεται από την
ισότητα |z − i| = |z + 2|.
111. Να λύσετε τις εξισώσεις :
(i) z2 = |z|2 και
(ii) z2 = −|z|2.
112. Να ϕέρετε στη µορφή x+ yi, όπου x, y ∈ R τις παραστάσεις :

(i)
(2− i)2 − 2(1 + 3i)

(1 + i)2(2− i)

(ii) (2− i
√

3)−2 − 2

1− 4i
√

3
.

113. Βρείτε τα µέτρα των µιγαδικών αριθµών: α)
4− 5i
2 + i

, ϐ)

(√
2 + i

)3

i
(
1− i

√
3
)2 και

γ)

(
3i
(√

3 + i
√

5
) (

1− i
√

3
)

4− i
√

3

)4

(i) Φέρνοντάς τους στη µορφή α + βi, α, β ∈ R.
(ii) Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του µέτρου των µιγαδικών.

114. Να λυθεί στο C η εξίσωση z2 − z + 2 = 0.

115. Να ϐρείτε τους µιγαδικούς z, για τους οποίους ο αριθµός (z−2)(z+ i) είναι πραγµατικός.

116. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει µη κενό υποσύνολο A του C µε τις εξής δύο ιδιότητες :
(i) Για κάθε z ∈ C ισχύει µία και µόνον µία από τις σχέσεις : z ∈ A, 0 ∈ A, −z ∈ A και
(ii) Για κάθε z, w ∈ A, z + w ∈ A και zw ∈ A.

(
∆είξτε ότι 0 6∈ A, i 6∈ A και −i 6∈ A

)
.
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117. Βρείτε την ελάχιστη τιµή του ϑετικού ακεραίου n, για την οποία ισχύει (1 + i)n = (1− i)n.

118. ΄Εστω α =
1 + i

2
. Να δείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 2 ισχύει η σχέση

(1 + α)(1 + α2)(1 + α22) · · · (1 + α2n) = 2α
(

1− 1

22n

)
.

119. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και z1, z2, . . . , zn ∈ C. ∆είξτε ότι∣∣(1− |z1|)(1− z2) · · · (1− zn)
∣∣ ≥ 1− |z1| − |z2| − · · · − |zn|.

120. ΄Εστω z ∈ C και w = (iz − 2)(z + i). Να δείξετε ότι ισχύει η ισοδυναµία
z ∈ I⇔ w ∈ I.

121. Για έναν µιγαδικό z ισχύει : z2 − z + 1 = 0. Να δείξετε ότι :
(i) z40 + z20 + 1 = 0 και (ii) z70 +

1

z70
= −1.

(
Υπόδειξη : ∆είξτε ότι z3 = −1

)
.

122. Να ϐρεθούν οι µιγαδικοί z, για τους οποίους ο αριθµός −z2 + 2z − 3 είναι ϑετικός
πραγµατικός.

2.4 Γεωµετρική
(
Ανα

)
παράσταση των Μιγαδικών Αριθµών

Είδαµε ότι οι µιγαδικοί αριθµοί α + βi ταυτίζονται µε τα Ϲεύγη (α, β) ∈ R2, τα οποία µε τη
σειρά τους ταυτίζονται µε τα σηµεία του επιπέδου xOy. ΄Ετσι καλούµε το xOy επίπεδο των
µιγαδικών αριθµών. ΄Εχουµε λοιπόν την παρακάτω εικόνα:
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6

4

2

-2

-4

-10 -5 5 10

άξονας των πραγματικών

άξονας των φανταστικών

i

M = (α,β)  α+βiβi

αO

N =(-4,7)  -4+7i

Σχήµα 13
΄Ετσι, ο µιγαδικός αριθµός α + βi ταυτίζεται µε το σηµείο M(α, β) ή και µε το διάνυσµα −→OM.
Για παράδειγµα, ο µιγαδικός −4 + 7i ταυτίζεται µε το σηµείο N ή το διάνυσµα −→ON.
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(
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)
παράσταση των Μιγαδικών Αριθµών

ΠΡΟΣΟΧΗ! Η ϕανταστική µονάδα i δεν ταυτίζεται µε το σύνηθες διάνυσµα
−→
i του άξονα x′x

των πραγµατικών, αλλά µε το διάνυσµα
−→
j του άξονα y′y των ϕανταστικών.

Με ϐάση τον ορισµό της πρόσθεσης
(
άρα και της αφαίρεσης

)
στο C, οι πράξεις αυτές αντιστοι-

χούν στην πρόσθεση και την αφαίρεση των αντίστοιχων διανυσµάτων στο xOy επίπεδο. ΄Εχουµε
λοιπόν το επόµενο σχήµα:  
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2
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-4

-6

-5 5 10 15

Τ  (α1+β1i)-(α2+β2)i

N΄  -α2-β2i

Ρ  (α1+β1i)+(α2+β2)i

N  α2+β2i
β2i

α2
i

M  α1+β1iβ1i

α1
O

Σχήµα 14

΄Ετσι το διάνυσµα −→OP παριστάνει το άθροισµα (α1 + β1i) + (α2 + β2i) = α1 + α2 + (β1 + β2)i, το
διάνυσµα

−−→
ΟΝ′ τον−α2−β2i και το διάνυσµα−→OT =

−→OM−−→ON τη διαφορά (α1+β1i)−(α2+β2i) =
= α1 − α2 + (β1 − β2)i.
Τώρα, για τον πολλαπλασιασµό η γεωµετρική εικόνα ϑα καταστεί σαφής αφού πρώτα µιλήσουµε
για την τριγωνοµετρική µορφή ενός µιγαδικού αριθµού.
Αν −→OM είναι το διάνυσµα που αντιστοιχεί στον µιγαδικό z = α + βi, τότε το διάνυσµα

−−→
OM′ που

αντιστοιχεί στον συζυγή z̄ = α − βi είναι προφανώς το συµµετρικό του −→OM ως προς τον άξονα
των πραγµατικών x′x.
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2
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-4

5 10

M΄  α-βi-βi

M  α+βiβi

α
O

Σχήµα 15
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Κανόνας του παραλληλογράµµου: Το άθροισµα z1+z2 παριστάνεται από το διάνυσµα−→ΟΡ και
η διαφορά z1−z2 από το διάνυσµα−→ΟΤ =

−→ΝΜ. ∆ηλαδή, µε άλλα λόγια ο κανόνας του παραλληλο-
γράµµου |z1− z2|2 + |z1 + z2|2 = = 2|z1|2 + 2|z2|2 µεταφράζεται σε ΟΡ2 + ΝΜ2 = 2ΟΜ2 + 2ΟΝ2,
δηλαδή στο γνωστό κανόνα ότι το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων ενός παραλληλο-
γράµµου ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων όλων των πλευρών αυτού. Αυτό ϕυσικά το
αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα γεωµετρικά από τα ϑεωρήµατα των διαµέσων.
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T

P

N
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z1-z2

O

z1+z2

z2

z1

Σχήµα 16
΄Εστω τώρα δύο µιγαδικοί αριθµοί z1 και z2 µε z1 6= z2. Τι παριστάνει στο µιγαδικό επίπεδο η
εξίσωση |z− z1| = |z− z2|; Προφανώς παριστάνει το σύνολο των µιγαδικών που ισαπέχουν από
τους z1 και z2. Γεωµετρικά, αυτοί αποτελούν τη µεσοκάθετο του ευθυγράµµου τµήµατος που
ενώνει τις εικόνες των z1 και z2 στο µιγαδικό επίπεδο. ΄Εχουµε |z − z1| = |z − z2| ⇔ |z − z1|2 =
= |z − z2|2 ⇔ |z|2 + |z1|2 − 2Re(zz̄1) = |z|2 + |z2|2 − 2Re(zz̄2)⇔

⇔ |z1|2 − |z2|2 = 2Re(z(z̄1 − z̄2))
Αν ξέρουµε τις συντεταγµένες των z1 και z2, τότε µπορούµε να εκφράσουµε τη µεσοκάθετο σε
καρτεσιανή µορφή.

Παράδειγµα: ΄Εστω η εξίσωση |z + 1 + 2i| =
|z − 2 + 5i|. Προφανώς z1 = −1 − 2i και
z2 = 2 − 5i. ΄Αρα z̄1 − z̄2 = −3 − 3i και
αν z = x + yi, τότε z(z̄1 − z̄2) = −3(x +
yi)(1 + i) = −3(x − y + (x + y)i). Συνε-
πώς 2Re(z(z̄1 − z̄2)) = 6(y − x). Επίσης,
|z1|2 = 1 + 4 = 5 και |z2|2 = 4 + 25 = 29.
Εποµένως |z1|2 − |z2|2 = 5 − 29 = −24. ΄Αρα
−24 = 6(y − x) ⇔ y = x− 4 η Ϲητούµενη
εξίσωση σε καρτεσιανές συντεταγµένες.
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(
Ανα
)
παράσταση των Μιγαδικών Αριθµών

Εξίσωση κύκλου: ΄Εστω z0 ∈ C σταθερός µι-
γαδικός αριθµός και ρ ∈ (0,+∞). Το σύνολο
των µιγαδικών αριθµών z που απέχουν από τον
z0 απόσταση |z− z0| = ρ προφανώς παριστάνει
κύκλο µε κέντρο την εικόνα του z0 στο µι-
γαδικό επίπεδο και ακτίνα ρ. Το σύνολο
των µιγαδικών z µε την ιδιότητα |z − z0| < ρ
προφανώς παριστάνει το εσωτερικό του πα-
ϱαπάνω κύκλου, ενώ το σύνολο των µιγαδικών
z µε την ιδιότητα |z − z0| > ρ παριστάνει το
εξωτερικό του κύκλου αυτού.
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2
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-5

z

z0

ρ

O
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Παράδειγµα: Στο επόµενο σχήµα δίνονται δύο κύκλοι µε κέντρα z1 = −2+i και z2 = 1+2i και
ακτίνες ρ1 =

√
13 και ρ2 =

√
5 αντίστοιχα. Το σκιασµένο χωρίο παριστά όλους τους µιγαδικούς

z που ϐρίσκονται έξω στο εξωτερικό του κύκλου µε κέντρο z1 και στο εσωτερικό του κύκλου µε
κέντρο το z2, δηλαδή εκείνων των z ∈ C που ικανοποιούν τις σχέσεις |z + 2 − i| >

√
13 και

|z − 1− 2i| <
√

5.
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Απολλώνιος κύκλος: ΄Εστω z1 6= z2 δύο µιγαδικοί αριθµοί και λ ϑετικός πραγµατικός, διά-
ϕορος του 1. Να παρασταθεί γεωµετρικά το σύνολο των µιγαδικών z µε |z − z1||z − z2|

= λ. Λύση:

΄Εχουµε: |z − z1||z − z2|
= λ ⇔ |z − z1| = λ|z − z2| ⇔ |z − z1|2 = λ2|z − z2|2 ⇔ |z|2 + |z1|2−

−2Re(zz̄1) = λ2|z|2 + λ2|z2|2 − 2λ2Re(zz̄2) ⇔ (1 − λ2)|z|2 − 2Re(z(z1 − λ2z2)) = λ2|z2|2−

−|z1|2 ⇔ |z|2 − 2Re
(
z ·
(z1 − λ2z2

1− λ2
))

=
λ2|z2|2 − |z1|2

1− λ2 ⇔ |z|2 − 2Re
(
z ·
(z1 − λ2z2

1− λ2
))

+

+

∣∣∣∣
z1 − λ2z2

1− λ2
∣∣∣∣
2

=
λ2|z2|2 − |z1|2

1− λ2 +

∣∣∣∣
z1 − λ2z2

1− λ2
∣∣∣∣
2

⇔
∣∣∣∣z −

z1 − λ2z2
1− λ2

∣∣∣∣
2

=
λ2|z2|2 − |z1|2

1− λ2 +

+
|z1|2 + λ4|z2|2 − 2Re(λ2z1z̄2)

(1− λ2)2 =
λ2|z2|2 −���|z1|2 −����λ4|z2|2 + λ2|z1|2 +��

�|z1|2 +���
�λ4|z2|2 − 2Re(λ2z1z̄2)

(1− λ2)2 =

=
λ2(|z2|2 + |z1|2 − 2Re(z1z̄2))

(1− λ2)2 =

(
λ|z1 − z2|

1− λ2
)2

.
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Κατά συνέπεια
∣∣∣∣z −

z1 − λ2z2
1− λ2

∣∣∣∣ =
λ|z1 − z2|
|1− λ2| , δηλαδή κύκλος µε κέντρο w =

z1 − λ2z2
1− λ2 και α-

κτίνα ρ =
λ|z1 − z2|
|1− λ2| .

Το κέντρο w =
z1 − λ2z2

1− λ2 ϐρίσκεται στην ευθεία ΒΓ, όπου Β και Γ οι εικόνες των z1 και z2 στο

µιγαδικό επίπεδο. Πράγµατι, z1−w = z1−
z1 − λ2z2

1− λ2 =
z1 − λ2z1 − z1 + λ2z2

1− λ2 = −λ
2(z1 − z2)
1− λ2 .

Τα σηµεία Μ και Ν που τέµνει ο Απολλώνιος κύκλος την πλευρά ΒΓ χωρίζουν αυτή σε µέσο και
άκρο λόγο λ. Αν Α είναι η εικόνα του z, τότε οι ΑΜ και ΑΝ είναι η εσωτερική και εξωτερική
διχοτόµος της Α̂ αντίστοιχα. Γεωµετρικά ο Απολλώνιος κύκλος προκύπτει ως άµεση συνέπεια
των ϑεωρηµάτων εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόµου. �

Εξίσωση ευθείας: ΄Εστω w = κ + λi 6= 0 και z0 = x0 + y0i. Η ευθεία που περνά από
τον z0 και είναι παράλληλη προς τον w αποτελείται από τους µιγαδικούς z µε την ιδιότητα
z − z0 = tw, όπου t ∈ R, δηλαδή z − z0

w
= t ∈ R.
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Αυτό είναι ισοδύναµο µε Im
(z − z0

w

)
= 0. Αν z = x + yi, τότε Im

(x− x0 + (y − y0)i
κ+ λi

)
= 0 ⇔

⇔ Im
((x− x0 + (y − y0)i)(κ− λi)

κ2 + λ2

)
= 0⇔ Im

(
κ(x−x0)+λ(y−y0)+(κ(y−y0)−λ(x−x0))i

)
=

= 0 ⇔ κ(y − y0)− λ(x− x0) = 0 ⇔ λ(x − x0) − κ(y − y0) = 0 ⇔
∣∣∣∣
x− x0 y − y0
κ λ

∣∣∣∣ = 0 που,
σύµφωνα µε αυτά που µάθαµε στη ϐ΄ λυκείου, εκφράζει την παραλληλία των διανυσµάτων
(x − x0, y − y0) = z − z0 και του (κ, λ) = w. ΄Αρα σε µιγαδική µορφή η εξίσωση της ευθείας

είναι Im
(z − z0

w

)
= 0⇔ Im

((z − z0)w̄
|w|2

)
= 0⇔ Im((z − z0)w̄) = 0 .

Η εξίσωση της ευθείας που περνά από δύο σηµεία z1 6= z2 του µιγαδικού επιπέδου προκύπτει

αν πάρουµε w = z1− z2. Σ᾿ αυτή την περίπτωση η εξίσωση της ευθείας είναι Im
( z − z2
z1 − z2

)
= 0 .
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Μπορούµε να ϐρούµε την εξίσωση της ευθείας που περνά από το σηµείο Ν = z2 = γ + δi και
είναι κάθετη στον µιγαδικό Μ = z1 = α + βi. Το διάνυσµα −→NP =

−→OT αντιστοιχεί στον µιγαδικό
z− z2, όπου z = x+ yi τυχόν σηµείο της Ϲητούµενης ευθείας. Το διάνυσµα −→MT αντιστοιχεί στον
µιγαδικό z′−z1 = z−z2−z1. Το τρίγωνο ΟΜΤ είναι ορθογώνιο και εποµένως έχουµε τη σχέση: 
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Ρ = z=x+yi
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||−→OM||2 + ||−→OT||2 = ||−→MT||2, δηλαδή |z1|2 + |z − z2|2 = |z − z2 − z1|2 ⇔ |z1|2 + |z − z2|2 =
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= |z − z2|2 + |z1|2 − 2Re((z − z2)z̄1)⇔ Re((z − z2)z̄1) = 0 , η εξίσωση της ευθείας σε µιγαδική
µορφή.
Μπορούµε να εκφράσουµε σε µιγαδική µορφή και άλλα προβλήµατα.
Είδαµε ότι η εξίσωση Im((z − z0)w̄) = 0, όπου w = κ + λi 6= 0 εκφράζει την ευθεία που περνά
από την εικόνα του µιγαδικού z0 και είναι παράλληλη προς το διάνυσµα που εκφράζει τον µι-
γαδικό w. Λογικό είναι να υποθέσουµε ότι οι σχέσεις Im((z − z0)w̄) > 0 και Im((z − z0)w̄) < 0
εκφράζουν τα δύο ηµιεπίπεδα στα οποία η ευθεία χωρίζει το επίπεδο.
Αρχικώς ϑεωρούµε ότι κ = Re(w) 6= 0. Επειδή η ευθεία είναι παράλληλη προς τον w αν και
µόνον αν είναι παράλληλη προς τον −w, µπορούµε να υποθέσουµε ότι κ > 0.
΄Εστω z = x + yi, z0 = x0 + y0i και w = κ + λi µε κ > 0. Σε καρτεσιανή µορφή η σχέση
Im((z − z0)w̄) > 0 γίνεται Im((x− x0 + (y − y0)i)(κ− λi)) > 0⇔ κ(y − y0)− λ(x− x0) > 0⇔
⇔ y > −λ

κ
(x− x0) + y0. Η τελευταία εξίσωση παριστάνει το ηµιεπίπεδο που ϐρίσκεται «πάνω»

από την ευθεία y = −λ
κ

(x− x0) + y0, δηλαδή την ευθεία Im((z − z0)w̄) = 0. Εντελώς ανάλογα
η σχέση Im((z − z0)w̄) < 0 παριστάνει το ηµιεπίπεδο που ϐρίσκεται «κάτω» από την ευθεία
Im((z − z0)w̄) = 0.
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Αν υποθέσουµε τώρα ότι κ = Re(w) = 0, µπορούµε όπως προηγουµένως να ϑεωρήσουµε ότι λ =
= Im(w) > 0. ΄Αρα w = λi µε λ > 0. Τότε η εξίσωση της ευθείας γίνεται Im((z − z0)(−λi)) = 0,
δηλαδή Re(z − z0) = 0 ⇔ Re(z) = Re(z0) ⇔ x = x0. Πρόκειται προφανώς για κατακόρυφη
ευθεία. Αυτή χωρίζει το επίπεδο σε δύο ηµιεπίπεδα, το αριστερό Re(z − z0) < 0 ⇔ x < x0 και
το δεξιό Re(z − z0) > 0⇔ x > x0.
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2.5. Βασικά Στοιχεία Τριγωνοµετρίας

2.5 Βασικά Στοιχεία Τριγωνοµετρίας
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Θεωρούµε τον τργωνοµετρικό κύκλο στο σύστηµα x′Ox. Τα διανύσµατα ϐάσης είναι το −→i =

= (1, 0) και το −→j = (0, 1).
(
Μην µπερδεύετε το διάνυσµα −→i µε τον µιγαδικό i. Το −→i είναι το

1 και το διάνυσµα −→j είναι ο µιγαδικός i
)
.

Περιστρέφουµε το σύστηµα x′Ox κατά γωνία ϑ̂
(
ϑετική ή αρνητική

)
και παίρνουµε νέο σύστηµα

συντεταγµένων X ′OX µε διανύσµατα ϐάσης
−→
i′ και

−→
j′ . Προφανώς έχουµε:−→

i′ = cosϑ · −→i + sinϑ · −→j και−→
j′ = cos

(π
2

+ ϑ
)
· −→i + sin

(π
2

+ ϑ
)
· −→j = cos

(π
2
− (−ϑ)

)
· −→i + sin

(π
2
− (−ϑ)

)
· −→j =

= sin(−ϑ) · −→i + cos(−ϑ) · −→j = − sinϑ · −→i + cosϑ · −→j . ΄Εχουµε λοιπόν τους τύπους αλλαγής
ϐάσης :

−→
i′ = cosϑ · −→i + sinϑ · −→j−→

j′ = − sinϑ · −→i + cosϑ · −→j
(1)

΄Εστω ϑ̂ και ϕ̂ δύο γωνίες. Θεωρούµε το παρακάτω σχήµα:
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Στο σύστηµα x′Ox έχουµε προφανώς −−→OM = cos(ϑ+ ϕ) · −→i + sin(ϑ+ ϕ) · −→j (2).
Στο σύστηµα X ′OX έχουµε προφανώς −−→OM = cosϕ · −→i′ + sinϕ ·

−→
j′ και µε αντικατάσταση µε

ϐάση τους τύπους (1) παίρνουµε−−→
OM = cosϕ

(
cosϑ · −→i + sinϑ · −→j

)
+ sinϕ(− sinϑ · −→i + cosϑ · −→j ) =

= (cosϑ cosϕ− sinϑ sinϕ)−→i + (sinϑ cosϕ+ cosϑ sinϕ)
−→
j (3).

Συγκρίνοντας τους τύπους (2) και (3) παίρνουµε{
cos(ϑ+ ϕ) = cosϑ cosϕ− sinϑ sinϕ

sin(ϑ+ ϕ) = sinϑ cosϕ+ cosϑ sinϑ
(4)

Αν ϑέσουµε −ϕ αντί ϕ παίρνουµε cos(ϑ − ϕ) = cosϑ cos(−ϕ) − sinϑ sin(−ϕ) = cosϑ cosϕ+
+ sinϑ sinϕ και sin(ϑ−ϕ) = sinϑ cos(−ϕ)+cosϑ sin(−ϕ) = sinϑ cosϕ−cosϑ sinϕ. Εποµένως{

cos(ϑ− ϕ) = cosϑ cosϕ+ sinϑ sinϕ

sin(ϑ− ϕ) = sinϑ cosϕ− cosϑ sinϕ
(5)

Αν ϑέσουµε ϑ = ϕ παίρνουµε από τους τύπους (4) τους ακόλουθους σηµαντικούς τύπους :



cos 2ϑ = cos2 ϑ− sin2 ϑ = cos2 ϑ− (1− cos2 ϑ) = 2 cos2 ϑ− 1 =

= 2(1− sin2 ϑ)− 1 = 1− 2 sin2 ϑ και
sin 2ϑ = 2 sinϑ cosϑ

2.6 Πολικές Συντεταγµένες-Τριγωνοµετρική Μορφή Μιγαδικού Αριθ-
µού

Θεωρούµε στο µιγαδικό επίπεδο έναν µη µηδενικό µιγαδικό z = α+βi. Το αντίστοιχο διάνυσµα
ϑέσης −→OM σχηµατίζει µε τον άξονα x′x γωνία ϑ̂. Συνήθως τη γωνία ϑ̂ τη ϑεωρούµε στο διάστηµα
[0, 2π). ΄Αλλοι τη ϑεωρούν στο διάστηµα [−π, π). Εν πάση περιπτώσει, η γωνία ϑ̂ είναι η γωνία
κατά την οποία όταν περιστραφεί ο ϑετικός ηµιάξονας Ox ϑα συµπέσει µε την ηµιευθεία που
ορίζει το διάνυσµα −→OM.
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Αν ρ = |z| =
∣∣∣∣−→OM

∣∣∣∣ =
√
α2 + β2 είναι το µέτρο του µιγαδικού z, ισοδύναµα το µέτρο

(
µήκος

)

του διανύσµατος −→OM, τότε έχουµε τις σχέσεις{
α = ρ cosϑ

β = ρ sinϑ

82 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων
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Εποµένως z = α + βi = ρ(cosϑ+ i sinϑ). Η µορφή
z = ρ(cosϑ+ i sinϑ)

λέγεται τριγωνοµετρική µορφή του µιγαδικού z. Τα στοιχεία του Ϲεύγους (ρ,ϑ) λέγονται
πολικές συντεταγµένες του Μ ή του

−−→
OM ή του µιγαδικού z. Η γωνία ϑ λέγεται όρισµα

του z. Προφανώς για z = 0, ρ = 0 και ϑ οτιδήποτε.

2.7 Πολλαπλασιασµός-∆ιαίρεση Μιγαδικών σε Τριγωνοµετρική Μορφή

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.9. (i) ΄Εστω z1 = ρ1(cosϑ1 + i sinϑ1) και z2 = ρ2(cosϑ2 + i sinϑ2) δύο µιγαδικοί
σε τριγωνοµετρική µορφή. Τότε :

z1z2 = ρ1ρ2(cos(ϑ1 + ϑ2) + i sin(ϑ1 + ϑ2))

Γενικότερα, αν zk = ρk(cosϑk+ i sinϑk), για κάθε k = 1, 2, . . . , n, όπου n ϑετικός ακέραιος, τότε

z1z2 · · · zn = ρ1ρ2 · · · ρn
(

cos(ϑ1 + ϑ2 + · · ·+ ϑn) + i sin(ϑ1 + ϑ2 + · · ·+ ϑn)
)

(ii) ΄Εστω z1 = ρ1(cosϑ1 + i sinϑ1) και z2 = ρ2(cosϑ2 + i sinϑ2) µε z2 6= 0⇔ |z2| = ρ2 6= 0, τότε

z1
z2

=
ρ1
ρ2

(cos(ϑ1 − ϑ2) + i sin(ϑ1 − ϑ2))

Ειδικότερα αν z1 = 1 = cos 0 + i sin 0 και z2 = z = ρ(cosϑ+ i sinϑ) 6= 0, τότε

z−1 = ρ−1(cos(−ϑ) + i sin(−ϑ)) =
1

ρ
(cosϑ− i sinϑ)

Απόδειξη: (i) z1z2 = ρ1ρ2(cosϑ1 + i sinϑ1)(cosϑ2 + i sinϑ2) = ρ1ρ2
(

cosϑ1 cosϑ2− sinϑ1 sinϑ2+

+i(sinϑ1 cosϑ2 + cosϑ1 sinϑ2)
)
. Αλλά ξέρουµε από την τριγωνοµετρία της ϐ΄ λυκείου ότι

cosϑ1 cosϑ2 − sinϑ1 sinϑ2 = cos(ϑ1 + ϑ2) και sinϑ1 cosϑ2 + cosϑ1 sinϑ2 = sin(ϑ1 + ϑ2). Επο-
µένως z1z2 = ρ1ρ2

(
cos(ϑ1 + ϑ2) + i sin(ϑ1 + ϑ2)

)
.

Το γενικότερο αποτέλεσµα προκύπτει µε επαγωγή επί του n. Για n = 1 δεν έχουµε τίποτα να
αποδείξουµε και για n = 2 αποδείχτηκε προηγουµένως. ΄Εστω ότι ισχύει για κάποιον n ≥ 2.
Τότε z1z2 · · · znzn+1 = (z1z2 · · · zn)zn+1 = ρ1ρ2 · · · ρn

(
cos(ϑ1 + ϑ2 + · · · + ϑn) + i sin(ϑ1 + ϑ2+

+ · · ·+ϑn)
)
ρn+1(cosϑn+1+i sinϑn+1) = ρ1ρ2 · · · ρnρn+1

(
cos(ϑ1+ϑ2+· · ·+ϑn+ϑn+1)+i sin(ϑ1+

+ϑ2 + · · ·+ ϑn + ϑn+1)
)
.

(ii) Παρατηρούµε ότι ρ1
ρ2

(cos(ϑ1 − ϑ2) + i sin(ϑ1 − ϑ2)) · z2 =
ρ1
ρ2

(cos(ϑ1 − ϑ2) + i sin(ϑ1 − ϑ2))

ρ2(cosϑ2 + i sinϑ2) = ρ1
(

cos(ϑ1 − ϑ2 + ϑ2) + i sin(ϑ1 − ϑ2 + ϑ2)
)

= ρ1(cosϑ1 + i sinϑ1) = z1.
Εποµένως ρ1

ρ2
(cos(ϑ1 − ϑ2) + i sin(ϑ1 − ϑ2)) =

z1
z2

. �

Η γεωµετρική ερµηνεία του πολλαπλασιασµού δύο µιγαδικών z1 = ρ1(cosϑ1 + i sinϑ1) και
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z2 = ρ2(cosϑ2 + i sinϑ2) είναι η ακόλουθη: Το µέτρο του z1z2 είναι ρ1ρ2 και η γωνία που
σχηµατίζει ο z1z2 µε τον άξονα x′x

(
όρισµα

)
ισούται µε ϑ1 + ϑ2.
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ΠΟΡΙΣΜΑ 2.10.
(
ΘΕΩΡΗΜΑ de MOIVRE

)
Για κάθε ϑετικό ακέραιο n και z = ρ(cosϑ+i sinϑ)

ισχύει η σχέση
zn = ρn

(
cos(nϑ) + i sin(nϑ)

)

Απόδειξη: Προκύπτει από το (i) της προηγούµενης πρότασης για z1 = z2 = · · · = zn = z. �

Ειδικότερα, αν πολλαπλασιάσουµε έναν µιγαδικό z = ρ(cos ϑ+ i sinϑ) µε το i = cos
π

2
+ i sin

π

2
,

τότε ο z ϑα περιστραφεί κατά τη ϑετική ϕορά κατά 90o =
π

2
.

Γενικότερα, αν z = ρ(cos ϑ +i sin ϑ) και w µοναδιαίου µήκους, δηλαδή w = cos ϕ+
+ i sin ϕ, τότε η εικόνα του µιγαδικού zw προκύπτει αν περιστρέψουµε το διάνυσµα
στο οποίο αντιστοιχεί ο z κατά γωνία ϕ

(
ϑετική ή αρνητική

)
.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

123. ∆είξτε ότι αν z = ρ(cosϑ+ i sinϑ) 6= 0⇔ ρ 6= 0, τότε το ϑεώρηµα de Moivre ισχύει και για
µη ϑετικούς ακεραίους της µορφής −n, όπου n ≥ 0.
Απόδειξη: Αν n = 0 είναι προφανές. ΄Εστω n > 0. Τότε ρ−n(cos(−nϑ) + i sin(−nϑ)) · zn =
= ρ−n(cos(−nϑ) + i sin(−nϑ)) · ρn(cos(nϑ) + i sin(nϑ)) = ρ−nρn(cos(−nϑ + nϑ) + i sin(−nϑ+

+nϑ)) = cos 0 + i sin 0 = 1. Εποµένως ρ−n(cos(−nϑ) + i sin(−nϑ)) =
1

zn
= z−n. �

Εποµένως, αν z = ρ(cosϑ+ i sinϑ) 6= 0, τότε z−n = ρ−n(cos(nϑ)− i sin(nϑ)).

124. ∆είξτε ότι :
(i) (
√

3 + i)150 = −2150.
(ii) (cosϑ+ i sinϑ)n + (cosϑ+ i sinϑ)−n = 2 cos(nϑ) και (cosϑ+ i sinϑ)n− (cosϑ+ i sinϑ)−n =
= 2i sin(nϑ).

Απόδειξη: (i) (
√

3 + i) = 2
(√3

2
+ i · 1

2

)
= 2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
. Εποµένως (

√
3 + i)150 =
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= 2150
(

cos
150π

6
+ i sin

150π

6

)
= 2150(cos(25π) + i sin(25π)) = 2150(cos(12 · 2π + π) + i sin(12 ·

2π + π) = 2150(cos π + i sin(π)) = 2150(−1 + 0i) = −2150.
(ii) (cosϑ+i sinϑ)n+(cosϑ+i sinϑ)−n = cos(nϑ)+i sin(nϑ)+cos(nϑ)−i sin(nϑ) = 2 cos(nϑ) και
(cosϑ+i sinϑ)n−(cosϑ+i sinϑ)−n = cos(nϑ)+i sin(nϑ)−(cos(nϑ)−i sin(nϑ)) = 2i sin(nϑ). �

125. Αν z = cosϑ+ i sinϑ, δείξτε ότι z +
1

z
= 2 cosϑ και z − 1

z
= 2i sinϑ.

Απόδειξη: z−1 = cos(−ϑ)+i sin(−ϑ) = cosϑ−i sinϑ. Εποµένως z+z−1 = 2 cosϑ και z−z−1 =
= 2i sinϑ. �

126. (i) Γράψτε τον µιγαδικό αριθµό z =
√

3 + i σε τριγωνοµετρική µορφή.
(ii) Γράψτε τον µιγαδικό αριθµό z = −2− 2i σε τριγωνοµετρική µορφή.

Λύση: z =
√

3 + i = 2

(√
3

2
+ i

1

2

)
= 2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
.

(ii) z = −2− 2i = 2
√

2

(
− 2

2
√

2
− i sin

2

2
√

2

)
= 2
√

2

(
−
√

2

2
− i sin

√
2

2

)
=

= 2
√

2
(

cos
(
π +

π

4

)
+ i sin

(
π +

π

4

))
= 2
√

2

(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
. �

127. Γράψτε τον µιγαδικό z = 4

(
cos

11π

6
+ i sin

11π

6

)
στη µορφή α + βi.

Λύση: z = 4

(
cos

11π

6
+ i sin

11π

6

)
= 4

(
cos

12π − π
6

+ i sin
12π − π

6

)
=

= 4
(

cos
(

2π − π

6

)
+ i sin

(
2π − π

6

))
= 4

(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
= 4

(
cos

π

6
− i sin

π

6

)
=

= 4

(√
3

2
− i

1

2

)
= 2
√

3− 2i. �

128. Να απλοποιηθεί το κλάσµα:

(√
2

2
+ i

√
6

2

)7

(
√

3− i)3
.

Λύση:

(√
2

2
+ i

√
6

2

)7

(
√

3− i)3
=
√

27 ·

(
1

2
+ i

√
3

2

)7

(
√

3− i)3
= 23
√

2 ·

(
1

2
+ i

√
3

2

)7

(
√

3− i)3
=
√

2 ·

(
1

2
+ i

√
3

2

)7

(√
3

2
− i

1

2

)3 =

=
√

2 ·

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)7

(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))3 =
√

2 ·

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)7

(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))3 =

=

√
2

(
cos

7π

3
+ i sin

7π

3

)

(
cos

(
−3π

6

)
+ i sin

(
−3π

6

)) =

√
2
(

cos
(

2π +
π

3

)
+ i sin

(
2π +

π

3

))

(
cos
(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)) =

=

√
2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

−i
= i
√

2
(1

2
+ i

√
3

2

)
= −
√

6

2
+ i

√
2

2
. �
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129. Αν α ∈ (0, π), γράψτε σε τριγωνοµετρική µορφή τον µιγαδικό z = 1− cosα− i sinα.
Λύση: cosα = 1− 2 sin2 α

2
και sinα = 2 sin

α

2
cos

α

2
. Εποµένως 1− cosα− i sinα =

= 1−
(

1− 2 sin2 α

2

)
− 2i sin

α

2
cos

α

2
= 2 sin

α

2

(
sin

α

2
− i cos

α

2

)
= 2 sin

α

2

(
cos

π − α
2
−

−i sin
π − α

2

)
= 2 sin

α

2

(
cos

α− π
2

+ i sin
α− π

2

)
. Επειδή α ∈ (0, π) έπεται ότι α

2
∈
(

0,
π

2

)

και εποµένως 2 sin
α

2
> 0 είναι το µέτρο του µιγαδικού z. �

130. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύουν οι σχέσεις :
(i) (1 + i)n + (1− i)n = 21+

n
2 cos

nπ

4
.

(ii) (1 + i)n − (1− i)n = i21+
n
2 sin

nπ

4
.

Απόδειξη: 1 + i =
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
και άρα (1 + i)n = 2

n
2

(
cos

nπ

4
+

+i sin
nπ

4

)
. Οµοίως 1− i =

√
2

(√
2

2
− i

√
2

2

)
=
√

2
(

cos
(
− π

4

)
+ i sin

(
− π

4

))
και εποµένως

(1− i)n = 2
n
2

(
cos
(
− nπ

4

)
+ i sin

(
− nπ

4

))
= 2

n
2

(
cos

nπ

4
− i sin

nπ

4

)
.

(1 + i)n + (1 − i)n = 2
n
2

(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
+ 2

n
2

(
cos

nπ

4
− i sin

nπ

4

)
= 2 · 2

n
2 cos

nπ

4
=

= 21+
n
2 cos

nπ

4
και (1 + i)n − (1 − i)n = 2

n
2

(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
− 2

n
2

(
cos

nπ

4
− i sin

nπ

4

)
=

= 2 · 2
n
2 · i sin

nπ

4
= i21+

n
2 sin

nπ

4
. �

(
Εφαρµογές στην τριγωνοµετρία

)

131. Να υπολογίσετε τα αθροίσµατα:

(i) Σ = 1 +

(
n

1

)
cosϑ+

(
n

2

)
cos 2ϑ+

(
n

3

)
cos 3ϑ+ · · ·+

(
n

n

)
cos(nϑ) και

(ii) Σ′ =

(
n

1

)
sinϑ+

(
n

2

)
sin 2ϑ+

(
n

3

)
sin 3ϑ+ · · ·+

(
n

n

)
sin(nϑ).

Λύση: Θεωρούµε τον µιγαδικό z = cosϑ+ i sinϑ. Από το διώνυµο του Newton έχουµε:

(1 + z)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
zk =

n∑

k=0

(
n

k

)
(cos(kϑ) + i sin(kϑ)) =

n∑

k=0

(
n

k

)
cos(kϑ) + i

n∑

k=0

(
n

k

)
sin(kϑ).

Για το αριστερό µέλος έχουµε: 1 + z = 1 + cosϑ+ i sinϑ = 1 + 2 cos2
ϑ

2
− 1 + 2i sin

ϑ

2
cos

ϑ

2
= =

2 cos
ϑ

2

(
cos

ϑ

2
+i sin

ϑ

2

)
και εποµένως (1+z)n = 2n cosn

ϑ

2

(
cos

ϑ

2
+i sin

ϑ

2

)n
= 2n cosn

ϑ

2

(
cos

nϑ

2
+

+i sin
nϑ

2

)
= 2n cosn

ϑ

2
cos

nϑ

2
+ 2ni cosn

ϑ

2
sin

nϑ

2
. Επειδή sin 0 = 0, το τελευταίο αποτέλεσµα

ισούται µε Σ + iΣ′.

Εποµένως Σ = 1+

(
n

1

)
cosϑ+

(
n

2

)
cos 2ϑ+

(
n

3

)
cos 3ϑ+ · · ·+

(
n

n

)
cos(nϑ) = 2n cosn

ϑ

2
cos

nϑ

2
και
Σ′ =

(
n

1

)
sinϑ+

(
n

2

)
sin 2ϑ+

(
n

3

)
sin 3ϑ+ · · ·+

(
n

n

)
sin(nϑ) = 2n cosn

ϑ

2
sin

nϑ

2
�

132. ΄Εστω ϕ και ϑ 6= 2kπ, όπου k ∈ Z, δύο γωνίες. Να υπολογίσετε τα αθροίσµατα
(i) S = cosϕ+ cos(ϕ+ ϑ) + cos(ϕ+ 2ϑ) + · · ·+ cos(ϕ+ (n− 1)ϑ) και
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2.7. Πολλαπλασιασµός-∆ιαίρεση Μιγαδικών σε Τριγωνοµετρική Μορφή

(ii) T = sinϕ+ sin(ϕ+ ϑ) + sin(ϕ+ 2ϑ) + · · ·+ sin(ϕ+ (n− 1)ϑ).
Λύση: ΄Εστω z = cosϕ+ i sinϕ και w = cosϑ+ i sinϑ. Τότε από το ϑεώρηµα de Moivre έχουµε
wk = cos kϑ+ i sin kϑ, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Εποµένως z + zw+ zw2 + · · ·+ zwn−1 =

= z(1 + w + w2 + · · ·+ wn−1) = z · w
n − 1

w − 1
.

Το πρώτο µέλος ισούται (cosϕ+ i sinϕ)((cos 0 + i sin 0) + (cosϑ+ i sinϑ) + (cos 2ϑ+ i sin 2ϑ)+

+ · · ·+ (cos(n− 1)ϑ+ i sin(n− 1)ϑ)) = (cosϕ+ i sinϕ)
n−1∑

k=0

(cos kϑ+ i sin kϑ) =

=
n−1∑

k=0

(cosϕ+ i sinϕ)(cos kϑ+ i sin kϑ) =
n−1∑

k=0

(cos(ϕ+ kϑ) + i sin(ϕ+ kϑ)) =
n−1∑

k=0

cos(ϕ+ kϑ)+

+i
n−1∑

k=0

sin(ϕ+ kϑ) = S + iT .

Το δεύτερο µέλος ισούται µε (cosϕ+ i sinϕ) · cosnϑ+ i sinnϑ− 1

cosϑ+ i sinϑ− 1
=

= (cosϕ+ i sinϕ) ·
1− 2 sin2 nϑ

2
+ 2i sin

nϑ

2
cos

nϑ

2
− 1

1− 2 sin2 ϑ

2
+ 2i sin

ϑ

2
cos

ϑ

2
− 1

=

= (cosϕ+ i sinϕ) ·
− sin2 nϑ

2
+ i sin

nϑ

2
cos

nϑ

2

− sin2 ϑ

2
+ i sin

ϑ

2
cos

ϑ

2

=
sin

nϑ

2

sin
ϑ

2

(cosϕ+ i sinϕ) ·
cos

nϑ

2
+ i sin

nϑ

2

cos
ϑ

2
+ i sin

ϑ

2

=

=
sin

nϑ

2

sin
ϑ

2

(cosϕ+ i sinϕ)·
(

cos
(n− 1)ϑ

2
+ i sin

(n− 1)ϑ

2

)
=

=
sin

nϑ

2

sin
ϑ

2

·
(

cos

(
ϕ+

(n− 1)ϑ

2

)
+ i sin

(
ϕ+

(n− 1)ϑ

2

))
=

=

sin
nϑ

2
cos

(
ϕ+

(n− 1)ϑ

2

)

sin
ϑ

2

+ i
sin

nϑ

2
sin

(
ϕ+

(n− 1)ϑ

2

)

sin
ϑ

2

.

Εποµένως S =
n−1∑

k=0

cos(ϕ+ kϑ) =

sin
nϑ

2
cos

(
ϕ+

(n− 1)ϑ

2

)

sin
ϑ

2

και

T =
n−1∑

k=0

sin(ϕ+ kϑ) =

sin
nϑ

2
sin

(
ϕ+

(n− 1)ϑ

2

)

sin
ϑ

2

. �

133. (i) Να εκφράσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς cos 3ϑ και sin 3ϑ συναρτήσει των cosϑ
και sinϑ αντίστοιχα.
(ii) Να υπολογίσετε τους αριθµούς cos 72o = cos

2π

5
και sin 72o = sin

2π

5
.
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Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

Λύση: (i) Από το ϑεώρηµα de Moivre έχουµε (cosϑ+ i sinϑ)3 = cos 3ϑ+ i sin 3ϑ. Από την άλλη
µεριά, (cosϑ+i sinϑ)3 = cos3 ϑ+3i cos2 ϑ sinϑ−3 cosϑ sin2 ϑ−i sin3 ϑ = cos3 ϑ−3 cosϑ sin2 ϑ+
+i(3 cos2 ϑ sinϑ−sin3 ϑ). Κατά συνέπεια cos 3ϑ = cosϑ(cos2 ϑ−3(1−cos2 ϑ)) = 4 cos3 ϑ−3 cosϑ
και sin 3ϑ = sinϑ(3(1− sin2 ϑ)− sin2 ϑ) = 3 sinϑ− 4 sin3 ϑ.

(ii) Παρατηρούµε ότι cos

(
2 · 2π

5

)
= cos

4π

5
= cos

(
2π − 6π

5

)
= cos

(
−6π

5

)
= cos

(
6π

5

)
=

= cos

(
3 · 2π

5

)
. Χρησιµοποιώντας τον τύπο cos 2ϑ = 2 cos2 ϑ−1 και από το ερώτηµα (i) τον τύπο

cos 3ϑ = 4 cos3 ϑ − 3 cosϑ, καθώς και το γεγονός ότι cos 2ϑ = cos 3ϑ, όπου ϑ =
2π

5
που µόλις

αποδείξαµε, καταλήγουµε στη σχέση 4 cos3
2π

5
− 3 cos

2π

5
= 2 cos2

2π

5
− 1, δηλαδή το cos

2π

5
είναι ϱίζα του πολυωνύµου 4x3 − 2x2 − 3x+ 1 = 4x3 − 4x2 + 2x2 − 2x− x+ 1 = 4x2(x− 1)+
+2x(x− 1)− (x− 1) = (x− 1)(4x2 + 2x− 1).
Προφανώς 2π

5
∈
(

0,
π

2

)
και εποµένως 0 < cos

2π

5
< 1. ΄Αρα το cos

2π

5
είναι η ϑετική ϱίζα

της δευτεροβάθµιας εξίσωσης 4x2 + 2x − 1 = 0, δηλαδή cos
2π

5
=
−2 +

√
20

8
=
−2 + 2

√
5

8
=

=
−1 +

√
5

4
. Επειδή ϐρισκόµαστε στο 1ο τεταρτηµόριο, και το sin

2π

5
είναι ϑετικό και άρα

sin
2π

5
=

√√√√1−
(
−1 +

√
5

4

)2

=

√
16− 1− 5 + 2

√
5

4
=

√
10 + 2

√
5

4
.

Βγαίνει και πιο απλά. ΄Εχουµε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ = α και η γωνία της
κορυφής Α ισούται µε 36ο. Οι προσκείµενες στη ϐάση γωνίες είναι ίσες µε 72ο. Φέρουµε τη
διχοτόµο Β∆. Τα τρίγωνα Α∆Β και ∆ΒΓ είναι ισοσκελή. Αν Α∆= x, τότε ∆Γ= α − x. Επίσης
∆Β=ΒΓ= x. Από την οµοιότητα των τριγώνων ΑΒΓ και ΒΓ∆ προκύπτει ότι α

x
=

x

α− x ⇔

⇔ x2 + αx − α2 = 0 και συνεπώς x =
−α± α

√
5

2
µε ϑετική την x =

−α + α
√

5

2
. Εποµένως

cos 36o =
α
2

α · −1+
√
5

2

=

√
5 + 1

4
. Εποµένως cos 72o = 2 cos2 36o − 1 = 2 · 6 + 2

√
5

16
− 1 =

=
−1 +

√
5

4
.

 

72ο

α/2

x

x α-x

x

72ο

36ο

36ο
36ο

E
Δ

Α

Β Γ
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2.8. n-στή Ρίζα Μιγαδικού-Ρίζες της Μονάδος

134. Αν 2ρ άρτιος ϑετικός ακέραιος, να εκφράσετε τα cos(2ρϑ) και sin(2ρϑ) ως συναρτήσεις των
cosϑ και sinϑ.

Λύση: ΄Εχουµε cos(2ρϑ) + i sin(2ρϑ) = (cosϑ + i sinϑ)2ρ =

2ρ∑

k=0

(
2ρ

k

)
cosk ϑ · i2ρ−k sin2ρ−k ϑ =

=

ρ∑

k=0

(
2ρ

2k

)
cos2k ϑ · (−1)ρ−k sin2(ρ−k) ϑ+

ρ−1∑

k=0

(
2ρ

2k + 1

)
cos2k+1 ϑ · i2ρ−2k−1 sin2(ρ−k)−1 ϑ =

=

ρ∑

k=0

(
2ρ

2k

)
cos2k ϑ · (−1)ρ−k sin2(ρ−k) ϑ− i

ρ−1∑

k=0

(
2ρ

2k + 1

)
cos2k+1 ϑ · (−1)ρ−k sin2(ρ−k)−1 ϑ.

Εποµένως cos(2ρϑ) =

ρ∑

k=0

(
2ρ

2k

)
cos2k ϑ · (−1)ρ−k sin2(ρ−k) ϑ και

sin(2ρϑ) =

ρ−1∑

k=0

(
2ρ

2k + 1

)
cos2k+1 ϑ · (−1)ρ+1−k sin2(ρ−k)−1 ϑ. �

135. Να αποδειχθεί ότι
(

1 + i tanϑ

1− i tanϑ

)n
=

1 + i tan(nϑ)

1− i tan(nϑ)
.

Απόδειξη:

(
1 + i tanϑ

1− i tanϑ

)n
=




1 + i
sinϑ

cosϑ

1− i
sinϑ

cosϑ




n

=

(
cosϑ+ i sinϑ

cosϑ

)n

(
cosϑ− i sinϑ

cosϑ

)n =

(
cosϑ+ i sinϑ

)n

cosn ϑ(
cos(−ϑ) + i sin(−ϑ)

)n

cosn ϑ

=

=
cos(nϑ) + i sin(nϑ)

cos(−nϑ) + i sin(−nϑ)
=

cos(nϑ) + i sin(nϑ)

cos(nϑ)− i sin(nϑ)
=

cos(nϑ) + i sin(nϑ)

cos(nϑ)

cos(nϑ)− i sin(nϑ)

cos(nϑ)

=
1 + i tan(nϑ)

1− i tan(nϑ)
. �

2.8 n-στή Ρίζα Μιγαδικού-Ρίζες της Μονάδος

΄Εστω z ∈ C και n ϑετικός ακέραιος. Θεωρούµε την εξίσωση

xn = z

Οι λύσεις της εξίσωσης xn = z λέγονται n-στές ϱίζες του z.
Αν z = 0, τότε υπάρχει προφανώς µία µόνον n-στή ϱίζα του µηδενός. Το µηδέν.
υποθέτουµε λοιπόν ότι z 6= 0 και έστω z = ρ(cosϑ+ i sinϑ) η τριγωνοµετρική µορφή του z.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.11. ΄Εστω z = ρ(cosϑ + i sinϑ) ∈ C \ {0} και n ϑετικός ακέραιος. Τότε η εξίσω-
ση xn = z έχει ακριβώς n διαφορετικές λύσεις z0, z1, z2, . . . , zn−1, οι οποίες δίνονται από τον τύπο

zk = n
√
ρ
(

cos
ϑ+ 2kπ

n
+ i sin

ϑ+ 2kπ

n

)
,

όπου k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
Απόδειξη: ΄Εστω ζ µια ϱίζα της xn = z. Τότε προφανώς |ζ|n = |z| = ρ και συνεπώς |ζ| = n

√
ρ.

Η τριγωνοµετρική µορφή της ζ ϑα είναι λοιπόν της µορφής ζ = n
√
ρ(cosϕ+ i sinϕ). Εποµένως
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ϑα έχουµε: ζn = z ⇔ ρ(cosnϕ + i sinnϕ) = ρ(cosϑ + i sinϑ) ⇔
{

cosnϕ = cosϑ

sinnϕ = sinϑ
⇔ nϕ =

= ϑ+ 2kπ, όπου k ∈ Z. Εποµένως ϕ =
ϑ+ 2kπ

n
, όπου k ∈ Z.

Εξετάζουµε τώρα πότε δύο τέτοιες γωνίες ϕ =
ϑ+ 2kπ

n
και ϕ′ =

ϑ+ 2λπ

n
µας δίνουν το ίδιο η-

µίτονο και συνηµίτονο, δηλαδή διαφέρουν κατά πολλαπλάσιο του 2π.
(
Σε µια τέτοια περίπτωση

οι ϱίζες ϑα συνέπιπταν
)
.

΄Εστω λοιπόν ϕ− ϕ′ = 2tπ, όπου t ∈ Z. Θα έχουµε 2(k − λ)π

n
= 2tπ ⇔ k = λ + tn, δηλαδή η

διαφορά k−λ είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του n. Οι µικρότερες µη αρνητικές τιµές που µπορεί
να πάρει το k, ώστε να µη δίνει πολλαπλάσια του n είναι 0, 1, 2, . . . , n− 1.
Εποµένως η εξίσωση xn = z έχει ακριβώς n διαφορετικές λύσεις, τις

z0 = n
√
ρ
(

cos
ϑ

n
+ i sin

ϑ

n

)
,

z1 = n
√
ρ
(

cos
ϑ+ 2π

n
+ i sin

ϑ+ 2π

n

)
,

z2 = n
√
ρ
(

cos
ϑ+ 4π

n
+ i sin

ϑ+ 4π

n

)
,

...

zn−1 = n
√
ρ
(

cos
ϑ+ 2(n− 1)π

n
+ i sin

ϑ+ 2(n− 1)π

n

)
. �

Στα επόµενα σχήµατα παριστάνονται οι τρίτες και πέµπτες ϱίζες ενός µιγαδικού z = ρ(cosϑ+
+i sinϑ).

(
Εδώ έχουµε πάρει ρ = |z| > 1

)
.

 

O

z2

z1

z0

z

3 ρ

ρ

2π/3

2π/3

2π/3

θ

θ/3

C

Σχήµα 32

 

z4
z3

2π/5

2π/5

2π/5

2π/5

θ/5
O

z2

z1

z0

z

5 ρ

ρ

2π/5

θ

C

Σχήµα 33

Γενικά οι n-στές ϱίζες ενός µιγαδικού z = ρ(cosϑ+ i sinϑ) σχηµατίζουν σε κύκλο µε κέντρο την
αρχή των αξόνων και ακτίνα n

√
ρ κανονικό n-γωνο, αρχής γενοµένης µε τον z0 = n

√
ρ
(

cos
ϑ

n
+

+i sin
ϑ

n

)
.

Αν ρ = 1, οι n-στές ϱίζες ενός µιγαδικού z = cosϑ + i sinϑ σχηµατίζουν ένα κανονικό n−γωνο
στον µοναδιαίο κύκλο. Ειδικότερα, οι n-στές ϱίζες της µονάδας

(
1 = cos 0 + i sin 0

)
είναι οι
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αριθµοί
z0 = 1 = cos 0 + i sin 0,

z1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
,

z2 = cos
4π

n
+ i sin

4π

n
= z21 ,

z3 = cos
6π

n
+ i sin

6π

n
= z31 ,

...

zn−1 = cos
2(n− 1)π

n
+ i sin

2(n− 1)π

n
= zn−11 .

 

zn-2
zn-1

z7 z6 z5
z4

z3
z2

z

1
2π/n

Σχήµα 34
΄Οπως ϐλέπουµε από το σχήµα οι n-στές ϱίζες της µονάδος σχηµατίζουν ένα κανονικό n-γωνο
στον µοναδιαίο κύκλο.

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

136. Να ϐρεθούν οι τρίτες, τέταρτες, πέµπτες και έκτες ϱίζες της µονάδος.

Λύση: α) Οι τρίτες ϱίζες είναι οι 1 = cos 0 + i sin 0, z = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+ i

√
3

2
και

z2 = z−1 = z̄ = −1

2
− i

√
3

2
.

 

O

z2

z

-1

-1

1

1

Σχήµα 35
ϐ) Οι τέταρτες ϱίζες είναι οι 1, i, i2 = −1, i3 = −i.
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-i=i3

O

i

-1=i2 1

Σχήµα 36

γ) Οι πέµπτες ϱίζες είναι οι 1, z = cos
2π

5
+i sin

2π

5
=
−1 +

√
5

4
+i

√
10 + 2

√
5

4
, z2 = −1 +

√
5

4
+

+i(
√

5− 1) ·
√

10 + 2
√

5

8
, z3 = z−2 = z2 = −1 +

√
5

4
+ i(1−

√
5) ·

√
10 + 2

√
5

8
και z4 = z−1 =

= z̄ =
−1 +

√
5

4
− i

√
10 + 2

√
5

4
.

 

z

z4

z3

z2

O
1

Σχήµα 37

δ) Οι έκτες ϱίζες είναι οι 1, z = cos
2π

6
+ i sin

2π

6
= cos

π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+ i

√
3

2
, z2 = cos

2π

3
+

+i sin
2π

3
= −1

2
+ i

√
3

2
, z3 = cosπ + i sin π = −1, z4 = cos

4π

3
+ i sin

4π

3
= −z, z5 = z−1 = z̄ =

=
1

2
− i

√
3

2
.

 

z5

z

z4

z3

z2

O
1

Σχήµα 38

�
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137. Να λύσετε τις εξισώσεις :
(i) z3 = 2 + 2i.
(ii) z6 + 64 = 0.
(iii) 3x6 + 24x3 = 0.

Λύση: (i) 2+2i = 2
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

23
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
. ΄Αρα z0 =

√
2
(

cos
π

12
+ i sin

π

12

)
.

Ξέρουµε ότι cos
π

6
=

√
3

2
= 2 cos2

π

12
− 1 ⇔ cos2

π

12
=

√
3 + 2

4
⇔ cos

π

12
=

√√
3 + 2

2
=

=

√
2
√

3 + (
√

3)2 + 12

2
√

2
=

1 +
√

3

2
√

2
και
√

3

2
= cos

π

6
= 1 − 2 sin2 π

12
⇔ sin2 π

12
=

2−
√

3

4
⇔

⇔ sin
π

12
=

√
2−
√

3

2
=

√
3− 1

2
√

2
.

Εποµένως z0 =
√

2

(
1 +
√

3

2
√

2
+ i

√
3− 1

2
√

2

)
=

1 +
√

3

2
+ i

√
3− 1

2
.

z1 =
√

2

(
cos
( π

12
+

2π

3

)
+ i sin

( π
12

+
2π

3

))
=
√

2

(
cos

9π

12
+ i sin

9π

12

)
=
√

2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
=

=
√

2

(
−
√

2

2
+ i

√
2

2

)
= −1+i και z2 = (−1+i)

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= (−1+i)

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
=

=
1−
√

3

2
− i

1 +
√

3

2
.

(ii) z6 + 64 = 0⇔ z6 = −26 = 26 (cos π + i sin π).

Εποµένως zk = 2

(
cos
(π + 2kπ

6

)
+ i sin

(π + 2kπ

6

))
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

z0 = 2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
= 2

(√
3

2
+ i

1

2

)
=
√

3 + i,

z1 = (
√

3 + i)
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
= (
√

3 + i)

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= 2i,

z2 = 2i

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= −
√

3 + i,

z3 = (−
√

3 + i)

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= −
√

3− i,

z4 = (−
√

3− i)

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= −2i,

z5 = −2i

(
1

2
+ i

√
3

2

)
=
√

3− i.

(iii) 3x6 + 24x3 = 0⇔ 3x3(x3 + 8) = 0. ΄Αρα x = 0 ή x3 = −23 = 23(cos π + i sin π).

Εποµένως x0 = 0, x1 = 2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
= 2

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= 1 + i

√
3,

x2 = 2

(
cos

3π

3
+ i sin

3π

3

)
= −2 και x3 = 2

(
cos

5π

3
+ i sin

5π

3

)
=
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= 2

(
cos
(
π +

2π

3

)
+ i sin

(
π +

2π

3

))
= −2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= 1− i

√
3. �

138. ∆είξτε ότι οι ϱίζες της εξισώσεως (1 + z)2n + (1− z)2n = 0 δίνονται από τον τύπο

z = i tan
(2k + 1)π

4n
, όπου k = 0, 1, 2, . . . , 2n− 1.

Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς z 6= ±1, γιατί τότε 22n = 0. Κατά συνέπεια
(1 + z

1− z
)2n

= −1 =

= cosπ + i sin π. Εποµένως 1 + z

1− z = cos
π + 2kπ

2n
+ i sin

π + 2kπ

2n
, όπου k = 0, 1, 2, . . . , 2n− 1,

ισοδύναµα 1 + z = cos
(2k + 1)π

2n
+ i sin

(2k + 1)π

2n
− z

(
cos

(2k + 1)π

2n
+ i sin

(2k + 1)π

2n

)
⇔

⇔ z ·
(

1 + cos
(2k + 1)π

2n
+ i sin

(2k + 1)π

2n

)
= cos

(2k + 1)π

2n
+ i sin

(2k + 1)π

2n
− 1⇔

⇔ z ·
(

1 + 2 cos2
(2k + 1)π

4n
− 1 + 2i sin

(2k + 1)π

4n
cos

(2k + 1)π

4n

)
= 1− 2 sin2 (2k + 1)π

4n
+

+2i sin
(2k + 1)π

4n
cos

(2k + 1)π

4n
− 1⇔ z · 2 cos

(2k + 1)π

4n

(
cos

(2k + 1)π

4n
+ i sin

(2k + 1)π

4n

)
=

= 2 sin
(2k + 1)π

4n

(
− sin

(2k + 1)π

4n
+ i cos

(2k + 1)π

4n

)
=

= 2 sin
(2k + 1)π

4n

(
i2 sin

(2k + 1)π

4n
+ i cos

(2k + 1)π

4n

)
=

= 2i sin
(2k + 1)π

4n

(
cos

(2k + 1)π

4n
+ i sin

(2k + 1)π

4n

)
.

Επειδή cos
(2k + 1)π

4n
+ i sin

(2k + 1)π

4n
6= 0, γιατί έχει µέτρο 1, καταλήγουµε στη σχέση

z · �2 cos
(2k + 1)π

4n
= �2i sin

(2k + 1)π

4n
⇔ z · cos

(2k + 1)π

4n
= i sin

(2k + 1)π

4n
.

Τώρα, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1 έχουµε 0 <
π

4n
≤ (2k + 1)π

4n
≤ (4n− 1)π

4n
< π

και αν (2k + 1)π

4n
=

π

2
, τότε 2k + 1 = 2n, δηλαδή περιττός ίσον άρτιος, άτοπο. Εποµένως

cos
(2k + 1)π

4n
6= 0, για κάθε k = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Συνεπώς z = i ·
sin

(2k + 1)π

4n

cos
(2k + 1)π

4n

= i · tan
(2k + 1)π

4n
, όπου k = 0, 1, 2, . . . , 2n− 1. �

139. ∆είξτε ότι
(1− z + z2)(1− z2 + z4)(1− z4 + z8)(1− z8 + z16) · · · (1− z2k−2

+ z2
k−1

)(1− z2k−1
+ z2

k
) = 2k,

όπου k άρτιος ϑετικός ακέραιος και z = −1

2
± i

√
3

2
τυχούσα καθαρή µιγαδική κυβική ϱίζα της

µονάδος.
Απόδειξη: Εφόσον z3 = 1, έπεται ότι z2 = z−1 =

|z|=1
z̄, δηλαδή z21 = z̄. Υποθέτουµε ότι z22ρ+1

=

z̄, για κάποιο µη αρνητικό ακέραιο ρ. Τότε z22(ρ+1)+1
= z2

2ρ+1+2
= z2

2ρ+1·22 =
(
z2

2ρ+1)4
= z̄4 =

= z̄3 · z̄ = 1 · z̄ = z̄. Τώρα, z20 = z1 = z και αν ρ ≥ 1, τότε z22ρ = z2
2ρ−1·2 =

(
z2

2ρ−1)2
= z̄2 =

= (z̄) = z. Το πρώτο µέλος της αποδεικτέας γράφεται
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k
2
−1∏

ρ=0

(1−z22ρ+z2
22ρ+1

)(1−z22
2ρ+1

+z2
2(ρ+1)

) =

k
2
−1∏

ρ=0

(1−z+z̄)(1−z̄+z) =

k
2
−1∏

ρ=0

(1−z+z̄)(1− z + z̄) =

=

k
2
−1∏

ρ=0

|1− z + z̄|2 =

k
2
−1∏

ρ=0

|1− (z − z̄)|2 =

k
2
−1∏

ρ=0

|1± i
√

3|2 =

k
2
−1∏

ρ=0

22 =
(
22
) k

2 = 2k. �

2.9 Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

Θεωρούµε ότι η διαισθητική έννοια του πολυωνύµου µιας µεταβλητής x είναι γνωστή από τη ϐ΄
λυκείου, ως µια έκφραση της µορφής f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · · + α1x + α0, όπου τα αk

µε k = 0, 1, 2, . . . , n είναι «αριθµοί». Ο αυστηρός ορισµός του πολυωνύµου ϑα δοθεί στη Βασική
΄Αλγεβρα.
Εµείς εδώ ϑα ϑεωρούµε ότι οι συντελεστές αk ανήκουν σε κάποιο σώµα Q, R ή C. Σπανιότερα
ϑα ϑεωρούµε ότι οι συντελεστές είναι ακέραιοι. Συµβολίζουµε µε
Q[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ Q, για κάθε
k = 0, 1, 2, . . . , n},
R[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ R, για κάθε
k = 0, 1, 2, . . . , n} και
C[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ C, για κάθε
k = 0, 1, 2, . . . , n}.
΄Οπως προείπαµε, σπανιότερα ϑα ασχοληθούµε µε το σύνολο Z[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · ·+
+α1x+ α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ Z, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n}.
Αντιµετωπίζουµε στην αρχή ενιαία κάποια ϐασικά αποτελέσµατα που αφορούν τα πολυώνυµα
στο Q, R και C. Αν λοιπόν µε F παραστήσουµε κάποιο από τα σώµατα Q ή R ή C, ϑα συµβο-
λίζουµε µε F[x] το αντίστοιχο σύνολο πολυωνύµων µε συντελεστές από το F.

Παρατηρήσεις: 1) Είναι σαφές ότι δύο πολυώνυµα f(x) και g(x) είναι ίσα αν και µόνον
αν έχουν τους ίδιους όρους

(
Μονώνυµα

)
.

2) Μπορούµε να προσθέτουµε αλλά και να διαγράφουµε από ένα πολυώνυµο όρους της µορφής
0xk, ϑεωρώντας τους µηδέν.
3) Το αριθµητικό σώµα F µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του F[x] της µορφής α0 = α0x

0 ∈
∈ F. Αυτά είναι τα σταθερά πολυώνυµα. Ανάµεσα σ᾿ αυτά τα σταθερά πολυώνυµα υπάρχει
το µηδενικό πολυώνυµο, το οποίο συµβολίζουµε µε 0. Σύµφωνα µε τη δεύτερη παρατήρηση,
µπορούµε να γράψουµε 0 = 0x3 + 0x2 + 0x+ 0 ή κάτι παρόµοιο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.12. Αν f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+ · · ·+α1x+α0 ∈ F[x] συµβολίζουµε µε deg f(x)
τον µέγιστο δείκτη k µε την ιδιότητα αk 6= 0. Συνήθως ϑεωρούµε αn 6= 0, οπότε deg f(x) = n.
Για τις µη µηδενικές σταθερές f(x) = α ϑέτουµε degα = 0.
Για το µηδενικό πολυώνυµο και για λόγους τεχνικούς ϑέτουµε deg 0 = −1.

Στο σύνολο F[x] των πολυωνύµων ορίζουµε τις ακόλουθες πράξεις :
Πρόσθεση: Αν f(x) = αnx

n +αn−1x
n−1 + · · ·+α1x+α0 και g(x) = βmx

m + βm−1x
m−1 + · · ·+

+β1x + β0 είναι δύο πολυώνυµα, τότε µε ϐάση την πρώτη παρατήρηση µπορούµε να συµπλη-
ϱώσουµε µε «µηδενικούς» όρους της µορφής 0xk, έτσι ώστε να ϑεωρήσουµε ότι n = m. Το
άθροισµα λοιπόν f(x) + g(x) ορίζεται κατά τον προφανή τρόπο

f(x) + g(x) = (αn + βn)xn + (αn−1 + βn−1)x
n−1 + · · ·+ (α1 + β1)x+ α0 + β0.
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Αλλιώς απλά προσθέτουµε τα όµοια µονώνυµα. Είναι σαφές ότι f(x) + 0 = f(x), για κάθε
πολυώνυµο f(x) ∈ F[x].
Εύκολα µπορεί να αποδείξει κανείς ότι η πρόσθεση στο F[x] έχει την προσεταιριστική και την
αντιµεταθετική ιδιότητα και υπάρχει, όπως αναφέρθηκε µηδενικό στοιχείο, το µηδενικό πολυ-
ώνυµο.
Επίσης, κάθε πολυώνυµο f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · · + α1x + α0 έχει µοναδικό αντίθετο

−f(x) = −αnxn−αn−1xn−1−· · ·−α1x−α0 µε f(x)+(−f(x)) = 0 ή απλούστερα f(x)−f(x) = 0.
΄Ετσι ορίζεται και η πράξη της αφαίρεσης πολυωνύµων ως f(x)− g(x) = f(x) + (−g(x)).

Παρατήρηση: Ισχύει deg(f(x) + g(x)) ≤ max{deg f(x), deg g(x)}. Για παράδειγµα, αν f(x) =
= 2x3 − x2 + 3x− 1 και g(x) = x2 + x+ 1, τότε max{deg f(x), deg g(x)} = 3 και f(x) + g(x) =
= 2x3+4x µε deg(f(x)+g(x)) = 3. Αλλά, αν f(x) = 2x3−x2+3x−1 και g(x) = −2x3+x2+x+1,
τότε f(x)+g(x) = 4x και deg(f(x)+g(x)) = 1 < 3 = max{deg f(x), deg g(x)} = max{3, 3} = 3.

Πολλαπλασιασµός: ΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 και g(x) = βmx
m+

+βm−1x
m−1 + · · ·+ β1x+ β0 πολυώνυµα του F[x] µε αn 6= 0 και βm 6= 0. Το γινόµενο f(x)g(x)

ορίζεται µε ϐάση την επιµεριστική ιδιότητα και ισούται µε
f(x)g(x) = cn+mx

n+m + cn+m−1x
n+m−1 + cn+m−2x

n+m−2 + c1x+ c0,

όπου ck =
∑

s+t=k

αsβt, για όλους τους συνδυασµούς s = 0, 1, 2, . . . , n και t = 0, 1, 2, . . . ,m µε

s+ t = k.
Είναι σαφές ότι ο µη µηδενικός µεγιστοβάθµιος όρος είναι ο cn+m = αnβm, οπότε deg(f(x)g(x)) =
= n+m = deg f(x) + deg g(x). Ο σταθερός όρος c0 ισούται προφανώς µε α0β0.
Αν κάποιο από τα δύο πολυώνυµα είναι µια µη µηδενική σταθερά, π.χ. f(x) = λ, τότε
f(x)g(x) = λg(x) = λβmx

m + λβm−1x
m−1 + · · ·+ λβ1x+ λβ0.

Επειδή deg λ = 0 και πάλι ισχύει ο τύπος deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).
Τέλος, αν κάποιο από τα δύο πολυώνυµα είναι µηδέν, τότε και το γινόµενό τους ϑα είναι µηδέν.
Τότε δεν ισχύει ο τύπος deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).
Και για τον πολλαπλασιασµό εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι έχει την προσεταιριστική και
αντιµεταθετική ιδιότητα καθώς και την επιµεριστική ως προς την πρόσθεση. Ουδέτερο στοιχείο
του πολλαπλασιασµού είναι η σταθερά 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.13. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] µε f(x)g(x) = 0. Τότε κάποιο από τα f(x) και g(x)
είναι 0.
Απόδειξη: Αν f(x) 6= 0 και g(x) 6= 0, τότε deg f(x) ≥ 0 και deg g(x) ≥ 0. Εποµένως
deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) ≥ 0, άτοπο γιατί deg(f(x)g(x)) = deg 0 = −1. �

Σηµείωση: Η παραπάνω ιδιότητα χαρακτηρίζει το F[x] ως ακέραια περιοχή.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.14. Τα µόνα αντιστρέψιµα στοιχεία του F[x] είναι οι µη µηδενικές σταθερές.
Απόδειξη: ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] µε f(x)g(x) = 1. Αν κάποιο από τα f(x), g(x) ήταν το
µηδενικό πολυώνυµο, τότε f(x)g(x) = 0, άτοπο. ΄Αρα f(x), g(x) 6= 0 και εποµένως deg f(x) ≥ 0
και deg g(x) ≥ 0. Εποµένως 0 = deg 1 = deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) ≥ 0 + 0 = 0.
΄Αρα deg f(x) = deg g(x) = 0, δηλαδή τα f(x) και g(x) είναι µη µηδενικές σταθερές f(x) = λ ∈
∈ F \ {0} και g(x) = λ−1 ∈ F \ {0}. �
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∆ιαιρετότητα Πολυωνύµων

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.15. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] µε g(x) 6= 0. Τότε υπάρχουν µοναδικά π(x), υ(x) ∈
∈ F[x] µε την ιδιότητα

f(x) = π(x)g(x) + υ(x)
µε deg υ(x) < deg g(x).

(
Αν deg υ(x) = −1, αυτό σηµαίνει ότι υ(x) = 0

)
.

Απόδειξη: Αν g(x) = λ µια µη µηδενική σταθερά, τότε f(x) = λ · λ−1f(x) + 0. Εδώ π(x) =
= λ−1f(x) και υ(x) = 0.
΄Εστω ότι το g(x) δεν είναι σταθερά. Αν deg f(x) < deg g(x), τότε ϑέτουµε π(x) = 0 και
υ(x) = f(x).
Τέλος, υποθέτουµε ότι deg f(x) ≥ deg g(x) και ότι το g(x) είναι µη σταθερό πολυώνυµο. Αν
αnx

n είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του f(x) και βmxm
(
n > m

)
είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος

του g(x), τότε ο µεγιστοβάθµιος όρος του αn
βm

xn−mg(x) είναι ίσος µε τον µεγιστοβάθµιο όρο του

f(x), δηλαδή αnx
n. Εποµένως το πολυώνυµο f(x) − αn

βm
xn−mg(x) είναι ϐαθµού µικρότερου

του n. Με επαγωγή επί του n συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν πολυώνυµα π′(x), υ(x), τέτοια ώστε
f(x)− αn

βm
xn−mg(x) = π′(x)g(x) + υ(x) µε deg υ(x) < deg g(x).

Εποµένως f(x) = π(x)g(x) + υ(x), όπου π(x) =
αn
βm

xn−m + π′(x) και η ύπαρξη αποδείχτηκε.
΄Οσον αφορά το µονοσήµαντο, υποθέτουµε ότι υπάρχουν και κάποια άλλα πολυώνυµα π1(x)
και υ1(x) µε f(x) = π1(x)g(x) + υ1(x) και deg υ1(x) < deg g(x).
Τότε ϑα έχουµε (π1(x)− π(x))g(x) = υ(x)− υ1(x).
Αν π1(x)− π(x) 6= 0, τότε deg(π1(x)− π(x)) ≥ 0 και επίσης υ(x)− υ1(x) 6= 0.
΄Αρα max{deg υ(x), deg υ1(x)} ≥ (deg υ(x)− υ1(x)) = deg

(
(π1(x)− π(x))g(x)

)
= deg

(
(π1(x)−

−π(x)
)

+ deg g(x) ≥ deg g(x). Αυτό είναι άτοπο γιατί deg υ(x) < deg g(x) και deg υ1(x) <
< deg g(x) και συνεπώς max{υ(x), υ1(x)} < deg g(x). ΄Αρα π1(x) = π(x) και κατά συνέπεια και
υ1(x) = υ(x). �

Παράδειγµα: Εδώ διαιρούµε το −6x5 − 3x4 + x3 − 8x2 − 2x− 6 µε το 2x2 + x+ 1.

−6x5 −3x4 +x3 −8x2 −2x −6 2x2 +x +1

6x5 +3x4 +3x3 −3x3 +2x −5

4x3 −8x2 −2x −6
−4x3 −2x2 −2x

−10x2 −4x −6
10x2 +5x +5

x −1

Πηλίκο −3x3 + 2x− 5 και υπόλοιπο x− 1.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.16. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x]. Θα λέµε ότι το f(x) διαιρεί το g(x) ή αλλιώς ότι το
g(x) είναι πολλαπλάσιο του f(x) αν υπάρχει πολυώνυµο h(x) ∈ F[x] µε την ιδιότητα g(x) =
= f(x)h(x). Σε αυτή την περίπτωση γράφουµε f(x) | g(x). Αν το f(x) δεν διαιρεί το g(x)
γράφουµε f(x) - g(x).

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.17. Ισχύουν τα εξής :
(i) f(x) | 0, για κάθε f(x) ∈ F[x]. Αν 0 | f(x), αν και µόνον αν f(x) = 0.
(ii) λ | f(x) για κάθε λ ∈ F \ {0}.
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(iii) Αν f(x) | g(x) και g(x) | h(x), τότε f(x) | h(x).
(iv) Αν f(x) | gk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m και h1(x), h2(x), . . . , hm(x) ∈ F[x], τότε

f(x)
∣∣∣

m∑

k=1

hk(x)gk(x).

(v) Αν f(x) | g(x) και h(x) ∈ F[x], τότε f(x)h(x) | g(x)h(x). Αν h(x) 6= 0, τότε ισχύει η ισοδυ-
ναµία : f(x) | g(x)⇔ f(x)h(x) | g(x)h(x).
(vi) Αν fk(x) | gk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m, τότε f1(x) · · · fm(x) | g1(x) · · · gm(x). Στην
περίπτωση που f1(x) = · · · = fm(x) = f(x) και g1(x) = · · · = gm(x) = g(x) παίρνουµε:
f(x) | g(x)⇒ (f(x))m | (g(x))m.
(vii) ΄Εστω g(x) 6= 0 ⇔ deg g(x) ≥ 0. Αν f(x) | g(x), τότε deg f(x) ≤ deg g(x). Αν f(x) | g(x)
και g(x) | f(x), τότε g(x) = λf(x), για κάποιο λ ∈ F \ {0}.
Απόδειξη: (i) 0 = f(x) · 0, άρα f(x) | 0. ΄Εστω 0 | f(x) ⇒ υπάρχει h(x) µε f(x) = 0 · h(x) =
= 0. Προφανώς 0 | 0, γιατί 0 = 0 · h(x), για κάθε h(x) ∈ F[x].
(ii) f(x) = λ · (λ−1f(x)).
(iii) g(x) = f(x)τ(x) και h(x) = g(x)µ(x), µε τ(x), µ(x) ∈ F[x] και άρα h(x) = f(x)(τ(x)µ(x)).
(iv) gk(x) = f(x)τk(x), όπου τk(x) ∈ F[x], για κάθε k = 1, 2, . . . ,m.

Εποµένως
m∑

k=1

hk(x)gk(x) =
m∑

k=1

hk(x)τk(x)f(x) =

(
m∑

k=1

hk(x)τk(x)

)
f(x).

(v) f(x) | g(x)⇔ g(x) = f(x)τ(x), για κάποιο τ(x) ∈ F[x].
Εποµένως g(x)h(x) = (f(x)h(x))τ(x)⇒ f(x)h(x) | g(x)h(x). Αν τώρα h(x) 6= 0 και g(x)h(x) =
= (f(x)h(x))τ(x), τότε h(x) (g(x)− f(x)τ(x)) = 0 και επειδή h(x) 6= 0, g(x) = f(x)τ(x) ⇒
⇒ f(x) | g(x).
(vi) fk(x) | gk(x), τότε gk(x) = fk(x)τk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m,
όπου τ1(x), τ2(x), . . . , τm(x) ∈ F[x].
Εποµένως g1(x)g2(x) · · · gm(x) = f1(x)f2(x) · · · fm(x)τ(x), όπου τ(x) = τ1(x)τ2(x) · · · τm(x).
(vii) f(x) 6= 0, γιατί αν 0 | g(x), τότε g(x) = 0. ΄Αρα g(x) = f(x)τ(x), όπου τ(x) 6= 0. Κατά
συνέπεια deg g(x) = deg (f(x)τ(x)) = deg f(x) + deg τ(x) ≥ deg f(x).
Αν τώρα f(x) | g(x) και g(x) | f(x), τότε g(x) = τ(x)f(x) και f(x) = g(x)ϕ(x), όπου
τ(x), ϕ(x) ∈ F[x]. Εποµένως g(x) = τ(x)ϕ(x)g(x)⇔ g(x) (1− τ(x)ϕ(x)) = 0 ⇔

g(x)6=0
τ(x)ϕ(x) =

= 1. Εποµένως τα τ(x), ϕ(x) είναι αντιστρέψιµες σταθερές, έστω τ(x) = λ ∈ F και ϕ(x) =
= λ−1. ΄Αρα g(x) = λf(x). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.18. ΄Ενα
(
µη µηδενικό πολυώνυµο

)
f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0 µε

deg f(x) = n⇔ αn 6= 0, λέγεται µονικό αν αn = 1, δηλαδή
f(x) = xn + αn−1x

n−1 + · · ·+ α1x+ α0.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.19. ΄Εστω f(x), g(x) δύο µονικά πολυώνυµα. Τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα:
(i) f(x) = g(x).
(ii) f(x) | g(x) και deg f(x) = deg g(x).
Απόδειξη: Η κατεύθυνση (i)⇒(ii) είναι προφανής. Υποθέτουµε τώρα ότι f(x) | g(x) και
deg f(x) = deg g(x). Εποµένως g(x) = f(x)h(x), για κάποιο µη µηδενικό πολυώνυµο h(x).
Τότε deg g(x) = deg f(x)+deg h(x)⇔ deg h(x) = deg g(x)−deg f(x) = 0. Εποµένως h(x) = λ,
όπου λ µια µη µηδενική σταθερά και συνεπώς g(x) = λf(x). Εφόσον το f(x) είναι µονικό, ο
µεγιστοβάθµιος όρος του λf(x) = g(x) έχει συντελεστή λ και άρα, εφόσον το g(x) είναι µονικό,
λ = 1. �

Παρατήρηση: Από το (vii) της πρότασης 2.17 προκύπτει ότι αν για δύο µονικά πολυώνυµα
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f(x) και g(x) έχουµε f(x) | g(x) και g(x) | f(x), τότε f(x) = g(x).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.20. ΄Ενα µη σταθερό πολυώνυµο p(x) του F[x] λέγεται ανάγωγο αν και µόνον αν
από κάθε σχέση της µορφής p(x) = g(x)h(x) προκύπτει ότι κάποιο από τα g(x), h(x) είναι µη
µηδενική σταθερά.

Παρατηρήσεις: α) Αν το p(x) είναι ανάγωγο και λ µια µη µηδενική σταθερά, τότε και το
λp(x) είναι ανάγωγο. Πράγµατι, αν λp(x) = g(x)h(x), τότε p(x) = (λ−1g(x))h(x). Εποµένως
είτε λ−1g(x) = µ, µη µηδενική σταθερά, άρα g(x) = λµ, µη µηδενική σταθερά ή h(x) µια µη
µηδενική σταθερά.
Στα επόµενα ϑα χρησιµοποιούµε ανάγωγα µονικά πολυώνυµα, που ϕυσικά προκύπτουν αν
διαιρέσουµε µε τον συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου.
ϐ) Αν p(x) και q(x) είναι δύο ανάγωγα µονικά πολυώνυµα και p(x) | q(x), τότε p(x) = q(x).
Πράγµατι, αν q(x) = p(x)h(x), τότε επειδή το q(x) είναι ανάγωγο και το p(x) µη σταθερό, έπεται
ότι h(x) = λ ∈ F. Αλλά τότε ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του p(x)λ = q(x) είναι λ.
Επειδή το q(x) είναι µονικό, έπεται ότι λ = 1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.21. ΄Εστω f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ∈ F[x], όχι όλα µηδενικά, όπου n ≥ 2. Τότε
υπάρχει µοναδικό µονικό πολυώνυµο δ(x) µεγίστου ϐαθµού µε την ιδιότητα δ(x) | fk(x), για
κάθε k = 1, 2, . . . , n, δηλαδή το δ(x) είναι κοινός µονικός διαιρέτης των f1(x), f2(x), . . . , fn(x)
µεγίστου ϐαθµού.
Επιπροσθέτως, υπάρχουν πολυώνυµα

(
όχι µοναδικά

)
h1(x), h2(x), . . . , hn(x) ∈ F[x], τέτοια

ώστε
δ(x) = h1(x)f1(x) + h2(x)f2(x) + · · ·+ hn(x)fn(x).

Επιπλέον, κάθε κοινός διαιρέτης δ′(x) των f1(x), f2(x), . . . , fn(x) διαιρεί το δ(x). Το δ(x)
ονοµάζεται µέγιστος κοινός διαιρέτης των f1(x), f2(x), . . . , fn(x) και συµβολίζεται µε
(f1(x), f2(x), . . . , fn(x)).
Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι f1(x) 6= 0. Θεωρούµε το σύνολο

A =

{
n∑

k=1

hk(x)fk(x)

∣∣∣∣ h1(x), h2(x), . . . , hn(x) ∈ F[x] και
n∑

k=1

hk(x)fk(x) 6= 0

}

όλων των µη µηδενικών γραµµµικών συνδυασµών
(
µε συντελεστές στο F[x]

)
των fk(x), k =

= 1, 2, . . . , n. Εφόσον 1 · f1(x) + 0 · f2(x) + · · ·+ 0 · (x)fn(x) = f1(x) 6= 0, άρα f1(x) ∈ A, το A
είναι µη κενό. Επειδή οι ϐαθµοί των πολυωνύµων του A είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι του µηδενός,

έπεται ότι υπάρχει πολυώνυµο δ(x) =
n∑

k=1

hk(x)fk(x) ∈ A ελαχίστου ϐαθµού m ≥ 0.

Το δ(x) µπορεί να ϑεωρηθεί µονικό γιατί, σε αντίθετη περίπτωση αν α 6= 0 είναι ο συντελεστής

του µεγιστοβάθµιου όρου του, τότε το α−1δ(x) =
n∑

k=1

α−1hk(x)fk(x) είναι µονικό στοιχείο της A

του ιδίου ϐαθµού µε το δ(x).
Ισχυριζόµαστε ότι δ(x) | fk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Πράγµατι, αν δ(x) - fk(x), για κάποιο
k = 1, 2, . . . , n, τότε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε δ - f1(x).
Εποµένως f1(x) = δ(x)π(x) + υ(x), όπου υ(x) 6= 0 και deg υ(x) < deg δ(x). Αλλά τότε έχουµε:

υ(x) = f1(x)− π(x)δ(x) = f1(x)− π(x)

(
n∑

k=1

hk(x)fk(x)

)
=
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=
n∑

k=1

h′k(x)fk(x) ∈ A,

όπου h′1(x) = 1− π(x)h1(x) και h′k(x) = −π(x)hk(x), για κάθε k = 2, 3, . . . , n.
Αυτό είναι άτοπο γιατί το δ(x) είναι ελαχίστου ϐαθµού στο A. Εποµένως δ(x) | fk(x), για κάθε
k = 1, 2, . . . , n.

Αν τώρα δ′(x) είναι κοινός διαιρέτης των f1(x), f2(x), . . . , fn(x), τότε δ′(x) |
n∑

k=1

hk(x)fk(x) =

= δ(x) και συνεπώς deg δ′(x) ≤ deg δ(x). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.22. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x]. Αν (f(x), g(x)) = 1, τότε τα f(x) και g(x) λέγονται
πρώτα µεταξύ τους ή σχετικώς πρώτα.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.23. ΄Εστω f(x) 6= 0 και f(x) | g(x)ϕ(x). Υποθέτουµε ότι (f(x), g(x)) = 1. Τότε
f(x) | ϕ(x).
Απόδειξη: Εφόσον (f(x), g(x)) = 1, υπάρχουν τ1(x), τ2(x) ∈ F[x], τέτοια ώστε τ1(x)f(x)+
+τ2(x)g(x) = 1. Εποµένως τ1(x)f(x)ϕ(x)+τ2(x)g(x)ϕ(x) = ϕ(x). Επειδή f(x) | τ1(x)f(x)ϕ(x)
και f(x) | τ2(x) (g(x)ϕ(x)), έπεται ότι f(x) | τ1(x)f(x)ϕ(x) + τ2(x)g(x)ϕ(x) = ϕ(x). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.24. (i) Αν p(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο και p(x) - f(x), τότε (p(x), f(x)) = 1.
(ii) Αν p(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο και p(x) | f1(x)f2(x) · · · fm(x), τότε p(x) | fk(x), για
κάποιο k = 1, 2, . . . ,m.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω δ(x) = (p(x), f(x)). Τότε p(x) = δ(x)h(x). Αν δ(x) µη σταθερό πολυώνυµο,
τότε h(x) = λ ∈ F \ {0}. Τότε p(x) = δ(x)λ⇔ δ(x) = λ−1p(x). Εφόσον λ−1p(x) = δ(x) | f(x),
έπεται ότι p(x) | f(x), άτοπο. Εποµένως δ(x) είναι σταθερό πολυώνυµο και επειδή είναι µονικό,
δ(x) = 1.
(ii) Αν m = 1 δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. ΄Εστω m > 1. Αν p(x) | f1(x) έχει καλώς.
Αν p(x) - f1(x), από το (i) προκύπτει ότι (p(x), f1(x)) = 1. Τώρα µε ϐάση το προηγούµενο
πόρισµα προκύπτει ότι p(x) | f2(x) · · · fm(x).

(
m− 1 παράγοντες

)
. Η απόδειξη συµπληρώνεται

µε επαγωγή επί του πλήθους των παραγόντων fk(x). �

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.25.
(
Θεώρηµα Ανάλυσης σε Γινόµενο Αναγώγων Μονικών Πολυωνύµων

)

΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 ∈ F[x] µη σταθερό πολυώνυµο.
(
αk ∈ F και

αn 6= 0
)
.

Τότε υπάρχουν µονικά πολυώνυµα p1(x), p2(x), . . . , pr(x) µε την ιδιότητα
f(x) = αn · p1(x)p2(x) · · · pr(x). (1)

Επιπλέον, τα p1(x), p2(x), . . . , pr(x) είναι µοναδικά, δηλαδή αν
f(x) = αn · q1(x)q2(x) · · · qt(x), (2)

όπου τα q1(x)q2(x) · · · qt(x) είναι ανάγωγα µονικά πολυώνυµα, τότε r = t και
(
εν ανάγκη

αλλάζοντας την αρίθµηση των qk(x)
)
έχουµε pk(x) = qk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . , r.

Απόδειξη: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του deg f(x) = n. Αν n = 1, τότε το f(x) = α1x+α0 είναι

πρωτοβάθµιο, άρα ανάγωγο και f(x) = α1

(
x+

α0

α1

)
και το p1(x) = x +

α0

α1

είναι προφανώς
ανάγωγο µονικό.
΄Εστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού µικρότερου του n > 1. ΄Εστω
λοιπόν f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0 µε αn 6= 0⇔ deg f(x) = n.

Αν το f(x) ήταν ανάγωγο δεν έχουµε παρά να γράψουµε f(x) = αn ·
1

αn
f(x) και το p1(x) =
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=
1

αn
f(x) είναι ανάγωγο µονικό.

Αν το f(x) δεν ήταν ανάγωγο, τότε ϑα γραφόταν στη µορφή f(x) = g(x)h(x), όπου g(x), h(x)
µη σταθερά πολυώνυµα. Κατά συνέπεια deg g(x) ≥ 1 και deg h(x) ≥ 1. Επειδή deg g(x)+
+ deg h(x) = deg f(x) = n, ϑα είχαµε 1 ≤ deg g(x) < n και 1 ≤ deg h(x) < n. Με ϐάση
την επαγωγική υπόθεση g(x) = βκ · p1(x)p2(x) · · · pµ(x) και h(x) = γλ · p′1(x)p′2(x) · · · p′ν(x),
όπου βκ 6= 0 ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g(x),

(
κ = deg g(x)

)
και γλ 6= 0 ο

συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του h(x).
(
λ = deg h(x)

)
.

Επειδή τα pi(x), p′j(x) είναι µονικά, ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g(x)h(x) = f(x)
είναι βκγλ, δηλαδή βκγλ = αn. Συνεπώς f(x) = αn · p1(x)p2(x) · · · pµ(x)p′1(x)p′2(x) · · · p′ν(x) και
ϑέτοντας για λόγους οµοιοµορφίας pµ+1(x) = p′1(x), pµ+2(x) = p′2(x), . . . , pµ+ν(x) = p′ν(x),
γράφουµε το f(x) στη µορφή f(x) = αnp1(x)p2(x) · · · pr(x), όπου r = µ+ ν.
΄Οσον αφορά το µονοσήµαντο : Οι σχέσεις (1) και (2) ισοδυναµούν µε τη σχέση

p1(x)p2(x) · · · pr(x) = q1(x)q2(x) · · · qt(x) (3).
Για r = 1 ϑα είχαµε και t = 1, γιατί αλλιώς το ανάγωγο πολυώνυµο p1(x) ϑα ήταν ίσο µε το
γινόµενο δύο ή περισσότερων µη σταθερών πολυωνύµων. ΄Αρα p1(x) = q1(x) και τελειώσαµε.
΄Εστω r > 1. Επειδή το p1(x) είναι ανάγωγο, σύµφωνα µε το πόρισµα 2.24 (ii) πρέπει να
έχουµε p1(x) | qk(x), για κάποιο k = 1, 2, . . . , s. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι
p1(x) | q1(x). Σύµφωνα µε την παρατήρηση ϐ)

(
σελ. 97

)
έχουµε p1(x) = q1(x). Η σχέση (3)

γράφεται λοιπόν
p2(x) · · · pr(x) = q2(x) · · · qt(x)

και στο πρώτο µέλος έχουµε r− 1 παράγοντες, άρα η απόδειξη συµπληρώνεται µε επαγωγή επί
του r. �

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

140. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] \ {0} µε (f(x), g(x)) = 1. Αν f(x) | h(x) και g(x) | h(x), δείξτε ότι
και f(x)g(x) | h(x).
Απόδειξη: Εφόσον f(x) | h(x), h(x) = f(x)τ(x), για κάποιο πολυώνυµο τ(x) ∈ F[x]. Αλλά
g(x) | h(x) = f(x)τ(x) και (f(x), g(x)) = 1. Από το πόρισµα 2.23 προκύπτει ότι g(x) | τ(x)
και άρα τ(x) = g(x)ω(x), για κάποιο ω(x) ∈ F[x]. Εποµένως h(x) = f(x)g(x)ω(x) και συνεπώς
f(x)g(x) | h(x). �

141. Θεωρούµε τα πραγµατικά πολυώνυµα f(x) = x4 +x3− 3x2−x+ 2 και g(x) = x3− 2x2−
5x+ 6. Υπολογίστε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη τους και εκφράστε τον ως γραµµικό συνδυασµό
αυτών.
Λύση: ∆ιαιρούµε το f(x) µε το g(x)

x4 +x3 −3x2 −x +2 x3 −2x2 −5x +6
−x4 +2x3 +5x2 −6x x +3

3x3 +2x2 −7x +2
−3x3 +6x2 +15x −18

8x2 +8x −16
΄Αρα π(x) = x+ 3 και υ(x) = 8x2 + 8x− 16 = 8(x2 + x− 2).
Στη συνέχεια διαιρούµε το f(x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6 µε το υ(x) = 8x2 + 8x− 16.
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x3 −2x2 −5x +6 8x2 +8x −16
−x3 −x2 +2x 1

8x −3
8

−3x2 −3x +6
3x2 +3x −6

0

΄Αρα π1(x) = 1
8
x− 3

8
και υ1(x) = 0.

Το συµπέρασµα είναι ότι
(f(x), g(x)) = x2 + x− 2 = 1

8

(
f(x)− (x+ 3)g(x)

)
= 1

8
f(x)− 1

8
(x+ 3)g(x). �

Αριθµητική Τιµή-Ρίζα Πολυωνύµου

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.26. ΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 ∈ F[x] µε αn 6= 0. Αν ρ ∈ F
ϑέτουµε f(ρ) = αnρ

n + αn−1ρ
n−1 + · · ·+ α1ρ+ α0.

(i) Το f(ρ) ονοµάζεται αριθµητική τιµή του πολυωνύµου για x = ρ.
(ii) Η συνάρτηση F −→ F µε τύπο f(ρ) = αnρ

n + αn−1ρ
n−1 + · · · + α1ρ + α0, για κάθε ρ ∈ F

ονοµάζεται πολυωνυµική συνάρτηση και συµβολίζεται µε f .
(iii) Αν f(ρ) = 0, το ρ ∈ F ονοµάζεται ϱίζα του πολυωνύµου f(x) ή της πολυωνυµικής συνάρ-
τησης f .
Ισχύει το εξής ϑεµελιώδες :

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.27. Το ρ είναι ϱίζα του f(x) αν και µόνον αν x − ρ | f(x). Γενικά, το υπόλοιπο
της διαίρεσης του f(x) µε το x− ρ, όπου ρ ∈ F ισούται µε f(ρ).
Απόδειξη: ΄Εστω f(x) = (x− ρ)π(x) + υ(x), όπου deg υ(x) < deg(x− ρ) = 1. ΄Αρα υ(x) = 0 ή
µια µη µηδενική σταθερά του F. Εποµένως f(x) = (x−ρ)π(x)+υ, όπου υ ∈ F. Συµπεραίνουµε
ότι f(ρ) = (ρ− ρ)π(ρ) + υ = υ.
΄Αρα f(x) = (x − ρ)π(x) + f(ρ). Τώρα, f(ρ) = 0 αν και µόνον αν f(x) = (x − ρ)π(x), δηλαδή
x− ρ | f(x). �

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.28.
(
ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ

)
Κάθε µη σταθερό πολυώνυ-

µο f(x) ∈ C[x]
(
µε µιγαδικούς συντελεστές

)
έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο C. �

Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας. Ακόµη και οι στοι-
χειωδέστερες χρησιµοποιούν ως ένα ϐαθµό στοιχεία Ανάλυσης. Τούτο οφείλεται στο γεγονός
ότι το C = R × R κατασκευάζεται µε ϐάση το σύνολο των πραγµατικών και κατά συνέπεια η
συνέχεια των πραγµατικών παίζει καθοριστικό ϱόλο.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.29. ΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 µε αk ∈ C, για κάθε k =
= 0, 1, . . . , n και αn 6= 0 µη σταθερό µιγαδικό πολυώνυµο.

(
n = deg f(x) ≥ 1

)
.

Τότε το f(x) έχει ακριβώς n µιγαδικές ϱίζες ρ1, ρ2, . . . , ρn όχι κατ᾿ ανάγκην διαφορετικές
µεταξύ τους.
Απόδειξη: Αν f(x) = α1x+ α0 µε α1 6= 0, δηλαδή deg f(x) = 1, τότε f(x) = α1 · (x− ρ), όπου
ρ = −α0

α1

η µοναδική ϱίζα του f(x).
Υποθέτουµε ότι n = deg f(x) > 1 και άρα αn 6= 0. Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας
προκύπτει ότι το f(x) έχει µια µιγαδική ϱίζα ρ1. ΄Οπως είδαµε, αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι
x − ρ1 | f(x) και εποµένως f(x) = (x − ρ1)g(x), όπου g(x) ∈ C[x] και deg g(x) = n − 1 > 0.
Σηµειώνουµε ότι επειδή το x − ρ1 είναι µονικό και ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου
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του f(x) είναι ο αn, αυτός ϑα είναι και ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g(x).
Επαγωγικώς υποθέτουµε ότι το g(x) έχει n− 1 ϱίζες, τις ρ2, ρ3, . . . , ρn και
g(x) = αn ·(x−ρ2)(x−ρ3) · · · (x−ρn). Κατά συνέπεια f(x) = αn ·(x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−ρn). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.30.
(
Σχέσεις του Vieta2) ΄Εστω f(x) = αnx

n+αn−1x
n−1+· · ·+α1x+α0 µε αk ∈ C,

για κάθε k = 0, 1, . . . , n και αn 6= 0 µη σταθερό µιγαδικό πολυώνυµο.
(
n = deg f(x) ≥ 1

)
.

Αν ρ1, ρ2, . . . , ρn ∈ C είναι οι ϱίζες του f(x), τότε ισχύουν οι σχέσεις :

e1 =
n∑

k=1

ρk = −αn−1
αn

e2 =
∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 =
αn−2
αn

e3 =
∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 = −αn−3
αn

...

en = ρ1ρ2 · · · ρn = (−1)n
α0

αn





(1)

Απόδειξη: Στη σχέση αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 = αn · (x − ρ1)(x − ρ2) · · · (x − ρn)
διαιρούµε µε αn και παίρνουµε

xn +
αn−1
αn

xn−1 + · · ·+ α1

αn
x+

α0

αn
= (x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρn).

Στο 2ο µέλος το xn προκύπτει αν από κάθε παρένθεση πάρουµε το x. Επίσης στο 2ο µέλος το xn−1
προκύπτει αν από κάθε παρένθεση πάρουµε το x, εκτός από µία, από την οποία ϑα πάρουµε το
−ρk. ΄Εχουµε n επιλογές για το ρk µε συντελεστή −1. ΄Αρα ο συντελεστής του xn−1 στο 2ο µέλος

ισούται µε −
n∑

k=1

ρk, ενώ στο 1ο µέλος αn−1
αn

. Εποµένως −
n∑

k=1

ρk =
αn−1
αn

⇔
n∑

k=1

ρk = −αn−1
αn

.

Συνεχίζοντας, στο 2ο µέλος το xn−2 προκύπτει αν πάρουµε το x από n − 2 παρενθέσεις και
από τις άλλες δύο τα −ρk1 και −ρk2 µε γινόµενο (−ρk1)(−ρk2) = ρk1ρk2. Επειδή τα k1, k2 είναι
διαφορετικοί δείκτες, κάποιος, έστω ο k1 είναι ο µικρότερος. Για όλες αυτές τις επιλογές ρk1ρk2
παίρνουµε τον συντελεστή

∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 του xn−2 στο 2ο µέλος. Στο 1ο µέλος ο συντελεστής

του xn−2 είναι αn−2
αn

. Εποµένως
∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 =
αn−2
αn

.

Για το xn−3 επιλέγουµε τρεις παρενθέσεις από τις οποίες επιλέγουµε τα −ρk1 ,−ρk2 ,−ρk3 µε
k1 < k2 < k3 και γινόµενο −ρk1ρk2ρk3 και αθροίζουµε για όλες αυτές τις επιλογές. Παίρνουµε
ως συντελεστή του xn−3 στο 2ο µέλος τον −

∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 και στο 1ο µέλος τον αn−3
αn

.

Εποµένως
∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 = −αn−3
αn

. Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο ϕτάνουµε στον

σταθερό όρο του (x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−ρn) που είναι ο (−1)nρ1ρ2 · · · ρn, ενώ στο πρώτο είναι ο α0

αn
.

Καταλήγουµε, αφού πολλαπλασιάσουµε επί (−1)n στο αποτέλεσµα ρ1ρ2 · · · ρn = (−1)n
α0

αn
. �

2Λατινική απόδοση Franciscus Vieta του ονόµατος του Γάλλου Μαθηµατικού François Viète, 1540-1603.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.31. Οι παραστάσεις e1 =
n∑

k=1

ρk, e2 =
∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 , e3 =
∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 ,

. . . , en = ρ1ρ2 · · · ρn στο αριστερό µέλος της σχέσης (1) λέγονται στοιχειώδεις συµµετρικές
παραστάσεις ή συναρτήσεις των ρ1, ρ2, . . . , ρn. ∆εν µεταβάλλονται για οποιαδήποτε µετάθεση
των δεικτών {1, 2, . . . , n}.

Για παράδειγµα, στο τριώνυµο αx2 + βx+ γ = α(x− ρ1)(x− ρ2)
(
α 6= 0 και ρ1, ρ2 οι ϱίζες του

τριωνύµου
)
έχουµε: ρ1 + ρ2 = −β

α
και ρ1ρ2 =

γ

α
. Αυτό είπε ο Vieta; Μάλλον, κατά την άποψη

του ϐιβλίου της α΄ λυκείου....

΄Οπως τονίσαµε, οι ϱίζες ρ1, ρ2, . . . , ρn δεν είναι κατ᾿ ανάγκην διαφορετικές. ΄Εστω ρk1 , ρk2 , . . . ,
ρkt οι διαφορετικές ϱίζες του µιγαδικού πολυωνύµου f(x) = αnx

n +αn−1x
n−1 + · · ·+α1x+α0.

Τότε το f(x) γράφεται στη µορφή
f(x) = αn · (x− ρk1)r1(x− ρk2)r2 · · · (x− ρkt)rt , (2)

όπου ρki 6= ρkj , για i 6= j και ri ≥ 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , t.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.32. Ο εκθέτης ri στη σχέση (2) λέγεται πολλαπλότητα της ϱίζας ρki
στο πο-

λυώνυµο f(x), για κάθε i = 1, 2, . . . , t.

Παρατήρηση: Από τα παραπάνω προκύπτει ότι στο C[x] τα µόνα ανάγωγα µονικά πολυώνυµα
είναι της µορφής x− ρ, όπου ρ ∈ C.
Ποια είναι τώρα τα ανάγωγα µονικά πολυώνυµα στο R[x]; Στην άσκηση 92 αποδείξαµε ότι αν
ένα πραγµατικό πολυώνυµο f(x) έχει ϱίζα έναν µιγαδικό αριθµό z, τότε έχει ϱίζα και τον συζυγή
του z̄. Στην επόµενη πρόταση ϑα δώσουµε µιαν άλλη απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος, η
οποία ϑα µας επιτρέψει να χαρακτηρίσουµε και τα ανάγωγα πολυώνυµα στο R[x].

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.33. ΄Εστω f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0

(
αi ∈ R, για κάθε i = 0, 1, . . . , n

)

και αn 6= 0, οπότε deg f(x) = n. ΄Εστω z = κ+ λi καθαρός µιγαδικός, δηλαδή λ 6= 0, που είναι
ϱίζα του f(x). Τότε το f(x) διαιρείται από το ανάγωγο στο R[x] πολυώνυµο x2 − 2κx+ κ2 + λ2

και εποµένως και ο κ− λi είναι ϱίζα του f(x).
Απόδειξη: Επειδή x2 − 2κx + κ2 + λ2 =

(
x − (κ + λi)

)(
x − (κ − λi)

)
, το x2 − 2κx + κ2 + λ2

είναι όντως ανάγωγο στο R[x], διότι δεν αναλύεται σε γινόµενο πρωτοβάθµιων πραγµατικών
πολυωνύµων ή αλλιώς έχει αρνητική διακρίνουσα, την −4λ2.
Επίσης, deg f(x) ≥ 2 γιατί αν το f(x) ήταν της µορφής αx+ β, µε α, β ∈ R και α 6= 0, τότε ϑα
είχε µια µοναδική πραγµατική ϱίζα, την −β

α
΄Εστω f(x) = (x2 − 2κx+ κ2 + λ2)π(x) + υ(x), όπου π(x), υ(x) ∈ R[x] και deg υ(x) < deg(x2−
−2κx+κ2+λ2) = 2. ΄Αρα το υ(x) είναι το πολύ ϐαθµού 1, δηλαδή υ(x) = px+q, όπου p, q ∈ R.
Εφόσον ο µιγαδικός κ + λi µηδενίζει το f(x), αλλά και το x2 − 2κx + κ2 + λ2, ϑα µηδενίζει
και το υ(x) = px + q, δηλαδή pκ + q + pλi = 0. Εποµένως pλ = 0 και επειδή λ 6= 0, έχουµε
p = 0. Αλλά από τη σχέση pκ + q + pλi = 0 παίρνουµε ότι και q = 0. Εποµένως υ(x) = 0,
δηλαδή x2 − 2κx + κ2 + λ2 | f(x) = (x2 − 2κx + κ2 + λ2)π(x). Επειδή όµως και ο µιγαδικός
κ− λi = κ+ λi µηδενίζει το x2 − 2κ+ κ2 + λ2, ϑα µηδενίζει και το f(x). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.34. ΄Εστω f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0 = αn ·(x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−ρn)
πραγµατικό πολυώνυµο µε ϱίζες τους µιγαδικούς ρ1, ρ2, . . . , ρn. Αν κάποια ϱίζα ρi = κ + λi
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ήταν καθαρός µιγαδικός της µορφής κ+λi,
(
λ 6= 0

)
, τότε η πολλαπλότητα της ϱίζας ρi συµ-

πίπτει µε την πολλαπλότητα της συζυγούς ϱίζας ρ̄i στην ανάλυση του f(x) σε γινόµενο
πρωτοβάθµιων µιγαδικών παραγόντων.
Απόδειξη: ΄Εστω ri η πολλαπλότητα της ρi και si η πολλαπλότητα του ρ̄i στην ανάλυση του f(x)
σε γινόµενο πρωτοβάθµιων µιγαδικών πολυωνύµων. Από την προηγούµενη πρόταση f(x) =
= (x2−2κx+κ2+λ2)π(x), όπου π(x) ∈ R[x] και deg π(x) = deg f(x)−2. Τότε η πολλαπλότητα
του ρi στην ανάλυση του π(x) ϑα είναι ri−1, πιθανώς µηδέν. Επίσης η αντίστοιχη πολλαπλότη-
τα του ρ̄i ϑα είναι si−1. Με επαγωγή επί του ri συµπεραίνουµε ότι ri−1 = si−1⇔ ri = si. �

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι καθαρές µιγαδικές ϱίζες πραγµατικών πολυωνύµων
εµφανίζονται σε Ϲεύγη συζυγών µε προφανώς την ίδια πολλαπλότητα.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.35. Τα ανάγωγα πολυώνυµα του R[x] είναι :
(i) Τα πρωτοβάθµια και
(ii) Τα δευτεροβάθµια µε αρνητική διακρίνουσα.
Απόδειξη: (i) Προφανώς τα πρωτοβάθµια είναι ανάγωγα στο R[x].
(ii) ΄Εστω f(x) ∈ R[x] µε deg f(x) > 1. Το f(x) δεν µπορεί να έχει πρωτοβάθµιο πραγµατικό
διαιρέτη, γιατί τότε ϑα είχε και άλλον µη σταθερό διαιρέτη, εποµένως δεν ϑα ήταν ανάγωγο.
Επειδή το f(x) αναλύεται στο C σε γινόµενο πρωτοβάθµιων πολυωνύµων, κανείς από τους
πρωτοβάθµιους διαιρέτες δεν ϑα ήταν πραγµατικός, σύµφωνα µε το (i). ΄Αρα ϑα ήταν της µορφής
(x − ρ), όπου ρ = κ + λi καθαρός µιγαδικός. Αλλά τότε και ο ρ̄ = κ − λi ϑα ήταν ϱίζα του
f(x). Εποµένως και το (x − ρ̄) ϑα ήταν διαιρέτης του f(x). Αλλά το α(x − ρ)(x − ρ̄) =
= αx2− 2αRe(ρ) +α|ρ|2 ϑα ήταν ανάγωγο, όπου α ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του
f(x), αφού η διακρίνουσά του είναι 4α2

(
(Re(ρ))2 − (Re(ρ))2 − (Im(ρ))2

)
= −4α2(Im(ρ))2 <

< 0. Επειδή το f(x) είναι ανάγωγο και διαιρείται από το ανάγωγο αx2 − 2αRe(ρ) + α|ρ|2 και
έχει τον ίδιο συντελεστή µεγιστοβάθµιου όρου το α, έπεται ότι f(x) = αx2 − 2αRe(ρ) + α|ρ|2,
δευτεροβάθµιο τριώνυµο µε αρνητική διακρίνουσα. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.36. Κάθε πραγµατικό πολυώνυµο f(x) περιττού ϐαθµού έχει τουλάχιστον µια
πραγµατική ϱίζα.
Απόδειξη: Αν όλες οι ϱίζες ήταν καθαρές µιγαδικές, αυτές χωρίζονται σε Ϲεύγη συζυγών ρ, ρ̄
και παράγουν τα ανάγωγα

(
στο R

)
δευτεροβάθµια τριώνυµα x2 − 2Re(ρ) + |ρ|2 υψωµένα στη

πολλαπλότητα της ρ, έστω r. Προφανώς deg
(
(x2 − 2Re(ρ) + |ρ|2)r

)
= 2r άρτιος. Εποµένως ο

ϐαθµός του f(x) ϑα ήταν άθροισµα αρτίων ακεραίων, άρα άρτιος. ΄Ατοπο. �

Σηµείωση: Το προηγούµενο πόρισµα προκύπτει και από το ϑεώρηµα Bolzano. ΄Εστω f(x) =
= α2n+1x

2n+1 + α2nx
2n + · · ·+ α1x+ α0 µε α2n+1 6= 0. Αρκούµαστε στην περίπτωση α2n+1 > 0.

Τότε lim
x→−∞

f(x) = −∞ lim
x→+∞

f(x) = +∞. ΄Αρα υπάρχουν δ, ε ∈ R, τέτοια ώστε δ < ε και
f(δ) < 0 και f(ε) > 0. Από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει ξ ∈ (δ, ε), τέτοιο ώστε f(ξ) = 0.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.37. (i) Αν ρ1, ρ2, . . . , ρm είναι διαφορετικές ανά δύο ϱίζες ενός πολυωνύµου f(x),
τότε

(x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρm) | f(x).
(ii) ΄Ενα πολυώνυµο f(x) το πολύ ϐαθµού n ≥ 0 δεν µπορεί να έχει περισσότερες από n
διαφορετικές ϱίζες. ΄Αρα ένα πολυώνυµο το πολύ ϐαθµού n µε τουλάχιστον n + 1 διαφορετικές
ϱίζες είναι το µηδενικό πολυώνυµο.
Απόδειξη: (i) Αν m = 1, τότε αυτό είναι το περιεχόµενο της πρότασης 2.27. Υποθέτουµε ότι
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m > 1. Εφόσον ρ1 είναι ϱίζα του f(x), τότε x − ρ1 | f(x), δηλαδή f(x) = (x − ρ1)π(x),
για κάποιο πολυώνυµο π(x). Επειδή f(ρk) = (ρk − ρ1)π(ρk) = 0 και ρk − ρ1 6= 0, για κάθε
k = 2, 3, . . . ,m, έπεται ότι π(ρk) = 0, για κάθε k = 2, 3, . . . ,m. Επαγωγικά προκύπτει ότι
π(x) = (x− ρ2)(x− ρ3) · · · (x− ρm)π′(x), για κάποιο πολυώνυµο π′(x). Εποµένως

f(x) = (x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρm)π′(x).
(ii) ΄Εστω n = 0, δηλαδή f(x) = α0, σταθερά. Αν ρ είναι µια ϱίζα του f(x), τότε f(x) = α0 =
= f(ρ) = 0.
Υποθέτουµε τώρα ότι η πρόταση ισχύει για 0 ≤ deg f(x) < n, όπου n ϑετικός ακέραιος.
΄Εστω f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · · + α1x + α0 ένα πολυώνυµο ϐαθµού n. Υποθέτουµε ότι

το f(x) έχει n + 1 διαφορετικές ϱίζες ρ1, ρ2, . . . , ρn, ρn+1. Εφόσον το ρn+1 είναι ϱίζα του f(x),
τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2.27 το f(x) γράφεται f(x) = (x − ρn+1)g(x), όπου προφανώς
deg g(x) = deg f(x)− 1 = n− 1. Επειδή f(ρk) = (ρk − ρn+1)g(ρk) = 0 και ρk − ρn+1 6= 0, για
κάθε k = 1, 2, . . . , n, έπεται ότι g(ρk) = 0, για κάθε k = 1, 2, . . . , n, δηλαδή το g(x) ϐαθµού
n− 1 έχει n διαφορετικές ϱίζες. Με επαγωγή στο n οδηγούµαστε σε άτοπο. �

Ασκήσεις

142. ∆είξτε ότι το πολυώνυµο f(x) =
(x− α)(x− β)

(γ − α)(γ − β)
+

(x− β)(x− γ)

(α− β)(α− γ)
+

(x− γ)(x− α)

(β − γ)(β − α)
µε

(α− β)(β − γ)(γ − α) 6= 0 είναι το σταθερό πολυώνυµο f(x) = 1.
Απόδειξη: Επειδή στον αριθµητή κάθε κλάσµατος εµφανίζεται το x2 συµπεραίνουµε ότι το f(x),
άρα και το f(x) − 1 είναι το πολύ δευτέρου ϐαθµού. Παρατηρούµε ότι f(α) = 0 + 1 + 0 = 1,
f(β) = 0 + 0 + 1 = 1 και f(γ) = 1 + 0 + 0 = 1. ΄Αρα το πολυώνυµο f(x) − 1, αν δεν ήταν το
µηδενικό, ϑα είχε περισσότερες ϱίζες από το ϐαθµό του, άτοπο. ΄Αρα f(x) − 1 = 0 ⇔ f(x) =
= 1. �

143. Αν ρ 6= 0 είναι ϱίζα του πολυωνύµου f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0 ∈ F[x]
(
F = R

ή F = C
)
, τότε το ρ−1 είναι ϱίζα του πολυωνύµου g(x) = α0x

n + α1x
n−1 + · · ·+ αn−1x+ αn.

Απόδειξη: f(ρ) = αnρ
n + αn−1ρ

n−1 + · · ·+ α1ρ+ α0 = 0 ⇔
ρ 6=0

1

ρn
(
αnρ

n + αn−1ρ
n−1 + · · ·+ α1ρ+

+α0

)
= 0⇔ αn + αn−1 ·

1

ρ
+ αn−2 ·

1

ρ2
+ + · · ·+ α1 ·

1

ρn−1
+ α0 ·

1

ρn
= 0. �

144. Αν f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 ∈ Z[x], δηλαδή α0, α1, . . . , αn ακέραιοι(
Προσοχή ! Το Z δεν είναι σώµα

)
µε αn, α0 6= 0 και ρ =

κ

λ
∈ Q ϱίζα του f(x), όπου κ, λ ∈ Z

και (κ, λ) = 1, δηλαδή το κλάσµα κ

λ
είναι ανάγωγο, τότε το κ είναι διαιρέτης του α0 και το λ

διαιρέτης του αn.

Απόδειξη: f
(κ
λ

)
= αn ·

κn

λn
+ αn−1 ·

κn−1

λn−1
+ · · ·+ α1 ·

κ

λ
+ α0 = 0⇔ κ

(
αnκ

n−1 + αn−1κ
n−2λ+

· · · + α1λ
n−1) = −α0λ

n. ΄Αρα το κ διαιρεί το α0λ
n και επειδή είναι πρώτο προς το λ, διαιρεί το

α0. Επίσης, λ
(
αn−1κ

n−1 +αn−2κ
n−2λ+ · · ·+α1κλ

n−2) = −αnκn. ΄Αρα το λ διαιρεί το αnκn και
επειδή είναι πρώτο προς το κ, διαιρεί το αn. �
Σηµείωση: Από την αριθµητική ξέρουµε ότι κάθε µη µηδενικός ακέραιος διασπάται σε γινόµενο
πρώτων αριθµών, δηλαδή είναι της µορφής ±pr11 pr22 · · · prkk όπου pi πρώτοι και pi 6= pj για i 6= j.
Αν κ = ±pr11 pr22 · · · prkk , τότε επειδή κάθε pi διαιρεί τον κ δεν µπορεί να διαιρεί και τον λ, γιατί
τότε το κλάσµα κ

λ
δεν ϑα ήταν ανάγωγο. Κατά συνέπεια δεν εµφανίζεται στην ανάλυση του λ
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σε γινόµενο πρώτων, άρα ούτε και στην ανάλυση του λn. Επειδή όµως διαιρεί τον −α0λ
n, ϑα

εµφανίζεται στην ανάλυση του α0 σε γινόµενο πρώτων. ΄Αρα ολόκληρος ο κ = ±pr11 pr22 · · · prkk
διαιρεί τον α0. Την ίδια επιχειρηµατολογία χρησιµοποιούµε και όταν ο λ διαιρεί τον αnκn.

145. Να αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων στο R[x] και στο C[x] το πολυώνυµο x4 + 1.
Λύση: Πρώτα στο R[x]. ΄Εχουµε x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1 − 2x2 =

(
x2 + 1

)2 −
(√

2x
)2

=

=
(
x2 +

√
2x + 1

)(
x2 −

√
2x + 1

)
. Τα µονικά πολυώνυµα x2 ±

√
2x + 1 είναι ανάγωγα στο

R[x] γιατί έχουν αρνητική διακρίνουσα ∆ = 2 − 4 = −2. Στο C[x] όµως x2 +
√

2x + 1 =

=
(
x− −

√
2 + i

√
2

2

)(
x− −

√
2− i

√
2

2

)
και x2−

√
2x+ 1 =

(
x−
√

2 + i
√

2

2

)(
x−
√

2− i
√

2

2

)
.

Συνεπώς x4 + 1 =
(
x+

√
2− i

√
2

2

)(
x+

√
2 + i

√
2

2

)(
x−
√

2 + i
√

2

2

)(
x−
√

2− i
√

2

2

)
µε ϱίζες

τους µιγαδικούς −
√

2

2
± i

√
2

2
,
√

2

2
± i

√
2

2
.

Στις ίδιες ϱίζες και στην ίδια ανάλυση του x4 + 1 ϑα καταλήγαµε αν ϐρίσκαµε τις 4ες ϱίζες του

−1 = cos π + i sin π. z0 = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
+ i

√
2

2
, z1 = cos

π + 2π

4
+ i sin

π + 2π

4
=

= cos
3π

2
+ i sin

3π

2
= −

√
2

2
+ i

√
2

2
, z2 = cos

5π

2
+ i sin

5π

2
= −

√
2

2
− i

√
2

2
και z3 = cos

7π

2
+

+i sin
7π

2
=

√
2

2
− i

√
2

2
. �

146. (i) ∆είξτε ότι το πολυώνυµο f(x) = xnαn−1+n−1 +xnαn−2+n−2 + · · ·+xnα1+1 +xnα0 διαιρείται
µε το πολυώνυµο g(x) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1, όπου n, αn−1, . . . , α1, α0 ϑετικοί ακέραιοι.
(ii) ∆είξτε ότι το πολυώνυµο

f(x) =
(
xr−1 + αxr−2 + α2xr−3 + · · ·+ αr−2x+ αr−1

)
x(r+1)n+1 + α(r+1)n+r

διαιρείται από το πολυώνυµο g(x) = xr + αxr−1 + α2xr−2 + · · · + αr−1x + αr όπου α ∈ C και
n, r ϑετικοί ακέραιοι.
Απόδειξη: (i) Για κάθε k = 0, 1, . . . , n−1 έχουµε: xnαk+k−xk = xk(xnαk−1) = xk((xn)αk−1).
Επίσης, (xn)αk − 1 = (xn − 1)

(
xn(αk−1) + xn(αk−2) + · · · + xn + 1

)
= (xn − 1)Lk(x), όπου

Lk(x) = xn(αk−1) + xn(αk−2) + · · · + xn + 1. Εποµένως f(x) − g(x) =
n−1∑

k=0

(
xnαk+k − xk

)
=

=
n−1∑

k=0

xk(xn−1)Lk(x) =
n−1∑

k=0

xkLk(x)(x−1)(xn−1+xn−2+ · · ·+x+1) =
n−1∑

k=0

xkLk(x)(x−1)g(x).

Κατά συνέπεια f(x) = g(x)

(
1 +

n−1∑

k=0

xkLk(x)(x− 1)

)
.

(ii) f(x) =
(
xr−1 + αxr−2 + α2xr−3 + · · ·+ αr−2x+ αr−1

)
x(r+1)n+1 + α(r+1)n+r =

(
xr + αxr−1+

+α2xr−2 + · · · + αr−2x2 + αr−1x
)
x(r+1)n + α(r+1)n+r =

(
xr + αxr−1 + α2xr−2 + · · · + αr−2x2+

+αr−1x+αr
)
x(r+1)n +α(r+1)n+r−αrx(r+1)n = g(x)x(r+1)n +α(r+1)n+r−αrx(r+1)n = g(x)x(r+1)n+

+αr
(
α(r+1)n − x(r+1)n

)
= g(x)x(r+1)n + αr

(
(αr+1)(r+1)n−1 − (xr+1)(r+1)n−1).

Θέτουµε k = (r + 1)n−1, οπότε η τελευταία παράσταση ισούται µε g(x)x(r+1)n + αr
(
(αr+1)k−

−(xr+1)k
)

= g(x)x(r+1)n +αr
(
αr+1− xr+1

)((
αr+1

)k−1
+
(
αr+1

)k−2
xr+1 + · · ·+αr+1

(
xr+1

)k−2
+

+
(
xr+1

)k−1). Θέτουµε ϕ(x) =
(
αr+1

)k−1
+
(
αr+1

)k−2
xr+1 + · · · + αr+1

(
xr+1

)k−2
+
(
xr+1

)k−1

και άρα f(x) = g(x)x(r+1)n + αr
(
αr+1 − xr+1

)
ϕ(x) = g(x)x(r+1)n + αr

(
α − x

)
g(x)ϕ(x) =
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= g(x)
(
x(r+1)n + αr

(
α− x

)
ϕ(x)

)
. �

147. ∆είξτε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου f(x) ∈ C[x] µε το x2 − α2, όπου
α ∈ C \ {0} ισούται µε

υ(x) =
f(α)− f(−α)

2α
x+

f(α) + f(−α)

2
Απόδειξη: Εφόσον deg(x2 − α2) = 2, το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης f(x) : (x2 − α2) είναι το
πολύ πρώτου ϐαθµού. ΄Εστω υ(x) = κx+λ, όπου κ, λ ∈ C και άρα f(x) = (x2−α2)π(x)+κx+λ,
όπου π(x) ∈ C[x].

Τότε
{
f(α) = κα + λ και
f(−α) = −κα + λ

⇔
{
f(α) + f(−α) = 2λ

f(α)− f(−α) = 2κα
⇔




κ =

f(α)− f(−α)

2α

λ =
f(α) + f(−α)

2

. �

148. Βρείτε ένα πολυώνυµο f(x) τρίτου ϐαθµού µε f(0) = 0 και f(x) − f(x − 1) = x2. Στη
συνέχεια υπολογίστε το άθροισµα σn = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2, όπου n ϑετικός ακέραιος.
Λύση: ΄Εστω f(x) = αx3+βx2+γx. Τότε f(x)−f(x−1) = 3αx2+(−3α+2β)x+α−β+γ = x2.

Εποµένως α =
1

3
, β =

1

2
και γ =

1

6
, δηλαδή f(x) =

1

3
x3 +

1

2
x2 +

1

6
x.

Εποµένως σn =
(
f(n) − f(n − 1)

)
+
(
f(n − 1) − f(n − 2)

)
+ · · · +

(
f(2) − f(1)

)
+
(
f(1)−

−f(0)
)

=
f(0)=0

f(n) =
1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. �

149. ∆ίνεται το πολυώνυµο f(x) = x3−x2 +9αx−α. Υποθέτουµε ότι το f(x) έχει τρεις ϑετικές(
πραγµατικές

)
ϱίζες. Να ϐρεθεί το α και οι ϱίζες του f(x).

Λύση: 1ος τρόπος: Από τις σχέχεις Vieta προκύπτει ότι το άθροισµα των ϱιζών είναι −−1

1
= 1.

΄Αρα για κάθε ϱίζα λ έχουµε 0 < λ < 1. Επίσης για κάθε ϱίζα λ έχουµε 9αλ − α = λ2 − λ3 ⇔
⇔ α(9λ− 1) = λ2(1− λ) > 0. Κατά συνέπεια 9λ− 1 6= 0 και µάλιστα 9λ− 1 > 0 γιατί το α από

τις σχέσεις Vieta, ισούται µε το γινόµενο των ϱιζών, άρα είναι ϑετικό. Εποµένως α =
λ2(1− λ)

9λ− 1
.

Αν λοιπόν λ µια ϱίζα του πολυωνύµου, τότε f(x) = f(x)−f(λ) = x3−λ3−x2+λ2+9α(x−λ) =
= (x− λ)(x2 + λx+ λ2)− (x− λ)(x+ λ) + 9α(x− λ) = (x− λ)(x2 + (λ− 1)x+ λ2 − λ+ 9α).
Το τριώνυµο x2 + (λ− 1)x+ λ2− λ+ 9α έχει τις άλλες δύο ϑετικές ϱίζες του f(x). Εποµένως η
διακρίνουσά του είναι µη αρνητική, δηλαδή ∆ = (λ− 1)2 − 4(λ2 − λ+ 9α) ≥ 0.

Αντικαθιστώντας την τιµή α =
λ2(1− λ)

9λ− 1
παίρνουµε: (1−λ)2−4λ(λ−1)− 36λ2(1− λ)

9λ− 1
=

= (1−λ)
(

1−λ+4λ− 36λ2

9λ− 1

)
≥ 0 ⇔

1−λ>0
1+3λ− 36λ2

9λ− 1
≥ 0 ⇔

9λ−1>0
9λ−1+27λ2−3λ−36λ2 ≥

≥ 0 ⇔ −9λ2 + 6λ− 1 ≥ 0 ⇔ −(9λ2 − 6λ + 1) = −(3λ− 1)2 ≥ 0 ⇔ (3λ− 1)2 ≤ 0. Εποµένως
3λ − 1 = 0 ⇔ λ =

1

3
, για κάθε ϱίζα λ του f(x). Το γινόµενο των ϱιζών α =

1

27
και τελικώς

f(x) = x3 − x2 +
1

3
x− 1

27
=
(
x− 1

3

)3
. �

2ος τρόπος: ΄Εστω λ1, λ2, λ3 > 0 οι τρεις ϱίζες του πολυωνύµου. Εφαρµόζουµε την ταυτότητα

Lagrange για τις τριάδες
(√

λ1,
√
λ2,
√
λ3
)
και

(
1√
λ1
,

1√
λ2
,

1√
λ3

)
και παίρνουµε

((√
λ1
)2

+
(√

λ2
)2

+
(√

λ3
)2)
(

1
(√

λ1
)2 +

1
(√

λ2
)2 +

1
(√

λ3
)2

)
−
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−
(
√
λ1 ·

1√
λ1

+
√
λ2 ·

1√
λ2

+
√
λ3 ·

1√
λ3

)2

=

∣∣∣∣
√
λ1

√
λ2(√

λ1
)−1 (√

λ2
)−1
∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
√
λ2

√
λ3(√

λ2
)−1 (√

λ3
)−1
∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣
√
λ3

√
λ1(√

λ3
)−1 (√

λ1
)−1
∣∣∣∣
2

. (1)

Αλλά
((√

λ1
)2

+
(√

λ2
)2

+
(√

λ3
)2)
(

1
(√

λ1
)2 +

1
(√

λ2
)2 +

1
(√

λ3
)2

)
= (λ1 + λ2 + λ3)

( 1

λ1
+

1

λ2
+

1

λ3

)
=

σχέσεις Vieta
1 · λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1

λ1λ2λ3
=

σχέσεις Vieta

9α

α
= 9 και

(
√
λ1 ·

1√
λ1

+
√
λ2 ·

1√
λ2

+
√
λ3 ·

1√
λ3

)2

= 32 = 9. ΄Αρα το αριστερό µέλος της (1) είναι µηδέν.

Κατά συνέπεια ϑα είναι µηδέν και το δεξιό µέλος και επειδή αυτό είναι άθροισµα τετραγώνων,
όλοι οι όροι ϑα είναι µηδέν, δηλαδή∣∣∣∣

√
λ1

√
λ2(√

λ1
)−1 (√

λ2
)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
√
λ2

√
λ3(√

λ2
)−1 (√

λ3
)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
√
λ3

√
λ1(√

λ3
)−1 (√

λ1
)−1
∣∣∣∣ = 0.

Τώρα,
∣∣∣∣
√
λ1

√
λ2(√

λ1
)−1 (√

λ2
)−1
∣∣∣∣ = 0⇔

√
λ1λ

−1
2 =

√
λ2λ

−1
1 ⇔

λ1
λ2

=
λ2
λ1
⇔ λ21 = λ22 ⇔

λ1,λ2>0
λ1 = λ2.

Οµοίως προκύπτει ότι και λ2 = λ3 και επειδή το άθροισµα των ϱιζών είναι 1, έχουµε λ1 = λ2 =

= λ3 =
1

3
και το γινόµενό τους α =

1

33
=

1

27
. �

150. Αν α1, α2, α3, . . . , αn µη µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί, οι οποίοι είναι διαδοχικοί όροι
αριθµητικής προόδου, δείξτε ότι το πολυώνυµο

P (x) =
xn

α1α2

+
xn−1

α2α3

+ · · ·+ x2

αn−1αn
− n− 1

α1αn
διαιρείται µε το x− 1.
Απόδειξη: P (1) =

1

α1α2

+
1

α2α3

+ · · · + 1

αn−1αn
− n− 1

α1αn
. ΄Εστω ω η διαφορά της προόδου,

δηλαδή αk+1 = αk + ω, για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1.
Γράφουµε 1

αkαk+1

=
1

αk(αk + ω)
=

A

αk
+

B

αk + ω
, A,B προσδιοριστέοι συντελεστές. ΄Εχουµε

1 = A(αk+ω)+Bαk = Aω+(A+B)αk. Επειδή το 1 δεν εξαρτάται από τα αk, έχουµε A = −B.

Ακόµη, 1 = Aω ⇔ A =
1

ω
και B = − 1

ω
. Εποµένως 1

αkαk+1

=
1

ω

(
1

αk
− 1

αk+1

)
και κατά

συνέπεια
P (1) =

1

ω

(
1

α1

−
�
�
�1

α2

+
�
�
�1

α2

−
�
�
�1

α3

+
�
�
�1

α3

−
�
�
�1

α4

+ · · ·+
�
�
�1

αn−1
− 1

αn

)
−n− 1

α1αn
=

1

ω

αn − α1

α1αn
−n− 1

α1αn
=

=
1

ω

α1 + (n− 1)ω − α1

α1αn
− n− 1

α1αn
= 0. ΄Αρα x− 1 | P (x). �

151. Να ϐρεθεί µονικό πολυώνυµο, του οποίου οι ϱίζες είναι οι αντίστροφες των ϱιζών του πο-
λυωνύµου f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0, όπου αn, α0 6= 0.

Λύση: ΄Εστω ρ1, ρ2, . . . , ρn οι µη διακεκριµένες ϱίζες του f(x). ΄Ενα τέτοιο πολυώνυµο ϑα

είναι αναγκαστικά το g(x) =
(
x − 1

ρ1

)(
x − 1

ρ2

)
· · ·
(
x − 1

ρn

)
= xn −

(
n∑

k=1

1

ρk

)
xn−1 +

+

( ∑

1≤k1<k2≤n

1

ρk1ρk2

)
xn−2 −

( ∑

1≤k1<k2<k3≤n

1

ρk1ρk2ρk3

)
xn−3 + · · ·+

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 109



Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

+ (−1)n−1


 ∑

1≤k1<k2<···<kn−1≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkn−1


x+ (−1)n

1

ρ1ρ2 · · · ρn
.

Παρατηρούµε ότι
n∑

k=1

1

ρk
=
ρ2 · · · ρn + ρ1ρ3 · · · ρn + · · ·+ ρ1ρ2ρ3 · · · ρn−1

ρ1ρ2ρ3 · · · ρn
=
en−1
en

και γενικά, αν

1 ≤ t < n, τότε τα κλάσµατα που απαρτίζουν το άθροισµα
∑

1≤k1<k2<···<kt≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkt
για να

γίνουν οµώνυµα µε παρονοµαστή ρ1ρ2 · · · ρn, ϑα πρέπει να πολλαπλασιάσουµε αριθµητή και
παρονοµαστή µε τα υπόλοιπα n− t το πλήθος ρk που λείπουν από τους παρονοµαστές. Επειδή
για τους παρονοµαστές έχουµε πάρει όλα τα δυνατά γινόµενα t το πλήθος από τα ρk, στον α-
ϱιθµητή ϑα εµφανιστεί το άθροισµα όλων των γινοµένων των ρk ανά n− t. Εποµένως ϑα έχουµε

∑

1≤k1<k2<···<kt≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkt
=

∑

1≤k1<k2<···<kn−t≤n

ρk1ρk2 · · · ρkn−t

ρ1ρ2 · · · ρn
=
en−t
en

.

Αλλά en−t
en

=
(−1)n−t · αt

αn

(−1)n · α0

αn

= (−1)−t · αn−t
α0

. Εποµένως (−1)t
∑

1≤k1<k2<···<kt≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkt
=

=
αn−t
α0

. ΄Αρα g(x) = xn +
α1

α0

xn−1 +
α2

α0

xn−2 + · · ·+ αn−1
α0

+
αn
α0

. �

152. Να ϐρείτε το άθροισµα των τετραγώνων και των κύβων των ϱιζών του πολυωνύµου f(x) =
= 2x3 − 6x2 + x− 10.
Λύση: ΄Εστω λ1, λ2, λ3 οι ϱίζες του f(x). Τότε λ1+λ2+λ3 = −−6

2
= 3. Εποµένως λ21+λ22+λ23 =

= (λ1 + λ2 + λ3)
2 − 2(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1) = 32 − 2 · 1

2
= 8.

Από την ταυτότητα των τριών κύβων του Euler έχουµε λ31 + λ32 + λ33 = 3λ1λ2λ3 + (λ1 + λ2+

+λ3)
(
λ21 + λ22 + λ23 − (λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)

)
= −3 · −10

2
+ 3
(

8− 1

2

)
= 15 +

45

2
=

75

2
. �

Για όσους ακόµα πιστεύουν ότι οι µιγαδικοί αριθµοί είναι «εξωπραγµατικοί» ας δουν την ε-
πόµενη άσκηση.

153. Αν n ≥ 2 ϑετικός ακέραιος, υπολογίστε το γινόµενο sin
π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
.

Λύση: Θεωρούµε το πολυώνυµο xn−1 = (x−1)
n−1∏

k=1

(x−zk), όπου z = cos
2π

n
+i sin

2π

n
µε ϱίζες

τις n-στές ϱίζες της µονάδας. Απ᾿ την άλλη µεριά, xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1).

Τελικώς διαγράφουµε τον κοινό όρο x−1 και παίρνουµε xn−1 +xn−2 + · · ·+x+1 =
n−1∏

k=1

(x−zk).

Θέτουµε x = 1 στην έκφραση αυτή. ΄Εχουµε 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n το πλήθος

=
n−1∏

k=1

(1 − zk), δηλαδή n =

=
n−1∏

k=1

(1− zk). Τώρα, 1− zk = 1− cos
2kπ

n
− i sin

2kπ

n
= 1−

(
1−2 sin2 kπ

n

)
−2 sin

kπ

n
cos

kπ

n
=

= 2 sin
kπ

n

(
sin

kπ

n
− i cos

kπ

n

)
. Ακόµη, 0 <

kπ

n
< π, για κάθε k = 1, 2, . . . , n−1. ΄Αρα sin

kπ

n
>
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> 0, για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1. Επίσης,
∣∣∣∣sin

kπ

n
− i cos

kπ

n

∣∣∣∣ = 1, για κάθε k = 1, . . . , n− 1.

Παίρνοντας λοιπόν τα µέτρα στη σχέση n =
n−1∏

k=1

(1 − zk) προκύπτει ότι n =
n−1∏

k=1

|1 − zk| =

=
n−1∏

k=1

(
2 sin

kπ

n

)
= 2n−1 sin

π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
.

΄Αρα sin
π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
=

n

2n−1
. �

154. Θεωρούµε κανονικό πολύγωνο Α1Α2Α3 · · ·Αn, όπου n ≥ 3, εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο
κύκλο. ∆είξτε ότι Α1Α2 · Α1Α3 · Α1Α4 · · ·Α1Αn = n.
Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι κορυφές Α1,Α2, . . . ,Αn
αντιστοιχούν στις n-στές ϱίζες της µονάδας µε Α1 = 1, Α2 = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
, Α3 = cos

4π

n
+

+i sin
4π

n
και γενικά Αk = cos

2(k − 1)π

n
+ i sin

2(k − 1)π

n
, για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Εποµένως

το Α1Αk είναι το µέτρο του µιγαδικού cos
2(k − 1)π

n
+ i sin

2(k − 1)π

n
− 1 = 1− 2 sin2 (k − 1)π

n
+

+2 sin
(k − 1)π

n
cos

(k − 1)π

n
− 1 = 2 sin

(k − 1)π

n

(
− sin

(k − 1)π

n
+ i cos

(k − 1)π

n

)
, για κάθε

k = 2, 3, . . . , n. Επειδή προφανώς
∣∣∣∣− sin

(k − 1)π

n
+ i cos

(k − 1)π

n

∣∣∣∣ = 1 και 0 <
(k − 1)π

n
<

π, οπότε και sin
(k − 1)π

n
> 0, για κάθε k = 2, 3, . . . , n, το Ϲητούµενο γινόµενο ισούται µε

2n−1 sin
π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
= 2n−1 · n

2n−1
= n, ϐάσει της προηγουµένης ασκήσεως. �

155. Αν n ≥ 2 ϑετικός ακέραιος, να υπολογίσετε το γινόµενο cos
π

n
cos

2π

n
· · · cos

(n− 1)π

n
.

Λύση: Θεωρούµε το πολυώνυµο xn − (−1)n = (x + 1)
(
xn−1 + xn−2(−1) + xn−3(−1)2 + · · ·+

+x2(−1)n−3+x(−1)n−2+(−1)n−1
)
. Οι ϱίζες ϐρίσκονται ως εξής : xn−(−1)n = 0⇔ (−x)n−1 =

= 0 και εποµένως οι ϱίζες είναι οι −1 και −zk, όπου z = cos
π

n
+ i sin

π

n
και k = 1, 2, . . . , n− 1.

Εποµένως xn − (−1)n = (x + 1)
n−1∏

k=1

(x + zk). ∆ιαγράφοντας από την ισότητα (x + 1)
(
xn−1+

+xn−2(−1) +xn−3(−1)2 + · · ·+x2(−1)n−3 +x(−1)n−2 + (−1)n−1
)

= (x+ 1)
n−1∏

k=1

(x+ zk) το x+ 1

παίρνουµε

xn−1 + xn−2(−1) + xn−3(−1)2 + · · ·+ x2(−1)n−3 + x(−1)n−2 + (−1)n−1 =
n−1∏

k=1

(x+ zk).

Τέλος, ϑέτουµε x = 1 και παίρνουµε

1 + (−1) + (−1)2 + · · ·+ (−1)n−3 + (−1)n−2 + (−1)n−1 =
n−1∏

k=1

(1 + zk).

Παρατηρούµε ότι 1 + zk = 1 + cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
= 1 + 2 cos2

kπ

n
− 1 + 2i cos

kπ

n
sin

kπ

n
=

= 2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
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α) n = 2m άρτιος. Τότε cos
mπ

2m
= cos

π

2
= 0 και άρα cos

π

n
cos

2π

n
· · · cos

(n− 1)π

n
= 0. Αυτό

προκύπτει και από 1ο µέλος, αφού αυτό χωρίζεται σε Ϲευγάρια αντιθέτων 1 + (−1).
ϐ) ΄Εστω n = 2m + 1 περιττός, όπου m ≥ 1. Τότε n − 1 = 2m. Παρατηρούµε ότι π − kπ

n
=

(n− k)π

n
, για κάθε k = 1, 2, . . . ,m. Επειδή cos

(
π − kπ

n

)
= − cos

kπ

n
και sin

(
π − kπ

n

)
=

= sin
kπ

n
, έχουµε:

n−1∏

k−1

(1 + zk) =
n−1∏

k=1

2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
=

n−1
2∏

k=1

2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
·

n−1∏

k=n+1
2

2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
=

n−1
2∏

k=1

2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
·

n−1∏

k=n+1
2

(−2) cos
(
π − kπ

n

)

(
−cos

(
π− kπ

n

)
+i sin

(
π− kπ

n

))
=

n−1
2∏

k=1

2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+i sin

kπ

n

)
·
n−1∏

k=n+1
2

(−2) cos
((n− k)π

n

)

(
− cos

((n− k)π

n

)
+ i sin

((n− k)π

n

))
. Παρατηρούµε ότι στο δεύτερο γινόµενο, καθώς το k

διατρέχει τους αριθµούς n+ 1

2
,
n+ 3

2
, . . . ,

n− 1

2
, το n−k διατρέχει τους αριθµούς n− 1

2
,
n− 3

2
,

. . . ,
n+ 3

2
,
n+ 1

2
, δηλαδή τους ίδιους, αλλά ανάποδα. Εποµένως,

n−1∏

k−1

(1 + zk) =

n−1
2∏

k=1

2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
·
n−1
2∏

k=1

2
(
− cos

kπ

n

)(
− cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
=

= (−1)
n−1
2 · 22·n−1

2

n−1
2∏

k=1

cos2
kπ

n

(
i sin

kπ

n
− cos

kπ

n

)(
i sin

kπ

n
+ cos

kπ

n

)
=

= (−1)
n−1
2 · 2n−1

n−1
2∏

k=1

cos2
kπ

n

(
i2 sin2 kπ

n
− cos2

kπ

n

)
=

= (−1)
n−1
2 · 2n−1

n−1
2∏

k=1

cos
kπ

n

(
− cos

kπ

n

)(
sin2 kπ

n
+ cos2

kπ

n

)
=

= (−1)
n−1
2 · 2n−1

n−1
2∏

k=1

cos
kπ

n

n−1
2∏

k=1

(
− cos

kπ

n

)
= (−1)

n−1
2 · 2n−1

n−1
2∏

k=1

cos
kπ

n

n−1
2∏

k=1

cos
(
π − kπ

n

)
=

= (−1)
n−1
2 2n−1

n−1
2∏

k=1

cos
kπ

n

n−1
2∏

k=1

cos
(n− k)π

n
= (−1)

n−1
2 2n−1

n−1
2∏

k=1

cos
kπ

n

n−1∏

k=n+1
2

cos
kπ

n

︸ ︷︷ ︸
όπως προηγουµένως

=

= (−1)
n−1
2 2n−1

n−1∏

k=1

cos
kπ

n
. Επειδή ο n είναι περιττός έχουµε

1 + (−1) + (−1)2 + · · ·+ (−1)n−3 + (−1)n−2︸ ︷︷ ︸
n−1 το πλήθος, άρα=0

+ (−1)n−1 = (−1)n−1 = 1.
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΄Αρα
n−1∏

k=1

cos
kπ

n
= cos

π

n
cos

2π

n
· · · cos

(n− 1)π

n
=

(−1)
n−1
2

2n−1
.

Εποµένως cos
π

n
cos

2π

n
· · · cos

(n− 1)π

n
=





0, αν n άρτιος,
(−1)

n−1
2

2n−1
, αν n περιττός.

�

Και ένα εκπληκτικό αποτέλεσµα.

156. ∆είξτε ότι ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
= lim

n→+∞

(
1+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · ·+ 1

n2

)
=
π2

6
, όπου ζ η συνάρτηση

του Riemann.
(
Θα µάθετε γι΄ αυτήν στο µάθηµα Μιγαδική Ανάλυση

)
.

Απόδειξη: Προτάσσουµε τον ακόλουθο ισχυρισµό:
Ισχυρισµός: Αν m είναι ϑετικός ακέραιος, τότε ισχύει η σχέση:

cot2
( π

2m+ 1

)
+ cot2

( 2π

2m+ 1

)
+ cot2

( 3π

2m+ 1

)
+ · · ·+ cot2

( mπ

2m+ 1

)
=
m(2m− 1)

3
.

Απόδειξη ισχυρισµού: (cosα + i sinα)2m+1 = cos(2m+ 1)α + i sin(2m+ 1)α.
Κατά Newton όµως έχουµε:

(
cosα + i sinα

)2m+1
=

2m+1∑

n=0

(
2m+ 1

2m+ 1− n

)
cos2m+1−n α · in sinn α

Το άθροισµα
2m+1∑

n=0

(
2m+ 1

2m+ 1− n

)
cos2m+1−n α · in sinn α περιέχει 2m+ 1 + 1 = 2(m+ 1) όρους.

Εποµένως τα µισά n είναι άρτια και τα άλλα µισά περιττά.
Τα άρτια είναι της µορφής n = 2ρ, όπου ρ = 0, 1, . . . ,m και τα περιτά είναι της µορφής
n = 2ρ+ 1, όπου ρ = 0, 1, 2, . . . ,m. Συνεπώς το παραπάνω άθροισµα διασπάται ως εξής :

m∑

ρ=0

i2ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ) + 1

)
cos2(m−ρ)+1 α · sin2ρ α +

m∑

ρ=0

i2ρ+1

(
2m+ 1

2(m− ρ)

)
cos2(m−ρ) α · sin2ρ+1 α =

=
m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ) + 1

)
cos2(m−ρ)+1 α · sin2ρ α + i

m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ)

)
cos2(m−ρ) α · sin2ρ+1 α.

Εποµένως, αν α ∈
(

0,
π

2

)
, τότε sin(2m+ 1)α =

m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ)

)
cos2(m−ρ) α · sin2ρ+1 α =

= sin2m+1 α ·
m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ)

)
cot2(m−ρ) α.

Αν στην τελευταία σχέση ϑέσουµε α =
nπ

2m+ 1
∈
(

0,
π

2

)
, όπου n = 1, 2, . . . ,m, ϑα πάρουµε

0 = sin (nπ) = sin

(
(2m+ 1)

nπ

2m+ 1

)
=

= sin2m+1

(
nπ

2m+ 1

)
·
m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ)

)
cot2(m−ρ)

(
nπ

2m+ 1

)
.

Επειδή δε sin2m+1

(
nπ

2m+ 1

)
> 0, έπεται ότι

m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2(m− ρ)

)
cot2(m−ρ)

(
nπ

2m+ 1

)
= 0,

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 113



Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

δηλαδή οι αριθµοί cot2
(

nπ

2m+ 1

)
, n = 1, 2, . . . ,m είναι ϱίζες του πολυωνύµου

f(x) =
m∑

ρ=0

(−1)ρ
(

2m+ 1

2m− 2ρ

)
xm−ρ =

=

(
2m+ 1

2m

)
xm −

(
2m+ 1

2m− 2

)
xm−1 +

(
2m+ 1

2m− 4

)
xm−2 − · · ·+ (−1)m

(
2m+ 1

0

)
.

Σύµφωνα µε τις σχέσεις Vieta το άθροισµα των ϱιζών αυτών ισούται µε(
2m+ 1

2m− 2

)

(
2m+ 1

2m

) =
(2m+ 1)!(2m)!

6(2m+ 1)!(2m− 2)!
=
m(2m− 1)

3
, δηλαδή

cot2
(

π

2m+ 1

)
+ cot2

(
2π

2m+ 1

)
+ cot2

(
3π

2m+ 1

)
+ · · ·+ cot2

(
mπ

2m+ 1

)
=
m(2m− 1)

3
.
�

Απόδειξη της σχέσης: Τώρα αν α ∈
(

0,
π

2

)
,

τότε sinα < α < tanα ⇔ sin2 α < α2 <

< tan2 α ⇔ cot2 α <
1

α2
<

1

sin2 α
= 1+

+ cot2 α. Το διπλανό σχήµα είναι ϐοηθητικό
για την ανισότητα αυτή:

(
Συγκρίνατε τα εµ-

ϐαδά του τριγώνου ΟΑΒ, του κυκλικού τοµέως
O

_

AB και του τριγώνου ΟΑΓ ή χρησιµοποιείστε
παραγώγους

)
.

 

α

Γ
B

A
1

O

tan α

cos α

sin α

Σχήµα 39

Οπότε για α =
nπ

2m+ 1
, n = 1, 2, . . . ,m έχουµε:

m∑

n=1

cot2
(

nπ

2m+ 1

)
<

m∑

n=1

(2m+ 1)2

n2π2
< m+

m∑

n=1

cot2
(

nπ

2m+ 1

)
⇔

m(2m− 1)

3
<

m∑

n=1

(2m+ 1)2

n2π2
<

2m(m+ 1)

3
,

δηλαδή
m(2m− 1)π2

3(2m+ 1)2
<

m∑

n=1

1

n2
<

2m(m+ 1)π2

3(2m+ 1)2
.

Αλλά lim
m→+∞

m(2m− 1)

3(2m+ 1)2
=

1

6
= lim

m→+∞

2m(m+ 1)

3(2m+ 1)2
.

Κατά συνέπεια
∞∑

n=1

1

n2
= lim

m→+∞

m∑

k=1

1

n2
=
π2

6
. �

Αυτή είναι η πιο απλή απόδειξη που έχω δει. Το εκπληκτικό είναι πως η αντίστροφη 1

ζ(2)
=

6

π2
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της ποσότητας αυτής ισούται µε την πιθανότητα, επιλέγοντας στην τύχη δύο ακεραίους, αυτοί

να είναι πρώτοι µεταξύ τους ! Η ποσότητα 1

ζ(2)
=

6

π2
ισούται µε τη σειρά

∞∑

n=1

µ(n)

n2
, όπου

µ(n) =





1, αν n = 1,

(−1)k, αν n = p1p2 · · · pk, όπου p1, p2, . . . , pk διακεκριµένοι πρώτοι και
0, αν p2|n, για κάποιον πρώτο p.

Η συνάρτηση µ λέγεται συνάρτηση του Möbius.

157. Αν z1, z2 είναι οι καθαρές µιγαδικές κυβικές ϱίζες της µονάδας, δείξτε ότι :
(i) z21 = z2 = z1 = z−11 και z22 = z1 = z2 = z−12 .
(ii) (1 + 2z1 + 3z2)(1 + 2z2 + 3z1) = 3.
(iii) (1 + z1 − z2)3 = (1 + z2 − z1)3.

158. Αν z = cosϑ + i sinϑ 6= −1,
(
ισοδύναµα ϑ 6= (2k + 1)π, k ∈ Z

)
, δείξτε ότι η εξίσωση

z =
1 + xi
1− xi

έχει πραγµατική ϱίζα x.

159. ∆είξτε ότι αν ω =
−1±

√
3

2
καθαρή µιγαδική κυβική ϱίζα της µονάδας και αν x, y, z ∈ R,

τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) (1− ω)(1− ω2)(1− ω4)(1− ω5) = 9.
(ii) x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = (x+ yω + zω2)(x+ yω2 + zω).
(iii) x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x+ yω + zω2)(x+ yω2 + zω).
(iv) x3 + y3 = (x+ y)(xω + yω2)(xω2 + yω).
(v) (x+ y + z)3 + (x+ yω + zω2)3 + (x+ yω2 + zω)3 = 3(x3 + y3 + z3 + 6xyz).
(vi) Αν n ϑετικός ακέραιος, τότε οι µοναδικές τιµές της παράστασης K = ω2n + ωn είναι

− 1 και 2.

160. Στη 2η απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας |z1+z2| ≤ |z1|+|z2| δείξαµε τον τύπο |z1+z2|2 =
= |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z̄2) = |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z̄1z2). Επαγωγικά γενικεύστε :
Αν z1, z2, . . . , zn ∈ C, τότε |z1 + z2 + · · ·+ zn|2 = |z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |zn|2 + 2

∑

1≤i<j≤n

Re (z̄izj) =

=
n∑

i=1

|zi|2 + 2Re
( ∑

1≤i<j≤n

z̄izj

)
.

161. ΄Εστω z1, z2, z3, . . . , zn ∈ C τυχόντες µιγαδικοί και ω = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
.

Θέτουµε Ak = z1 + ωkz2 + ω2kz3 + ω3kz4 + · · ·+ ωk(n−1)zn, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
∆είξτε ότι |A0|2 + |A1|2 + |A2|2 + · · ·+ |An−1|2 = n

(
|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + · · ·+ |zn|2

)
.

Απόδειξη: Από την προηγούµενη άσκηση έχουµε:

|Ak|2 =
n∑

i=1

|ω(i−1)kzi|2 + 2Re
( ∑

1≤i<j≤n

ω(i−1)kz̄i · ω(j−1)kzj

)
=
|ω|=1

=
n∑

i=1

|zi|2 + 2Re
( ∑

1≤i<j≤n

|ω|(i−1)kz̄i · ω(j−i)kzj

)
=
|ω|=1

n∑

i=1

|zi|2 + 2Re
( ∑

1≤i<j≤n

z̄izj · ω(j−i)k

)
.
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Εποµένως
n∑

k=1

|Ak|2 =
n∑

k=1

n∑

i=1

|zi|2 + 2Re
(

n∑

k=1

∑

1≤i<j≤n

z̄izj · ω(j−i)k

)
= n

(
n∑

i=1

|zi|2
)

+

+2Re
( ∑

1≤i<j≤n

z̄izj

n∑

k=1

ω(j−i)k

)
= n

(
n∑

i=1

|zi|2
)

+ 2Re
( ∑

1≤i<j≤n

z̄izjω
j−i · ω

n(j−i) − 1

ωj−i − 1

)
=

ωn=1

= n

(
n∑

i=1

|zi|2
)

+ 2Re
( ∑

1≤i<j≤n

z̄izjω
j−i · 1− 1

ωj−i − 1

)
= n

(
n∑

i=1

|zi|2
)
. �

162. Αποδείξτε το (iii) και της άσκησης 101 µε τη χρήση της τριγωνοµετρικής µορφής µιγαδι-
κού, δηλαδή:
΄Εστω z1 + z2 + z3 = 0 και |z1| = |z2| = |z3| = ρ > 0. Τότε |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|.
Απόδειξη: Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ρ = |z1| = |z2| = |z3| = 1. Πράγµατι, αν uk =

zk
ρ
, k =

= 1, 2, 3, τότε |u1| = |u2| = |u3| = 1 και u1 +u2 +u3 = 0. Αν δείξουµε ότι |u1−u2| = |u2−u3| =
= |u3 − u1|, τότε, πολλαπλασιάζοντας επί ρ προκύπτει η αποδεικτέα.
Εφόσον υποθέσαµε ότι |zk| = 1, k = 1, 2, 3, τότε µπορούµε να γράψουµε z1 = cosα + i sinα,
z2 = cos β + i sin β και z3 = cos γ + i sin γ. Η σχέση z1 + z2 + z3 = 0 είναι ισοδύναµη µε τις
σχέσεις {

cosα + cos β + cos γ = 0

sinα + sin β + sin γ = 0
⇔
{

cosα + cos β = − cos γ

sinα + sin β = − sin γ

Με ύψωση στο τετράγωνο παίρνουµε
{

cos2 α + cos2 β + 2 cosα cos β = cos2 γ

sin2 α + sin2 β + 2 sinα sin β = sin2 γ
⇒

⇒ cos2 α + sin2 α + cos2 β + sin2 β + 2 (cosα cos β + sinα sin β) = cos2 γ + sin2 γ ⇔

⇔ 2 + 2 (cosα cos β + sinα sin β) = 1⇔ cosα cos β + sinα sin β = −1

2
⇔ cos(α− β) = −1

2
.

Επίσης, |z1 − z2|2 = |z1|2 + |z22 | − 2Re (z1z̄2) = 2− 2Re ((cosα + i sinα)(cos β − i sin β)) =
= 2− 2Re (cosα cos β + sinα sin β + i(sinα cos β − cosα sin β)) =

= 2 − 2Re (cos(α− β) + i sin(α− β)) = 2 − 2 cos(α − β) = 2 − 2

(
− 1

2

)
= 3. Εποµένως

|z1 − z2| =
√

3. Οµοίως προκύπτει ότι |z2 − z3| = |z3 − z1| =
√

3. �

163. ∆είξτε ότι αν n ≥ 2 είναι ϑετικός ακέραιος, τότε ισχύουν οι σχέσεις :

(i) x2n − 1 = (x2 − 1)
n−1∏

k=1

(
x2 − 2x cos

kπ

n
+ 1

)
.

(ii) sin
π

2n
sin

2π

2n
sin

3π

2n
· · · sin (n− 1)π

2n
= cos

π

2n
cos

2π

2n
cos

3π

2n
· · · cos

(n− 1)π

2n
=

√
n

2n−1
.

(iii) tan
π

2n
tan

2π

2n
tan

3π

2n
· · · tan

(n− 1)π

2n
= cot

π

2n
cot

2π

2n
cot

3π

2n
· · · cot

(n− 1)π

2n
= 1.

Απόδειξη: (i) Θεωρούµε το πολυώνυµο x2n− 1. Οι ϱίζες του είναι οι 2n-στές ϱίζες της µονάδας,

δηλαδή οι µικαδικοί cos
2kπ

2n
+ i sin

2kπ

2n
= cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n
, όπου k = 0, 1, 2, . . . , 2n− 1.

Εκτός από το 1 = cos
2 · 0 · π

2n
+ i sin

2 · 0 · π
2n

και το −1 = cos
2nπ

2n
+ i sin

2nπ

2n
,
(
k = 0 ή k = n

)
,

όλες οι άλλες ϱίζες χωρίζονται σε n− 1 Ϲεύγη συζυγών της µορφής
cos

2kπ

2n
+ i sin

2kπ

2n
= cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n
και
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cos
2kπ

2n
−i sin

2kπ

2n
= cos

(
2π− 2kπ

2n

)
+i sin

(
2π− 2kπ

2n

)
= cos

2(2n− k)π

2n
+i sin

2(2n− k)π

2n
=

= cos
(2n− k)π

n
+ i sin

(2n− k)π

n
, όπου k 6= 0, n. Το άθροισµα αυτών των συζυγών είναι

2 cos
nπ

n
και το γινόµενό τους 1. Εποµένως είναι ϱίζες του τριωνύµου x2 − 2x cos

kπ

n
+ 1, όπου

k = 1, 2, . . . , n− 1.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι x2n − 1 = (x− 1)(x+ 1)
n−1∏

k=1

(
x2 − 2x cos

kπ

n
+ 1

)
=

= (x2 − 1)
n−1∏

k=1

(
x2 − 2x cos

kπ

n
+ 1

)
.

(ii) Παρατηρούµε ότι x2n − 1 = (x2)n − 1 = (x2 − 1)
n−1∑

k=0

x2k. Από το (i) προκύπτει ότι

n−1∑

k=0

x2k =
n−1∏

k=1

(
x2 − 2x cos

kπ

n
+ 1

)
(1).

Θέτουµε x = 1 και παίρνουµε n =
n−1∏

k=1

(
2− 2 cos

kπ

n

)
= 2n−1

n−1∏

k=1

(
1− cos

kπ

n

)
=

= 2n−1
n−1∏

k=1

(
1−

(
1− 2 sin2 kπ

2n

))
= 22n−2

n−1∏

k=1

sin2 kπ

2n
. Αλλά 1 ≤ k ≤ n− 1⇔ 0 <

π

2n
≤ kπ

2n
≤

≤ (n− 1)π

2n
<
nπ

2n
=
π

2
. Εποµένως sin

kπ

2n
> 0, για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1 και κατά συνέπεια

√
n = 2n−1

n−1∏

k=1

sin
kn

2n
⇔

n−1∏

k=1

sin
kπ

2n
= sin

π

2n
sin

2π

2n
sin

3π

2n
· · · sin (n− 1)π

2n
=

√
n

2n−1
.

Ακόµη kπ

2n
+

(n− k)π

2n
=

π

2
και άρα cos

kπ

2n
= sin

(n− k)π

2n
, για κάθε k = 1, 2, . . . , n − 1.

Εποµένως
n−1∏

k=1

cos
kπ

2n
=

n−1∏

k=1

sin
(n− k)π

2n
=

n−1∏

k=1

sin
kπ

2n
=

√
n

2n−1
.

Σηµείωση: Η σχέση
n−1∏

k=1

cos
kπ

2n
= cos

π

2n
cos

2π

2n
cos

3π

2n
· · · cos

(n− 1)π

2n
=

√
n

2n−1
προκύπτει από

τη σχέση (1) αν ϑέσουµε x = −1 και κινηθούµε ανάλογα.

(iii) Οι σχέσεις
n−1∏

k=1

tan
kπ

2n
=

n−1∏

k=1

cot
kπ

2n
= 1 προκύπτουν άµεσα από τις σχέσεις

n−1∏

k=1

sin
kπ

2n
=

=
n−1∏

k=1

cos
kπ

2n
=

√
n

2n−1
αν διαιρέσουµε το πρώτο µέλος µε το δεύτερο ή το δεύτερο µε το πρώτο

αντίστοιχα. �
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Κεφάλαιο 3

Σύνολα και Συναφείς ΄Εννοιες

3.1 Γενικότητες-Πράξεις Μεταξύ Συνόλων

Στα µαθηµατικά χρησιµοποιούµε σχεδόν παντού την έννοια του συνόλου. Είτε µιλάµε για
σύνολα αριθµών, είτε για σύνολα συναρτήσεων είτε για διανυσµατικούς χώρους ή άλλες αλγε-
ϐρικές δοµές, πάντοτε ϑα καταφεύγουµε στην έννοια του συνόλου.
∆ύο είναι οι λόγοι :
1. Τα µαθηµατικά αποτελέσµατα, για να έχουν αξία, ϑα πρέπει να αναφέρονται σε ευρείες
κλάσεις αντικειµένων. Συνήθως άπειρες.
2. Τα αντικείµενα αυτά ϑα πρέπει να είναι σαφώς καθορισµένα, αλλιώς λέµε «αερολογίες».
Το σύνολο λοιπόν των αντικειµένων-εννοιών είναι το πλαίσιο στο οποίο κινείται αυστηρά κάθε
µαθηµατική ϑεωρία. Για να είµαστε ακριβείς σ᾿ αυτά που ορίζουµε και λέµε, το πλαίσιο-σύνολο
των εννοιών ϑα πρέπει να είναι σαφώς καθορισµένο.
Για παράδειγµα, όταν µιλάµε για συνεχείς συναρτήσεις από ένα διάστηµα [α, β] και τιµές πραγ-
µατικές είναι αυτονόητο ότι κινούµαστε στο σύνολο C[α, β] = {f : [α, β]→ R | f συνεχής}.
΄Οταν µιλάµε για ακέραιους αριθµούς, τότε το πλαίσιο στο οποίο κινούµαστε είναι το σύνολο Z.
΄Οταν λέµε «αρλούµπες», τότε απλά δεν γνωρίζουµε για ποιες έννοιες µιλάµε και ϕυσικά δεν
έχουµε ορίσει κανένα πλαίσιο-σύνολο, τα στοιχεία του οποίου µελετάµε. Απλώς ανακατεύου-
µε άσχετα πράγµατα χωρίς κάποιου είδους λογική συνάφεια.

(
Παρακολουθείστε «αψιµαχίες»

πολιτικών, οι οποίοι αποφεύγουν να τοποθετηθούν σε ένα συγκεκριµένο ϑέµα και λένε άσχετα
πράγµατα είτε γιατί δεν ϑέλουν να δώσουν κάποια σαφή απάντηση είτε γιατί δεν γνωρίζουν το
ϑέµα είτε γιατί δεν κατάλαβαν την ερώτηση. Είτε και για τους τρεις λόγους µαζί !

)
.

΄Αρα παντού σύνολα; Θα λέγαµε ναι.
(
Οι ειδικοί της Θεωρίας Κατηγοριών ϑα διαφωνήσουν

)
.

Επειδή χρειαζόµαστε µια Θεωρία για τα σύνολα, ϑα έπρεπε να ϑεωρήσουµε το σύνολο όλων
των συνόλων. Μια τέτοια έννοια όµως οδηγεί σε αντιφάσεις. ΄Αρα αυτή καθεαυτή η έννοια
του συνόλου είναι µια πρωταρχική έννοια. Ως πρωταρχική έννοια δεν είναι δυνατόν να
οριστεί µε τη ϐοήθεια άλλων πιο πρωταρχικών εννοιών. Είναι όπως, για παράδειγµα οι έννοιες
του σηµείου, της ευθείας ή του επιπέδου στη Γεωµετρία. ∆εν υπάρχει ορισµός γι᾿ αυτές τις
πρωταρχικές έννοιες. Αλλά στη Γεωµετρία το ϱόλο των ορισµών παίζουν τα αξιώµατα, τα οποία
ουσιαστικά περιγράφουν τις πρωταρχικές αυτές έννοιες µέσω των µεταξύ τους σχέσεων.
Για τους παραπάνω λόγους δεν υπάρχει ορισµός για την έννοια του συνόλου.
Εµείς ϑα αρκεστούµε στη διαισθητική αντίληψη ότι «σύνολο είναι µια συλλογή από κάποια αν-
τικείµενα σαφώς καθορισµένα».
Στην παραπάνω ϕράση έχουµε απλώς αντικαταστήσει τη λέξη «σύνολο» µε τη λέξη «συλλογή».
΄Αρα στην ουσία δεν έχουµε δώσει κανέναν ορισµό για την έννοια του συνόλου.
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Τα σύνολα συνήθως τα παριστάνουµε µε κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού ή λατινικού αλφα-
ϐήτου. Αυτό ϕυσικά δεν είναι πάντοτε ο κανόνας.

΄Ενα σύνολο µπορεί να παρασταθεί κατά δύο τρόπους :
α) Με αναγραφή των στοιχείων του. ΄Ετσι, γράφουµε A = {1, 3, 5, 7, 9} ή B = {α, ε, η, ι, o, υ, ω}
ή
ϐ) µε περιγραφή των στοιχείων του, δηλαδή γράφουµε {x | το x έχει την ιδιότητα p}. ΄Ετσι,
στα προηγούµενα παραδείγµατα µπορούµε να γράψουµε A = {x | το x είναι ϑετικός περιττός
ακέραιος µικρότερος του 10} και B = {x | το x είναι ϕωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου}. Συ-
νήθως η παράσταση ενός συνόλου µε περιγραφή είναι προτιµητέα όταν το σύνολο είναι άπειρο.
Υπάρχουν και εξαιρέσεις. Για παράδειγµα, γράφουµε Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} και
οι τελείες υπονοούν τα στοιχεία που λείπουν.

Για να δηλώσουµε ότι το x είναι στοιχείο του συνόλου A γράφουµε x ∈ A και διαβάζουµε
το x ανήκει στο A. Για λόγους ευελιξίας, όταν είµαστε αναγκασµένοι να γράψουµε πρώτα το
σύνολο και µετά το στοιχείο γράφουµε A 3 x και διαβάζουµε το A περιέχει το x.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1. ∆ύο σύνολα A και B λέγονται ίσα αν περιέχουν τα ίδια ακριβώς στοιχεία.
∆ηλαδή A = B αν και µόνον αν, για κάθε x ισχύει η ισοδυναµία: x ∈ A⇔ x ∈ B.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2. Αν A και B είναι δύο σύνολα, τότε το A λέγεται υποσύνολο του B ή ισοδύναµα
ότι το B είναι υπερσύνολο του A, αν και µόνον αν κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του
B. Σ᾿ αυτή την περίπτωση γράφουµε A ⊆ B ή ισοδύναµα B ⊇ B. ∆ηλαδή A ⊆ B αν και µόνον
αν, για κάθε x ισχύει η συνεπαγωγή: x ∈ A⇒ x ∈ B.
Αν A ⊆ B και A 6= B, τότε το A λέγεται γνήσιο υποσύνολο του B ή ισοδύναµα το B γνήσιο
υπερσύνολο του A. Αυτό το συµβολίζουµε µε A ( B ή ισοδύναµα B ) A.

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.3. Αν A και B είναι δύο σύνολα, τότε A = B ⇔ (A ⊆ B και B ⊆ A). Προφανώς
A ⊆ A, για κάθε σύνολο A.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.4. ∆εχόµαστε την ύπαρξη ενός συνόλου, το οποίο παριστάνουµε µε ∅ και το οποίο
δεν περιέχει στοιχεία. Το σύνολο αυτό λέγεται το κενό σύνολο.
Για παράδειγµα, {x ∈ Q | x2 = 2} = ∅.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.5. (i) Αν A ⊆ B και B ⊆ Γ , τότε A ⊆ Γ .
(ii) ∅ ⊆ A, για κάθε σύνολο A και
(iii) Αν A ⊆ ∅, τότε A = ∅.
Απόδειξη: (i) ΄Εχουµε: x ∈ A ⇒

A⊆B
x ∈ B ⇒

B⊆Γ
x ∈ Γ .

(ii) Αν ∅��⊆A, τότε ϑα υπήρχε x ∈ ∅ µε x /∈ A. Αυτό είναι άτοπο γιατί δεν υπάρχει στοιχείο x,
µε x ∈ ∅.
(iii) Αν A 6= ∅, τότε ϑα υπήρχε x ∈ A ⇒

A⊆∅
x ∈ ∅, άτοπο. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.6. Αν A και B είναι δύο σύνολα, τότε η ένωσή τους A ∪ B είναι το σύνολο όλων
των στοιχείων του A και όλων των στοιχείων του B. ∆ηλαδή, A ∪ B = {x | x ∈ A ή x ∈ B}.
∆ηλαδή ισχύει η ισοδυναµία: x ∈ A ∪B ⇔ (x ∈ A ή x ∈ B).

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.7. (i) A ∪B = B ∪ A.
(ii) A ∪ A = A.
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(iii) A ⊆ A ∪B και B ⊆ A ∪B.
(iv) A ∪∅ = A.
(v) Αν A ⊆ Γ και B ⊆ Γ , τότε A ∪B ⊆ Γ .
(vi) Αν A ⊆ A1 και B ⊆ B1, τότε A ∪B ⊆ A1 ∪B1.
(vii) A ∪B = A⇔ B ⊆ A.
(viii) (A ∪B) ∪ Γ = A ∪ (B ∪ Γ ), για κάθε τρία σύνολα A, B και Γ .
Απόδειξη: (i)-(iv) ΄Αµεσες από τον ορισµό της ένωσης δύο συνόλων και εν πάση περιπτώσει α-
ϕήνονται ως άσκηση για τον αναγνώστη.
(v) ΄Εστω x ∈ A∪B ⇔ (x ∈ A ή x ∈ B). Αν x ∈ A ⊆ Γ , τότε x ∈ Γ . Συµµετρικά αν x ∈ B ⊆ Γ ,
τότε x ∈ Γ . ΄Αρα x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ Γ .
(vi) A ⊆ A1 ⊆ A1 ∪ B1. Οµοίως B ⊆ A1 ∪ B1. Το αποτέλεσµα προκύπτει από το (v) για
Γ = A1 ∪B1.
(vii) Αν A ∪ B = A, τότε B ⊆ A ∪ B = A. Αντιστρόφως, B ⊆ A και A ⊆ A, οπότε A ∪ B ⊆
⊆ A ∪ A = A. Επειδή και A ⊆ A ∪B, έπεται ότι A ∪B = A.
(viii) x ∈ (A ∪ B) ∪ Γ ⇔ (x ∈ A ∪ B ή x ∈ Γ )⇔ ((x ∈ A ή x ∈ B) ή x ∈ Γ )⇔ (x ∈ A ή x ∈
∈ B ή x ∈ Γ )⇔ (x ∈ A ή (x ∈ B ή x ∈ Γ ))⇔ (x ∈ A ή x ∈ B ∪ Γ )⇔ x ∈ A ∪ (B ∪ Γ ). �

Σηµείωση: Λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας (A ∪ B) ∪ Γ = A ∪ (B ∪ Γ ) γράφουµε α-
πλά A ∪B ∪ Γ , αντί (A ∪B) ∪ Γ ή A ∪ (B ∪ Γ ).

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.8. Αν A και B είναι δύο σύνολα, τότε η τοµή τους A ∩ B είναι το σύνολο των
κοινών στοιχείων του A και του B. ∆ηλαδή, A ∩ B = {x | x ∈ A και x ∈ B}. ∆ηλαδή
ισχύει η ισοδυναµία: x ∈ A ∩ B ⇔ (x ∈ A και x ∈ B). ∆ύο σύνολα A και B λέγονται ξένα
µεταξύ τους) αν A ∩B = ∅, δηλαδή δεν έχουν κοινά στοιχεία.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.9. (i) A ∩B = B ∩ A.
(ii) A ∩ A = A.
(iii) A ∩B ⊆ A και A ∩B ⊆ B.
(iv) A ∩∅ = ∅.
(v) Αν Γ ⊆ A και Γ ⊆ B, τότε Γ ⊆ A ∩B.
(vi) A ∩B = A⇔ A ⊆ B.
(vii) Αν A ⊆ A1 και B ⊆ B1, τότε A ∩B ⊆ A1 ∩B1.
(viii) (A ∩B) ∩ Γ = A ∩ (B ∩ Γ ), για κάθε τρία σύνολα A,B και Γ .
(ix) A ∩ (B ∪ Γ ) = (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ ), για κάθε τρία σύνολα A,B και Γ .
(x) A ∪ (B ∩ Γ ) = (A ∪B) ∩ (A ∪ Γ ), για κάθε τρία σύνολα A,B και Γ .
Απόδειξη: Αποδεικνύουµε µόνον την (ix), αφήνοντας τις υπόλοιπες ως άσκηση.
΄Εστω x ∈ A ∩ (B ∪ Γ ). Τότε x ∈ A και x ∈ B ∪ Γ ⇔ (x ∈ B ή x ∈ Γ ). Αν x ∈ B, τότε, επειδή
x ∈ A, x ∈ A∩B ⊆ (A∩B)∪ (A∩Γ ). Οµοίως, αν x ∈ Γ , τότε x ∈ A∩Γ ⊆ (A∩B)∪ (A∩Γ ).
Σε κάθε περίπτωση προκύπτει ότι x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ ).
΄Αρα A ∩ (B ∪ Γ ) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ ).
Αντιστρόφως, έστω x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ )⇔ (x ∈ A ∩B ή x ∈ A ∩ Γ ).
Αν x ∈ A ∩ B, τότε x ∈ A και x ∈ B ⊆ B ∪ Γ . Συνεπώς x ∈ A ∩ (B ∪ Γ ). Οµοίως, αν
x ∈ A ∩ Γ , τότε x ∈ A και x ∈ Γ ⊆ B ∪ Γ . Συνεπώς x ∈ A ∩ (B ∪ Γ ). Σε κάθε περίπτωση
λοιπόν x ∈ A ∩ (B ∪ Γ ).
΄Αρα (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ ) ⊆ A ∩ (B ∪ Γ ). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.10. ΄Εστω A και B δύο σύνολα. Η συνολοθεωρητική διαφορά A \ B είναι το
σύνολο των στοιχείων του A που δεν ανήκουν στο B. ∆ηλαδή A \B = {x ∈ A | x 6∈ B}.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 3.11. (i) A \B = A \ (A ∩B).
(ii) A \B ⊆ A.
(iii) A \ A = ∅.
(iv) A \B = A⇔ A ∩B = ∅.
(v) A \B = ∅⇔ A ⊆ B.
(vi) (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩B).
(vii) (A \B) ∩ (B \ A) = ∅.
(viii) (A \B) ∩ (A ∩B) = (B \ A) ∩ (A ∩B) =

(
(A \B) ∪ (B \ A)

)
∩ (A ∩B) = ∅.

Απόδειξη: (i) ΄Εστω x ∈ A \ B. Αν x ∈ A ∩ B ⊆ B, τότε x ∈ B, άτοπο γιατί x ∈ A \ B =
= {x ∈ A | x /∈ B}. ΄Αρα x /∈ A ∩ B ⇒ x ∈ A \ (A ∩ B). Αντιστρόφως, έστω x ∈ A \ (A ∩ B).
Επειδή x ∈ A ϑα πρέπει x /∈ B γιατί αλλιώς x ∈ A ∩ B. ΄Αρα x ∈ A και x /∈ B, συνεπώς
x ∈ A \B.
(ii)-(iii) ΄Αµεσες, από τον ορισµό της διαφοράς A \B.
(iv) ΄Εστω A \B = A. Αν A∩B 6= ∅, τότε υπάρχει x ∈ A∩B ⇒ x /∈ A \ (A∩B) =

(i)
A \B = A,

αντίφαση. Αντιστρόφως, αν A ∩ B = ∅ και x ∈ A, τότε x /∈ B, γιατί αλλιώς x ∈ A ∩ B = ∅.
΄Αρα x ∈ A \B, δηλαδή A ⊆ A \B. Η σχέση A \B ⊆ A είναι προφανής.
(v) ΄Εστω A \ B = ∅. Αν x ∈ A, τότε ϑα δείξουµε ότι x ∈ B. Πράγµατι, αν x /∈ B, τότε
x ∈ A \ B = ∅, άτοπο. ΄Αρα x ∈ B, για κάθε x ∈ A, δηλαδή A ⊆ B. Για το αντίστροφο, έστω
A ⊆ B. Τότε A \B ⊆ B \B = ∅.
(vi) ΄Εστω x ∈ (A\B)∪ (B \A) ⊆ A∪B. Αν x ∈ A\B = {x ∈ A | x /∈ B}, τότε x /∈ A∩B ⊆ B.
Οµοίως, αν x ∈ B \ A, τότε x /∈ A ∩ B ⊆ A. Σε κάθε περίπτωση x /∈ A ∩ B, ενώ x ∈ A ∪ B.
΄Αρα x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B). Αντιστρόφως, έστω x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B) ⊆ A ∪B. Αν x ∈ A, τότε
x /∈ B, γιατί σε αντίθετη περίπτωση x ∈ A ∩ B, άτοπο. ΄Αρα x ∈ A \ B. Οµοίως, αν x ∈ B, τότε
x ∈ B \ A. Σε κάθε περίπτωση (x ∈ A \B ή x ∈ B \ A)⇔ x ∈ (A \B) ∪ (B \ A).
(vii) ΄Εστω ότι υπάρχει x, µε x ∈ (A \B)∩ (B \A). Τότε x ∈ A \B και x ∈ B \A, άρα α) x ∈ A
και ϐ) x /∈ B και επίσης γ) x ∈ B και δ) x /∈ A. Οι σχέσεις α) και δ)

(
ή οι σχέσεις ϐ) και γ)

)

συνιστούν αντίφαση. Συνεπώς τέτοιο x δεν υπάρχει, ήτοι (A \B) ∩ (B \ A) = ∅.
(viii) Από το (i) έχουµε A \ B = A \ (A ∩ B). ΄Αρα (A \ B) ∩ (A ∩ B) = (A \ Γ ) ∩ Γ , όπου
Γ = A ∩B.
Τώρα (A \ Γ ) ∩ Γ = {x | x ∈ A \ Γ και x ∈ Γ} = {x | x ∈ A και x /∈ Γ και x ∈ Γ} = ∅, γιατί
δεν µπορεί να ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις x /∈ Γ και x ∈ Γ . Οµοίως (B \A) \ (A∩B) = ∅.
Επίσης,

(
(A \B)∪ (B \A)

)
∩ (A∩B) =

από το (ix)
της προηγούµενης

πρότασης

(
(A \B)∩ (A∩B)

)
∪
(
(B \A)∩ (A∩B)

)
=

= ∅ ∪∅ = ∅. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.12. (i) A ∪ (B \ A) = A ∪B.
(ii) A \ (B \ Γ ) = (A \B) ∪ (A ∩ Γ ).
(iii) (A \B) \ Γ = A \ (B ∪ Γ ) = (A \B) ∩ (A \ Γ ).
(iv) (A ∪B) ∩ (Γ ∪∆) = (A ∩ Γ ) ∪ (A ∩∆) ∪ (B ∩ Γ ) ∪ (B ∩∆).
Απόδειξη: (i) A ⊆ A και (B \ A) ⊆ B. Εποµένως A ∪ (B \ A) ⊆

(vi) Α΄.7
A ∪ B. Αντι-

στρόφως, έστω x ∈ A ∪ B. Αν x ∈ A ⊆ A ∪ (B \ A) ⇒ x ∈ A ∪ (B \ A). Αν x /∈ A, τότε
x ∈ B \ A ⊆ A ∪ (B \ A)⇒ x ∈ A ∪ (B \ A). ΄Αρα A ∪B ⊆ A ∪ (B \ A).
(ii) ΄Εστω x ∈ A \ (B \ Γ ). Αν x 6∈ B, τότε x ∈ A \ B ⊆ (A \ B) ∪ (A ∩ Γ ). Αν x ∈ B και
x /∈ Γ , τότε x ∈ B \ Γ , άτοπο γιατί x /∈ B \ Γ . ΄Αρα x ∈ Γ και επειδή x ∈ A, έπεται ότι
x ∈ A ∩ Γ ⊆ (A \B) ∪ (A ∩ Γ ). Συνεπώς A \ (B \ Γ ) ⊆ (A \B) ∪ (A ∩ Γ )
Αντιστρόφως, έστω x ∈ (A \ B) ∪ (A ∩ Γ ). Προφανώς x ∈ A. Αν x /∈ Γ , τότε x /∈ A ∩ Γ και
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επειδή x ∈ (A \B) ∪ (A ∩ Γ ), έπεται ότι x ∈ A \B. ΄Αρα x /∈ B ⊇ B \ Γ ⇒ x /∈ B \ Γ . Επειδή
προφανώς x ∈ A, έπεται ότι x ∈ A \ (B \ Γ ). Αν τώρα x ∈ Γ , τότε x /∈ B \ Γ . Επειδή x ∈ A,
έπεται πάλι ότι x ∈ A \ (B \ Γ ).
(iii)

(
x ∈ (A \B) \ Γ

)
⇔
(
(x ∈ A και x /∈ B) και x /∈ Γ

)
⇔
(
x ∈ A και (x /∈ B και x /∈ Γ )

)
⇔

⇔
(
x ∈ A και x /∈ B ∪ Γ )

)
⇔ x ∈ A \ (B ∪ Γ ).

Επίσης
(
x ∈ (A\B)\Γ

)
⇔
(
(x ∈ A και x /∈ B) και x /∈ Γ

)
⇔
(
x ∈ A και x /∈ B και x /∈ Γ

)
⇔

⇔
(
(x ∈ A και x /∈ B) και (x ∈ A και x /∈ Γ )

)
⇔ x ∈ (A \B) ∩ (A \ Γ ).

(iv) Η απόδειξη είναι ϑέµα ϱουτίνας και προκύπτει µε αλλεπάλληλες εφαρµογές των (ix) και (x)
της Α΄.9. �

Σε µια µαθηµατική ϑεωρία συνήθως ϑεωρούµε ένα ϐασικό σύνολο στο οποίο περιέχονται οι δι-
άφορες έννοιες-στοιχεία και ορισµένα από τα υποσύνολά του (ή και όλα) αποτελούν αντικείµενο
µελέτης. Για παράδειγµα, το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ή το σύνολο των συναρτήσεων
µε πεδίο ορισµού κάποιο υποσύνολο του R αποτελούν ϐασικά σύνολα στον Λογισµό µιας Με-
ταβλητής. Κάθε ϕορά ορίζουµε το ϐασικό µας σύνολο και εξετάζουµε τις ιδιότητες των στοιχείων
του που ανήκουν σε συγκεκριµένα υποσύνολά του.
Στην απόδειξη των διαφόρων ιδιοτήτων των πράξεων µεταξύ συνόλων (ένωση, τοµή, συνολοθεω-
ϱητική διαφορά κτλ) σηµαντική ϐοήθεια παρέχουν τα λεγόµενα διαγράµµατα Euler-Venn. Σ᾿
αυτά το ϐασικό σύνολο, το οποίο συµβολίζεται συνήθως µε Ω, παριστάνεται µε ένα ορθογώνιο
και τα διάφορα υποσύνολά του µε κύκλους, ελλείψεις κτλ, που περιέχονται στο ορθογώνιο αυτό. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 3.13. Το σύνολο (A \ B) ∪ (B \ A), το οποίο αποδείξαµε στο (vi) της πρότασης
Α΄.11 ότι ισούται µε (A ∪ B) \ (A ∩ B) ονοµάζεται συµµετρική διαφορά των A και B και
συµβολίζεται µε A4B. Προφανώς A4B = B4A.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.14. ΄Εστω A ένα σύνολο. Τότε µε P(A) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των υπο-
συνόλων τουA. ΤοP(A) ονοµάζεται δυναµοσύνολο τουA. ΕποµένωςP(A) = {X | X ⊆ A}.
Προφανώς ∅ ∈ P(A) και A ∈ P(A).
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Αν Ω είναι το ϐασικό µας σύνολο
(
και όλα τα άλλα σύνολα είναι υποσύνολα αυτού

)
, τότε

έχουµε τον ακόλουθο ορισµό:

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.15. ΄Εστω A ∈ P(Ω). Το συµπλήρωµα του συνόλου A είναι το σύνολο των
στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στοA. Το συµπλήρωµα του A συµβολίζεται µεAc. ∆ηλαδή,
Ac = {x ∈ Ω | x /∈ A}.

 

 

 

 

Αc

Α

Ω
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ΠΟΡΙΣΜΑ 3.16. (i) Acc := (Ac)c = A.
(ii) A ∩ Ac = ∅.
(iii) A ∪ Ac = Ω.
(iv) A ∩Bc = A \B.
Απόδειξη: ΄Ασκηση. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.17.
(
ΝΟΜΟΙ του De MORGAN-ΑΠΛΗ ΜΟΡΦΗ

)
΄Εστω A και B δύο υποσύνολα

του ϐασικού συνόλου Ω. Τότε ισχύουν οι εξής σχέσεις :
(i) (A ∪B)c = Ac ∩Bc και (ii) (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

Απόδειξη: (i) x ∈ (A ∪ B)c ⇔ (x ∈ Ω και x /∈ A ∪ B) ⇔ (x ∈ Ω και x /∈ A και x /∈ B) ⇔
⇔
(
(x ∈ Ω και x /∈ A) και (x ∈ Ω και x /∈ B)

)
⇔ (x ∈ Ac και x ∈ Bc)⇔ x ∈ Ac ∩Bc.

(ii) x ∈ (A ∩B)c ⇔ (x ∈ Ω και x /∈ A ∩B)⇔
(
x ∈ Ω και (x /∈ A ή x /∈ B)

)
⇔

⇔
(
(x ∈ Ω και x /∈ A) ή (x ∈ Ω και x /∈ B)

)
⇔ (x ∈ Ac ή x ∈ Bc)⇔ x ∈ Ac ∪Bc. �

Συµβολισµός: Το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου A συµβολίζεται µε #A ή |A|. Εµείς
ϑα χρησιµοποιήσουµε τον δεύτερο συµβολισµό.
Ας εξετάσουµε την περίπτωση που το A είναι πεπερασµένο µε n = |A| στοιχεία, όπου n ≥ 0.
Αν A = ∅, δηλαδή n = 0, τότε το µόνο υποσύνολο του A είναι το ∅. Εποµένως |P(A)| = 1 = 20.
Αν n = |A| = 1, δηλαδή το A περιέχει ένα µόνο στοιχείο, π.χ. A = {α}, τότε τα µόνα υποσύνολα
του A είναι τα ∅ και το A = {α}. Εποµένως |P(A)| = 2 = 21.
Αν n = |A| = 2, π.χ. A = {α, β}, τότε τα υποσύνολα του A είναι τα ∅, {α}, {β} και το
A = {α, β}. Εποµένως |P(A)| = 4 = 22.
Από τα προηγούµενα παραδείγµατα δηµιουργείται η εικασία ότι αν |A| = n, όπου n µη αρνη-
τικός ακέραιος, τότε |P(A)| = 2n. Πράγµατι, αν |A| = n ≥ 0 και k ακέραιος µε 0 ≤ k ≤ n, τότε

το πλήθος των υποσυνόλων του A ισούται µε
(
n

k

)
. Εποµένως το πλήθος όλων των υποσυνόλων

του A ισούται µε (
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= (1 + 1)n = 2n

από του διώνυµο του Newton.
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3.2 Καρτεσιανό Γινόµενο-∆ιµελείς Σχέσεις-Συναρτήσεις

Γνωρίζουµε ότι κάθε σηµείο του επιπέδου παριστάνεται, ως προς ένα σύστηµα αξόνων, ως ένα
Ϲεύγος (α, β) πραγµατικών αριθµών. Το α λέγεται τετµηµένη και το β τεταγµένη του σηµείου.
Γενικότερα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό:
ΟΡΙΣΜΟΣ 3.18. ΄Εστω A και B δύο σύνολα. Αν α ∈ A και β ∈ B, τότε µε το σύµβολο (α, β)
παριστάνουµε το διατεταγµένο Ϲεύγος των α και β. Η ισότητα µεταξύ διατεταγµένων Ϲευγών
ορίζεται ως εξής :

(α, β) = (α′, β′)⇔ (α = α′ και β = β′),
για κάθε α, α′ ∈ A και β, β′ ∈ B.

Υπενθυµίζουµε ότι το διατεταγµένο Ϲεύγος (α, β) δεν είναι το σύνολο {α, β}. Το ποιο στοιχείο
είναι πρώτο και ποιο είναι δεύτερο παίζει ουσιώδη ϱόλο. Υπάρχει ένα συνολοθεωρητικό
τέχνασµα για να ορίσουµε το διατεταγµένο Ϲεύγος (α, β), το οποίο οφείλεται στον Kuratowski.
Ορίζουµε

(α, β) = {{α}, {α, β}}.
Με ϐάση αυτόν τον ορισµό ϑα αποδείξουµε ότι : (α, β) = (γ, δ)⇔ (α = γ και β = δ).
∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
α) α = β. Τότε (α, β) = {{α}, {α, α}} = {{α}, {α}} = {{α}}. Εφόσον (α, β) = (γ, δ), ϑα έχου-
µε {{α}} = {{γ}, {γ, δ}}. Εφόσον {γ, δ} ∈ {{γ}, {γ, δ}} = {{α}}, παίρνουµε {γ, δ} = {α}.
΄Αρα γ ∈ {α} ⇒ γ = α. Οµοίως δ = α. Τελικώς α = β = γ = δ.
ϐ) γ = δ. Εντελώς ανάλογα παίρνουµε πάλι α = β = γ = δ.
γ) ΄Εστω α 6= β και γ 6= δ. Από τη σχέση {{α}, {α, β}} = {{γ}, {γ, δ}} ϑα έχουµε {α} = {γ}
ή {α} = {γ, δ}. Αν {α} = {γ, δ}, τότε γ = α = δ, άτοπο από υπόθεση. ΄Αρα {α} =
= {γ} ⇔ α = γ. Εποµένως (γ, δ) = (α, δ) = {{α}, {α, δ}} και συνεπώς (α, β) = (γ, δ) =
= (α, δ) ⇔ {{α}, {α, β}} = {{α}, {α, δ}}. ΄Αρα {α, β} ∈ {{α}, {α, δ}} ⇔ ({α, β} = {α} ή
{α, β} = {α, δ}). Αν {α, β} = {α}, τότε β = α, άτοπο από υπόθεση. ΄Αρα {α, β} = {α, δ} ⇒
⇒ β ∈ {α, δ} ⇒

β 6=α
β = δ. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.19. ΄Εστω A,B δύο σύνολα. Το σύνολο
A×B = {(α, β) | α ∈ A και β ∈ B}

ονοµάζεται καρτεσιανό γινόµενο του A επί το B.
ΠΡΟΤΑΣΗ 3.20. Ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) A×B = ∅⇔ (A = ∅ ή B = ∅).
(ii) A× (B \ Γ ) = (A×B) \ (A× Γ ).
(iii) (A \ Γ )×B = (A×B) \ (Γ ×B).
Απόδειξη: (i) ΄Εστω A × B = ∅. Υποθέτουµε ότι A 6= ∅ και B 6= ∅. Τότε υπάρχει α ∈ A
και β ∈ B. Αλλά τότε (α, β) ∈ A × B ⇒ A × B 6= ∅, άτοπο. Αντιστρόφως, έστω A = ∅. Αν
A × B 6= ∅, τότε ϑα υπήρχαν α ∈ A και β ∈ B, ώστε (α, β) ∈ A × B. Αλλά από τη σχέση
α ∈ A προκύπτει ότι A 6= ∅, άτοπο. ΄Αρα A×B = ∅. Παρόµοια προκύπτει ότι αν B = ∅, τότε
A×B = ∅.
(ii) (α, β) ∈ A × (B \ Γ ) ⇔ (α ∈ A και β ∈ B \ Γ ) ⇔ (α ∈ A και β ∈ B και β /∈ Γ ) ⇔
⇔
(
(α, β) ∈ A×B και (α, β) /∈ A× Γ

)
⇔ (α, β) ∈ (A×B) \ (A× Γ ).

(iii) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την προηγούµενη. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.21. Αν A και B είναι δύο µη κενά σύνολα, τότε ένα υποσύνολο G του A×B λέµε
ότι ορίζει µια διµελή σχέση µεταξύ των A και B.
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Ακριβέστερα, µια διµελής σχέση σ µεταξύ των A και B είναι ένα υποσύνολο του P(A × B)
της µορφής {A × B,G}, όπου G ⊆ A × B. Το G ⊆ A × B λέγεται γράφηµα της σχέσης σ.
Ενδιαφέρον υπάρχει όταν το G είναι µη κενό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.22. (i) Αν A και B είναι δύο σύνολα, τότε µια διµελής σχέση f = {A× B,G} ϑα
λέγεται συνάρτηση (ή απεικόνιση) από το A στο B και ϑα γράφουµε f : A→ B, αν ισχύει
το εξής :
Για κάθε x ∈ A υπάρχει µοναδικό y ∈ B τέτοιο, ώστε (x, y) ∈ G.
∆ηλαδή, αν (x, y) ∈ G και (x, y′) ∈ G, τότε y = y′. Η σχέση (x, y) ∈ G γράφεται ισοδύναµα ως
εξής : f(x) = y ή x f7→ y. Το y = f(x) λέγεται εικόνα ή τιµή του x µέσω της συνάρτησης f .
(ii) Το σύνολο A λέγεται πεδίο ορισµού της συνάρτησης f .
(iii) Το σύνολο B λέγεται πεδίο τιµών της συνάρτησης f .
(iv) Το σύνολο {f(x) | x ∈ A} ⊆ B λέγεται σύνολο τιµών της f . Αυτό παριστάνεται µε f(A).
Αν f(A) = B, τότε η συνάρτηση f λέγεται επί. (surjection)
(v) Αν για κάθε x,x′ ∈ A, µε x 6= x′ ισχύει f(x) 6= f(x′), τότε η f λέγεται ένα προς ένα(
1-1
)
ή εµφύτευση του A στο B. (injection)

Η προηγούµενη συνθήκη είναι ισοδύναµη µε την : Αν x, x′ ∈ A µε f(x) = f(x′), τότε x = x′.
(vi) Αν µια συνάρτηση f : A → B είναι 1-1 και επί, τότε λέγεται αµφιµονοσήµαντη
αντιστοιχία. (bĳection).

Σχόλιο: Για κάποιον περίεργο λόγο στα σχολικά ϐιβλία όλες οι συναρτήσεις ϑεωρούνται επί !
Προφανώς λόγω κάποιας «απλούστευσης»

(
η οποία δεν είναι επιστηµονικώς ορθή και δηµιουρ-

γεί µετέπειτα σύγχυση, οι συγγραφείς των ϐιβλίων αυτών ταυτίζουν το σύνολο B µε το σύνολο
τιµών f(A)

)
.

Για παράδειγµα, η συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x2, για κάθε x ∈ R δεν είναι επί. Το
σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα [0,+∞), αλλά το πεδίο τιµών της είναι όλο το R.
Η συνάρτηση όµως g : R → [0,+∞) µε g(x) = x2, για κάθε x ∈ R είναι επί. ∆εν πρέπει
να ξεχνάµε ότι µια συνάρτηση f ορίζεται από δύο πράγµατα: α) Το σύνολο A × B, το οποίο
καθορίζει και το πεδίο ορισµού A και το πεδίο τιµών B. Προφανώς το B περιέχει το σύνολο
τιµών. ϐ) Το γράφηµα G ⊆ A×B.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.23. Αν f : A→ B και g : B → Γ είναι δύο συναρτήσεις µε γραφήµαταG1 ⊆ A×B
και G2 ⊆ B × Γ , τότε ορίζεται η συνάρτηση

g ◦ f : A→ Γ µε γράφηµα G3 = {
(
x, g(f(x))

)
| x ∈ A} ⊆ A× Γ,

δηλαδή (g ◦ f)(x) = g(f(x)), για κάθε x ∈ A. Η g ◦ f διαβάζεται g σύνθεση f .
Εποµένως (x, z) ∈ G3 ⇔ (υπάρχει (µοναδικό) y ∈ B, τέτοιο ώστε (x, y) ∈ G1 και (y, z) ∈
∈ G2).

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.24. Αν f : A→ B, g : B → Γ και h : Γ → ∆, τότε
(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) : A→ ∆.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ A. Τότε έχουµε:
(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h

(
g(f(x))

)
=

= h
(
(g ◦ f)(x)

)
=
(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x). �

΄Εστω f : A→ B µια 1-1 και επί απεικόνιση µε γράφηµα G = {
(
x, f(x)

)
| x ∈ A}.

Ορίζουµε τη σχέση f−1 µεταξύ των B και A µε γράφηµα G′ = {
(
f(x), x

)
| x ∈ A} ⊆ B × A.

Η f−1 είναι µια απεικόνιση από το B στο A, η οποία είναι επίσης 1-1 και επί.
Πράγµατι, αν y ∈ B, τότε επειδή η f είναι επί, υπάρχει x ∈ A τέτοιο, ώστε y = f(x) ⇔

126 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



3.2. Καρτεσιανό Γινόµενο-∆ιµελείς Σχέσεις-Συναρτήσεις

⇔ (x, y) =
(
x, f(x)

)
∈ G ⇔ (y, x) =

(
f(x), x

)
∈ G′. Επειδή η f είναι 1-1, το x ∈ A είναι

µοναδικό. ΄Αρα, για κάθε y ∈ B υπάρχει µοναδικό x ∈ A τέτοιο, ώστε (y, x) ∈ G′. Εποµένως
ορίζεται µια συνάρτηση f−1 : B → A µέσω της ισοδυναµίας : (x, y) ∈ G⇔ (y, x) ∈ G′ ή αλλιώς
y = f(x)⇔ x = f−1(y).
Η συνάρτηση f−1 είναι 1-1. Πράγµατι, έστω f−1(y) = f−1(y′) = x. Τότε (y, x) ∈ G′ ⇔ (x, y) ∈
∈ G και (y′, x) ∈ G′ ⇔ (x, y′) ∈ G, δηλαδή y = f(x) και y′ = f(x). Εποµένως y = y′.
Τέλος, η f−1 : B → A είναι επί. Πράγµατι, αν x ∈ A και y = f(x), τότε x = f−1(y), από τον
ορισµό της f−1.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.25. Αν f : A → B είναι 1-1 και επί, η συνάρτηση f−1 : B → A που ορίσαµε
προηγουµένως λέγεται αντίστροφη της f .

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.26. Αν A 6= ∅, η συνάρτηση 1A : A → A µε γράφηµα τη διαγώνιο {(x, x) | x ∈
∈ A} του A, δηλαδή 1A(x) = x, για κάθε x ∈ A, λέγεται η ταυτοτική συνάρτηση του A.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.27. ΄Εστω f : A → B µια 1-1 και επί συνάρτηση. Τότε ισχύουν οι σχέσεις :
f−1 ◦ f = 1A και f ◦ f−1 = 1B.
Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ A και y = f(x) ∈ B, δηλαδή f−1(y) = x. Τότε (f−1◦f)(x) = f−1(f(x)) =
= f−1(y) = x = 1A(x). Αντιστρόφως, έστω y ∈ B και x = f−1(y) ∈ A. Τότε f(x) = y. ΄Αρα
(f ◦ f−1)(y) = f(f−1(y)) = f(x) = y = 1B(y). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.28. ΄Εστω f : A→ B.
(i) Αν X ⊆ A, τότε το σύνολο f(X) = {f(x) | x ∈ X} ⊆ B ονοµάζεται εικόνα του X µέσω
της f .
(ii) Αν Y ⊆ B, τότε το σύνολο f−1(Y ) = {x ∈ A | f(x) ∈ Y } ⊆ A ονοµάζεται αντίστροφη
εικόνα του Y µέσω της f .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.29. ΄Εστω f : A→ B. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) f(∅) = ∅ και f−1(∅) = ∅.
(ii) Αν X,X ′ ⊆ A, τότε f(X ∪X ′) = f(X) ∪ f(X ′) και f(X ∩X ′) ⊆ f(X) ∩ f(X ′).
(iii) Αν Y, Y ′ ⊆ B, τότε f−1(Y ∪ Y ′) = f−1(Y ) ∪ f−1(Y ′) και f−1(Y ∩ Y ′) = f−1(Y ) ∩ f−1(Y ′).
Απόδειξη: (i) ΄Εστω f(∅) 6= ∅ και άρα υπάρχει y ∈ f(∅). Τότε υπάρχει x ∈ ∅∅∅ µε y = f(x),
άτοπο. Αν f−1(∅) 6= ∅ και x ∈ f−1(∅), τότε f(x) ∈ ∅∅∅, άτοπο.
(ii) ΄Εστω x ∈ X ∪ X ′. Τότε x ∈ X ή x ∈ X ′. Αν x ∈ X, τότε f(x) ∈ f(X) ⊆ f(X) ∪ f(X ′).
Οµοίως, αν x ∈ X ′, τότε f(x) ∈ f(X) ∪ f(X ′). ΄Αρα f(X ∪X ′) ⊆ f(X) ∪ f(X ′).
Αντιστρόφως, έστω y ∈ f(X) ∪ f(X ′). Τότε y ∈ f(X) ή y ∈ f(X ′). Αν y ∈ f(X), τότε υπάρχει
x ∈ X ⊆ X ∪ X ′, τέτοιο ώστε y = f(x). ΄Αρα y ∈ f(X ∪ X ′). Οµοίως, αν y ∈ f(X ′), τότε
y ∈ f(X ∪X ′). Εποµένως f(X) ∪ f(X ′) ⊆ f(X ∪X ′). Τελικώς f(X ∪X ′) = f(X) ∪ f(X ′).
Προφανώς, αν T ⊆ S ⊆ A, τότε f(T ) ⊆ f(S). Εποµένως, X ∩X ′ ⊆ X ⇒ f(X ∩X ′) ⊆ f(X).
Οµοίως, X ∩ X ′ ⊆ X ′ ⇒ f(X ∩ X ′) ⊆ f(X ′). Εποµένως f(X ∩ X ′) ⊆ f(X) ∩ f(X ′).
Ισότητα εν γένει δεν ισχύει στην περίπτωση αυτή, όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο παράδειγµα:
f : R → [0,+∞) µε f(x) = x2, για κάθε x ∈ R. ΄Εστω X = {−1} και X ′ = {1}. Τότε
X ∩X ′ = ∅ και συνεπώς f(X ∩X ′) = f(∅) = ∅. Αλλά f(X) = f(X ′) = {1} = f(X)∪ f(X ′).
(iii) x ∈ f−1(Y ∪ Y ′) ⇔ f(x) ∈ Y ∪ Y ′ ⇔

(
f(x) ∈ Y ή f(x) ∈ Y ′

)
⇔
(
x ∈ f−1(Y ) ή x ∈

∈ f−1(Y ′)
)
⇔ x ∈ f−1(Y ) ∪ f−1(Y ′).

x ∈ f−1
(
Y ∩ Y ′) ⇔ f(x) ∈ Y ∩ Y ′ ⇔

(
f(x) ∈ Y και f(x) ∈ Y ′

)
⇔
(
x ∈ f−1(Y ) και x ∈

∈ f−1(Y ′)
)
⇔ x ∈ f−1(Y ) ∩ f−1(Y ′). �
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ΟΡΙΣΜΟΣ 3.30. Μια ακολουθία στοιχείων ενός συνόλου X είναι µια απεικόνιση α : N → X
ή α : Z>0 → X, όπου N = {0, 1, 2, 3, . . .} και Z>0 = {1, 2, 3, . . .} τα σύνολα των ϕυσικών και
ϑετικών ακεραίων, αντίστοιχα. Στις ακολουθίες συνήθως γράφουµε αn αντί α(n). Μια πεπερα-
σµένη ακολουθία έχει πεδίο ορισµού το σύνολο {0, 1, 2, . . . , n} ή το {1, 2, . . . , n}. Γενικότερα,
αν I είναι ένα σύνολο δεικτών, µια οικογένεια µε δείκτες από το I είναι µια απεικόνιση
α : I → X. Συνήθως µια οικογένεια παριστάνεται µε το σύµβολο (αi)i∈ I .
Ας υποθέσουµε ότι A είναι ένα µη κενό σύνολο υποσυνόλων ενός ϐασικού συνόλου Ω, δηλα-
δή ∅ 6= A ⊆ P(Ω).

(
Για ένα σύνολο συνόλων προτιµούµε τον όρο «συλλογή»

)
. Αν υπάρχει

ανάγκη «παραµετρικοποίησης» των στοιχείων-συνόλων της συλλογής µε ϐάση ένα σύνολο δει-
κτών I, δηλαδή αν ϑέλουµε να διαφοροποιήσουµε τα στοιχεία του A µε ϐάση κάποιους δεί-
κτες από ένα σύνολο I, ϑεωρούµε την A ως σύνολο εικόνων µιας οικογένειας και γράφουµε
A = {Ai | i ∈ I} ή αλλιώς {Ai}i∈I . Λόχου χάριν, αν η A είναι πεπερασµένη, γράφουµε
A = {A1, A2, . . . , An} = {Αi | i = 1, 2, . . . , n} = {Ai}1≤i≤n.
Αυτό µπορεί να συµβεί και όταν το σύνολο δεικτών δεν είναι υποσύνολο του N ή του Z>0. Αν δεν
υπάρχει ανάγκη ιδιαίτερου συµβολισµού, γράφουµε A ∈ A ή

(
τετριµµένα

)
A = {A | A ∈ A}.

Στην τελευταία περίπτωση έχουµε ϑεωρήσει το A σαν το σύνολο των εικόνων της ταυτοτικής
οικογένειας 1A : A → A µε σύνολο δεικτών το ίδιο το A.
Για παράδειγµα, ϑεωρούµε τη συλλογή A όλων των υποδιαστηµάτων του R της µορφής[

bxc, bxc+ 1
)
, για κάθε x ∈ R.

Η A µπορεί να γραφεί A =
{[
bxc, bxc + 1

) ∣∣ x ∈ R
}
, όπου bxc το ακέραιο µέρος του πραγ-

µατικού x. Εδώ το σύνολο δεικτών I είναι το R και αντί του συµβόλου i χρησιµοποιούµε το x.
Μπορούµε επίσης να γράψουµε

A =
{[
bxc, bxc+ 1

)}
x∈R

.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.31. ΄Εστω A µια µη κενή συλλογή-οικογένεια υποσυνόλων ενός ϐασικού συνόλου
Ω. Τότε ορίζονται οι εξής έννοιες :
(i) Η ένωση

⋃⋃⋃

A∈A

A όλων των συνόλων της συλλογής A, ως το σύνολο των στοιχείων x, τα

οποία ανήκουν σε κάποιο A ∈ A.
∆ηλαδή

⋃
A∈A

A = {x ∈ Ω | x ∈ A, για κάποιο A ∈ A}. Πολλές ϕορές γράφουµε απλώς
⋃A

αντί
⋃
A∈A

A. Αν η οικογένεια A εξαρτάται από ένα σύνολο δεικτων I, δηλαδή A = {Ai}i∈I , τότε

γράφουµε
⋃

i∈I

Ai. Τέλος, αν η οικογένεια A είναι πεπερασµένη, ήτοι A = {A1, A2, . . . , An},

µπορούµε να γράψουµε την ένωση αυτή ως A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ή πιο σύντοµα
n⋃

i=1

Ai.

(ii) Η τοµή
⋂⋂⋂

A∈A

A όλων των συνόλων της συλλογής A, ως το σύνολο των στοιχείων x, τα

οποία ανήκουν σε κάθε σύνολο A ∈ A.
∆ηλαδή

⋂
A∈A

A = {x ∈ Ω | x ∈ A, για κάθε A ∈ A}. Πολλές ϕορές γράφουµε απλώς
⋂A

αντί
⋂
A∈A

A. Αν η οικογένεια A εξαρτάται από ένα σύνολο δεικτων I, δηλαδή A = {Ai}i∈I , τότε

γράφουµε
⋂

i∈I

Ai. Τέλος, αν η οικογένεια A είναι πεπερασµένη, ήτοι A = {A1, A2, . . . , An},
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µπορούµε να γράψουµε την τοµή αυτή ως A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An ή πιο σύντοµα
n⋂

i=1

Ai.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.32.
(
ΝΟΜΟΙ του De MORGAN-ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ

)
΄Εστω A =

{
Ai
}
i∈I µια µη

κενή συλλογή υποσυνόλων ενός ϐασικού συνόλου Ω, δηλαδή ∅ 6= A ⊆ P(Ω). Τότε ισχύουν τα
εξής :

(i)

(⋃

i∈I

Ai

)c
=
⋂

i∈I

Aci

(ii)

(⋂

i∈I

Ai

)c
=
⋃

i∈I

Aci

Απόδειξη: (i) ΄Εστω x ∈ Ω. Τότε x ∈
(⋃

i∈I

Ai

)c
⇔ x /∈

⋃

i∈I

Ai = {x ∈ Ω | x ∈ Ai, για κάποιο

i ∈ I} ⇔
(
x /∈ Ai, για κάθε i ∈ I

)
⇔
(
x ∈ Aci , για κάθε i ∈ I

)
⇔ x ∈

⋂

i∈I

Aci .

(ii) ΄Εστω x ∈ Ω. Τότε x ∈
(⋂

i∈I

Ai

)c
⇔ x /∈

⋂

i∈I

Ai = {x ∈ Ω | x ∈ Ai, για κάθε i ∈ I} ⇔
(
x /∈

Ai, για κάποιο i ∈ I
)
⇔
(
x ∈ Aci , για κάποιο i ∈ I

)
⇔ x ∈

⋃

i∈I

Aci . �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.33. ΄Εστω A = {Ai}i∈I όπως παραπάνω και B ⊆ Ω. Τότε ισχύουν τα εξής :

(i)

(⋃

i∈I

Ai

)
∩B =

⋃

i∈I

(Ai ∩B) και

(ii)

(⋂

i∈I

Ai

)
∪B =

⋂

i∈I

(Ai ∪B).

Απόδειξη: (i) x ∈
(⋃

i∈I

Ai

)
∩ B ⇔

(
x ∈

⋃

i∈I

Ai και x ∈ B
)
⇔
(
x ∈ Ai, για κάποιο i ∈ I

και x ∈ B
)
⇔
(
x ∈ Ai ∩B, για κάποιο i ∈ I

)
⇔ x ∈

⋃

i∈I

(Ai ∩B).

(ii) x ∈
(⋂

i∈I

Ai

)
∪ B ⇔

(
x ∈

⋂

i∈I

Ai ή x ∈ B
)
⇔
(
x ∈ Ai, για κάθε i ∈ I ή x ∈ B

)
⇔

⇔
(
x ∈ Ai ή x ∈ B, για κάθε i ∈ I

)
⇔
(
x ∈ Ai ∪B, για κάθε i ∈ I

)
⇔ x ∈

⋂

i∈I

(Ai ∪B). �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.34. (i) Αν A = {Ai} είναι µια οικογένεια υποσυνόλων του X και B ⊆ Y , τότε
ισχύουν οι σχέσεις :(⋃

i∈I

Ai

)
×B =

⋃

i∈I

(Ai ×B) και
(⋂

i∈I

Ai

)
×B =

⋂

i∈I

(Ai ×B).

(ii) Αν A ⊆ X και B = {Bi}i∈I είναι µια οικογένεια υποσυνόλων του Y , τότε ισχύουν οι σχέσεις :

A×
(⋃

i∈I

Bi

)
=
⋃

i∈I

(A×Bi) και A×
(⋂

i∈I

Bi

)
=
⋂

i∈I

(A×Bi).

Απόδειξη: (i) (α, β) ∈
(⋃

i∈I

Ai

)
× B ⇔

(
α ∈

⋃

i∈I

Ai και β ∈ B

)
⇔
(
α ∈ Ai, για κάποιο
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i ∈ I και β ∈ B
)
⇔
(
(α, β) ∈ Ai ×B, για κάποιο i ∈ I

)
⇔ (α, β) ∈

⋃

i∈I

(Ai ×B).

Επίσης, (α, β) ∈
(⋂

i∈I

Ai

)
× B ⇔

(
α ∈

⋂

i∈I

Ai και β ∈ B

)
⇔
(
α ∈ Ai, για κάθε i ∈ I και

β ∈ B
)
⇔
(
(α, β) ∈ Ai ×B, για κάθε i ∈ I

)
⇔ (α, β) ∈

⋂

i∈I

(Ai ×B).

(ii) Παρόµοια µε την προηγούµενη. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.35. ΄Εστω σ = {A × A,G} µια διµελής σχέση, όπου A 6= ∅ και G 6= ∅. Αυτή
λέγεται µια διµελής σχέση στο A.
Αντί (x, y) ∈ G, ϑα γράφουµε xσy.
(i) Μια σχέση σ στο A λέγεται αυτοπαθής ή ανακλαστική, αν και µόνον αν xσx, για κάθε
x ∈ A.
(ii) Μια σχέση σ στο A λέγεται συµµετρική, αν και µόνον αν, για κάθε x, y ∈ A ισχύει η
ισοδυναµία: xσy ⇔ yσx.
(iii) Μια σχέση σ στο A λέγεται αντισυµµετρική, αν και µόνον αν, για κάθε x, y ∈ A ισχύει η
συνεπαγωγή:

(
xσy και yσx

)
⇒ x = y.

(iv) Μια σχέση σ στο A λέγεται µεταβατική, αν και µόνον αν, για κάθε x, y, z ∈ A ισχύει η
συνεπαγωγή:

(
xσy και yσz

)
⇒ xσz.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.36. ΄Εστω σ µια
(
διµελής

)
σχέση στο A 6= ∅. Η σ λέγεται σχέση µερικής διάτα-

ξης ή µερική διάταξη του A και το A µερικώς διατεταγµένο σύνολο, αν η σ είναι :
(i) Ανακλαστική, (ii) αντισυµµετρική και (iii) µεταβατική.

Επηρεασµένοι από τη διάταξη «≤» στο R, συνήθως αντί του σ χρησιµοποιούµε κάποιο από τα
σύµβολα ≤,�,⊆,v,6,.,- κτλ.
Μια µερική διάταξη � λέγεται ολική ή γραµµική αν κάθε δύο στοιχεία του A είναι συγκρίσιµα,
δηλαδή, για κάθε x, y ∈ A έχουµε x � y ή y � x.

Παραδείγµατα: 1) ΄Εστω Ω ένα ϐασικό σύνολο και A = P(Ω). Η σχέση ⊆ του «περιέχε-
σθαι» είναι µια µερική διάταξη στο A. Αν το Ω περιέχει δύο τουλάχιστον στοιχεία α και β, η
σχέση αυτή δεν είναι γραµµική διάταξη.

(
Γιατί τα σύνολα {α} και {β} δεν είναι συγκρίσιµα

)
.

Αν όµως A = {∅, {0}, {0, 1}, {0, 1, 2}} ⊆ P
(
{0, 1, 2}

)
, η σχέση ⊆ είναι γραµµική στο A.

2) Η σχέση ≤ είναι γραµµική διάταξη σε κάθε µη κενό υποσύνολο A του R.
3) ΄Εστω A το σύνολο των κύκλων του επιπέδου µε το ίδιο κέντρο Ο. Αν C1, C2 ∈ A µπορούµε
να γράψουµε C1 � C2 αν και µόνον αν η ακτίνα του C1 είναι µικρότερη ή ίση της ακτίνας του
C2. Η � είναι µια γραµµική διάταξη στο A.
4) ΄Εστω V 6= {0} ένας διανυσµατικός χώρος επί του R ή του C. Αν X είναι το σύνολο των
διανυσµατικών υπόχωρων του V , τότε η σχέση 6 µεταξύ των υπόχωρων είναι µια σχέση µερικής
διάταξης στο X.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.37. ΄Εστω σ µια
(
διµελής

)
σχέση στο A 6= ∅. Η σ λέγεται σχέση ισοδυναµίας ή

απλά ισοδυναµία στο A, αν η σ είναι :
(i) Ανακλαστική, (ii) συµµετρική και (iii) µεταβατική.

Εδώ αντί του σ, χρησιµοποιούµε κάποιο από τα σύµβολα ∼,',≡ κτλ.

Παραδείγµατα: 1) Η ισότητα των στοιχείων ενός µη κενού συνόλου A είναι σχέση ισοδυ-
ναµίας.
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2) Στη Γεωµετρία έχουµε µάθει ότι δύο κύκλοι είναι ίσοι αν και µόνον αν έχουν ίσες ακτίνες.
Επειδή δύο τέτοιοι κύκλοι εν γένει ως σύνολα δεν ταυτίζονται, εκτός αν έχουν το ίδιο κέντρο,
αφού εν γένει περιέχουν διαφορετικά σηµεία, είναι προτιµότερο να ϑεωρούνται ισοδύναµοι. Η
σχέση λοιπόν C1 ≡ C2 αν και µόνον αν οι κύκλοι C1 και C2 έχουν ίσες ακτίνες, είναι σχέση
ισοδυναµίας.
3) Στο σύνολο των κύκλων του επιπέδου ορίζουµε τη σχέση ∼ µε C1 ∼ C2 αν και µόνον αν οι
κύκλοι C1 και C2 είναι οµόκεντροι. Η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας.
4) ∆ύο ευθείες ε1, ε2 του επιπέδου

(
ή του χώρου

)
ϑα λέγονται ισοδύναµες αν και µόνον αν

ταυτίζονται ή είναι παράλληλες. Μπορούµε να γράφουµε ε1//ε2. Η σχέση // είναι σχέση ισο-
δυναµίας στο σύνολο των ευθειών του χώρου.
5) Στο σύνολο R των πραγµατικών ορίζουµε την εξής σχέση: x ∼ y ⇔ x − y ∈ Q. Η ∼ είναι
σχέση ισοδυναµίας. Πράγµατι, x − x = 0 ∈ Q ⇔ x ∼ x, για κάθε x ∈ R. (Ανακλαστική),
x ∼ y ⇔ x − y ∈ Q ⇔ y − x = −(x − y) ∈ Q ⇔ y ∼ x (Συµµετρική) και αν x ∼ y και y ∼ z,
τότε x− y ∈ Q και y− z ∈ Q και συνεπώς x− z = (x− y) + (y− z) ∈ Q⇔ x ∼ z (Μεταβατική).

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.38. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας σ΄ αυτό. Αν x ∈ Q,
τότε ορίζουµε την κλάση ισοδυναµίας Cl(x) του x ως το σύνολο των στοιχείων του X, τα οποία
είναι ισοδύναµα µε το x, δηλαδή Cl(x) = {y ∈ X | y ∼ x}. Προφανώς x ∈ Cl(x), αφού x ∼ x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.39. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας σ΄ αυτό. Τα ε-
πόµενα είναι ισοδύναµα:
(i) x ∼ y.
(ii) y ∈ Cl(x).
(iii) Cl(x) = Cl(y).
(iv) Cl(x) ∩ Cl(y) 6= ∅.
Απόδειξη: (i)⇔ (ii) ΄Αµεση, από τον ορισµό της κλάσης ισοδυναµίας.
(i) ⇔ (iii) ΄Εστω x ∼ y. ΄Εστω z ∈ Cl(x) ⇔ z ∼ x. Επειδή x ∼ y, λόγω της µεταβατικότητας
της ∼, z ∼ y ⇔ z ∈ Cl(y). ΄Αρα Cl(x) ⊆ Cl(y). Αντιστρόφως, έστω z ∈ Cl(y) ⇔ z ∼ y. Επειδή
x ∼ y ⇔ y ∼ x, λόγω της µεταβατικότητας της ∼, z ∼ x ⇔ z ∈ Cl(x). ΄Αρα Cl(y) ⊆ Cl(x).
Τελικώς Cl(y) = Cl(x).
Αντιστρόφως, αν Cl(y) = Cl(x), τότε y ∈ Cl(y) = Cl(x) και άρα y ∼ x.
(iii) ⇔ (iv) ΄Εστω Cl(x) = Cl(y), άρα Cl(x) ∩ Cl(y) = Cl(x) ∩ Cl(x) = Cl(x) 6= ∅ είναι µη κενό(
γιατί προφανώς x ∈ Cl(x)

)
.

Αντιστρόφως, έστω z ∈ Cl(x) ∩ Cl(y) ⇒ z ∼ x ⇔
(i)⇔(iii)

Cl(z) = Cl(x). Οµοίως, z ∈ Cl(y) ⇒
⇒ z ∼ y ⇔

(i)⇔(iii)
Cl(z) = Cl(y). Τελικώς Cl(x) = Cl(y) = Cl(z). �

Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι µια σχέση ισοδυναµίας σ᾿ ένα
(
µη κενό

)
σύνολο

X χωρίζει το σύνολο αυτό σε µη κενά και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα, τις κλάσεις ισοδυνα-
µίας. Κάθε x ∈ X ανήκει σε µια µοναδική κλάση ισοδυναµίας. Κάθε στοιχείο x µιας κλάσης
ισοδυναµίας λέγεται αντιπρόσωπος της κλάσης αυτής. Ολόκληρη η κλάση αποτελείται ακρι-
ϐώς από τα στοιχεία του X που είναι ισοδύναµα µε το x. Λέµε ότι το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας αποτελεί µια διαµέριση του X.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.40. ΄Εστω X 6= ∅ και ∅ 6= A ⊆ P(X). Λέµε ότι το A αποτελεί µια διαµέριση του
X, αν και µόνον αν ισχύουν τα παρακάτω:
(i) ∅ /∈ A.
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(ii) Για κάθε A,A′ ∈ A µε A 6= A′, ισχύει A ∩ A′ = ∅.
(iii)

⋃
A∈A

A = X.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.41. ΄Εστω A µια διαµέριση ενός συνόλου X 6= ∅. Τότε η A ορίζει µια µοναδική
σχέση ισοδυναµίας ∼ στο X, ως εξής : x ∼ y ⇔ υπάρχει A ∈ A τέτοιο, ώστε x, y ∈ A.
Απόδειξη: Η ανακλαστική και η συµµετρική ιδιότητα προκύπτουν άµεσα. ΄Οσον αφορά στη
µεταβατική, υποθέτουµε ότι x ∼ y και y ∼ z. Τότε υπάρχουν A,A′ ∈ A τέτοια, ώστε x, y ∈ A
και y, z ∈ A′. Εφόσον y ∈ A∩A′, η τοµή A∩A′ είναι µη κενή. Από τον ορισµό της διαµέρισης
προκύπτει ότι A = A′. ΄Αρα x, z ∈ A και συνεπώς x ∼ z. �

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι σε ένα µη κενό σύνολο X, το πλήθος των σχέσεων ισοδυ-
ναµίας που µπορούµε να ορίσουµε σ᾿ αυτό συµπίπτει µε το πλήθος των διαµερίσεων αυτού. Αν
|X| = n > 0, ϑετικός ακέραιος, το πλήθος αυτό ισούται µε τον λεγόµενο αριθµό Bell, Bn.
Μερικές τιµές για τους αριθµούς Bell: B1 = 1, B2 = 2, B3 = 5, B4 = 15, B5 = 52, ...
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Κεφάλαιο 4

Περί Αλγεβρικών ∆οµών-Σύντοµη Εισαγωγή

Από το ∆ηµοτικό έχουµε µάθει να κάνουµε διάφορες πράξεις. Πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλα-
σιασµό, διαίρεση. Μάθαµε να πολλαπλασιάζουµε έναν αριθµό µε ένα διάνυσµα ή να παίρνουµε
το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων. Τι συµβολίζει αλήθεια το 3 + 2;
Ουσιαστικά παίρνω ένα Ϲεύγος, εν προκειµένω το (3, 2) και το απεικονίζω σε έναν άλλο αριθµό,
το 5, το οποίο συµβολίζω µε 3 + 2. Εποµένως µια πράξη είναι µια απεικόνιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.1. ΄Εστω A,B και Γ µη κενά σύνολα. Μια
(
διµελής

)
πράξη µε σύνολο τιµών

στο Γ είναι µια απεικόνιση της µορφής ? : A × B → Γ . Στις πράξεις δεν γράφουµε ?(α, β) ή
πιο σωστά ?((α, β)), αλλά α?β. Αν A = B = Γ , τότε η πράξη ? : A×A→ A λέγεται εσωτερική
πράξη του A.

Τα σύνολα A και B δεν είναι κατ᾿ ανάγκην τα ίδια. Ούτε το A µε το Γ . Σε αυτήν την πε-
ϱίπτωση δεν µιλάµε για εσωτερική πράξη. Αλλά, για κάποιους λόγους αποφεύγουµε τον όρο
«εξωτερική» πράξη. Για παράδειγµα, κάθε σώµα είναι διανυσµατικός χώρος επί του εαυτού
του. Π.χ. το R. Η πράξη του πολλαπλασιασµού επί διάνυσµα, σ᾿ αυτήν την περίπτωση είναι ο
συνήθης πολλαπλασιασµός πραγµατικών αριθµών που είναι εσωτερική πράξη στο R.
Για τις πράξεις χρησιµοποιούµε διάφορα σύµβολα,+, ·,×,∩,∪, ?, ◦, �,4,⊕,� κτλ µε συνη-
ϑέστερα τα +, ·.
Πολλές ϕορές όµως χρησιµοποιούµε καταχρηστικά και για λόγους οικονοµίας το ίδιο
σύµβολο αναφερόµενοι σε διαφορετικές πράξεις. Για παράδειγµα, το σύµβολο + χρησι-
µοποιείται και για την πρόσθεση αριθµών, αλλά και διανυσµάτων, πινάκων, συναρτήσεων κτλ.
Επίσης, το ίδιο ισχύει και για το σύµβολο του πολλαπλασιασµού ·. Το τελευταίο χρησιµοποι-
είται και για το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων. Το αποτέλεσµα της τελευταίας αυτής πράξης
δεν είναι διάνυσµα αλλά πραγµατικός αριθµός. ∆εν είναι ασυνήθιστο σε µια σχέση να χρησι-
µοποιείται το ίδιο σύµβολο, µε διαφορετική σηµασία κάθε ϕορά. Ο προσεκτικός σπουδαστής
των µαθηµατικών πρέπει να αναγνωρίζει τη σηµασία του κάθε συµβόλου σε µια σχέση και να
αποδίδει σε αυτό την πραγµατική του έννοια, ενίοτε διαφορετική σε πολλές περιπτώσεις, χωρίς
να δηµιουργείται σύγχυση. Αλλιώς, ϑα έπρεπε να επινοήσουµε σωρεία διαφορετικών συµβόλων
και τότε το µπέρδεµα ϑα ήταν µεγαλύτερο.

Αν ένα σύνολο A είναι εφοδιασµένο µε κάποιες πράξεις ?,4, . . . κτλ, γράφουµε (A, ?,4, . . .)
για να τονίσουµε την αλγεβρική δοµή του συνόλου αυτού. ΄Οταν οι πράξεις ?,4, . . . είναι δε-
δοµένες, γράφουµε χάριν απλότητος απλά το σύνολο A.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.2. ΄Εστω A µη κενό σύνολο και ? : A× A→ A µια εσωτερική πράξη στο A.
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(i) Αν α ? (β ? γ) = (α ? β) ? γ, για κάθε α, β, γ ∈ A, τότε η πράξη ? λέγεται προσεταιριστική.
Το Ϲεύγος (A, ?) ή απλά το A λέγεται ηµιοµάδα.
(ii) Αν α ? β = β ? α, για κάθε α, β ∈ A, τότε η πράξη ? λέγεται αντιµεταθετική ή απλούστερα
µεταθετική.

Αν έχουµε n ≥ 3 στοιχεία του A, επειδή κάθε ϕορά εφαρµόζουµε την ? µε δύο, µπορούµε
να ϐάζουµε παρενθέσεις σηµειώνοντας την ιεραρχικότητα των πράξεων.
Για παράδειγµα, x1 ? ((x2 ? x3)x4) , (x1 ? x2) ? (x3 ? x4) , ((x1 ? x2) ? x3) ? x4 κτλ. Είναι όλα
τα αποτελέσµατα τα ίδια; Στην περίπτωση που το Ϲεύγος (A, ?) είναι ηµιοµάδα, αποδεικνύεται
ότι όλα αυτά είναι ίσα. Αυτό δεν είναι κάτι τετριµµένο, αλλά χρειάζεται απόδειξη. Εµείς, για
λόγους οικονοµίας, ϑα το δεχτούµε χωρίς να το αποδείξουµε. ΄Εστι σε µια ηµιοµάδα ϑα γράφου-
µε x1x2x3 · · ·xn, εννοώντας το αποτέλεσµα που προκύπτει αν ϐάλουµε παρενθέσεις, κρατώντας
ϕυσικά τη σειρά των στοιχείων.

Παραδείγµατα: 1) Οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού αριθµών (ακεραί-
ων, ϱητών, πραγµατικών) είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές.
2) Αν X είναι ένα µη κενό σύνολο και A είναι το σύνολο των συναρτήσεων της µορφής

f : X → X,
τότε η συνήθης σύνθεση ◦ των συναρτήσεων στο A είναι προσεταιριστική πράξη αλλά όχι (εν
γένει) µεταθετική.
3) Στο σύνολο R3 των διανυσµάτων του χώρου η πράξη × δεν είναι µεταθετική γιατί →α ×

→
β =

= −
→
β × →α, για κάθε →α,

→
β ∈ R3. Ούτε επίσης προσεταιριστική γιατί

→
α × (

→
β × →γ ) = (

→
α · →γ )

→
β − (

→
α ·
→
β)
→
γ ,

για κάθε →α,
→
β,
→
γ ∈ R3.

4) Αν A = P(X) είναι το δυναµοσύνολο ενός συνόλου X, τότε σ᾿ αυτό οι πράξεις της ένωσης
∪ και της τοµής ∩ των στοιχείων του A

(
υποσυνόλων του X

)
είναι και προσεταιριστικές και

µεταθετικές.
5) Η πράξη − της αφαίρεσης σε οποιοδήποτε αριθµοσύνολο που έχουµε ήδη µάθει,

(
ϑα δούµε

τι γίνεται στο Z2

)
δεν είναι ούτε προσεταιριστική ούτε µεταθετική.

6) Στο R ορίζουµε µια πράξη ◦ ως εξής : x ◦ y = x + y − xy, για κάθε x, y ∈ R. Παρατηρούµε
ότι αν x, y, z ∈ R, τότε x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (y + z − yz) = x + (y + z − yz) − x(y + z − yz) =
= x+y+z−xy−yz−zx+xyz και (x◦y)◦z = (x+y−xy)◦z = (x+y−xy)+z−(x+y−xy)z =
= x+ y + z − xy − yz − zx+ xyz. ΄Αρα η πράξη ◦ είναι προσεταιριστική. Επίσης, αν x, y ∈ R,
τότε x ◦ y = x+ y − xy = y + x− yx = y ◦ x και άρα η ◦ είναι και µεταθετική.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.3. ΄Εστω G µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µια εσωτερική πράξη ?. ΄Ενα στοιχείο
e ∈ G λέγεται ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη ? αν και µόνον αν e ? x = x ? e = x,
για κάθε x ∈ G.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.4. Το ουδέτερο στοιχείο µιας εσωτερικής πράξης είναι µοναδικό.
Απόδειξη: ΄Εστω e και e′ δύο ουδέτερα στοιχεία µιας εσωτερικής πράξης ? του G. Από τον
ορισµό του e προκύπτει

(
για x = e′

)
ότι e ? e′ = e′. Επίσης, από τον ορισµό του ουδέτερου

στοιχείου e′ προκύπτει
(
για x = e

)
ότι e ? e′ = e. Εποµένως e = e′ = e ? e′. �

Παραδείγµατα: 1) Το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών άλλοι το ορίζουν ως {0, 1, 2, . . .} και
άλλοι ως {1, 2, 3, . . .}. Στην πρώτη περίπτωση το 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και
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το 1 το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού. Στη δεύτερη περίπτωση δεν έχουµε ουδέτερο
στοιχείο για την πρόσθεση, αλλά το 1 εξακολουθεί να είναι το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλα-
σιασµού.
2) Στο σύνολα R των πραγµατικών και στα υποσύνολά του Z, Q το µηδέν 0 είναι το µοναδικό
ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα 1 το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασια-
σµού.
3) Στο δυναµοσύνολο P(Ω) ενός ϐασικού συνόλου Ω, το ∅ είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο
της ένωσης και το Ω το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο της τοµής.
4) Στο σύνολο A όλων των συναρτήσεων της µορφής f : X → X, όπου X 6= ∅, η ταυτοτική
συνάρτηση 1X : X → X µε 1X(x) = x, για κάθε x ∈ X είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο ως
προς την πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.5. ΄Εστω G ένα µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µια εσωτερική πράξη ?. Το Ϲεύγος
(G, ?) λέγεται οµάδα αν και µόνον αν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Το Ϲεύγος (G, ?) είναι ηµιοµάδα, δηλαδή για κάθε x, y, z ∈ G ισχύει η σχέση:

x ? (y ? z) = (x ? y) ? z.
(ii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ως προς την πράξη ?, δηλαδή

e ? x = x ? e = x,
για κάθε x ∈ G.
(iii) Για κάθε x ∈ G υπάρχει στοιχείο x̂ µε την ιδιότητα

x ? x̂ = x̂ ? x = e.
Το x̂ λέγεται συµµετρικό του x ως προς την πράξη ?.

Στα επόµενα, όταν είναι σαφής η εσωτερική πράξη, ϑα λέµε απλώς η οµάδα G αντί η οµάδα
(G, ?).

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.6. ΄Εστω G µια οµάδα µε πράξη ?. Στον ορισµό της οµάδας ορισµένα από τα
αξιώµατα είναι κατά το ήµισυ περιττά. Πιο συγκεκριµένα, ένα σύνολο G εφοδιασµένο µε µια
εσωτερική πράξη ? είναι οµάδα αν και µόνον αν ισχύουν τα παρακάτω:
(i) ΗG είναι ηµιοοµάδα ως προς την πράξη ?, δηλαδή x?(y?z) = (x?y)?z, για κάθε x, y, z ∈ G.
(ii) Υπάρχει e ∈ G, τέτοιο ώστε e ? x = x, για κάθε x ∈ G.
(iii) Για κάθε x ∈ G υπάρχει x̂ ∈ G, τέτοιο ώστε x̂ ? x = e.
Απόδειξη: ΄Εχουµε: x?x̂ = e?x?x̂ = ((̂x̂)?x̂)?x?x̂ = (̂x̂)?(x̂ ? x︸︷︷︸

e

)?x̂ = (̂x̂)?e?x̂ = (̂x̂)?x̂ = e.

Επίσης, x? e = x? (x̂ ? x) = (x? x̂) ?x και από το προηγούµενο, αυτό είναι ίσο µε e ?x = x. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.7. Το ουδέτερο στοιχείο και το συµµετρικό ενός στοιχείου µιας οµάδας G είναι
µοναδικά.
Απόδειξη: Για το ουδέτερο στοιχείο, αυτό έχει αποδειχθεί στην πρόταση Β΄.4.
΄Οσον αφορά το συµµετρικό ενός στοιχείου x της G, υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο συµµετρικά
x̂ και x′. Τότε x′ = x′ ? e = x′ ? x ? x̂ = (x′ ? x) ? x̂ = e ? x̂ = x̂. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.8. Μια οµάδα (G, ?) λέγεται αντιµεταθετική ή αβελιανή1 αν η πράξη ? είναι
µεταθετική.

Παραδείγµατα: 1) Τα σύνολα των ακεραίων, των ϱητών και των πραγµατικών είναι αβελια-
νές οµάδες ως προς την πρόσθεση. Το συµµετρικό ενός στοιχείου x είναι το αντίθετό του −x.

1Προς τιµή του µεγάλου Νορβηγού µαθηµατικού Niels Henrik Abel (1802-1829)!
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Το σύνολο των ϕυσικών δεν είναι οµάδα ως προς την πρόσθεση, γιατί ο αντίθετος ενός ϕυσικού,
πχ. του 1, δεν είναι πάντα ϕυσικός.
2) Τα σύνολα Q∗ = Q \ {0} και R∗ = R \ {0} είναι αβελιανές οµάδες ως προς τον πολλαπλασια-
σµό. Το συµµετρικό ενός στοιχείου είναι το αντίστροφό του. Το Z∗ = Z\{0} δεν είναι οµάδα ως
προς τον πολλαπλασιασµό, γιατί ο αντίστροφος ενός ακεραίου, διαφορετικού του ±1 δεν είναι
ακέραιος.
3) ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο. Το σύνολο όλων των 1-1 και επί απεικονίσεων της µορφής
f : X → X είναι οµάδα µε πράξη τη σύνθεση ◦ απεικονίσεων. Αυτές οι απεικονίσεις λέγονται
µεταθέσεις του X και συµβολίζεται µε Sym(X) ή αλλιώς µε SX .
Το ουδέτερο στοιχείο είναι το 1X : X → X µε 1X(x) = x, για κάθε x ∈ X.
Το συµµετρικό µιας απεικόνισης f : X → X είναι η αντίστροφη αυτής f−1 : X → X. Η οµάδα
Sym(X) = SX των µεταθέσεων του X λέγεται η συµµετρική οµάδα του X.
Αν το X περιέχει ακριβώς n ≥ 1 στοιχεία, για παράδειγµα αν X = {1, 2, 3, . . . , n}, η SX συµβο-
λίζεται µε Sn. Η Sn αποτελείται από n! µεταθέσεις. Για n ≥ 3 η Sn δεν είναι αβελιανή.
4) ΄Εστω P(X) το δυναµοσύνολο ενός συνόλου X, το οποίο ϑα ϑεωρούµε ως ϐασικό σύνολο.
Ορίζουµε στο P(X) την πράξη 4 της συµµετρικής διαφοράς, ως εξής :

A4B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩B).(
Ορισµός Α΄.13

)
.

Τότε το Ϲεύγος (P(X),4) είναι αβελιανή οµάδα.(
Το ότι A4B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B) έχει αποδειχθεί στο (vi) της πρότασης

Α΄.11.
)

Προφανώς η πράξη 4 είναι µεταθετική, λόγω συµµετρίας.
Θα αποδείξουµε ότι είναι και προσεταιριστική.
Πράγµατι, έστω A,B, Γ ⊆ X.
Τότε A4(B4Γ ) =

(
A ∪ (B4Γ )

)
\
(
A ∩ (B4Γ )

)
=
(
A ∪ (B4Γ )

)
∩
(
A ∩ (B4Γ )

)c.
΄Εχουµε A ∪ (B4Γ ) = A ∪

(
(B ∪ Γ ) \ (B ∩ Γ )

)
= A ∪

(
(B ∪ Γ ) ∩ (B ∩ Γ )c

)
= (A ∪ B ∪ Γ )∩

∩
(
A ∪ (B ∩ Γ )c

)
= (A ∪B ∪ Γ ) ∩ (A ∪Bc ∪ Γ c) και

A ∩ (B4Γ ) = A ∩
(
(B ∪ Γ ) \ (B ∩ Γ )

)
= A ∩

(
(B ∪ Γ ) ∩ (B ∩ Γ )c

)
.

΄Αρα
(
A ∩ (B4Γ )

)c
=
(
A ∩

(
(B ∪ Γ ) ∩ (B ∩ Γ )c

))c
= Ac ∪

(
(B ∪ Γ ) ∩ (B ∩ Γ )c

))c
=

= Ac∪
(
(B∪Γ )c∪(B∩Γ )

)
= Ac∪

(
(Bc∩Γ c)∪(B∩Γ )

)
= Ac∪

(
(Bc∩Γ c)∪B

)
∩
(
(Bc∩Γ c)∪Γ )

)
=

= Ac∪
((

(Bc∪B)∩(Γ c∪B)
)
∩
(
(Bc∪Γ )∩(Γ c∪Γ )

))
= Ac∪

((
X∩(Γ c∪B)

)
∩
(
(Bc∪Γ )∩X

))
=

= Ac ∪
(
(Γ c ∪B) ∩ (Bc ∪ Γ )

)
= (Ac ∪ Γ c ∪B) ∩ (Ac ∪Bc ∪ Γ ).

Εποµένως A4(B4Γ ) = (A ∪B ∪ Γ ) ∩ (A ∪Bc ∪ Γ c) ∩ (Ac ∪B ∪ Γ c) ∩ (Ac ∪Bc ∪ Γ ).
Παρατηρούµε ότι η τελευταία παράσταση είναι συµµετρική ως προς A,B και Γ . ΄Αρα και
το αποτέλεσµα Γ4(A4B) ϑα είναι το ίδιο, δηλαδή A4(B4Γ ) = Γ4(A4B) και λόγω της
αντιµεταθετικότητας, το τελευταίο ισούται µε (A4B)4Γ .

 

Χ

ΓΒ

Α

Γ

Β

Α

Σχήµα 42
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Το ουδέτερο στοιχείο είναι το ∅ αφού, για κάθε A ∈ P(X) έχουµε: A4∅ = (A\∅)∪ (∅\A) =
= A ∪∅ = A.
Το συµµετρικό κάθε A ∈ P(X) είναι ο εαυτός του.
Πράγµατι, A4A = (A \ A) ∪ (A \ A) = ∅ ∪∅ = ∅.
5) Θεωρούµε τις n-στές ϱίζες της µονάδας, όπου n ≥ 2 ϑετικός ακέραιος. Με πράξη τον συνήθη
πολλαπλασιασµό των µιγαδικών, το σύνολο των n-στών ϱιζών της µονάδας αποτελεί οµάδα. Ως
σύνολο, οι n-στές ϱίζες της µονάδας είναι οι {1, z, z2, . . . , zn−1}, όπου z = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
.

Το πλήθος των στοιχείων της, το οποίο ονοµάζεται τάξη της οµάδας είναι n. Η οµάδα αυτή
παράγεται από τον αριθµό z, υπό την έννοια ότι αποτελείται από δυνάµεις του z. Μια τέτοια
οµάδα λέγεται κυκλική τάξης n. Το ουδέτερο στοιχείο είναι η µονάδα και ο αντίστροφος του
zk είναι ο z−k = z̄k.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.9. ΄Εστω (G, ?) µια οµάδα. Τότε ισχύουν τα εξής :
(i) (Νόµοι της διαγραφής) Για κάθε α, β, γ ∈ G ισχύουν οι ακόλουθες ισοδυναµίες :

α) α ? β = α ? γ ⇔ β = γ και ϐ) β ? α = γ ? α⇔ β = γ.
(ii) Για κάθε α, β ∈ G οι εξισώσεις α ? x = β και y ? α = β έχουν µοναδική λύση.
Απόδειξη: ΄Εστω e το ουδέτερο στοιχείο της G και α̂ το συµµετρικό του α ως προς την πράξη ?.
(i) Οι συνεπαγωγές β = γ ⇒ α ? β = α ? γ και β = γ ⇒ β ? α = γ ? α είναι προφανείς.
Θα αποδείξουµε τις αντίστροφες συνεπαγωγές.
΄Εστω α ? β = α ? γ. Τότε α̂ ? (α ? β) = α̂ ? (α ? γ) ⇔

? προσεταιριστική
(α̂ ? α) ? β = (α̂ ? α) ? γ ⇔

⇔ e ? β = e ? γ ⇔ β = γ. Οµοίως, β ? α = γ ? α ⇒ (β ? α) ? α̂ = (γ ? α) ? α̂ ⇔ β ? (α ? α̂) =
= γ ? (α ? α̂)⇔ β ? e = γ ? e⇔ β = γ.
(ii) Από τους νόµους της διαγραφής έχουµε: α?x = β ⇔ α̂?(α?x) = α̂?β ⇔ (α̂?α)?x = α̂?β ⇔
⇔ e?x = α̂?β ⇔ x = α̂?β. Οµοίως, y?α = β ⇔ (y?α)?α̂ = β?α̂⇔ y?(α?α̂) = β?α̂⇔ y?e =
= β ? α̂⇔ y = β ? α̂. �

Αν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε :
1) Αν η πράξη συµβολίζεται µε + και ϕυσικά ϑα λέγεται πρόσθεση, τότε ορίζεται µια νέα πράξη,
η οποία λέγεται αφαίρεση, ως εξής : x− y = x+ (−y).
2) Αν η πράξη συµβολίζεται µε · και ϕυσικά ϑα λέγεται πολλαπλασιασµός, τότε ορίζεται µια νέα
πράξη, η οποία λέγεται διαίρεση, ως εξής : x : y =

x

y
= xy−1. Η αφαίρεση και η διαίρεση είναι

λοιπόν παράγωγες πράξεις, οι οποίες ορίζονται σε µια αβελιανή οµάδα µέσω της πρόσθεσης
και του πολλαπλασιασµού αντίστοιχα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.10. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε δύο πράξεις ? και ◦. Η πράξη ◦
λέγεται αριστερά επιµεριστική ως προς την πράξη ? αν, για κάθε x, y, z ∈ A ισχύει η σχέση:

x ◦ (y ? z) = (x ◦ y) ? (x ◦ z).
Ανάλογα, η πράξη ◦ λέγεται δεξιά επιµεριστική ως προς την πράξη ? αν, για κάθε x, y, z ∈ A
ισχύει η σχέση:

(y ? z) ◦ x = (y ◦ x) ? (z ◦ x).
Αν η ◦ είναι και δεξιά και αριστερά επιµεριστική ως προς την ?, τότε η ◦ λέγεται απλώς επιµε-
ϱιστική ως προς την ?.

Παραδείγµατα: 1) Ο συνήθης πολλαπλασιασµός αριθµών
(
ϕυσικών, ακεραίων, ϱητών, πραγ-

µατικών, µιγαδικών
)
είναι επιµεριστικός ως προς την αντίστοιχη πρόσθεση.

2) Στο δυναµοσύνολο P(X) ενός συνόλουX η ένωση είναι επιµεριστική ως προς την τοµή, αλλά
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και η τοµή είναι επιµεριστική ως προς την ένωση.
3) Στο σύνολο F των τετραγωνικών n×n πινάκων, όπου F µπορεί να είναι κάποιο από τα γνωστά
αριθµοσύνολα Z,Q,R, ο πολλαπλασιασµός είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθεση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.11. Θεωρούµε ένα
(
µη κενό

)
σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο πράξεις + και ·. Την

πράξη + ϑα τη λέµε ως συνήθως πρόσθεση και την πράξη · πολλαπλασιασµό. Υποθέτουµε τα
εξής :
α) Το Ϲεύγος (R,+) είναι αβελιανή οµάδα. ∆ηλαδή:

(i) x+ y = y + x, για κάθε x, y ∈ R.
(ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z, για κάθε x, y, z ∈ R.
(iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το οποίο ως συνήθως συµβολίζεται µε 0 ή για έµφαση µε 0R,
τέτοιο ώστε x+ 0 = x, για κάθε x ∈ R.(
Η σχέση 0 + x = x είναι περιττή, αφού η οµάδα (R,+) είναι αβελιανή

)
.

(iv) Για κάθε x ∈ R υπάρχει ΄
(
µοναδικό

)
στοιχείο −x τέτοιο, ώστε x+ (−x) = 0.(

Και εδώ, για τον ίδιο λόγο, η σχέση (−x) + x = 0 είναι περιττή
)
.

ϐ) Το Ϲεύγος (R, ·) είναι ηµιοµάδα, δηλαδή ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός, δηλαδή
(v) x(yz) = (xy)z, για κάθε x, y, z ∈ R.

γ) Ο πολλαπλασιασµός είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθεση, δηλαδή
(vi) x(y + z) = xy + xz και (x+ y)z = xz + yz, για κάθε x, y, z ∈ R.

Τότε το σύνολο R ή ακριβέστερα η τριάδα (R,+, ·) λέγεται δακτύλιος.
Αν ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός, ήτοι xy = yx, για κάθε x, y ∈ R, τότε ο δακτύλιος R
λέγεται µεταθετικός δακτύλιος.
Αν ο πολλαπλασιασµός έχει ουδέτερο στοιχείο, το οποίο συµβολίζεται ως συνήθως µε 1 ή 1R,
τότε ο δακτύλιος λέγεται µοναδιαίος ή δακτύλιος µε µονάδα.
Τέλος, αν ο δακτύλιος είναι και µεταθετικός, αλλά και µοναδιαίος, τότε λέγεται µοναδιαίος
µεταθετικός δακτύλιος ή µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

Παρατηρούµε ότι το µονοσύνολο {0} πληροί τα αξιώµατα ενός µεταθετικού δακτυλίου µε µο-
νάδα. Εδώ το 0 και το 1 ταυτίζονται ! Ο δακτύλιος αυτός λέγεται τετριµµένος δακτύλιος.
Συνήθως ασχολούµαστε µε µη τετριµµένους δακτυλίους.

Παραδείγµατα: 1) Οι ακέραιοι, οι ϱητοί και οι πραγµατικοί αποτελούν
(
µε τις προφανείς

πράξεις
)
µοναδιαίους µεταθετικούς δακτυλίους.

2) Το σύνολο F των τετραγωνικών n × n πινάκων, όπου F µπορεί να είναι κάποιο από τα γνω-
στά αριθµοσύνολα Z,Q,R µε τις συνήθεις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού
πινάκων είναι µοναδιαίος δακτύλιος. ∆εν είναι όµως µεταθετικός. Για παράδειγµα, στο Z2×2

έχουµε
(

1 1
0 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
2 1
1 1

)
, αλλά

(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)
.

3) Αν A είναι ένα µη κενό σύνολο και RA είναι το σύνολο των συναρτήσεων f : A → R, τότε το
RA µε πράξεις τις πράξεις + και ·, όπου (f + g)(x) = f(x) + g(x) και (fg)(x) = f(x)g(x), για
κάθε x ∈ A είναι µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. Το µηδενικό στοιχείο είναι η συνάρτηση
0 : A → R µε 0(x) = 0, για κάθε x ∈ A και µονάδα η συνάρτηση 1 : A → R µε 1(x) = 1, για
κάθε x ∈ A. Χρησιµοποιήσαµε bold στοιχεία προς αποφυγήν συγχύσεως. Μάλλον δεν ήταν
αναγκαίο.
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4) Οι δακτύλιοι δεν είναι κατ᾿ ανάγκην άπειρα σύνολα. Για παράδειγµα στο σύνολο {0, 1} ο-
ϱίζουµε τις πράξεις ⊕ (πρόσθεση) και � (πολλαπλασιασµός), όπως ϕαίνεται στους παρακάτω
πίνακες :

⊕ 0 1

0 0 1
1 1 0

� 0 1

0 0 0
1 0 1

Το σύνολο {0, 1}, το οποίο ας συµβολίσουµε µε Z2, αποτελεί ως προς τις παραπάνω πράξεις
έναν µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα. Βλέπετε, αποφύγαµε τη χρήση του συµβόλου + και του
συµβόλου · για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό αντίστοιχα, επειδή κάποιος µπορεί να
µπερδευτεί και να ϑεωρήσει ότι η σχέση 1 + 1 = 0 ισχύει στους ακεραίους αριθµούς ! Θα
µπορούσαµε να κρατήσουµε για την πρόσθεση το σύµβολο + και να γράφαµε {〈0〉2, 〈1〉2} αντί
{0, 1}. Τα σύµβολα 〈0〉2 και 〈1〉2 εκφράζουν συγκεκριµένες έννοιες : Το 〈0〉2 εκφράζει την κλάση
των αρτίων ακεραίων και το 〈1〉2 την κλάση των περιττών. ΄Ετσι, οι πίνακες

+ 〈0〉2 〈1〉2
〈0〉2 〈0〉2 〈1〉2
〈1〉2 〈1〉2 〈0〉2

· 〈0〉2 〈1〉2
〈0〉2 〈0〉2 〈0〉2
〈1〉2 〈0〉2 〈1〉2

εκφράζουν τους κανόνες : «άρτιος + άρτιος = άρτιος», «άρτιος + περιττός = περιττός», «περιττός +
περιττός = άρτιος» (1+1=0), «άρτιος · άρτιος = άρτιος», «άρτιος · περιττός = άρτιος» και «περιττός
· περιττός = περιττός».
5) ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο.

(
Αυτό ϑα ϑεωρούµε ως ϐασικό σύνολο). Τότε το P(X) περιέχει

προφανώς δύο τουλάχιστον στοιχεία : τοX και το ∅. Γνωρίζουµε ότι η (P(X),4) είναι αβελιανή
οµάδα.

(
ϐλέπε παράδειγµα 4) µετά τον ορισµό Β΄.8

)
.

Η 4 ϑα είναι η «πρόσθεσή» µας στο P(X). Γνωρίζουµε ότι είναι αντιµεταθετική και προσε-
ταιριστική πράξη στο P(X). Το µηδενικό στοιχείο στο (P(X),4) είναι το ∅ και το αντίθετο
ενός A ∈ P(X) είναι το ίδιο το A. Πράγµατι, A4∅ = (A \ ∅) ∪ (∅ \ A) = A ∪ ∅ = A και
A4A = (A \ A) ∪ (A \ A) = ∅ ∪∅ = ∅. ΄Αρα το Ϲεύγος (P(X),4) είναι αβελιανή οµάδα.
Η τοµή ∩ ϑα είναι ο «πολλαπλασιασµός» µας. Γνωρίζουµε ότι η τοµή είναι αντιµεταθετική και
προσεταιριστική πράξη στο P(X). Επίσης A ∩ X = A, για κάθε A ⊆ X. ΄Αρα το X είναι το
µοναδιαίο στοιχείο της τοµής.
Θα αποδείξουµε ότι η τοµή είναι επιµεριστική ως προς τη συµµετρική διαφορά4. ΄Εστω λοιπόν
A,B, Γ ⊆ X. ΄Εχουµε B4Γ = (B \ Γ ) ∪ (B \ Γ ) = (B ∩ Γ c) ∪ (Γ ∩Bc),
όπου Y c = X \ Y , το συµπλήρωµα του τυχόντος υποσυνόλου Y ως προς X.
Εποµένως A ∩ (B4Γ ) = A ∩

(
(B ∩ Γ c) ∪ (Γ ∩ Bc)

)
= (A ∩ B ∩ Γ c) ∪ (A ∩ Γ ∩ Bc) =

=
(
(A ∩B) \ Γ

)
∪
(
(A ∩ Γ ) \B

)
.

Επίσης, (A ∩B)4(A ∩ Γ ) =
(
(A ∩B) \ (A ∩ Γ )

)
∪
(
(A ∩ Γ ) \ (A ∩B)

)

Παρατηρούµε ότι : (A ∩ B) \ (A ∩ Γ ) = (A ∩ B) ∩ (A ∩ Γ )c = (A ∩ B) ∩ (Ac ∪ Γ c) =
= (A ∩B ∩Ac) ∪ (A ∩B ∩ Γ c) =

(
(A ∩Ac) ∩B

)
∪ (A ∩B ∩ Γ c) = (∅ ∩B) ∪ (A ∩B ∩ Γ c) =

= ∅ ∪ (A ∩B ∩ Γ c) = A ∩B ∩ Γ c.
Παρόµοια παίρνουµε: (A ∩ Γ ) \ (A ∩ B) = (A ∩ Γ ) ∩ (A ∩ B)c = (A ∩ Γ ) ∩ (Ac ∪ Bc) =
= (A ∩ Γ ∩ Ac) ∪ (A ∩ Γ ∩ Bc) =

(
(A ∩ Ac) ∩ Γ

)
∪ (A ∩ Γ ∩ Bc) = (∅ ∩ Γ ) ∪ (A ∩ Γ ∩ Bc) =

= ∅ ∪ (A ∩ Γ ∩Bc) = A ∩ Γ ∩Bc.
Εποµένως (A∩B)4(A∩Γ ) = (A∩B ∩Γ c)∪ (A∩Γ ∩Bc) =

(
(A∩B) \Γ

)
∪
(
(A∩Γ ) \B

)
=

= A ∩ (B4Γ ).
Η τριάδα λοιπόν (P(X),4,∩) είναι µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος.
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Αν υποθέσουµε ότι το X είναι µονοσύνολο, ήτοι X = {x}, τότε P(X) = {∅, X}. Οι πίνακες της
συµµετρικής διαφοράς 4 και της τοµής ∩ είναι οι ακόλουθοι :

4 ∅ X

∅ ∅ X
X X ∅

∩ ∅ X

∅ ∅ ∅
X ∅ X

Προσέξτε την οµοιότητα µε τους πίνακες των πράξεων του προηγούµενου παραδείγµατος ! Σ᾿
αυτή την περίπτωση λέµε ότι οι δακτύλιοι (Z2,+, ·) και (P(X),4,∩) είναι ισόµορφοι.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.12. Σε κάθε δακτύλιο (R,+, ·)
(
µεταθετικό ή µη

)
ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) α · 0 = 0 · α = 0, για κάθε α ∈ R.
(ii) (−α)β = α(−β) = −αβ, για κάθε α, β ∈ R.
Απόδειξη: (i) α · 0 = α · (0 + 0) = α · 0 +α · 0, δηλαδή α · 0 = α · 0 +α · 0⇒ α · 0 + (−(α · 0)) =
= (α · 0 + α · 0) + (−(α · 0))⇔ 0 = α · 0 + (α · 0 + (−(α · 0)))⇔ 0 = α · 0 + 0 = α · 0.
Ανάλογα έχουµε: 0 · α = (0 + 0) · α = 0 · α+ 0 · α⇒ 0 · α− 0 · α = (0 · α+ 0 · α)− 0 · α⇔ 0 =
= 0 · α + (0 · α− 0 · α)⇔ 0 = 0 · α + 0 = 0 · α.
(ii) (−α)β + αβ = (−α + α)β = 0 · β = 0. Εποµένως (−α)β = −αβ. Ανάλογα, α(−β) + αβ =
= α(−β + β) = α · 0 = 0. ΄Αρα α(−β) = −αβ. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.13. ΄Εστω (R,+, ·) ένας µη τετριµµένος µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. Ο R
λέγεται ακέραια περιοχή αν από κάθε σχέση της µορφής αβ = 0, όπου α, β ∈ R, προκύπτει
ότι α = 0 ή β = 0.

Παραδείγµατα: 1) Οι δακτύλιοι των ακεραίων, ϱητών, πραγµατικών είναι προφανώς ακέραιες
περιοχές.

2) Ο δακτύλιος (Z2,+, ·) που ορίστηκε παραπάνω είναι ακέραια περιοχή, όπως µπορεί κανείς
να διαπιστώσει µε ευκολία, ελέγχοντας τον πίνακα του πολλαπλασιασµού. Το ίδιο προφανώς
ισχύει και για τον δακτύλιο (P(X),4,∩), όταν το X είναι µονοσύνολο. Αν όµως το X περιέχει
δύο τουλάχιστον στοιχεία, τότε ο (P(X),4,∩) δεν είναι ακέραια περιοχή. Πράγµατι, αν
α, β ∈ X µε α 6= β, τότε {α} ∩ {β} = ∅, ενώ {α} 6= ∅ και {β} 6= ∅.

3) ΄Εστω C([0, 1]) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων f : [0, 1] → R. Το C([0, 1]) είναι ένας
µεταθετικός δακτύλιος µε τις προφανείς πράξεις : f + g : [0, 1] → R και fg : [0, 1] → R, όπου
(f + g)(x) = f(x) + g(x) και (fg)(x) = f(x)g(x), για κάθε x ∈ [0, 1]. Μηδενικό στοιχείο
είναι η συνάρτηση 0 : [0, 1] → R µε 0(x) = 0, για κάθε x ∈ [0, 1] και µοναδιαίο στοιχείο η
συνάρτηση 1 : [0, 1] → R µε 1(x) = 1, για κάθε x ∈ [0, 1]. Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις
f, g ∈ C([0, 1]) µε

f(x) =





0, αν 0 ≤ x <
1

2(
x− 1

2

)2

, αν 1

2
≤ x ≤ 1

και g(x) =





(
x− 1

2

)2

, αν 0 ≤ x <
1

2

0, αν 1

2
≤ x ≤ 1

Μάλιστα, οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιµες. Προφανώς f, g 6= 0, αλλά fg = 0. Επο-
µένως το C([0, 1]) δεν είναι ακέραια περιοχή. Οι γραφικές παραστάσεις των f και g είναι οι
ακόλουθες :
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y=f(x)

O

(1, 1)

11/2

1

1/4 y=g(x)

O

(1, 1)

11/2

1

1/4
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ΟΡΙΣΜΟΣ 4.14. ΄Εστω (R,+, ·) ένας µη τετριµµένος µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. ΄Εστω
R∗ = R \ {0} το σύνολο των µη µηδενικών στοιχείων του. Προφανώς 1 ∈ R∗. Αν το R∗ εφοδια-
σµένο µε την πράξη · του πολλαπλασιασµού είναι

(
αβελιανή

)
οµάδα, τότε ο δακτύλιος (R,+, ·)

λέγεται σώµα.

Με άλλα λόγια, ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος είναι σώµα αν και µόνον αν κάθε µη
µηδενικό στοιχείο του έχει αντίστροφο. Το αντίστροφο ενός α ∈ R∗ συµβολίζεται ως συνήθως µε
α−1. Αναφέρουµε αναλυτικά τις ιδιότητες του σώµατος :

(i) x+ y = y + x, για κάθε x, y ∈ R.
(ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z, για κάθε x, y, z ∈ R.
(iii) Υπάρχει

(
µοναδικό

)
προσθετικό ουδέτερο στοιχείο, το οποίο ως συνήθως συµβολίζεται

µε 0, τέτοιο ώστε x+ 0 = x, για κάθε x ∈ R.
(iv) Για κάθε x ∈ R υπάρχει

(
µοναδικό

)
στοιχείο −x τέτοιο, ώστε x+ (−x) = 0.

(v) x(yz) = (xy)z, για κάθε x, y, z ∈ R.
(vi) xy = yx, για κάθε x, y ∈ R.
(vii) x(y + z) = xy + xz, για κάθε x, y, z ∈ R.
(viii) Υπάρχει

(
µοναδικό

)
πολλαπλασιαστικό ουδέτερο στοιχείο, το οποίο ως συνήθως συµβο-

λίζεται µε 1, τέτοιο ώστε x · 1 = x, για κάθε x ∈ R.
(ix) Για κάθε x ∈ R∗ = R \ {0} υπάρχει

(
µοναδικό

)
στοιχείο x−1 τέτοιο, ώστε x · x−1 = 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.15. Κάθε σώµα είναι ακέραια περιοχή. Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει.
Απόδειξη: ΄Εστω (R,+, ·) σώµα και α, β ∈ R, τέτοια ώστε αβ = 0. Αν α 6= 0, τότε υπάρχει το
αντίστροφο α−1 του α µε αα−1 = α−1α = 1. Εποµένως αβ = 0 ⇒ α−1(αβ) = α−1 · 0 = 0 ⇒
⇒ (α−1α)β = 0⇔ 1 · β = 0⇔ β = 0. Παρόµοια προκύπτει ότι αν β 6= 0, τότε α = 0.
Μια ακέραια περιοχή δεν είναι όµως απαραίτητα σώµα. Για παράδειγµα, το σύνολο Z των ακε-
ϱαίων δεν είναι σώµα γιατί κάθε ακέραιος διάφορος του ±1 δεν αντιστρέφεται στο Z. �

Παραδείγµατα: 1) Τα σύνολα των ϱητών, των πραγµατικών και των µιγαδικών αριθµών µε
τις συνηθισµένες πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού είναι σώµατα. Τίθεται το
ερώτηµα: Υπάρχει κάποιο σώµα ανάµεσα στους ϱητούς και τους πραγµατικούς ; ΄Η ανάµεσα
στους πραγµατικούς και τους µιγαδικούς ; Η απάντηση είναι καταφατική, όπως προκύπτει από
το επόµενο παράδειγµα.
2) Γνωρίζουµε ότι ο αριθµός

√
2 είναι άρρητος. Θεωρούµε το σύνολο
Q[
√

2] = {α + β
√

2 | α, β ∈ Q}.
Παρατηρούµε ότι Q ( Q[

√
2] ( R. Παρατηρούµε επίσης ότι αν α + β

√
2 = 0, τότε α = β = 0.
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Πράγµατι, έστω α + β
√

2 = 0⇔ β
√

2 = −α. Αν β 6= 0, τότε
√

2 = −α
β
∈ Q, άτοπο. ΄Αρα β = 0

και συνεπώς και α = 0. Επίσης, αν α1, α2, β1, β2 ∈ Q, τότε
(α1 + β1

√
2)± (α2 + β2

√
2) = (α1 ± α2) + (β1 ± β2)

√
2 ∈ Q[

√
2] και

(α1 + β1
√

2)(α2 + β2
√

2) = (α1α2 + 2β1β2) + (α1β2 + α2β1)
√

2 ∈ Q[
√

2].
Το 0 = 0 + 0

√
2 και το 1 = 1 + 0

√
2 είναι τα ουδέτερα στοιχεία της πρόσθεσης και του πολλα-

πλασιασµού αντίστοιχα.
΄Αρα το Q[

√
2] είναι ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος (και προφανώς ακέραια περιοχή,

αφού Q[
√

2] ( R).
Αν τώρα α + β

√
2 6= 0, όπου α, β ∈ Q, δηλαδή κάποιο από τα α, β δεν είναι µηδέν, τότε

και ο αριθµός α − β
√

2 δεν είναι µηδέν. Εποµένως (α + β
√

2)(α − β
√

2) = α2 − 2β2 6= 0.

Προφανώς α

α2 − 2β2
− β

α2 − 2β2

√
2 ∈ Q[

√
2]. Αλλά (α + β

√
2)

(
α

α2 − 2β2
− β

α2 − 2β2

√
2

)
=

= (α+β
√

2)
α− β

√
2

(α + β
√

2)(α− β
√

2)
= 1, δηλαδή (α+β

√
2)−1 =

α

α− 2β2
− β

α2 − 2β2

√
2 ∈ Q[

√
2].

Γενικά, υπάρχουν άπειρα σώµατα µεταξύ του Q και του R.
΄Οπως προκύπτει από τη ϑεωρία αριθµών, αν n είναι ϑετικός ακέραιος, ο οποίος δεν είναι
τέλειο τετράγωνο ακεραίου, τότε

√
n /∈ Q. Με παρόµοιες µεθόδους προκύπτει ότι το σύνολο

Q[
√
n] = {α+ β

√
n | α, β ∈ Q} είναι σώµα που περιέχεται γνήσια στο R και περιέχει γνήσια το

Q. Αλλά και µεταξύ του R και του C υπάρχουν ενδιάµεσα σώµατα.
Π.χ. το R[i

√
3] = {α + βi

√
3 | α, β ∈ R}.

3) Εύκολα µπορεί να ελέγξει κανείς ότι το Z2 = {〈0〉2, 〈1〉2} µε τις πράξεις + και · που πε-
ϱιγράψαµε στους αντίστοιχους πίνακες, είναι σώµα. Γνωρίζουµε ήδη ότι είναι ακέραια περιοχή.
Αυτό δεν είναι τυχαίο, όπως αποδεικνύεται στην επόµενη πρόταση:

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.16. Κάθε πεπερασµένη ακέραια περιοχή R είναι σώµα.
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι R = {α1, α2, . . . , αn}, όπου n ϑετικός ακέραιος. ΄Εστω α = αi ∈ R,
για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , n} µε α 6= 0. Ορίζουµε την απεικόνιση Tα : R → R µε Tα(αj) = ααj,
για κάθε j = 1, 2, . . . , n.
Παρατηρούµε ότι αν Tα(αi) = Tα(αk), τότε ααj = ααk ⇔ α(αj − αk) = 0. Επειδή ο R
είναι ακέραια περιοχή και α 6= 0, ϑα πρέπει αj − αk = 0 ⇔ αj = αk, ήτοι j = k. Εποµένως η
απεικόνιση Tα : R→ R είναι 1-1 και επειδή το R είναι πεπερασµένο, ϑα είναι και επί. Συνεπώς,
αν 1 = αt, για κάποιο t ∈ {1, 2, . . . , n}, ϑα υπάρχει κάποιο αj, τέτοιο ώστε Tα(αj) = αt = 1,
δηλαδή ααj = 1. Εποµένως αj = α−1.
∆είξαµε λοιπόν ότι κάθε µη µηδενικό στοιχείο της R έχει αντίστροφο. Συνεπώς η ακέραια
περιοχή R είναι σώµα. �
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