
Ανάλυση Ι και Εφαρµογές – 19/9/2017

1. (1.5µ) (α) ΄Εστω A µη κενό, άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R και s = supA. Αποδείξτε ότι : αν ο s
δεν ανήκει στο A τότε για κάθε ε > 0 το διάστηµα (s− ε, s) περιέχει άπειρα στοιχεία του συνόλου A.
(ϐ) Αποδείξτε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 ισχύει [

√
n2 + 2n] = n. Στη συνέχεια, αποδείξτε ότι

το supremum και το infimum του συνόλου A = {
√
n − [

√
n] : n = 1, 2, . . .} είναι ίσα µε 1 και 0

αντίστοιχα. Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας (µε [x] συµβολίζουµε το ακέραιο µέρος του x).

2. (2µ) (α) Υπολογίστε τα όρια των παρακάτω ακολουθιών :

αn = n−
√
n2 − n, βn =

2n · n!
nn

, γn =

(
1 +

1

n2

)n

.

(ϐ) ΄Εστω (xn) ακολουθία πραγµατικών αριθµών η οποία ορίζεται αναδροµικά ως εξής:

x1 = 2 και xn+1 = xn +
1

xn
για n = 1, 2, . . . .

Αποδείξτε ότι η (xn) είναι γνησίως αύξουσα και ότι xn → +∞.

3. (2µ) (α) Εξετάστε αν συγκλίνουν οι παρακάτω σειρές και προσδιορίστε το άθροισµά τους αν συγκλί-
νουν (αιτιολογήστε την απάντησή σας):

∞∑
k=1

(2k)!

(k!)2
,

∞∑
k=1

e−k,

∞∑
k=1

k sin

(
1

k2

)
.

(ϐ) (i) ΄Εστω (ak)k>1 ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών. Αποδείξτε ότι : αν η σειρά
∑∞

k=1 ak
συγκλίνει τότε η σειρά

∑∞
k=1 a

2
k συγκλίνει κι αυτή.

(ii) Να δοθεί παράδειγµα ακολουθίας (ak)k>1 πραγµατικών αριθµών τέτοιας ώστε η σειρά
∑∞

k=1 ak
να συγκλίνει αλλά η σειρά

∑∞
k=1 a

2
k να αποκλίνει.

4. (2µ) (α) ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε

lim
x→−∞

f(x) = −3 και lim
x→+∞

f(x) = 1.

Αποδείξτε ότι υπάρχει M ∈ R τέτοιος ώστε f(x) 6 M για κάθε x ∈ R. Να δοθεί παράδειγµα το οποίο
να δείχνει ότι η f δεν παίρνει απαραίτητα µέγιστη τιµή.
(ϐ) ΄Εστω f, g : R → R συναρτήσεις, συνεχείς στο 0. Αν f(0) > g(0), αποδείξτε ότι υπάρχει δ > 0
τέτοιος ώστε : για κάθε y, z ∈ (−δ, δ) ισχύει f(y) > g(z).

5. (2µ) (α) ΄Εστω f : R → R και a ∈ R. Υποθέτουµε ότι f(a) > 0 και ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο
a. Υπολογίστε το

lim
n→∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

) 1
n

.

(ϐ) Αποδείξτε ότι x ln x
x2−1 <

1
2 για κάθε x > 1. Χρησιµοποιώντας αυτή την ανισότητα εξετάστε ποιος είναι

µεγαλύτερος: ο 2
√
2 ή ο e;

6. (1.5µ) (α) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Taylor αποδείξτε πλήρως ότι ex =
∞∑
k=0

xk

k! για κάθε x ∈ R.

(ϐ) Βρείτε το πολυώνυµο Taylor Tn,f,0 για τη συνάρτηση f(x) =
∫ x

0
e−t

2

dt, x ∈ R (αιτιολογήστε την
απάντησή σας).

7. (2µ) (α) Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫
sin2 x dx και

∫
1

(1 + x)(1 + x2)
dx.

(ϐ) ΄Εστω f, g : [a, b]→ R Riemann ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Αποδείξτε πλήρως ότι(∫ b

a

f(x) g(x) dx

)2

6

(∫ b

a

f2(x) dx

)(∫ b

a

g2(x) dx

)
.

Καλή Επιτυχία !


