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Σύνολο μονάδων (σε αγκύλες στο τέλος κάθε ερωτήματος):11,5 (Άριστα το 10)
Καλή Επιτυχία!

1. Έστω α, β ̸∈ Q με α < β. Δείξτε ότι το σύνολο A = {x ∈ Q | α < x < β} είναι μη κενό.
Υπολογίστε τα infA και supA. (Δικαιολογήστε την απάντησή σας). [1]

2. Έστω ϑ > 0. Θεωρούμε την ακολουθία (an) με a1 >
√
ϑ και an+1 =

1
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ϑ
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)
, για κάθε

n = 1, 2, 3, . . . Δείξτε ότι lim
n→+∞

an =
√
ϑ. [1,5]

3. Να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα όρια:

(αʹ) lim
n→+∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n3
και

(βʹ) lim
n→+∞

nn

(n!)2
[1]

4. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω σειρές συγκλίνουν:
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∞∑
n=1

(√
n3 + 1−
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)
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1
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.

(Υπόδειξη για το (β΄): Δείξτε ότι ln(x+ 1) <
√
x , για κάθε x ≥ 1.) [1,5]

5. Έστω a > 1. Να υπολογίσετε το όριο
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a

n
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+
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)
(Υπόδειξη: Το άθροισμα στην παρένθεση είναι το άνω άθροισμα μιας συνάρτησης, ως προς κα-
τάλληλη διαμέριση.) [1,5]

6. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R με τύπο f(x) =

{
|x|1/|x| αν x ̸= 0

0 αν x = 0

Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια, τη μονοτονία και την παραγωγισιμότητα. [1,5]

7. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:

(αʹ)
∫

sinx+ tanx
cos2 x

dx

(βʹ)
∫ π/2

0

ex sin2 x dx [1,5]

8. (αʹ) Αναπτύξτε σε σειράMaclaurin (σειρά Taylor γύρω από το μηδέν) τη συνάρτηση f : R → R
με τύπο f(x) = sinx.

(βʹ) Δείξτε ότι το σφάλμα Rn(x) ικανοποιεί τη σχέση |Rn(x)| ≤
|x|n+1

(n+ 1)!
.

(γʹ) Τουλάχιστον πόσο πρέπει να είναι το n, ώστε
∣∣Rn(−1

2
)
∣∣ ≤ 10−5; [2]


