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EΠΙ ΠΛEoN ΦoPEΙΣ MΗ ΙΣoPPoΠΙΑΣ ΣTo\Σ Ι{MΙΑΓΩΓoYΣ

o ημιαγωγιig οε ιooρρoπiα

E'1oυμε πρooδιoρioει η αυγκ6ιτρωoη των ηλεκτρoviων zo ση ζ6η αγωμμ6ητα9 και
η συγκεvτρωση των oπιbν pο στη ζd)η oθ6νoυ9 oη κατιioταoη θερμΦs ιooρρoπiαg.
Ση θερμικη ιooρρoπiα, oι αυγκεvτρriloεξ αυξ εiναι ανεξ&ρητεg τoυ 1p6νoυ. Eν
τoιiτoη 61oυμε αυν61εια θερμικη 6ξoδo ηλεκτρoνiων απ6 η ζdlνη oθ6νoυq πoυ φθdvoυvoη ζrilνη αγωγιμ6ητα9 λ6γω ηg ol1αiαg φlioηg ηg θερμικflζ διαδικαoiαg. Στoν διo
1ρ6νo η}εκrρ6νια κινo6μεvα τυ1αiα βοα oτov κρr5oταλλο ση ζ6νη αγωγιμ6τητα9
μπoρεi vα πληοιdooυν πολ6 τη oπig και να ..π*ooυν,,μ6oα oπg ιcεv6g Θθoειq oη ζιbvη
oθενoυ6. Αυη η διαδl,καoiα επαναα6γδεoηE εξαφαvζει αμφ6τερα τα φoρτiα. Eφ 6ooν
ση θερμικη ιooρρoπiα oι αυμεντρiooεq των φoρ6ων εiναι αv{dρητεg απ6 τo 1ρ6vo, o
ρυθμ6q με τον oπoio δημιoυργo6ιται oι φoρεiq ιoofται με τo ρυθμ6 πoυ
επαγααυνδ6owαι, oι πoρεiεq δημιoυργiα6 και επανααδνδεηq o1ημαπκιi φαiνoιται oτο
o1ημα (4.i)

EΙecιron.hole
recombination

ΣLη|ιΙ' a.1 Δημιoυφiα και επαvαα]vδεση ηλεκτρovιων-oπ6ν

. 
,Eoτω 

Gno , Gpo εiναι oι ρυθμοi δημιoυργiαg μα τα ηλεκτρ6ντα και τη οπ69
ανττ9τoιγα, και ζ6 ,Rp6 εivαι oι ρυθμoi επαναoιivδεoηg μα τα ηλειcτρ6ιια και αg oπ6ξ
αιτ[oτoι1α oη κατd'oταη θερμΦq ιooρρoπiαq. T6τε

Gng -- Rρo

D _Dl\na _ ι\ 
Po

και εφ, 6ooν oη κατtioταoη

1ρ6vου θα θ1oυμ:

4.2

nοΚαL p0 εiναι ανεξdρητα τoυ

4.1

θερμΦg ιoορρoτiα6 τα
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G"x=Goο=R'"=Roo'

Eπl πλ€ον φορεξ δημιουργiαg και αιανααδνδεaηg,

Mπoρoriψ να 6χουμε μετιiβαη ηλεκτρovιων απ6 η ζd:η oθ6vουq ση ζ6η
αγωμμ6ητη, 6πω9 για παριiδaγμα, 6ταv φωτ6vια με μΨ6λη εν6ργεια ειo6ρ1oνται aε
εvαν ημιαγωγ6.,oταν αυτ6 αυμβαiνει, δεν 61oυμ μ6voν η δημιoυργiα εν69 η}εκτρoviουση ζ1oη αγωμμ6ηταg, αλλd και η δημιoυργiα μiαg oηg ση ζ(i)η oθ6νoυ9. E1oυμ
δηλαδτ] η δημιoυργiα εv6g ζε6γoυ9 ηλεκτρ6ιιο.ozη

Tα επi πλ6ον ηλεκερ6νια και οι επi πλ"θoν οπ69 πoυ δημιoυηo6vται απ6 μiα
εξωτερικ{ δ6ναμη δημιoυργoriι,ται μ ενα ρυθμ6 o oπoiog 6oτω 6τι εir,αι g,, μα τα
ηλεκιρ6ιια και g,n για π6 oπεg . Κατd ην απ'ευθεξ δημιoυργiα απo ζιbη οε ζd:vη τα
επi πλ"6oν ηλεκερ6vια και oι ari πΜον oπ69 δημιoυργοilιται oε ζει1μ, oπ6τε

4.4g''= 8'ρ

,Oταν δημιoυpγo6νται εzεi zιλΞ,ov ηλεκτρ6vια και oπ66, η αυy<6rερωη των ηλεκrρov[ων
ση ζd,η αγωμμ6ητα9 καθrbg και των oπdrν oπ] ζιbη oθεvoυg αυξdvovται oε σχ5ση με
αυτξ οττl κατιioταoη θερμικr]q ιooρρoτiη.

.t.J

,Oπoυ 
δn και δp εivαι oι αυγκεvτρiooεη των επi πΜov ηλεκτρoviων και oπiυν. Στo ογημα

(4.2) φαiνετατ η διαδικαoiα αυη }Ι {ωτεριη δ6ναμη 61ει διαταρ6ξει η κατιioταοη
ιooρρoπiαq και 6ται ο ημιαγωγ69 δεv βρioκεται zπα οε κατdoταη Θερμu<ηq ιοoρρoπiαg:
np+nopo-n!

n=no+&ι

--.",.-.. ε:.! :, .

P= Po+Φ

Ζ\-./\λ,>

4.5α

Μ;3,

ι.1

c
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61oυμ μiα oτdoιμη κατd,oταoη. oι επi πλjον φορεig δn και δp επανααυνδ6orπαι oε
ζετy6'ρτα' ( oμ]μα 4.3 ) 6τoι οι ρυθμoi επαναΦνδεoηg εiναι ioοι:

D1 _DI

Σγ'i11:α 4 .3 F{ επαναα6νδεη των επι πl.,6oν φoρ6ων με απo!ατασταη τηζ θερμιηζ ιοoρρoπiαE.

4.6

lΙ ιiμoη επαναα6νδεoη απ6 ζiοrη αε ζioνη πof θεωρηoαμε, αυμβαiνει αυτ6ματα. Eτoι η
zπΘαν6ητα εvα ηλεκτρ6ιιo και μiα οπf1 να επαναoυvδεθoι1v εiναι oταθεpη οτo 1ρ6νo, o
ρυθμ69 με τoν oπoio τα ηλεκτρ6vια επαναουνδ5or,ται πρbπa επiοηg vα εiναι αν6}ωγo9
ηg αυγκa,τρωoηg τωv oπioν.

o ρυθμ69 μεταβoλt'i'c ηE αυγκ6ντρωoηq των ηiεκτρoviων θα εiναι

Ψ="'b: -n(t)p@]

6τoυ α, εiναι o oυντελεoτηE επιiναα6νδεoηg,

n(t)=no*6n1r1

p{t)= po+δp(t)

4.8α

4.8β

o πρrbτoc 6ροq α,n| εivαι o ρυθμ69 δημιoυργiαq οη 0ερμιη ιooρρoπiα. Eφ,6oον τα επ1
πλ6ον ηλεκτρ6vια κα' οι επi πλioν oπ66 δημιουφoliνται και επανααυνδ6oνται oε ζε6γη
θα 61oυμ δn(t)=δp(t)
oι παρdψτρoι oη θερμικη ιοoρρoπiα lzo και po εtναι ανεξdρητoι απ6 το 1ρ6νo dρα η
(4.7)^γρ&φετατ

4βΡ = o,b? - @, + δn(D)bo + δpQ)))= -α,δn(|[@o + p) + δnQ)] 4.9

Η εξiοωoη (4.9) λδνεται εrjκολα αν εzπβd'λλoυμε η αυνθfκη 1αμηλoδ επτπ6δoυ €γχυο.ηq,
η oπoiα θ6τει 6ρια οτο μtγεθog ηg αυyκ6πρωηg των εzcl πΜoν φoρ6ων oε ol,γ*ρ,"η μ
πg αυγκειτρrboειq των φoρ6ων oη θερμικη ιοoρρoπiα. Σ,€vαν n.οjπoυ ημιαγωγ6 γaικιi
εχo1)yε' no >> ρo και o,θναν p.τ6πoυ Pο >} nο Χαμηλoδ επuε6δoυ η1υoη oτ1μαiνει 6τι η
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oυγκ6ντρωoη τωv ε;ri πΜoν φoρ6ωv εiναι πoλ6 μικρ6τερη απ6 η αυγκθντρωη των
φoρ€ωv π}ειoν6τηταζ ση κατdοταo.r1 θερμΦg ιooρρoτiαg, Yψηλo6 λ*ελ ελαrl
oημαivει 6π oι αυ1,κεvτριbοεq των εn π)6,oy φoρ6ων εiναι αιtγκρiαιμεg li μεγαιοτερε6απ6 η αυγκ6rτρωοη τωv φoρ6ων πλειoν6ηταq oη κατ6oταoη θu;μ,"liζ;;ρ; nα 

"c.. 

-"

Αν θεωρηooυμε 6vαν ημιαγωγ6 p.τδπου (po >> izo)κιiτω απ6 1αμτβη εγγυoη
(δn(t) << Ρ6 )τ6τε η εξioωοη (4.9) γριiφεται

d(δn(t))
= -α,p,)δn(t)dι

ll λ6oη ηq oπoiαg θα εiναι

δn(t) = 5η161""i'." 4.11

6που τ,o = (a"po )_'aiναι μtα oταθεριi για η 1αμηλof εuππ6δου Φxυoη. F{ εξioωoη
(4.11) περιγρdφει ην ελdττωoη των επi πλjoν φoρ6ων μιov6ηταq (ηλαcrρoviωv) 6ται
cbo.τε τo r,o αναφθρεται oυμld οαν ο 1ρ6νoq ζωηg των επi πλ6oν φoρ6ων μειoν6ηταq.
o ρυθβq επανααriνδεoηg- πoυ oρioηκε oαv μiα θεπκη ποo6ητα-των επi πλ^6oν φoρ6ων
μεl,oν6ητα9 (ηλεαρ6νια) μπορεi να γραφεi 1ρηoιμoπoιιbνταq ην εξioωοη (4.10) oαν

4.10

4.12

4.13

Λ'|λ

R'"= p,"=δn(!)
τ 

",'

Για εvαν ημιαγωγ6 n.τriπoυ (no '' p) για 1αμηλoi εππ6δoυ θγpoη (δn(ι) <<n0) ημiωη των φoρ6ωv μειoν6ητα6 (oπεq) oυμβαivει με μiα oταΘερri 1ρ6voυ
, oo = {o "no).' , 

6πc,τ τo τ po αναφ6ρεται ετ[oηg οαν o 1ρ6νo9 ζωηg τωv επi πλ"6ον φoρ6ωv
μειoν6ητα-c. o ρυθμ69 επανααδνδεoηg των φoρ6ων πλειoν6τηταq (ηλεκτρ6νια) θα εivαι
ο iδιog με αυτ6ν των φoρ6ων μιov6ηταg (oπεg). .Ετoι 

61oυμε

o _ o - δn1t)
2ι, _1ιp _-

Ιpo

Eξιodroεη αυνfoεια6

,Eoτω 6π 61oυμε θvα oωμιiαo oΦ πoυ ρΙiεl κατd τov ιiξovα των x κα1 ειo6ρ1εται
o,6να oτoι1ειri;δη κ6βo 6γκoυ (dxdydz) oτο oημεio x (oγi1μα 4.4). Αν η παριiμετρo-c ζ
εivαι η ρof1 τoυ oωματιoυ ozη, μπορoliμε vα γρdψουμε για η πυκv6ητα ρευματoq
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F}(x+dx)= r;61*οξλa"'οx

}Ι εξioωoη αυπj εiναι 6να ανd,πτυγμα Τaylοr του F)'(x+ dx),οπor: τo μt]κoq dx εiναι
τ6oο μικρ6, rboτε μ6νo oι δδo πρrbτοι 6ρoι εiναι oημαvπκoi. F, α6ξηoη τoυ αριθμοδ των
oπioν ανd μovιiδα 1ρ6vου, oτo^oτ911εio τoυ διαφo|ικo6 6γκoυ, πoυ oφειλεται ση ρofιτων oπιilν κατd' τη δiευΟυνoη x θα δiδεται απ6 η σχεση

* *** =f';r'l _ o;1' * a'1foιa, = _ξ a'φa, 4.Ι6

Αv μα παριiδειγμα r)'{x)r}"{x + dt) Θα 61oυμ με τo 1ρ6νo μiα αιiξηoη τoυ αρτθμoδ
των 

i 
Φoα οτο διαφoρικ6 αυτ6v 6γκo

4.1,5

Σχημα 4.4 o διαφoρικ6q 6μοE και η δε6θυνη x 6πoυ θ1oυμε η poη τωv σ(!)μmιδiων oπ6ν.

, o ρυθμ66 δημιoυργiαg και .επανααδνδεoηg oπcoν θα εrηρειiξoυν επiη6 ησι)γκεντρωση oπtbν oτοv διαφoρικ6 6γκo. { α9€1rα τoυ αριθμori .,, o"ωu ; μoΤοio
1ρ6νoυ oτo oτoι1εio τoυ διαφoρικor1 6γκoυ θα δiδετα τ τ6τε απ6 η σχfη

aJD ot -
i*ψ* = _t*o,*+ godxdydz_2_dxdydz Λ'|1

^ o πριi:τog 6ρo9 oα1 δεξιd πλευριi ηq εξioωoηq (4.17) μα6δivει ηv αliξηη τουαριθμoli των οπd:ν oη μovιiδα τoυ 1ρ6νoυ ,,oυ oφεiλε.αi oη ροη των o:ειbv, ο δε6τεoοc
6ρo6 δiνει ην αriξηη του αριθμori των.oπιirν αvιi μoνιiδα xpο,* ,", 

"qj.a";;; ;γ8vεοη των oπιi;ν, και ο τελευταiog 6ρoq δiνει την ελiττωη τoυ αριθμoδ τωv oπioν ανιi
μoν6δα 1ρ6νoυ πoυ oφεiλεται oην επαvαoδνδεση το)ν oτrilν' O ρυθμ69 επαναoιiνδεonc
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μα πζ οπiζ δiδεται απ6 την plτ μ 6πoν τo τ 

" 
περncλεiει τo 1p6νo ζωfg των φoρ6ων οε

Θερμικη ιooρροrriα και τo 2φ6vo ζωr]6 των θrci zλ6ov φoρ€ων.
Διαιρri:vτα6 και τα δ6ο βρη ηg εξioωηE $.Ι7) ψτo διαφoρικ6 6γκο dxdyξ ηαiξηη ηg αυμθντρωoηg των οπiοv ανd μoνιiδα poνoυ Θα εiναι

ap aF; o.:=._ +o. - -:-οt & oP 
co,

πo6 εiναι 1νωoη οαv εξioωoη αυvε1ειαg για τη oπξ.,oμoια 
η εξioωη ουv61ειαg μα τα ηλεκrρ6ιια, ση μια δuioταoη, θα δiνειαι απ6 τη

σ,(6ση

An AF:
-=- 

. +σ
οχ ox r

ΙΙ εξαρτ6pενη απ6 τo 1ρ6νo ζiοωor1 oυνξaαg

E1oυμ r]δη δεiξει 6α

J ^=eμ^DL_eυ_-.:-

και

4.18

4.19

4.21

Δ11

+.2.)

αιτικαΘιoτιilνταq

4.20

J' _- eμ,nΕ + eD' An

Ax

Διαιριδντα6 ην(4.20) μ (+e) και ηv(.21) φ (.e) θα 61oυμε

b=', 
_ μ?pΕ_D,*

.1

!(4.22) και (4.23) κατ στξ
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6p 6ΦΕ) ^ δ'ρ p
;=_μ'-;+ υρ;Ξ+ 8 e_-J-- 4.24

και

on ο\nL| ^ d-n n

6=*μ'-a_*u" a"'*g'-; 4.25

επiοηq μπoρotiμε να γριiψoυμ

0(pΕ) ^Θρ dΕ

=-= 
Li+P; 4-26

και οι εξιoδoε4 β.2$ και β.25) μπoρol5v vα γραφτoliν μ η μoρφlj

^ atp ( -ap 6r\υp;Ξ-μριL*+p ^ |*s"-L=Ψ 4.27ox- \ ox οχ) . ,' aΧ

και

n Θ'n ' . '-θn θΕ,' n Θnυn 
^-; 

+ μn\Ζ-+n-)+ gn 4.28οx- οx oΧ Tn, oι

oτ (4.27) και (4.28) εiναι οι ξοιboει4 διdγυηg για τη oπεg και τα ηλεκτρ6ιιααvτ[oτoι1α πoυ εξαρτrilιπαι απ6 τo 1ρ6vo. oι εξιoiιoεη αυτ55 περιγριiφo,, η,αυμπεριφoριi oτoν 1ιirρo και τo 1ρ6νo των εrειπλiov φoρ6ων (αφoιi αυτoi
αυμzτεριλαμβιiνονται oτα n και p)
oι αυγrcaπριboεξ των ηλεκτρovΙων και των oπdlν oη κατ6oταοη θερμΦg
ιooρρoπiαg,εiναι ανξιiρτητεE απ6 τo yρ6νo. Για ηv ειδικr] τ,ερiιττωcη,oο o ημ,ηωγjiεivαι oμoγaτ]6 θα εivαι επiαηg αvεξdρητη απ6 ng oυιτεταγμεvεg μiηoυ. oι;ξω;;a;
(4.27) και (4.28) μπoρoliν τ6τε να γραφτo6ν

ηβ_o,('Ψ-'#)-,,_*=Ψ 4.29

ο"β-""('Ψ-'#)-''-*=Ψ .+.JU

oι εξιorboεη (4.29) και (4.30) περ€1oυν 6ρoυ9 πoυ περιτ<}εioυv τιq ολικ66 
'

αυγκεvτρriloεη , p κΦ n , και δρoυg πoυ περιε1oυν μ6νo τη αυγlιεντρioοειq τωνizππλ6ov
φoρ6ων δn και δp.
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Aμφιπoλικt[ μεταφoριi

Aρμκιi ηραμ 6π το ηλεκτρικ6 πεδio oτιg εξιorboεη ρε{ματoq (4.20) και (4.21) i1ταν
ενα ηλεκτρικ6 πεδiο πoυ εφαρμ6oαμ. Αυτ6 τo ηλεrερικ6 πεδio φαiνεται οαc εξιod}σει(
διιi1υoηg πoυ εξαρτrilrπαι απ6 τo 1ρ6νo, με πg εξιoiυoει; $'29) και (4.30j. λ ωoζ
παλμ6q απ6 επi" lτ}'i,oν ηλεκτρ61xα και dναg παλμ69 απ6 επi πλΑoν oπε6 δημιoυρηθεi oi
κιiπoιo oημεiο εv6g ημιαγωγor5 απ6 εvα ηλεκτρικ6 πεδio πoυ εφαρμ6ζεται, τα επ' ι Goν
ηλεκτρ6νια και oπ66 θα τεiνoυν να oλιoθτ]ooυν πρog αντiθετεq κατευθδvοεη' Eπειδr]
6μωq τα η}εκερ6νια και oι oπ69 εiναι φoρτιομ*να oωμdτια, κdθε δια1ωριoμ69 αυτιbν θα
επιφ€ρει 6vα εoωτερικ6 ηiεκτρικ6 πεδio μεταfu5 τωv δlio oμdδων των oωματιδiων. Αυτ6
τo εoωτερικ6 ηλεκτρικ6 πεδio θα δημιoυργηοει μiα ελlcτικη δ6ναμη μταEιi των
ηλε<τρoviων και το)ν oπcilν και θα τα κανει vα πληοιdooυν ξανd μεταξδ ,o,g Στιg
εξιotboεζ }"otπ6ν (4'29) και (4.30) τo ηλεκτρικ6 πεδio θα απoτελεiται αφ,εv6g απo τo
εξωτερικ6 zεδio πoυ εφαρμ6(εται καΘ αφ.ετθρoυ απ6 τo εoωτερικ6 πε6io πoυ
αvαπτυοεται. Eπoμθvωg

F=F 'ι- F
- -apρ .1nr 

' 4.31

6πoυ Εono, το εξωτερικ6 η)εκτρικ6 πεδio και ξn, τo εoωτερικ6 ηλεκτρικ6 πεδio
Aφοι) το E',. δημιoυργεi μiα δδvαμη α}ληλεπδραoηq μετξ6 ηλεκτρoviων και

οπ(ov, αυτ6 τo ηλεκτρικ6 πεδio θα κρατd, τoυg παλμοf6 των ετi πλ6oν ηλεκτροviων και
τoυg ταλμoti6 τωy gm πχioν oπδv μαζi. Τα αρηακd φoρπoμεvα ηλεκτρ6νια και oι
θεακd φορπoμ6νε9 oπ6q τ6τε 0α oλιoθηooυν η θα διαγυθoliν μαζi με μια εvεργ6
ευκιrηoiα η εvα oυντελεοη δι6γυoηq. Τo φαιv6μεvo καλεiται αμφιπoλικf διιixυoη η
αμφιπoλικη μεταφoριi.

Παραγιoγr| ηq εξioιοaηq αμφιaoλικ{-c μεtaφop64.

oι εξιocδoειg δι6pοηg oι εξαρτrδμεvεq απ6 τoν ysl6νa, (4.29) και (4.30),
περι,.νρdφoυν ην συμπεριφoρ α των ετα πΜoν φoρ6ων. Eν τoljτoιc απαιτετται μiα.τρη
εξtoωoη πoli να o1ετiζει πq ooγκεντρrboειg των ari πλ€oν ηλεκτρoνiων και των ετι j.6oν
oπιbν με τo εorοτερικ6 ηλεκτρικ6 πεδio. Η o16oη αυη εiναι η εξioωoη Ρoissοn η oπoiα
μπoρεi να γραφτεi

+.52

6που ε" εiναι η διηλεκτρικη oταθερd τoυ ημιαγωγor}. Για vα κdνoυμ η λrioη των
εξιoiυoεων (4.29) (43q και' ('4.32) zno ει11ρηoτεg, 1ρε'αζεται να κdνoυμε oριoμ6νε9
πρooεγγioειq. Mπoρoliμε να δεiξουμε 6n *vα ο1εακιi μικρ6 εαωτερικ6 η}εκτρικ6 πεδio,
εiναι ικαν6 vα κρατηoει τα ειε. lλΑoy ηλεκτρ6ιτα και πc ετi πMoν oπ69 πoυ oλιoθαiνoυν
και δια16oνται μαζi. Aρα μπoρo6με να λιiβoυμε 6α

Ιε,^,)..|Ε.o,| 4.33

Eν τol5τoιg o 6ρo9 V . E,,. μπoρεi να μην εiναι αμληταiog. Θα απαιηοoυμ ην oυνθξκη
oυδετερ6ηταq του φoρτ[oυ.Θα πιiρουμ 6τι η αυ1κ6ντρωoη των επi πΜov ηλεκτρoviων
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{ιooρρoπε1ται απ6 μiα iοη αυγκθιπρωoη επi πΜoν oπiov οε κιiθε oημεiο τoυ 1ιilρoυ καιτoυ 1ρ6voυ. Αv αυη η υπ6θεη f1ται τελεtωq αληθτ]6, δεv θ";iρχ;-#;χ;;
εαωτερικ6 ηλεκτρικ6 "'δ.,:.ξ|9"11ι τιE δ6o oμαaεξ τλaωμααδiων μαζi. Εν τοδτoι6
μiα πoλri μικρτ,1 διαφoριi μετGδ ηζ αυγl€vτρωηq των ετα πλΕoν ηλεκτρoviων και ηgoυγκεντρωoηq των ε:εi πλ,6oν οπrbν εzπφ6ρει6να.εoωτερικ6 ημ*i,* λεω ;;;,iEαναoερει τα oωμdπα πoυ δια16oνται και oλιoθαiνoυν μo6ι. ιi,oρouμε ";;;ξ;;;;μiα διαφoριi 7oΛ oτα δp και δn, για παριiδειγμα, θα Ξ1., on, ,-"6λ";1ια ;; ;;αμελητ6εq πβg τoυ 6ρoυ V .E = V.E*t oτη εξιoriloεη (4.29) και (4.30).
Mπoρο6ψ να oυvδι6ooυμε ng εξιoriloειg- (4 '29) κατ (4.30) για vα εξαλεiψoυμ τον 6ροV.E. Θεωρiονταg τη εξιoiοoειq (a.1) καιli.a) μ""ρ"tμ,* oρiooυμε

n"=L= Ro=-L=R

4.34

4.35

4.36

+Jt

Ρ. xρΨ'ζωftg oην εξioωοη ξ35) Ψ.ιoμριiνoυν τoυg 1ρ6νoυ9 ζωτ]q τωv φορ6ων oηΘερμικr] ιοoρρoτiα και τoυg φ6νoυq βτ]g.των επ πλεori φoρθων. a,,",'iηi-μ, ηαυvθ{η oυδετερ6ηταq φορτioυ, τ6τε δn=δp.,Ετaι oι εξιo<i:oειq ιq.zgl λ,-φsoj
γρdφoιται

o,β_o,('Ψ-'#)+8-R=@

κα1

o" Ψ - "'('Ψ - "#)*, - 
^ 

= 
ul)

Αv πoλλαπλαοιιiooυμε ην εξioωη (a3Q με μnn Κα| τη @.37) μ' μeρ Και τq
πρoοθ6ooυμε, o 6ρo9 v . E = Ξ9 εξαλεiφεται και θα 61oυμ

"nυo+ uopo,)9!@*Q,μ,χp-,1εaΨ) *Q',,n* μ,p\g - 
"1=t,n- 

o,λfr
και αv διαιρ6ooυμ ην εξioωoη (a.3s) μ (ι'n * μ 

"p)Θo 
6puμ"
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^,a,(e')' .-a(δn') ^ a(δn\lJ .---:-.f μL- +,g-,.( = 
.ox- ax - at 4.39

4.40

4.41

Λ Λι\

4.43

4.44
\.!

t
i

oπoυ

}Ι εξioωoη (4.39) εiναι η καλo6μη^εξioωαη 3s α*ιειπoλΦE μεταφoρξ καιπεριφιiφει η συμπερψoριi των επi πΜoν φoρθων oτo 1ρ6νo 
.** 

"o, iωρλ. ππαρ6μετρo6 D, καλεiται αυντελεoτt]6 αμφιπoλικr]g δι&xυαηg και μ. εiναι η .i;;λ'"η
ευκιιηαiα.
FΙ οx6η Eiastein ο1ετiζει ττ1ν εικιηoiα μ τo oι-lντελεoΦ διιiχυoηζ

μ" μD e

D, D? ΚT

Xρηαιμoποι6ιτα6 αυξ π6 o216oει9 o αυιτελεoτ{g αμφrεoλικfE διιi;υηg γρdφεται

D"D"(n+ p)
D"n+ Dop

Τα D.και μ. εiναι αυναρττiσει€ τωv n και p. Aφori τα n και p περι61oυν τα δn και δp οιαυιτε}εoτξ oην εξi.oωη αμφιπoλικηg μεταφoρξ δεv εiναι oταΘερoi. T6τε n εξiολon
9μφπoλΦξ μεταφoρdg πoυ δiδεται απ6 ην εξioωη (4.39) εivαι uω uη ,,iu,*iδιαφoρικη εξioωοη.

Oρια των εξoγενrirν πρoομξεοrν και 1αpηλ{ 6ηυoη

rΙ εξioωοη αμφrπoλικηg - ματαφoριig μπoρεi να απλoπoιηθεi και vα
γραμμoπoιηθεi'' αν θεωρr]ooυμ εvgv εξωγan] ημιαγωγ6 και αν θεωρrjoo,μ μω
ry9Ψι"s επι:εθδoυ 6γrυη. o αυvτελεoττjg αμφιπJληg.δ'ογ,.η6, ; ;|-;&;.,r
(4.43) μπoρεi να γpαφτεi τ6τε

D'=

6πoυ δn εiναι η αι:y€ντρωoη των επi πλΞoν φoρ6ων. Aν θεωρτ]ooυμε Eναv ημιαγογ6 p-
τυπoυ θα 61oυμε 6n PοΣ)no. }Ι αυΦf1η χαμηλliξ Φxυηg ημαΙ,o,ολ.η
αυγκ6vτρoη των επi π}"ιiον φoρ6ωv εtναι πoλl5 μικρ6τερη απ6 η οιryκ6ιτρωση τG)ν
φoρ6ωv πλειoν6ηταg σττt lcατ6oταoη θερμικηE ιooρρoπiη. ιηlαδη για ληj*γ*γj p-
τδπoυ πoυ θεωρr]oαμε θα 61oυμε δn << po.Λαμβiιιoνταq υπ, 6γη 6π no<. )o
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ΚαL& << po και 6π τα D, και D, ειναι ηq iδιαg τιiξηg μεγ6θoυ9, o ουντελεοηg
αμφιπολικηc διdχυσηζ α7τ6 ην εξioωη (4.44) μετατpi:πεται στov

Γ) =τ)

Καi απ6 ην εξiοωη (4.41) θα 61oυμε επioηq

4.45

4.46

Eiναι ενδιαφ6ρov να oημιiυοoυμε 6α για 6να p.τfπου ημιαγωγ6 κdτω απ6 1αμηλη
6γχυαη' o αυντελεoηq αμφιπoλικi.1g διd1υoηq και o oυντελεoηg αμφι;hτCηq
ευκιvησiξ ε}οττd:νoιηαι στζ τιμεζ των φoρ6ων ψιον6ηταq, των ηλεκτρoviων, οi
oποiεg εiναι oταθερ5g. }Ι εξiσωση αμφιπoλiκηζ μεταφoρdg μετατρ6πεται oε μiα γραμμικη
διαφoρικl1 εξioωοη μ oταθερoriq oυντελεoτιig.
Αντiστoιχα μα 8vα n-τιiπoυ ημιαγωγ6 θα 61oυμε

ν tυp

και
β' = _βρ

oι 6ροι πoυ πp6ιtετ
δημιoυργiαg και o

4.47

4.48

ακ6μη vα πρooδιoρiοουμ oην εξioωoη (4.39) εiναι o ρυθμ6E
ρυθμ69 επαναα6vδεoηg. ,0πω6 εiδαμε oην εξioωoη (4.35)

n?t
:Ι<ι = Ι<ρ= - =_ = rt oπoυ τnι κα1 τpι εiναι oι μεoοι 1ρδνoι ζωηg ηiιεκτρoviων και

.h| -pι

oπιirν αντioτoι1α' Αν θεωρf1ooυμε τη αυναρηοειq τoυ αιτιoτρ6φoυ 1ρ6νoυ ζωfg, τ6τε
τo 1/τo1 εiναι η πιθαv6ητα ανιi μoνdδα χρ6ν0υ 6vα ηλεκτρ6ντo να αυναvηoει μiα ozη
και να επαvασυνδεθεi . 

.oμoια τo 1/τ,1 εiναι η πιΘαν6ητα ανιi μoν6δα 1ρ6νoυ μiα οzη να
oυvαντf1oει εvα ηλεκτρ6vιο και να επανααυνδεΘεi. Αν θεωρτ]ooυμ ξανd *ναν ημιαγωγ6
p-τυπoυ κdτω απ6 χαμηλi Φχυση, η ουγκειτρωοη των φoρ6ωv πλειoν6ητα9 (δπ6$ oα
εivαι oυoιαoπκd oταθερf1, ακ6μη και 6ταν εiγαι παρ6ντεq οι επi πλ6oν φoρiig. τ6i. ηπιΘαν6ητα ανιi μονdδα 1ρ6νoυ 6vαg φορθαg μιoν6ητα9 (ηλεκτρ6ιιo) vα αυvαντηoει
ιluα φoρ6α πλειoν6ητα9 (ozηl Οα εiναι oυαιαοnκd οταθερη. Apα τ", = r, ο 1ρ6νo6 ζωηg
των φoρι6ων μειov6ηταg θα παραμεiνει oταθερ69 για θvαν ημιαγωγ6 p-τ6πoυ κdτω απo
χαμηM €γrυη,
.oμοια 

για ενα ημιαγωγ6 n-τιiπoυ θα 61oυμ ,ρ =,,.δηλαδt o 1p6νog ζωi1g τoν φoρ6ωv
μειoν6ητα9 παραμiιlει σταθερ6ζ. Aκ6μη και κιiτo απ6 αυνθτ]κε6 χαμηληζ 6γxυoηq, η
αυγκθvτρωη των φoρθov μειoν6ητα9 μπoρεi να αυξηθεi μρικr6q τιiξειg pεγ6θoυg. }Ι
πθαν6ητα ανιi μoνdδα 1p6νoυ εναg φορ6η πλειoν6ητα9 να αυναντ/1oει μiα oπ] μπορεi
vα αλλdξει δραoπκd,. o 1p6νoq ζωτ]q των φορ6ων πλειoν6 τz1ταg τ6τε μπoρει να αtλιiξει
oυαιαοπκd, 6ταν εfναι παρoντεg επ[ π)Gον φoρεξ.
Θεωρoδμε ξανιi τoυg 6ρoυq δημιoυργiαq και επαναoδνδεοηg oην εξioωoη αμφιπoλιηc,
μεταφoρd-c. Για τα ηλεκτρ6νια θα 61oυμε

c - R = 8" _ n, = (G*+ g;)_(η. + n;) 4.49



6πoυ ξo και gj εivαι oι ρυθμoi δημιoυργiαg η2εκτρoviων αη Θερμιη ιooρρoπiα καττοιν επi πλioν ηλεκτρovΙων αντiο.τoι1α, και R,o και .Rj αιτiατoιχα γ1α η.vεπαvαα6νδεη Ση θερμιη ιooρρoπiα θα d1oυμ

G,o = R^
4.50

Eται η εξioωoη (4.49) yρaφετατ

g_R=c',*κl=gΙ_Φ
τn

:T::,.iγ".^, xρ6νoc ζωηg των επi πλ.6ov φoρ6ων μειoi;6ηταg .l ια πg oπ69 θα 61oυμε

g - R = g o - Ro = (G 
oo + g,)_(aoo + no)

4.51

4.52

4.53

4.54

r+.))

oπoυ Goο και g} εivαι oι ρυθμo{ δημιoυρyiα6 οπcilν oη θερμιη ιooρροπiα και o ρυθμ69δημιoυργiαq των an πλεoν
επαναα6vδεoη. Ξαvdμαη d;χ ffi;χ";":;:,J, 

και R}αντioτoιxα μα η;

Gpa = Rpn

και η (4,52) γριiφεται

8-R=g,o_R',=e,,_Φ
To

ο"ff*a"zΨ-o_*=Ψ

**',fl}i#"u;i1jfffi1,'πi πλiον φoρ6ωv μιov6ηταg.
ρuομo εημio,.Iργι;.lff#.Ι:-τα επf.πλε9γ ηλεκτρ6ιτα,.i6,... uo εiναι iooc μ τov
ηu,.,ρili" li';..1:f,.ff:Η1;#J":"lχ .:::-:. 

.:ρioo:μ. ;; ;θΦ

;|.Tλ",ffi λ--*;"#.i,:,o!,'i,τβvοοο6ωvιιειo,u,.Ι"Ji,":;;π;""*il:
γραφτεi oε oρoυ. 

'o,ou,.,,,,|.j'*,}oil,",,iili1*''αμφιπoλrηq 
μ,..φ;;;;u;#?;

l oτε η εξioωoη (4.39) μα 6να ημιαγωγo p-.ii"", 
"j..J'""ο χαμηλη Φχυη γριiφεται

ffi;:i:1i,H."il"},-.Η':Ι#: n-τ6πoυ κdτιo ατa rαμηkt1 6γxυη, η εξioωoη

D,β-a,εΨ-o-*=Ψ
4.56



Eiναι εvδιαφ6ρoν να onuειioooυFε:::., 
1iρ.μ,.qoι μεταφoρ0ζ κατ. επανααδνδεσηζ στξεξιorδoειg (4.55) και 1i.sε1,εινατ αυτ66 τωv φoρfων μειoνοηταq EπΙoηg oι εξιociloεηαιτεq τεερνγραφoυv ην oλiΦηoη 1 δ'εpη ;;; fi επαγασι5vδεη τωγ επ[ πΜovφoρ6ο:v μειον6ηταζ σαv Ψ -ΥdρTη ,,, 1,ρ,o.;,, συντεταγμενωγ και oαν μiα:'Ιya1 :": 1ρ6νoυ. E:ταναλαμβιiνoυμε 6."-ξr. ατιαττf1oει ηv αυνθ,ιjκη

,":':ρ:ξ:ζ ]* φoρτ[ου. , P1Υ*,.* τωv εzri πijov φoρ6ων.πλειoν6η"oq "λ,ιση με η αυγκ€ττρωoη τωv επi πλ6oν φoρ6ων μειov6ηταg.,T6τε ";;,#;;;ξπλειoν6ητα9, δια16oιται και oλτoθαivoυv.i -iξ*ui"n,*ov φoρειζ μειov6ηταq,6τoιriloτε η oυμπεριφoρd των επι:ελθον φoρa,"-;,;;;;jη.og ,ρooδ, ρiξεταt απ6 nq::f:ly:ξ-]., φoρ6ων μιol6ηταs, .λυτο 
""-λμi*oι,*ο φαιv6μενo εiναι πολ6εvoιαφερoν oη φυoικf 

'γ^j.t111,γ,b,, και ε1ναι η ρoη γJ" η-*';;*λ,λ1αρακηριoπκrbν και η συμπεριφορd των ημιαγωγι*ri:ν διατdξεωv.

Eφαρμoγ6g ηg εξiοωηq ηg αμφιπoλιηg μεταφoριig

Θα διbοoυμε μερικιi παpαδεfγματα πoυ θα βoηθηoουν oτo να καταλ6βoυμε η
ilitr.ijff i,iJ#.il',Jf;J"H,::;d;s';,fi ΤJ}ffi :;:#;;;ξ"#*i j:διατdξειc-

Aoκηη 1,

Θεωρo6με '* o*''r:^f1:,L: 
:ryyψ, ημιαγωγ6 n τ0που Στo 1ρ6νo t=0,61oυμε μiα oμoι6μoρφη oυξιτε^9oτl τωy ε.τι rλioi φoρ.,, o"o κρlioταλλo. Eγiο για

59j1"^,ry:* δημιoυpγiα 
γ1'"λΑ.; φoρε,,. ij"λρ",; 6π η oυγκ6ντρωoη των επiπλεov φoρεων εivαι πoλri μικρ6τερη απ6 η oυγκεvτρωη τΨν φoρ6ων oη κατd'oταoηθερμ1ηζ ιoορρoπiαq(κατdoτ1o,ri xαυnλns ;γχ,;b.λ;*,"oλoγiοετε η αυγκ6vτρωητων επi πΜoν φoρ6ων για r > 0 .

Λlioη

Ση περιπτωoη αυη 61oυμε 6π ιo1υει η εξfαωη (4.56)

4Ψ*o,,Ψ-o_*=Ψ
και επi d.6oν 61oυμε
a, (δdl aΧ, = a(δδl ax= O καιμα

d\δp) 
=_δpdt Tpο

t>0 61oυμε g.=O. Eπoμεvωζ η (4.56) yρirφεται

8"##;fr#ii}::ffi,* o 1ρ6νo9 ζωtj6 των φoρ6ιυν μειον6ηταq εiναι μiα οταθεριi.

Φk)= εp1οp"i"^
4.58

και επειδl] δn =δp η αυγκivτρωη των επi πλ€ov ηλεκτρov[ων θα εiναι

Λ <1

δnQ)= εp(ο)"ι,^
4.59



Aoκηoη 2
Θεωρo6μ 6ναν απεiρωq μηιiλo ομoγεη ημιαγωγ6 n τδπου Aγ τιilρα για r < 0, ο

ΙΙ:Ι:]9.! β|γo":: oε θερμη ιooρρoτiα ;.γ; ;;0 υπaργει μiα oμοι6μoρφηoημιoυργια επ1 πΜoy φoρ6ων oτο κριioταλλο, θ6λουμε να υτoλoγioουμ ηαuγκθντρωοη των επi πλ€oν φoρ6ων oαν αovιiρo1"η 
'ou 1pouo,,

Λυση
FI oυνθf|q oμoι6μoρφου ρυθμoδ δημi,oυρ γαq εm πλ€ον φoρ6ων και η oμoγθνεια του
ημιαγωγoυ μαq δiνουν 6π ιcγοετ a,(δ)lax, =a{ε)lax=ο*' η 4-oη 1+.sijγρdφεται

4.64

δnQ)= g'"ooι _,-l"oo)

x=0

4.61

}Ι αυ1κεvτρωοη των aα τtιξ,oν φop6ωv μειoν6ηταE (oπ66) αυξdvεται με τo 1ρ6νo μ ηνiδια oταθερd .yg6νoυ τoo,1 οπoiα εiναι o 
.1po.,og 

ξωηg ,,ωu ετi πλ6oν φoρ6ωvμειoν6ητα9. }Ι αυμc6ντρωoη "2.Υ-y:" φoρ6ων φΘιiνει μiα πμl1 οε μiα oταθερηκατιioταoη" καθ69 o χρ6νξ:^Tι.:Tο απειβο., ακ6μη καr αν υπαρxει μiα oταΘερξκατιioταατ, δημιoυργiαg επi πλjov oπιbν και ηiεκτρo,ιων. Αυη η oταθερη κατιioταoημπoρεi να φανεi απ6 ηv εξioωoη (4.60) θ6τoνταq, d(δilldt =0. δ.-;;;λ;;;;.
απλtilg δεi1νoυν 6n oη oτdo,ιμη κατιiοταη o ρuομοs 6ημ.ouργiαq ιοoliται μ τo ρυθμoεπαvααδνδεοηg

Αακηη3.
Αg θεoρηo,oυμε τιbρα 6ναν ημιηωγ6 p.τυπoυ o 

^oπo19s 
εiναι oμηειηg καιεκτεινεται απερι6ριοτα. Για 6vα κρ6oταλλo μ;αq buio,αoη| n,μμαvουμε on oτ εm πχΕoν

.φ:i::,9:γ:,:|E1γrται ι16γ9 oη θ6ο^1,:ο,b"ωq φ;;;;λ" οpμα (a.5) και αρfζoυvγα οιαχεoνται και πρoζ τιζ δδο κατευθ6νoει9 (πρog -x *o' ,ρog ,1. o".*i,ι"π.Jiμi*ησυγ1€ντρωση τωv ε:εi πΜoν φoρ6ων oη *i*μη .o"ao.ooη σαν συναρηση του x,

δ

Σf1μα 4.5 Δημιoυφiα στασιμηs καταστασηE.

;r--{>
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Λdoη

Θα ιoβει η εξioωoη (4.55) πoυ εiναι η

n S,(δ") 
'-" *;-ι"ΕΨ-' -fu=Ψ

Σιi|ιφωνα με τη υπoθfoειg μog oo"{ouμu Ε=0η;" ,:O".κατιimαοη. Π;'"".;ζ;;;ρfoταλλo 
μiαg u;;;., ;i':ι,1a,J HJ.".u**

Διαιρ6ντα9 με τo oυvτελεoπ] διιiγυoηg ην εξiοωη (4.62) πρaκbπτεl'

tΡ_:_=t9_+=,
dΧ. Dnτ n0 dχ2 Ln

4.62

FΙ παριiμετρog L" = 
'[D"τ "0 

ι1χει διαοτιioειg μξκoυg και καλεfται αυντελεoηg διιi1υαηgτων φoρ6ωv μειoν6ηταg(ηλεκτρ6vια).ιl γ*η λδoη η9(a.63) εfvαι

&'ι(x)= g,_"iι" + Βe'lL" 
4.64

;%fiJ;,,3:ffn,ffJff;:f..:1:owαι πρoζ o:εoιαδηπoτε κατευθυνη απ6 τo x=O, θα
.o., eo .ιo...ωJi.;;'.%"J.j.1fιoν6ητα6. Fl oυyκwτρωoη των φoρdων μειoν6ητα9

:::Ι:1ι;; δfu ;; fi ;: Sa,::=ff;#. ; ;ff1l1 = ;.,a,ξ ";,;;;;τ6τε να.γραφτεi tr1_v Ιιιι x<U. l1 λυη η6 εξiοωοηg β.63) μπooi

fu{x)=εn(ογ_'iι" x>0
4.65ακαι

4.63

4.65β
δn(x)= an(q\*"iΙ- .r<0

F{ oυγκεvτρωη λoιπ6γ των;λ;;; ;i,ii 
,"ii*:,";χ# 

#ffid;id;,11,i.λiλ.::*"*oη ελαττcbνεται

.oπωg 
καr πριν θα πιiρoιμε ην oυδετερ6ητα τoυ Ψ^oPτioυ. Eτoι η αυyκιiντρωη

;:,' &"j.}ff;il"T",.f T]^o.η 
oτιiαιμη ;;;.; επioη6 ελαττrδνεται εκθεπκιi

f:::Ψ:i(ηλ,ιτρoιια).Τo ;,λffJ?:ru"'Ψg δ.Ιχ,ηqi;,,; ;;;
ηλεκτρoviων "o.,,, ooλ, oo, -j.'Ia.*a ::,--."]:l η αυγκθιτρωη 6λων τωv
φoρdωηδ,λ-δ,i;i,).:;;i,]"χ:ffi ilΙ}χ:::T..ff H[ffi :3;#ιμ;
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πλειovdηταg μ6λι9 μεταβιiλλεται Eν τor5τoη μπoρεi γα 61oυμ δπ(0) >> ag και ακ6μη ναικανoπoιεiται η oυΦηη χ,Ψlη! Ψ^leηg. Fl αυy<*ντρωoη των φoρ6ων μιoν6ητημπορει να αλλriζει πo)J..6g τdξειg μqvι!θoυq..-

l cεΙrier
conc.nιf.t.on
(lo8 scaΙc)

Σ1ημα 4.6 oι oryκεvτρ(loεg των ηλεκτρoνiωv και τωv oπΦrια τη περωiο:αη πoυ oι επi πλθov φoρεξ u,u.",#ffiffΗT:j;.*.,
Αoκτ1η 4

E1oυμ εvαv ημιαγωγ6 n-τυπoυ.και εφαρμ6ζεται *vα oταθερ6 ηλεκτρικ6 πεδio Eoκατd η δευθυνoη x. Καπoια onγμη δημιoυργ,i.o. Jo|'oρ.eμ6g ζευγιΙ:ν ηλεκτρoviων.oπrbν oτo χρ6νo t=ο *. 
ξ^}.':o,-Φ #;,",*;=0 γτα t>0. Υπoλoγεioτε ηoυμ6ντρωη των ετα τc)'toν φoρ6ωv oαν μiα αυvιiρηoη i*, n oo...

Λδoη

ffiffit:i:'}".fi?iεffiffi:hση μiα δuioταοη T.α τoυζ φoρεig μειov6ηταg

ηtP- o"Ε,ΔΡ'--Φ =S(Φ)α- 'yx T ρ0 9ι 4.66

}Ι λl1η αυη9 ηg μεριηζ διαφoριηE εξioωoηg εiναι ηE μoρφηq

δp\x't)= p (a,1p"b"

Aνακαθιoτrirvταg ηv εξioωοη 4.67 oην ε$oω aτ1 4.66 tyoυμε

4.68

4.67

i

Ρ, + δ,(0)

}Ι εξioωoη 4.68 λlivεται 1pηoιμoπoι6νταg τov μετασχηματισμ6 Laplace. Η λrioη εiναι
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'k'r=dil*"fffi

M:.0l

\Γ.=,,,o

4.69

[*Hff:,j$/ εξιocδoεωv 4.67 και4.69,yιαη αυγκθvτρωη τωv επi πλ€ον φoρdων

δp(x, ι) =,,_',, ":,,*o| *:! o'o,t 1

\aπDoι|'' t 4Dpt 
]

4.74

χffiff' :1rΩil J::,::" ::|6:",oη, T g 
"ξt9i3! 4.7 0 o αν -μiα αrνιiρηoη

n.διo 
.1"'1ημo. +. η: i#δ5'.i1ξiJ3J.;J##λ1i#:μo^ ε9αρμoζ6μεv" ημλρiλ

δευθιivοειg _x και ** .:,γxρ,ωλi-; ;,;#i:..χ}i?ΙT#3,Ιξ:;.i:;δημιoυργηθηκαν. διαx6oνταιμε,::l..ιu::.;-oφJi",,,iu,* 
π6 oπε6.Καθcilg ο 1p6νogπρoγωpα, oι εzn πλjoν oπ66 εuεαvααυvδ6oνται μ τλ εzn πλεoν η,ιεκτρovια €τoι ιirοτε oτoτ = οo η αυγκθvτρωη των εzπ πλΞον φoρdων,i;;.-;n;;.."To ο,1ημα 4.8 δiνει *^:,::^u-.:Φuu"χ,;;1.* g 4.70 oαν αυν6ρηη ηgαπ6oταoη9 x oε διiφoρoυg γρ6voυg 6ταν τo ηιεκ.jiκο πεπo πoυ εφαρμ6ζεται δεv εΙvαι

/
ι
ι

!r

Dinai.ζ -τ.-.Ξ:

Σnμα 4.7 }Ι συyκiyrρω6r,} των επι πλ.6oν oπιδv σαv συνdρηση ηζ απ6σταηξμi διtrφoρoυq p6voυ9 *o. x,ρη 
"η, 

,φo,uid,λ,."oo n.uω,.

#:il;;-:*#,frffi:"T,λffiiffiχ;,ff:, oλιo,αiνετ κατ6 η διευθυνη +x, η
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ι
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ι
ι
ι

Γ-
po = n, exp| 

.ιi .F 
lL KT J

ι
ι
\

iff,l;-,i,ffiT,tri1J:-ff ffi;.Τg"#.',ΗT#ffi:Τffi ιJr

Ψευδooτ6Θμε9 Fermi

9:'^Tff|g",o των ηλεκτρoviων και των oπrilv οη θερμικf ιooρρo mα ε"ιναισυναρησεξ τoυ εvεργειακo6 εznπ6δoυ Fenni. Mπφor5με i,α γραψoομε

1.l lα

\+''

και

4'7Lρ

''-^.'3::^Υl.l13") 
*Ψ:: το δβαμ1γ των ενεργειακιbν ζωνιilν μα 6ναν n.τυπoυ ημιαγωγ6 πoυ βρiακεται oε κατιioταη.Θεoυ.*τe λρρoπη 6πoυ Εo > E, .Γιαη περizιτωαη αυτη, Fπoooliuε.ιlα 

9:Ψ ."u τη φoωoειE +.z 1α και 4.71β6π nΡn; καιPo<n; . To σχημα ( a.9β) δεipει ,o -,ργ-",α.6 ε,ηρ,μμ, 1ηα εvαν ημιαγωγ6 p-πlπoυ6που E, < E, και 6πω9 φαiνεται κατ αtω 
"ξ ,ξ-i,;;';.7h κατ 4.71,βf1oυμε pρ1,,rt0<ni. Aυτd τα α,εoτελ6οματα ιοβoυν για θερμΦ ιooρρoπiα.

\.1

η
,l
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Σ1ημα 4.9 Τo διiγρaμμα τωv εvερyε1ακ6v ζωνιbv οη 0ερuικη ισoρρoπiα
για α) n-Φπoυ ημιαγωyo καi β) για p-τυπoυ ημιαγωγo.

,oταv οε θvαv ημιαγωγ6 δημιoυργηΘo6ν ε7η πλ6oν φoρεξ, o ημιαγωγ6ζ δεν
βρiακεται πλ6oν oε Θερμικ( ιοoρρoπiα και η εv6ργεια Feπni.δεγ-εiνα;.;;*;η-ρ;
oριoμAη. Εν τofτoη μπoρot5με να oρiooυμε ην ψευδooτdΘμη Fermi για ηλειcτρ6ιια καιην ψευδooταθμη Fermi γτα οτ69, oι oπoiεg εφαρμ6ζoνται μo. "*oo'.io"η μηιooρρoπiαq. Av δn και δp εiναι oι oυγκεντριiloεη 

"ων 
ε,.ι,λ6ou ηλεκτρo,iω, *oι 

"ω, 
εj

πλ6oν οπioν αντiοτoι1α, μπoρoliμ να γριiψoυμε

nn + δn = n' eΧ1] "rj' "r' 
I' -t k'T IL 2ι. l

Λ11

και

^ | μρ'ι υΓ^ |p^+oD=n' θΧo] 

- 

|'| ΚT l

6πoυ EFn κα1 Ep, εiναι oι εν6ργ€ιεζ των ψευδοoταOμrbν Fermi για τα ηλεκτρ6vια και πq
oπ€g αrτioτoι1α. rΙ oλικη oυγκεvτρωoη τωv ηλεκτρovΙωv και η oλικη ;γ"6*ρ,η .;;
oπδν εivαι αυναρηoεq των ψα.lδooταθμ<i:ν Fermi.

. Στo oμμα (4. 1 0α) τo δ'ιdγραμμα των wεφειακcbν ζωνcδν με τo επiπεδo ηgsv6ργειαq Fermi τoυ ανπoτoι1εi oη θερμικη ιoορρoπ[α. Στo o1ημα (+'lορ1 φoωu,*ι"oεvεφειακ6 διιiγραμμα ζωνiυν 6ταν δεv 61oυμε κατ&oταoη o"ρμ'.ηs λ"ρloπ,6. ε*Jη
η αιlγκwτρωoη των φoρ6ων πλειoν6ητα9 (ηλεκτρ6νια) δεv αλλιiξa 

"ημo"',oi γ,o τιqαυylnκεs χαμηληζ 6γxυηs, η ψειδooτdΘμη Fermi μα τα ηλεκτρ3ιια δw θα διαφ6ρει
πoλ:(l απ6 τo επiπεδo Fermi oτη θερμικ{ ιooρρoπια. F{ ψευδoοτιiθμη Fermi γ;;;ξooρεig μειov6ηταg(oπ6g) διαφ6ρει oημαιτικd απ6 το ετiπεδo Feili oη 

,θερμιη

ιooρρoπiα και φαivεται κα1 στ9 ο1ημα 6τι 61oυμε ημανπξ εκτρozη, eφο,: ηoυγ1εv1oωαn των ηλεκτρoviων 61ει αυξηθεi, η ψευεo",αδμη γ* "o ηι,,.,ρo*Ι ε1,,'κιηθεi ελαφρια πρoζ τη ζrbη^αγωμμ6ητα'c. FΙ αυγκεvτρωση τωv oπων 6γι αυξηiiεiοημαιτικιi 6τoι ιilοτε η ψευδoοτdθμη Fermi για πq oπ66 vα 61ει *ηωi ,"ιο
περιοo6τερo πρoq η ζriiη οθ6voυq.

4.73
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Σ1ημα 4 Ι0 α) Τo διdγραμμα των εvεηειακ6v ζωvων σrη Θερuιη ισoρρoπια γιαΝο- |0,,cm-,καl n;_10,ucm.j. κα1 β) oι vευδοσταθμε; Fenτi "iα ηλεκτρoιια
καi oπ6ζ αv 6χoυμε 10t 

j 
cm.j επι πλ6ον φooεic.

Χρι6νo6 ζω{'c των εzτi π}.6ov φoρfcυν.

o ρυθμ6q με τoν oπoiο τα ετd' πΜoν ηλεκτρ6νια και oι επι πλεoν oπ69 επαγασυνδΙ1oνται,
εivαι 5να εvδιαφθρoν 1αρακηριατικ6 των ημιαγωγcilν και εηρεaζει οημαντικιi τα
1αρακηριoπκd των ημιαγωμκioν διατd,ξεων. 

,oπog 
61oυμε πει o ρυθμ6q επαναα6νδεοηg

εiναι ανnο.τρ6φωg αναλoγoq τoυ 1.ιεooυ 1p6νoυ ζω{g ",, φoρi,u-.E1oυμε θεωρlioει
εvαν ιδαιικ6 ημιαγωγ6 6πoυ δsv 61ουμε wεργειακ6g oτdθμεg μoα,oτo εvεργειακo
1ιioμα. Αυτ6 6μω9 αυμβαiνει o,εvαν ιδανικ6 κρrioταλλo. Σ, εvα πραγματικ6 ημαγωγο61oυμε ατ6λειε9 μ απoτ6λεoμα o κρt5oταλλ6q μαζ να μην 67aτ λα,,τiloιo 

"uρ,oελ!υvαμικ6.. Αν.η zωκν6ητα αυτιbν των ατελει6ν δεν εiναι-πoλf μγιiλη, oι ατ6λε,uq o,|εq
δημιoυργol5ν διdκριτε'c εvεργειακ6g ηλεκτροιικ69 o,τdθυεg μ6oα oτo εuεργε,ακ6 1.ioμo.Αυτ6c oι επττρεπ6μεvεq εvεργειακ6q οτιiθμεq μπoρεi vα εiναι αυτ6'n* noξ,,. 

"ooημανπκ6τερο ρ6λo oτoν πρoοδιοριoμ6 τoυ μ€οoυ 7p6νoυ ζωηq των φoρ6ωv. O μooq
xρ6νog ξτoηg των φoρ6ων μπoρεi να υπoλoγιoτεi απ6 η θiωρiα επαvααι5νδεοηξ των
Shokley.Read-}Ιa1Ι.

Θεcoρiα επανααδνδεοηg των φoρf,ων τorν ShοkΙey.Read-ΙΙaΙΙ

Miα εznτρεπ6μειη εvεργειακξ κατdoταoη μ6oα oτo εvεργειακ6 1d,oμα καλεiται επiηg
και παyiδα και μπoρεi να δρ6oει oαν κ6ντρo επανααι5νδ"oηg. o,},iiμβ.i,oν,αg αμφ6τερα
η2εκτρ6vια και oπθq o1εδ6ν ψ ην iδια π'ιθαν6ητα. Aυη η ioη aπΘαv6τητι oιiDηψηq
oημαivει 6π η εvεργ6q διατομf1 oυλληψηg για πg οπ66 και τα ηλεκτρ6νια εiναι περiπoυ
ioεg. }Ι θεωρiα επαναoιiνδεoηg τωv Shokley.Read-FΙaΙΙ δ61εται 6α εvα απλ6 κλτρo
επαναoliνδεoηc { παγiδα υπιiρ/βι oε μiα εv6ργεια ξ Φοα oτο εvεργειακ6 1doμα.
Υπ6ρ1oυν τ6oοερη βαoικ69 διαδικαoiεq 6πω9 φαivεται oτο οf1μα (4.11j πoυ μ"oρoιrlνα αυμβoι1ν o, αυτη ην απλη πα"yiδα. Θα πdρoυμε 6π η παγiδα ε{vαι 6να9 o"λεεi.ηg,
Aυτo oημαiνει 6α εiναι αρηnκd φoρτιoμ6ιη 6ταν περι61ει εvα η}εκτρ6νιo *o,,i,*
oυδ6τερη 6ταν δw περε1ει εvα ηλεκτρ6νιo.
oι τ6ooερη βαoικ69 πoρεiεg εivαι oι ακ6λoυθεq:
ΓΙoPεiα 1: }Ι ου1ληψη εv6q ηλεlcιρovioυ απ6 η ζδη αγωγιμ6η ταc" απ6 μiα αρμκd,
oυδ6τερη dδεια παγiδα.

O.2982 ev
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Πoρεια 2: To αντiοτρoφo ηq πo, ρεiαg 1. H οαιoμη w6g η2εκτρovioυ πoυ αρμκd
κατελιiμβανε μiα παγiδα πioω o,η ζιilνη αγωμμ6ητα9.
Πορεiα-3: FΙ αυλληψη μiαq oη€ απ6 η ζιbη oθwoυq απ6 μiα παγiδα πoυ τεερ/εγει Lνα
ηλεκτρ6ιno (t] μπoρoriμε να θεωρriooυμε 6τι η πoρεiα αυτ( εiναι η u*oμ-1 *οg
ηλεκτρovioυ απ6 η παγiδα oη ζrbνη oθεvoυg.)
Υ1oρεια 4: T9-αvτioτρoφo ηg πoρεiαg 3. t{ εκπoμπτ1 μiαζ οΦζ απ6 μiα oυδ6τερη παyiδαση ζd)vη oθεvoυ-c.(f; μπoρoliμε να θεωρl]ooυμε αυη η ,oρ,ω λ η ""ιιη.rη λοg
ηλεκτρov[oυ απ6 τη ζiοvη oθεvoυq.)

Σ1ημα 4.1 l oι τdoοερq βαoικ69 πoρεiεg <16ληγηg και εκπoμπξg για τη περuττωοη
μιαg πηiδη απoδtκτoυ.

^ 
Αναλι5oτταq αυτ69 α4 ι6ooερει9 πoρεiεq, βρiακoυμε τoν ρυθμ6 εzιαvαα6νδεoηg

των ηλεκτροv[ων και τωv oπιbν.

4.74

61oυ C, εiναι μiα οταθερd ανιiληη ηq πιθαν6ητα9 μiα παγiδα να oυ}J,dβει θνα
ηλεκτρ6vιo, C, εivαι μiα oταθερ6 αν6λoμ ηq π'ιθαν6ηταq μiα παγiδα να oυλλιiβει μiαoπfi. H παρiιμετρoq \ εivαι η πυκν6ητα τωv παγiδων, και τα n. κα p. δiδoντατ απ6.τη
ο1εoειg

hΦss 1 , hocess 2

Elecπon capture Elecιrοn emission

Ρrocess 3 Rocesε 4

}Ιole cφιιrre Εlοle emission

C"C oN,(np-ni)

και

l_ι,, -, ιI
ri, = lf. exp| \"c μι l 

I..L ΚT .]
4.75α
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Γ-1ε _ r \l
p = 1ν- exD] ', 

].L ΚT ]
4'7\R

Aν η εv€ργεια ηq παγδα9 E; εivαι κoντd' oτo βοo τoυ ενεργειακο6 1doματog, τ6τε τα
n-και p,εivαι σχεδ6ν iσα ψ η αυγκθvτρωαη των ενδoγεvcilν φoρ6ωv. Ll εξiaωcn 4.74
εiναι o ρυθμ6-q επαvαofvδεηq τcον ηλεκτρoviων και των oπiυv πoυ ooεi}εταi *o 

"ε,,,oεπαναol5νδεοηg oην E:ξ, Aν θεωρf1ooυμε 6τι 61oυμε θερμιη ιοoρρo zαα, τoτε
nP __ noPo = n: ετσ" ωστε ζ=Rp=O. FΙ εξioιooη 4.74 ,τ6τε, δiνει τo ρυθμ6 επανασδνδεσηζ
των επi πλioν η)εκτρoviων και oπrbν
Αφol5 τo R oτην εξioωαη 4.74 εΙναι o ρυθμ69 επαναofνδεο,ηq τωv επi πΜoγ φoρ6ων,
μπoρoυμε vα γρ6ψoυμε

6πoυ δn εivαι η αυγκ6ιτρωoη των επi πλ6ον ιooρ6ωv και τ εiναι ο 1ρ6νoq ζωηq τoυg,

Θα απλoπoιηooυμε ην εξiο,ωη αμφιπoλικf1g μεταιooρ6ζ9 ην εξioωοη 4.39, απ6 μiα μη
γραμμιη διαφoρικη εξioωoη oε μiα γραμμτκf διαφoρικfi εξioωoη εφαρμ6ζoντα9 6ρια
o,τη εξωγwεig πρooμiξεη και oη 1αμηλη 6γpoη. Μπoρo6μ να εφαρμ6ooυμε τα iδια
6ρια με αυτd oην εξioωoη του ρυθμoδ επανααδνδεoηg.

Θεωρo6με εvα ημl,αγωγ6 n -τυπου κdτω απ6 1αμηλη 6γpoη. Τ6τε :

nο >> po'nο >> δp,no >> n,,no >} p'

}Ι αξiωoη no >> n' και no >> p' aυνεπi:γεται 6τι τo wεργειακ6 επiπεδo ηq παγiδαg εiναι
κoντd' οτo βoo του εvεργειακo6 χcrσματoζ 6τoι ιiloτε n, και p,vα μην διαφ6ρoυγ πoλυ
απ6 η αυγκ6ιτρωση των εvδoγενιδν φoρ6oν. Mε αυτ6c τιq αξιriloει6 η εξioωoη 4.74
γρd,φεται

^δn
τ

R = C oN'δp

λ'η
.R =:_ = C,N,δp =τ

4.76

4.77

o ρυθμ69 επανααiνδεoηg των εια ιtl"toν φορ6ων o,ε 6ναν ημιαγωγ6 n-τιiπoυ εiναι
αυ.vdρηαη ηq παραμ6τρoυ Cp. 1 oπoiα αναφ6ρεται oην εvεργ6 διατoμli
oυλληψηg των φoρ6ων μει0ν6ηταζ. o ρυΘμ69 επαναor5vδεoηq, τ6τε, εiναι μiα
oυνιiρηαη των παρα1,ιετρων των φoρ6ων μιov6ηταg, Mε τoν iδιo τρ6πo πoυ οι
παριiμτρεg ηg αμφιπολικηc μεταφoριig μειιbνονται μ αυτ69 των φoρ6ωv
μειοv6ηταg.

o ρυθμ6q επαναol5νδεοηg αvαφ6ρεται oτo μ6οo 1ρ6νο ζωηq, Συγκρivοvταq
πg εξιοiοοεη 4.76 και 4'77 μπoρο6με να γριiψoυuε

Φ
τ."

oπoυ

4.78
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C nN,

Aν αυξι1νεται η oυγκεvτρωoη oη παγ1δα, αυξιiνεται και η πτθαν6ητα επαvασ6νδεηS
τωv επi πλ6oν φορ6ων, με απoτ6},εoμα να ελαττιi:vεται o 1ρ6νoq ζωτ]q των φoρ6oν
μειoν6ηταq.,oμoια 

για *vαν ημιαγωγ6 p.τυπoυ θα 61oυμε

po }> njι Pa >> δnn, Pο 2} n , Pο >> P

και ο xρ6νo-ζ ζωf1g των φoρ6ων μειoν6ητα9 θα εiναι

__1"'n - c,N,

I Elecion
energy

Surface

Σχημα 4. i2 Kα?ανoμi1 των επιφαvειακιbν
καταστ0σεωV μεσα στo απαyoρεl}μεvεργεrακ6 16ομα

4.79

4'8Ο

4.81

Φαιν6μενα αtτ1ν επιφιiνεια

Ωq τιbρα αυζηηoαμε για τoυζ ημιαγωγolig 1ωρig vα εtετιiooυμ τι γiνεται oηr,
επτφιiνεια τoυ ημιαγωγoli 6πoυ o ημιαγωγ69 περατιilνεται απ6τoμα και επoμ6νω9
τελειιirγει σ'π6τ0μσ. και η τ6λεια περιoδικ6ητα τoυ κρυoταλλικoi πλ6γματo9, L{ απ6τoμη
αυη διακozcη απ6 τo περιoδικ6 δυναμικ6 61ει οαν απoτ6λεoμα, ε:πτρεπ6μεvεc
ηλεκτρoνικθg εvεργειακ6'c καταoτd,oεq μ6oα oτο εvεργειακ6 1dομα. Σπg πρoηγoδμεvεξ
παραγρ6φoυq αυζηηoαμ 6π απλ66 ατλaεg oτoν ημιαγoγ6 δημιoυργο6ν εvεργειακ6g
oτdθμq μ6oα oτo εvεργειακ6 7βoμα. Τo απ6τoμo τελεiωμα τoυ περιoδικo6 δυγαμικol5
oην επτφdνεια 61ει οαν απoτ6λεoμα μiα κατανoμη των εznτρεπ6μενων ενεργειακcbν
καταoτd'oεων μ6oα οτo ενεργειακ6 γαo'ρα 6πωq φαiνεται oτo oγdμα (4.12) κατ& μηκoq
τωv διιiκριτων ενεργειακioν oταθμrilν οτo εo,ωτερικ6 τoυ ημιαγωγoli.
}l θεωρiα επαναα6νδεoη9 των Shokley-Read-FΙa1l δεi1vει 6τι o 1ρ6νoq ζωηq τωv επi
πλ6oν φoρθων μειoν6τηταq εiναι αr,τιoτρ6φω9 αν&λoγog τηq πυκv6ηταc των oταθμrbν
των παγ[δων. Mπoρot'με να πo6με 6a αφol5 η πυκν6ητα τωv παγiδων oηv εuπφ(iνεια
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6πoυ δpg εivαι η oιlp<*vτρCoση τo]ν ειιi τλioν φop6ων μιoν6ηταq οτo εoωτερικ6 του
ημιαγω.yo$- Mπoρo6με vα γρ6ψoτμ μiα 6μοια 6κφρ.αoη γlα τoν ρυθμ6 εzεαναα6νδεηq
των επ( πΜoν φoρ6ων oην εzaφιivεια:

^ δρ δp"
Ι(=---:-=-.Ξ=.

tpo Ιpo

^Φ.K" = -":--:-
T po,

4.82

4.83

6που δps εiναι η oυγκεvτρωση των aα ιλΑoν φoρ6ων μειoν6ητξ στt,lγ επφιiνεια. και
τpos ειγαι o χρ6vog ζω:i6 των επi πλ^6ov φoρ6ωv μεων6ητη oπ1ν επιφιivεια.
Πtραμ 6π oι εzεi πλioν φoρεξ oηv απφdvεια δημιoυρηΘηκαν μ wα oταΘερ6 ρυθμ6
παvτol5 oτov ημιαγωγ6. Δεtξαμε 61 oε μiα oτιiαιμη κατ6oταoη o ρυθβg δημιουργiαE
εiναι ioo6 μ τo ρυθμ6 arαναo6νδεoηg για η περizπωη τoυ εvδoγεvοξ ημιαγωγori.
Χρηαιμoπoιoιταg αυτ6 τo ετι1εiρημα, oι ρυθμoi επανααδνδεoηg oη, *φ.i,λ *α. λ
εoωτερικ6 τoυ ημιαγωγoli Θα πρ'6ιtε'ι" να εiναι iooι' Αφοri ξοs<τpo, τdτε η oιrμc,vτρωoη
των qτi πΜoν φoρ6ων μειoν6ητα9 oτην επφ&vaα εiναι μιφ6τερoE απο η
συγκ6vτρΨση των φoρ6ων μειov6ηταq oτo εoωτερικ6, fι δp,<δps. To o1ημα 1c.rs) εινει
θvα παρ6δειγμα ηg αυγlcεvτρωοη q των em πλ€oν φoρ6ων οαv μιι.oυν.ιρηση ηE
απ6oταoη9 απ6 ην εzπφd,νεια τoυ ημιαγωγol5.

\.\

Σμiμα 4.13 }Ιoιrprθντρωoη των ε:ι τλ6ov φoρ€ωv oη oτdoιμη κατΦoτααη
ω6 πρog ηv ωτ6oταη απo ηv εrεφ6νaα τoυ ημιαγωγΦ.

Eφ'oοov oη oτιioι1ιη κατioταoη oι ρυΘμoi δημιoυργiαg οτo εοωτερικ6 και σην
επιφιiνεια εiναι iooι, απ6 τη εξιoιiloεη 4.82 και 4,83 Θα 61oυμ

!
I



δp' _ δp,

Tρο Tpo,
4.84

}l εξioωαη μταφoρd,g yια 6να n-τ6πoυ ημιαγωγ6 πoυ βρioκεται σε στ6σιμη κατιioταoη
και 6ταν Ε=0 εiναι

n S.(δp)-.,-δp _n' oΧ- Ιρo
4.85

H λfοη ηq εξioωoηg 4.85 θα εiναι η6 μoρφηq

c/ \op|xt= gτΓo+Ae +t3e 4.86

δp(0)=δp,καθrilg x .+ oo, δp(x)3 =g τpo τo oπoiο αυνεπdγεται 6π Α=0 και για x:Ο

Ταβητα επιφανειακ[g επαναoriνδεcηq.

Koντd oην επιφιiνεια 6πω9 φαiνεται και oτo o1ημα (4.7) νπappτ μiα διαβ&θμιη οτη
αυγκεvτρωη των επi πΜoν φoριiων. Εn πλioν φoρεξ απ6 τo εoωτερικ6 δια16oνταi
πρog ηv επ1φ6vε1α 6που επαναoυνδ6ονται. Αυττ] η διιi1υoη πρoζ ηv ετnφdνaα μπoρεi
να περιγραφεi ατ6 ην εξioωoη

_",L^ 
Ψ1l*ο,=sδp|*o 4.87

6πoυ κιiθε πλευρd ηg εξioooηg εiναι υπoλoγιoμεvη oην εzιιφdνεια. FΙ παρdμτροq i
εivαι τo μoναδιαio διdr,υoμα, κdΘετo oην επιφ6νεια και με φoρd, πρoq τα 6ξω.
Xρηoιμoποι6wαg η γεωμετρiα τoυ of1ματog ( 4.7) η d(δp)/dx εiναι βα θετiκη
πoo6ητα κατ τo i εiναι αρηπκ6, με απoτ6}εoμα η παρ6μετρo9 s να εivαι μiα θετικη
πoo6τητα.
Αν δoriμ τι6 διαoτ6oει9 oην εξioωoη 4.87, βλ6πoυμ 6τι η παριiμετρoc s 61ει μoν6δε9
οmlsec δηλαδ:] μoνιiδεq ταγ{lτηταc". FΙ παρdμετρog s καλεiται ταγbτητα επιφανειακf1q
επαναor5νδεoηq. Αν oι oυγκεντριboειq των επi πΜoν φoρ6ων oην επιφιiνεια και οτo
εοωτερικ6 ηταν ioεg, τ6τε o 6ρo9 d(δp/dx Θα fταv μηδθν και επoμ6νω9 θα f1ταv μηδ6ν
και η ταβητα επιφανειακηg επαναΦνδεoηg. Kαθdlg η αυγκfντρωoη των επi πλ6oγ
φoρ6ων oην επιφ6νεια γiνεται μικρ6τερη, o 6ρo6 d(δp)idx γiνεται μεγαλυτερoζ, κα1 η
εrnφαvειακη ταβητα επαναoδνδεoηq αυξdνεται. i] ταβητα επιφανειακηq
επανααδνδεoηg δiνει μρικ69 ενδεξεη των χαρακηρισακιbν ηg επιφdνειαg oε oυγκριη
με το εοωτερικ6.



F{ εξioοαη 4.87 μπaρει να Ιρησιμoπoιηθεi oαν μiα oριακ{ αυι€fκη ση γειιη
λιioη π9υ δiνεται απ6 ηv εξi.αωη 4.86. Σ6μφωνα μ τo o1ημα 4'7 ξoυψ 6α fi = -1,
και η εξioωαη 4 '87 γτιιεται'

!JΦ)
d1c

)*"l = sδp1*o

E1oυμε δει 6π oτην εξi.oωoη 4,86 o αυντελεοΦg A εivαι μηδεv. T6τε απ6 τηv εξioωαη
4.86 μπoρo6μ να γριiψoυμε 6π

Dp

@
dx

@
dx

t*

4.88

4.89a

4.89β

και

4.90

4.91

Αν υπoΘdoουμ 6π η ταβητα εzπφανειακ]q επαναα6νδεηq oην επιφιiνεια
ε[ναι 0, τ6τε απ6 την εξiοωη 4.91 θα ε1ουμ

ψ(x)= g'τoo

δηλαδl] η σιyrκa,τρωση τωv φορ6ωv μειoν6ητη oηv εznφιiτεια εiναι η iδια με αυη
ατo εooτερικ6.

Αv θεωρriooυμ τrilpα 6τι η ταγι'ητα επιφανειακf6 εzlανααδνδεoηg oτην εraφriνεια εiναι
dπειρη, τ6τε απ6 ην ζioωη 4.92 ξoιψ

εp(') = g' 
" oo(l 

_,-"|' 
" )

δηλαδtj η σι)y!ΘπρΦη τωv επi πλ,6oν φoρ6ων μaoν6ηταq oτηv επφιivεια εiναι μηδεv.

\.t

.q
i

fu*o = fu(O)= g'τ 
oo +ν

p

g= _ Sξ'τ oa

(Dρf L)+ S

Τ6τε η αιlγc6vτρωοη των vτi r$.ioν φoρ6ωv μaoν6ηταg γρdφεται

εp(')= g,,"o|ι_ξξ:1
L υe+SLe]

Aιτικαθιοτ6ντη τιg εξιoιiloεη 4.89α και 4.89β oην εξi.oωη 4.88 και h5νoγ,αξ o)q πρoζ
B, πρoκ6zπει


